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--------------- - 0 °C/m (ostört)

— — — 2-5 °C/m 

.................... 5 °C/m

Figur 12.6.3. Temperaturprofil i morän vid tre olika störningar.

djup (m)

°C/m {ostört)

°C/n

°C/m

Figur 12.6.4. Fryst område i morän som funktion av tiden.

Figur 12.6.3 ger vertikala temperaturprofiler i morän för de tre fallen. Tempe­
raturerna visas vid tidpunkterna för högsta respektive lägsta lufttemperatur. Inom 
frysningsintervallet är profilerna dragna som räta linjer markerade med punkter. Tem­
peraturerna gäller för insvängda förhållanden. Figuren visar hur årsvariationen dämpas 
med djupet. Vid djupet 4 m närmar sig temperaturprofilen de studerade störningarnas 
respektive gradient.

Figur 12.6.4 ger positionen av den frysta zonen som funktion av tiden under året. 
Det största tjäldjupet 1.3 m under ostörda förhållanden inträffar 2-3 månader efter 
lägsta lufttemperaturen. Ungefär samtidigt börjar tjälen smälta uppifrån. Knappt 5 
månader efter lägsta lufttemperatur försvinner sista resten av tjälen på djupet 1 m. 
Största tjäldjupet vid störningsgradienten 2.5 och 5.0 °C/m är 1.2 respektive 0.9 m.
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Vid den största störningen smälter isen underifrån så snabbt att någon tjälzon med 
ofryst mark ovanpå knappt hinner bildas.

Uppspaltningen av totalproblemet i delproblem medför vinsten att frysprocessen 
kan utelämnas ur markvärmeberäkningarna och att frysräkningen kan utföras som ett 
separat, endimensionellt problem.
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Kapitel 13

VÄRMETRANSPORT I ETT VATTENFYLLT 
BERGRUM

Vattenfyllda bergrum kan användas för lagring av värme. I vissa typer av berg­
rum är inte allt uppsprängt berg borttransporterat. Man har en blandning av vatten 
och sprängsten i ett så kallat blockfyllt bergrum. Sprängstenen tar upp krafter från 
bergrumsväggarna vilket gör att lagerdimensionerna kan göras större. Detta reducerar 
de relativa värmeförlusterna. En nackdel är dock att värmekapaciteten för biandingen 
berg/vatten är mindre än för rent vatten.

Vid laddning av värme pumpas kallt vatten från botten av bergrummet. Tem­
peraturen på vattnet höjs genom värmetillförsel från någon värmekälla (till exempel 
industriellt spillvärme eller solenergi). Det värmda vattnet återpumpas vid lagrets topp. 
Man får en front mellan varmt och kallt vatten, vilken under laddningsperioden förflyt­
tas nedåt genom lagret. Underåtervinningsperioden vänds förloppet och värme tas från 
vattnet i lagrets övre del. Det kylda vattnet återförs till lagrets botten. Resultatet blir 
en komplicerad värmetransportprocess omfattande såväl konvektion som konduktion 
i lagret. Denna termiska process står i kontakt med den konduktiva processen i den 
omgivande marken via värmeflödet genom bergrummets ytor mot berget. Genom att 
variera höjdläget för vattnets in- och utlopp kan systemets termiska funktion förfinas.

13.1 Konvektiv-diffusiv värmetransport i en fluid

I en strömmande fluid med hastigheten v består värmeflödet q (W/m2) både av en 
konduktiv värmetransport och av den värmetransport som sker genom att fluidmassan 
förflyttas. Om energiinnehållet i fluiden definieras i förhållande till en referenstempe­
ratur TreJ erhålls:

q = -XVT + C(T-Tref)v (13.1.1)

Differentialekvationen för den termiska processen i fluiden blir då i analogi med ut­
trycken (3.3.6-7):

Cf = y- (A VT) - V • (C(T - Tref)v) (13.1.2)

Vid inkompressibel fluid ger masskonservation sambandet:
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V • u = 0 (13.1.3)

Strömningsmönstret blir av potentialtyp. Med konstant värmeledningsförmåga A kan 
ekvation (13.1.2) då omformuleras till:

= A V2T - CVT ■ v (13.1.4)
dt

Division med C ger:

pp- + VT • v = aW2T (13.1.5)
ot

För specialfallet att v = (vx,vy,vz) är konstant kan (13.1.4) överföras till den 
vanliga värmeledningsekvationen genom ansatsen:

T(x,y,z,t) = f(x',y',z',t) (13.1.6)

där x' = x — vxt
y' = y- vyt
z' = z — vzt

Man erhåller:

Df ( d*f dy dy \
dt \^ö(x')2 d(y')’2 9(z')2/

Denna ekvation kan lösas som den vanliga värmeledningsekvationen men med de tids­
beroende koordinaterna x', y' och z'. Dessa är koordinater i ett koordinatsystem som 
stelt rör sig med fluiden, varför fluidens hastighet i det nya koordinatsystemet blir 
noll. När temperaturfältet / är känt i en tidpunkt, ges det verkliga temperaturfältets 
position direkt av (13.1.6).

13.2 Konvektiv-diffusiv värmetransport i ett poröst ma­
terial

Situationen blir mer komplicerad när man har ett flöde i ett poröst material. Det 
kan till exempel vara frågan om grundvattenströmning, vattenflöde genom ett blockfyllt 
bergrum eller luft som rör sig i isolermaterial. Eftersom endast en del av den betraktade 
materian rör sig måste situationen beskrivas med fler termer. Låt index / beteckna 
en egenskap för den rena fluiden. Fluidens värmekapacitet betecknas Cj (J/m3K). 
Fluidens volymflöde betecknas qj (m3/m2s). Sorten for qj innebär kubikmeter fluid per 
sekund och kvadratmeter tvärsnittsarea i den betraktade volymen. Värmetransporten 
<f (W/m2) kan nu i analogi med (13.1.1) skrivas:

q - - AVT + Cj (T - Tref) qj (13.2.1)
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Under förutsättning av konstant värmeledningsförmåga och inkompressibel fluid 
(V . qj = 0) erhålls i analogi med (13.1.2):

AV2T - C/VT • qj

Man kan införa begreppet termisk hastighet vj enligt:

v? —
C1?S
c

(13.2.2)

(13.2.3)

Ekvation (13.2.2) övergår till:

dT
dt

+ VT • vt = aV2T (13.2.4)

Innebörden av begreppet termisk hastighet illustreras med hjälp av figur 13.2.1.

To

Figur 13.2.1. Strömning i poröst medium. Termisk hastighet.

En fluid med volymflödet q/(t) (my/m2s) passerar under rät vinkel en kontrollyta med 
arean A (m2) i ett poröst medium. Vid tidpunkten to är temperaturen To nedströms 
och Ti uppströms kontrollytan. Under tidssteget A t passeras ytan konvektivt av ener­
gimängden (J):

Aqf^CfiT! - T0)Af (13.2.5)

Man kan nedströms kontrollytan definiera en volym med tvärsnittsarean A och med 
längden L. Längden bestäms av att en temperaturhöjning från To till Ti av materian 
inom volymen skall motsvara precis den energimängd som ges av uttrycket (13.2.5).

CAL(T\ - To) = Aqj(ï)Cj{T\ - T0)At

Man erhåller:

C At

(13.2.6)

(13.2.7)

Den termiska hastigheten vj är ett mått på hur snabbt temperaturfronten förflyttas 
i det porösa materialet. Vid givet volymflöde ökar den termiska hastigheten vt med



196

avtagande värmekapacitet i materialet. Vid beskrivningen har effekter på grund av 
värmeledning mellan fluid och fast material försummats. Se avsnitt 13.3.

13.3 Termisk dispersion

Ett speciellt problem uppstår vid pumpning av vatten genom ett blockfyllt berg­
rum. Om vattnets temperatur avviker från stenblockens yttemperatur uppstår en kon­
duktiv process mellan vatten och stenblock. Vid passagen av blocken ändras vattnets 
temperatur och en från början skarp temperaturfront kommer att spridas ut över en 
ökande sträcka i fluidens strömningsriktning.

Den kvantitativa effekten av denna process kan beskrivas med en ökad värmeled­
ningsförmåga i bergrummet [Claesson et al, Markvärme, 6.3.8]. Den effektiva värme­
ledningsförmågan kan skrivas:

Kff = Kt + Â (13.3.1)

AJ( stagnant värmeledningsförmåga i lagret, gällande bland­
ningen sten/vatten med stillastående vatten

A ökning på grund av dispersionseffekt

Ökningen av värmeledningsförmågan, Â, är vald så att man i den vertikala konduktiva 
processen i lagret erhåller en extra entropiproduktion som svarar mot den som sker 
internt i de enskilda stenblocken. Entropiproduktionen i ett stenblock kan beräknas 
analytiskt under givna antaganden om dess form och om randtemperaturens variation 
vid dess yta. För sfäriskt formade stenblock och linjärt ökande randtemperatur erhålls:

A — AjTij / vT ■ R.
V a,

)
2

15 (13.3.2)

A,, värmeledningsförmåga för sten (W/mK)

n, volymfraktion fast material i bergrummet. 0 < ns < 1 

vt termisk hastighet enligt formel (13.2.7) (m/s)

Rs stenblocksradie (m)

as temperaturledningstal för sten (m2/s)

I formel (13.3.2) är faktorn 1/15 bestämd av den sfäriska formen. Man kan för 
parallellepipedformade stenblock definiera en motsvarande faktor g(Ly/Lx, Lz/Lx), där 
blockets form definieras av kantlängderna Lx, Ly och Lz. För ”normala situationer” 
blir värdet av A av storleksordningen 0.3 - 2.0 W/mK, vilket kan jämföras med värdena 
0.65 och 3.5 W/mK för vatten respektive sten.
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13.4 Numerisk dispersion

Betrakta följande endimensionella problem. En ren fluid förflyttas med hastigheten 
v = 1 m/s. Begynnelsevillkoret framgår av figur 13.4.1. Värmeledningsförmågan är
A = 0.

T(Xj O)

T- 1

T» O
x

Figur 13.4.1. Temperaturfördelning i ett endimensionellt flöde.

Då ingen värmeledning förekommer skall fronten mellan varmt och kallt vara oförändrat 
skarp (temperaturen ändras från 1 till 0 i en punkt) vid tider t > 0. Vid den numeriska 
beräkningen väljs följande data:

Ax; = 1 
Af = 0.5 
T, = 1 
Ti = 0

—oo < i < oo

i < 0 1 
i > 0 J

t = 0
(13.4.1)

Gitterindelningen väljs så att x = 0 ligger i randen mellan cell 0 och cell 1. I figur 
13.4.2 följs temperaturfältet under två iterationssteg. Det heldragna temperaturfältet 
gäller vid starttidpunkten 1 = 0. Den streckade linjen visar temperaturfältet efter det 
första tidssteget. En pil markerar var den skarpa fronten borde ligga (formel (13.1.6)). 
Den punktade linjen anger situationen efter det andra tidssteget.

T(x,t)

i *x i

Figur 13.4.2. Exempel på effekt av numerisk dispersion.
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Av figuren framgår att den skarpa fronten vid t = 0 sprids alltmer för varje förflytt­
ning. Den resulterande temperaturspridningen beror på den trubbiga representationen 
av temperaturfördelningen i det diskreta gittret. Under den första förflyttningen fylls 
halva cellen av vatten med temperaturen T = 1. Cellens temperatur skall representera 
dess energiinehåll. Man erhåller T = 0.5. Representationen innebär att cellens fluidin- 
nehåll blandats om och att fluid med temperaturen 0.5 för snabbt når fram till randen 
mot nästa cell.

b

1,00

0
2 4 6 8 10 12 14 16

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

■ * * ‘t- A Ä—A~~* t . Konvektivt förflyttningsteg

X <£> 1,0 AX
6 X<eoo

+ 0,6 A X
o
X O 0,4 A X
+ X 0,2 AX

S -------- analytisk lösning
+

_

+
• 6

, X
+ O

<5
• + X

------ 1------ 1------ 1------ 1____ 1____ 1____ 1____ 1_____1____ l«4-4 i-a i.±.-i 2 i a-i—

Figur 13.4.3. En skarp front som flyttats genom tio celler.

I figur 13.4.3 visas resultat från fem olika fall där en skarp front flyttats genom tio 
celler. Vid varje flyttning av fronten ändras dess läge med v At = k Ax, där k i de olika 
fallen haft värdena k= 1.0, 0.8, 0.6, 0.4 och 0.2.

Efter passagen genom de tio cellerna liknar frontförändringen den som erhålls ge­
nom ren konduktiv värmeledning. I det betraktade fallet är frontförändringen emeller­
tid helt oberoende av de termiska egenskaperna. Den beror endast på antalet ”meka­
niska” förflyttningar av fronten genom cellstrukturen, där varje förflyttning ger upphov 
till en omblandning enligt ovan. Om fronten flyttas en hel cell vid varje tillfälle förblir 
den opåverkad.

Det kvantitativa resultatet enligt ovan kan erhållas genom en ökning av värmeled­
ningsförmågan för den konduktiva processen [Claesson, 1978].
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13.5 Teknik att undvika numerisk dispersion

En enkel metod att undvika den visade effekten av numerisk dispersion är enligt 
avsnitt 13.4 att välja A< och Ax så att v At = Ax. Då flyttas temperaturfältet precis 
en cellstorlek under tidssteget. Med beteckning enligt tidigare och med flöde i positiv 
koordinataxelriktning beskrivs den konvektiva processen av:

Ti,n+1 = (13.5.1)

Vid representationen av den nya tidpunktens temperaturer sker ingen omblandning av 
innehållet i olika celler. Representationen blir oförändrad vid varje konvektiv förflytt­
ning.

Vid blandad konvektiv diffusiv värmetransport kan man använda två olika tids- 
steg, ett konduktivt, Atcd och ett konvektivt, Atcv. Under ett konvektivt tidssteg hålls 
fluiden stilla. Under denna tid utförs emellertid ett eller flera konduktiva beräknings- 
tidssteg Atcd så att:

ÇAte^AU (13.5.2)
i

När den konduktiva beräkningen är utförd för tiden Atcv flyttas temperaturfältet en 
gittercell i flödesriktningen. Därefter utförs en ny beräkning av en serie konduktiva 
tidssteg enligt (13.4.2). Förfarandet upprepas till önskad tidpunkt.

Förflyttningen av temperaturfältet får inte påverka energiinnehållet i beräknings- 
volymen. Värmekapaciteten (J/°C) i samtliga celler som påverkas av förflyttningen 
måste därför vara lika stor.

Metoden fungerar bra vid endimensionell strömning vid plan geometri. Alla cell­
storlekar blir lika stora. Vid till exempel plan radiell symmetri, där flödet sker i radieil 
led, medför det konvektivt grundade kravet på lika cellstorlek att cellernas radiella 
dimension måste avta med avståndet från symmetriaxeln. Om beräkningsområdet om­
fattar stort djup i radiell led kan detta ge problem vid den konduktiva beräkningen 
eftersom stabilitetstidssteget för en cell minskar med minskande celldimension.

En annan metod att undvika effekter av numerisk dispersion är att direkt beskriva 
fysiken i det grundläggande problemet. Vid den konvektiva förflyttningen av tempera­
turfältet enligt ovan sker en extra spridning i fältet beroende på omblandning av vatten 
i de enskilda cellerna. Temperaturutjämningen på grund av omblandningen orsakar en 
extra entropi-produktion som inte borde ingå i den beskrivna processen.

Genom att vid förflyttningen upprätthålla såväl energi- som entropikonservation 
kan extraspridningen av temperaturfältet undvikas. För att åstadkomma detta kan 
en cells energiinnehåll representeras av två interna temperaturnivåer med ett under 
varje tidssteg givet frontläge mellan nivåerna. Vid den konvektiva förflyttningen av 
fluid mellan cellerna används tvåtemperatursrepresentationen. Därmed kan även det 
introducerade kravet på entropikonservation uppfyllas. Vid beräkning av konduktiva 
värmeflöden mellan angränsande celler används en medeltemperatursrepresentation av 
cellens innehåll. En närmare beskriving av metoden ligger utom ramen för denna skrift. 
Metoden är effektiv och uppnådda resultat är goda [Hellström et al., 1986\
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13.6 Värmetransport i och utanför ett vattenfyllt berg­
rum

13.6.1 Den lokala processen i bergrummet

Den termiska processen i bergrummet omfattar en blanding av konduktion, fri 
konvektion (vattenrörelse på grund av täthetsskillnader i vattnet) och påtvingad kon­
vektion (vattenrörelse på grund av pumpning). Avsnittet beskriver en modell där denna 
mycket komplicerade process hanteras på ett starkt förenklat sätt. Man har en endi- 
mensionell temperaturfördelning i vertikalled. Den enda fluidtransport som följs i tiden 
är den som åstadkoms genom pumpningen av vatten genom lagret.

Förenklingen grundas bland annat på att vattnets täthet förutsätts avta med ökan­
de temperatur, vilket är korrekt för T >~ 4 °C. Effekten av fri konvektion beskrivs på 
följande sätt. En temperaturfördelning i bergummet, vilken inte ger upphov till drivan­
de krafter på vattnet, måste ha konstant värde i varje horisontalplan och vara konstant 
eller avtagande med djupet. Varje störning av en sådan temperaturfördelning ger ge­
nom drivande krafter upphov till en konvektiv vattenströmning som försöker eliminera 
störningen. Förenklingen bygger på antagandet att tidsskalan för dessa konvektiva vat­
tenrörelser är avsevärt mindre än den för hela problemställningen avgörande tidsskalan 
för de konduktiva processerna i bergrum och omgivande mark. De konvektiva rörel­
serna behöver då inte följas i tiden. Det räcker med att resultatet av dem under varje 
konduktivt tidssteg blir beskrivet med tillräckligt litet fel.

Två typer av temperaturstörning ger upphov till vattenrörelser i bergrummet. 
Den ena störningen åstadkoms av värmeflödet genom bergrummets vertikala randytor. 
Temperaturen i ett tunt vattenskikt närmast bergytan får en avvikande temperatur. 
Bergrummet har vid normala driftssituationer en temperatur som avtar med djupet. 
Temperaturstörningen i det tunna skiktet antas ge upphov till konvektionsceller med 
begränsad utsträckning i vertikalled. Resultatet av processen kan då sammanfattande 
beskrivas som att värmeflödet genom bergrummets randyta till en gittercell i bergrum­
met påverkar hela gittercellen. Förenklingen är således av samma typ som den, som 
används för enskilda celler vid rent konduktiv beräkning, där värmeflödet genom en 
cells ränder under ett tidssteg påverkar hela cellen direkt.

Den andra typen av störning orsakas av att den endimensionella temperaturfördel­
ningen i lagret kan ge upphov till instabilitet i vattnet. Detta kan ske genom att vatten 
som pumpas in i en cell i lagret har en högre temperatur än den som finns i cellen 
ovanför eller lägre än den som finns nedanför. Instabilitet kan också uppkomma på 
grund av den ovan beskrivna värmetransporten genom bergrummets ytor. Detta gäller 
speciellt vid bergrummets tak till vilket den översta cellen i allmänhet förlorar vär­
me varigenom dess temperatur sänks. I denna andra typ av störning är hela celler 
inblandade i instabiliteten. Man får temperaturutjämnande vattenrörelser inom den 
vertikala del av bergrummet där instabiliteten uppträder. Även här bygger förenkling­
en på att tidsskalan för vattenrörelserna antas vara avsevärt mindre än den för hela 
problemställningen avgörande tidsskalan för de konduktiva processerna. Resultatet av 
de temperaturutjämnande rörelserna i vattnet kan då beskrivas med en medelvärdes- 
bildning av berörda cellers temperaturer.

Det konvektiva förloppet i bergrummet kan, med de ovan angivna förenklingarna, 
beskrivas på följande sätt. Bergrummets temperaturer beskrivs med en endimensionell
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gitterindelning i vertikalled. Samtliga gitterceller har samma värmekapacitet (J/K). 
Efter varje förändring av bergrumstemperaturerna testas att dessa uppfyller kravet för 
stabilitet. Cellernas temperatur undersöks i tur och ordning med början i bergrummets 
botten. Så snart en cell påträffas med en temperatur som är lägre än den underlig­
gande cellens temperatur sker en temperaturutjämning mellan dessa så att de erhåller 
samma temperatur (de två cellernas medeltemperatur). Om de två cellerna får en lägre 
temperatur än den närmast lägre liggande cellen sker en utjämning mellan dessa tre 
celler så att de får samma temperatur (de tre cellernas medeltemperatur). Förfarandet 
upprepas till dess en stabil temperaturprofil genom hela lagret har uppnåtts.

För att undvika numerisk dispersion (avsnitt 13.4-5) vid beräkning av vattentrans­
porten genom lagret kan en buffertmodell användas. Principen är att vatten som skall 
pumpas in i lagret ackumuleras i en buffert, vars storlek är vald så att dess värmekapa­
citet (J/K) har samma värde som cellerna i bergrummet. Om bergrummet innehåller 
enbart vatten blir buffertens volym lika stor som en cell i bergrummet. Om bergrum­
met innehåller en blandning av vatten och sprängsten (vars värmekapacitet är lägre 
än vattens) blir buffertvolymen mindre än bergrumscellernas volym. Allt inkommande 
vatten till bufferten blandas tills den är fylld. Då sker en inskiftning av dess temperatur 
till inloppscellen. Bergrummets övriga temperaturer förflyttas ett steg mellan inlopps- 
och utloppscell.

Omblandningen av vattnet i bufferten kan ses som en beskrivning av den vatten­
blandning på grund av påtvingad konvektion som sker i närheten av vattnets inpump- 
ningsnivå. Som ett extremfall, om vattenflödet är mycket stort i förhållande till berg- 
rumsvolymen, kan man ha en omblandning av allt vatten i bergrummet. Detta kan 
åstadkommas genom medelvärdesbildning av temperaturen i samtliga bergrumsceller.

Effekten av termisk dispersion, som uppstår när bergrummet innehåller en blanding 
av vatten och sprängsten, beskrivs enligt avsnitt 13.3.

Sammanfattning:
De angivna fysikaliska förenklingarna vid beskrivningen av den termiska processen 

i bergrummet medför att dess innehåll kan betraktas som homogent. Den termiska 
effekt som härrör från blandningen vatten/sprängsten beskrivs med hjälp av en värme­
ledningsförmåga som varierar med den termiska hastigheten i bergrummet. Denna är 
känd vid inledningen av varje tidssteg och vållar därför inga problem vid beräkning­
en. Vidare beskrivs bergrummet med en vertikal endimensionell cellstruktur som ett 
resultat av ansatsen att temperaturutjämning på grund av konvektion har en avsevärt 
kortare tidsskala än utjämning på grund av konduktion.

I avsnitt 13.7 visas jämförelser mellan mätningar och beräkningar för ett nedskalat 
modellförsök och för fullskaleanläggningar. Resultaten av jämförelserna är utmärkta.

13.6.2 Den globala processen i den omgivande marken

I marken utanför bergrummet har man en rent konduktiv process. Marken delas in 
i en gitterstruktur i enlighet med kapitel 6-9. Isoleringar kan placeras på valfria ställen 
i strukturen. Den del av gitterstrukturen som upptas av bergrummet behandlas som 
ett enda delområde vilket ges separat behandling. Bergrummets ytor behandlas som 
yttre ränder till det globala problemet.

Markytans temperatur varierar med periodlängden 1 år. Vid cyklisk termisk belast­
ning av bergrummet ger tiden mellan två på varandra följande laddningar periodläng­
den för grundfrekvensen av bergrummets temperaturvariation. Denna grundfrekvens
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beskriver den dominerande delen av den pulserande värmetransporten mellan bergrum 
och omgivande berg.

Cellstrukturen i de olika rändernas normalriktning ges av periodlängden vid re­
spektive randyta (avsnitt 6.3). Om avståndet mellan markyta och värmelager är till­
räckligt stort (exponentiell avklingning av variationens amplitud, avsnitt 10.1.2), och 
man inte speciellt är intresserad av temperaturerna nära markytan kan man, utan att 
temperaturfbrhållandena vid bergrummet förändras, vid markytan ansätta dess årsme- 
deltemperatur. Markytan kan då ses som en yttre rand (konstant temperatur) till 
ett beräkningsområde där lagret utgör den centrala delen. Gitterindelningen behöver 
därmed inte förfinas i närheten av markytan. Se även kapitel 11.

13.7 Tillämpningar

I de följande avsnitten redovisas jämförelser mellan mätningar från olika försöksan­
läggningar och beräkningsresultat från datormodeller vilka bygger på i framställningen 
redovisade metoder.

13.7.1 Datormodell

Datormodeller har utvecklats för beräkning av den termiska process som uppstår 
vid värmelagring i vattenfyllda bergrum. Modellerna kan hantera 2-dimensionella (Car- 
tesiska eller cylindersymmetriska koordinater [Efiring, 1984]) och 3-dimensionella (Car- 
tesiska koordinater) beskrivningar av bergrummet och dess omgivning.

Figur 13.7.1. Exempel på lagervolymer vid cylindersymmetrisk beskrivning.
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Figur 13.7.1 visar ett vertikalt tvärsnitt genom några olika bergrumsformer, vilka 
kan beskrivas av den tvådimensionella versionen. Den visade z-axeln är en symmetri- 
axel. Tvärsnittet kan antingen avse ett centralt snitt tvärs igenom ett mycket långt 
bergrum eller ett snitt genom ett cylindersymmetriskt bergrum. I den tredimensionella 
versionen beskrivs bergrummet som en parallellepiped på valfritt djup under markytan. 
Den termiska processen i lagervolymen behandlas enligt beskrivningen i avsnitt 13.6.1.

Termiska data kan variera från cell till cell i gitterstrukturen utanför lagervolymen. 
Randtemperaturen vid markytan är en sinusfunktion där medelvärde och amplitud kan 
väljas. Vid randen mot bergrummet är randvillkoret ett givet värmeflöde vars storlek 
bestäms under genomförandet av den lokala processen i bergrummet. Vid övriga yttre 
ränder kan randvillkoret vara en föreskriven temperatur eller ett givet värmeflöde.

Datormodellerna har använts vid de tillämpningsexempel som återges i följande 
avsnitt.

13.7.2 Jämförelse med en laboratoriemodell av ett blockfyllt bergrum

Vid institutionen för geoteknik med grundläggning, Chalmers tekniska högskola, 
utfördes i början av 1980-talet ett nedskalat försök med värmelagring i ett blockfyllt 
bergrum [Claesson et al., Markvärme].

I laboratorieförsöket beskrevs bergrummet som en grop vars längd, bredd och djup 
var 5, 2 respektive 2.1 m. Gropen fylldes med stenar och vatten. En karakteristisk 
sten hade måtten 0.1x0.07x0.04 m3. Stenarna uppfyllde 59 % av gropens totala volym. 
Väggar och botten bestod av kraftigt armerad betong. Overytan täcktes av en 75 
mm tjock isolering, vilken nådde 0.8 m utanför väggarna. Vid laddning av värme togs 
vatten från gropens botten och återfördes i dess översta del.

Vid simuleringen användes den tredimensionella versionen av datormodellen. La­
gervolymen delades in i 20 skikt. Den omgivande betongen och marken delades in i 
cirka 5000 celler.

Indata till simuleringarna har erhållits från oberoende mätningar. Två korrige­
ringar behövde emellertid utföras. Värdet på inpumpade vattenvolymer ändrades då 
dessa volymer ej stämde med motsvarande lägen på den uppmätta temperaturfrontens 
centrum. Korrigeringen svarar mot ett fel på cirka 5 % vid mätningen av inpumpad 
vattenvolym. Mätfelet är inte onormalt stort. De i simuleringen använda volymflödena 
är således korrekta värden tagna ur de uppmätta temperaturprofilerna.

Den andra korrigeringen gäller värmeledningsförmågan i den omgivande betong­
en. Denna har åsatts det höga värdet 3.5 W/mK vilket kan motiveras av den mycket 
kraftiga armeringen. Värdet har föga betydelse för den beräknade temperaturprofilen 
under kortare laddningsförlopp då temperaturprofilen mest påverkas av det effektiva A- 
värdet, Xeg, det vill säga av beskrivningen av temperaturprocessen runt och i stenarna 
i lagervolymen (avsnitt 13.3). Däremot påverkas temperaturprofilens nivå under längre 
lagringsperioder av betongens värmeledningsförmåga eftersom lagret förlorar värme till 
omgivningen, vilket sänker temperaturnivån i lagret. Värdet på värmeledningsförmå­
gan har bestämts genom passning i en mätserie.

Två fall redovisas. I det första fallet pumpades varmvatten in i lagret under 21 
timmar. Därefter avbröts pumpningen. Lagrets temperaturprofil mättes under 5 dygn. 
Mätta och beräknade värden visas i figur 13.7.2.
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Temperature (X) Temperature CO

1.0
Depth(m)

Figur 13.7.2. Vertikal temperaturfördelning i lagret under laddnings- och lagringspe- 
riod. Mätta värden betecknas med x.

I fall 2 var vattenflödet ungefär det dubbla. Pumpningen avbröts efter 5 timmar. 
Mätta och beräknade värden under laddning och efter en lagringsperiod om 26 timmar 
ges i figur 13.7.3.

Temperature (*C) Temperature (*C)
20 M) 60 80 20 U) 60 80

Depth(m) Oepth (m)

Figur 13.7.3. Vertikal temperaturfördelning i lagret under laddnings- och lagringspe­
riod. Mätta värden betecknas med x.

Överensstämmelsen mellan mätta och beräknade värden är god.
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13.7.3 Jämförelser med en vattentank i Ingelstad

I Ingelstad utanför Växjö har ett solvärmeverk uppförts. Se [Finn] och [Claesson 
et al., Markvärme] Vid tiden för jämförelsen värmde koncentrerande solfångare vatten 
till maximalt 105 °C. Via värmeväxlare lagrades varmvatten i en välisolerad cylindrisk 
tank, vars temperatur under en lagringscykel varierade i intervallet 40 till 95 °C. Under 
uppvärmningssäsongen användes värme från lagringstanken till uppvärmning av ett 
omgivande bostadsområde. Lagringstankens innerdiameter är 28.2 m och dess höjd är 
8 m. Volymen är cirka 5000 m3.

Simuleringen av tankens termiska funktion kom till stånd på grund av att de upp­
mätta värmeförlusterna från tanken var 4-5 gånger större än vad som förväntats.

Tanken är på överytan och längs sidorna täckt av ett cirka 1 m tjockt lager av iso­
lering med den nominella värmeledningsförmågan 0.04 W/mK. Mätvärden från två pe­
rioder utan vattenpumpning användes för att bestämma isolerkonstruktionens k-värde. 
De två perioderna omfattade 45 respektive 27 dygn. För de två perioderna motsvarade 
värmeförlusterna genom tankens sida och överyta en effektiv värmeledningsförmåga av 
0.18 respektive 0.21 W/mK. Som genomsnittligt effektivt A-värde for isolerkonstruk- 
tionen valdes 0.20 W/mK, vilket kan jämföras med isolermaterialets nominella värde 
på cirka 0.04 W/mK.

Vid simuleringen av den termiska funktionen för lagret togs indata från uppmätta 
värden på vattenflöden, inloppstemperatur och och lufttemperatur. En cylindersym- 
metrisk modell användes vid simuleringen.

När den genomsnittliga effektiva värmeledningsförmågan 0.20 användes som värde 
för hela isoleringen erhölls genomgående för låga temperaturer i lagret. Under perioder 
utan vattenpumpning genom tanken sjunker de beräknade temperaturerna i lagrets 
översta del för snabbt. De simulerade värmeförlusterna genom tankens topp var för 
stora.

För isoleringen i tankens överyta ansattes i stället den nominella värmelednings­
förmågan 0.04 W/mK. En ny analys av de uppmätta tankförlusterna under de två 
perioderna utan vattenpumpning gav värdet 0.32 för den effektiva värmeledningsför­
mågan i tankens vägg. Resultat från simulering med dessa förändrade värden visas i 
figur 13.7.4.

Nivå (m)

Temperatur (*C!

Figur 13.7.4. Jämförelse mellan uppmätta (x, o) och beräknade temperaturprofiler i 
lagringstanken i Ingelstad.

Figuren visar att överensstämmelsen är mycket god. Den största avvikelsen är cirka
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1 °C. Ojämnheter i beräknade temperaturprofiler nära tankens överyta kan hänföras till 
datormodellens förenklade sätt att med hjälp av buffertar beskriva vattenflödet genom 
tanken. Tidsskalan för utjämningen av dessa introducerade felaktigheter är så kort att 
det långsamma förloppet i hela lagervolymen endast försumbart påverkas.

Simuleringsresultaten indikerade att de för stora värmeförlusterna skedde genom 
tankens väggar. Den kraftiga ökningen kunde endast förklaras med en konvektiv vär­
metransport genom öppna eller slutna system av springor eller spalter i isolerkonstruk- 
tionen, vilken var utförd så att isolerskivor staplats på varandra. Överslagsräkningar 
visade att spaltvidder på några få millimeters storlek skulle räcka för att förklara den 
ökade värmetransporten. Effekten av fri konvektion är vidare mycket kraftigare i en 
vägg med horisontell temperaturgradient än i ett tak med vertikal temperaturgradient 
enligt det betraktade fallet. Detta stöder användningen av olika effektiv värmeled­
ningsförmåga i tak respektive vägg.

En senare inspektion (1983) bekräftade den antagna förklaringen. Vertikala dräne- 
ringskanaler vid betongväggens yttersida var ej tätade uppåt. Man fann centimeterbre­
da spalter innanför isolerskivorna. Man fann i isolerkonstruktionen vertikala luftrörelser 
med orimligt höga temperaturer.

13.7.4 Jämförelse med ett bergrumslager i Avesta

I Avesta byggdes ett bergrum för att användas vid korttidslagring av värme. 
Överskottsvärme från en sopförbränningsanläggning skulle lagras under vardagar för 
att användas nattetid och under veckoslut. Normala drifttemperaturer skulle ligga i 
intervallet 70 till 115 “C. Dessa planer modifierades senare. Bergrummet har måt­
ten 42x19x21 m3 (längd, bredd och höjd). Volymen är 15000 m3. Avståndet mellan 
bergrummets tak och markytan är 25 m.

Lagrets termiska funktion simulerades med hjälp av den tredimensionella dator­
modellen. Bergets värmeledningsförmåga och värmekapacitet sattes till 3.5 W/mK 
respektive 2.16 • 106 J/m3K. Starttemperaturen i beräkningsområdet sattes till 8 °C. 
Uppmätta data användes för att bestämma värden på volymflöde och inloppstempe- 
ratur. Simuleringen utfördes av Bengt Vasseur, Vattenfall. Den simulerade perioden 
omfattar tiden maj 1982 till december 1983. Perioden omfattar en inledande anvärm- 
ningsperiod följd av tre cykler med laddning, vila, urladdning och vila. Varje cykel 
omfattade cirka 4 månader [Vasseur, 1986].

Figur 13.7.5 visar uppmätta och beräknade temperaturprofiler från maj och juni 
1983. Ingen pumpning förekom mellan de två tidpunkterna. Vid den första tidpunk­
ten återges temperaturprofilen korrekt för de två språngskikten mellan varmt och kallt 
vatten på nivåerna 72 respektive 78 m. Efter viloperioden till den 7 juni är överens­
stämmelsen fortfarande utmärkt både vad gäller förändringar i det stora språngskiktet 
och vad gäller temperaturutjämningen i lagrets övre del.
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Figur 13.7.5. Jämförelse mellan uppmätta och beräknade temperaturprofiler i berg­
rummet i Avesta [ Vasseur, 1986],

Den enkla modellbeskrivningen av dessa mycket komplicerade termiska processer 
fungerar bra för det beskrivna fallet. Vidare återgavs uppmätta temperaturprofiler i 
berget ovanför och nedanför bergrummet (centralt och vid mitten av en kortsida) med 
god noggrannhet.

13.7.5 Jämförelse med ett gropmagasin i Stuttgart

Vid Universitetet i Stuttgart har man byggt ett gropmagasin i form av en stympad 
kon. Lagret, som har volymen 1050 m3 (medelradie « 9m och höjden = 4m) är fyllt av 
en blandning av sten och vatten. Lagret är inkopplat i uppvärmningssystemet för en 
universitetsbyggnad och används för både lång- och korttidslagring av värme. Systemet 
har varit i funktion sedan 1985. Detaljerade data om lagret ges i [Giebe et al., 1986, 
1987] och [Hahne, Fisch, 1988] samt i IEA-rapporter (Task VII), då projektet är ett 
tyskt bidrag till IEA.

I ett bidrag till JIGASTOCK 88 [Hahne et al., 1988]redovisas en jämförelse mellan 
mätningar och beräkningar, vilka utförts med hjälp av den beskrivna datormodellen. 
Under en laddningsperiod om 144 timmar pumpades 50-gradigt vatten med flödet 4000 
kg/tim in i lagrets topp. Under följande 110 timmar höjdes volymflödet kontinuerligt 
till 14000 kg/tim. Under hela perioden extraherades samma mängd vatten från lagrets 
botten. Efter laddningen följde omedelbart en återvinningsperiod om 208 timmar. 
Temperaturen på det utpumpade vattnet varierade i intervallet 50 - 36 °C. Massflödet 
varierade mellan 2000 och 2700 kg/tim.

Figur 13.7.6-7 visar mätta och beräknade temperaturer i lagret under laddning 
respektive återvinning.
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t = 252 h

t = 96 h
t = 48 h

Symbols : meosurtd 
Curves calculatedChorging: fromt = 0 to t*254h

Height above Bottom

Figur 13.7.6. Jämförelse mellan uppmätta och beräknade temperaturprofiler i grop- 
lagret i Stuttgart, laddning [Hahne et al., 1988\

Symbols : meosurtd 
Curvts : calculatedDischarging; fromt= 255h tot«462h

Height above Bottom

Figur 13.7.7. Jämförelse mellan uppmätta och beräknade temperaturprofiler i grop 
lagret i Stuttgart, återvinning [Hahne et al., 1988].
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Man mätte laddad och återvunnen värmemängd till 34.7 respektive 5.5 MWh. För­
lorad värmemängd under laddning var 24 %. Motsvarande siffror från beräkningen var 
35.6, 5.5 respektive 23.4 %. Författarnas slutsatser är att det jämförelsevis enkla beräk­
ningsprogrammet klarar att beräkna temperaturer i gropmagasin och att det fungerar 
väl vid beräkning av energimängder.

Det kan tillfogas att författarna till den refererade skriften inledningsvis betonar 
att temperaturförhållandena runt lagret är svårkontrollerade på grund av den oregel­
bundna omgivningen vilken innefattar gator och hus. Vid datorberäkningen beskrivs 
omgivningens temperaturer utan några oregelbundenheter. De beräknade lagertempe­
raturerna svarar därför mot en utjämnad medelvärdesrepresentation av omgivnings­
temperaturen varför viss avvikelse från de verkliga lagertemperaturerna kan förväntas. 
Betydelsen av dessa avvikelser minskar när det gäller energibetraktelser. Dessa bygger 
på tids- eller volymintegraler och förändringar i lagrets temperaturprofil på grund av 
nämnda oregelbundenheter spelar därför mindre roll.

13.7.6 Beräkning av ett bergrumslager i Skarvik

I [Claesson, Wallentén] beskrivs ett system för korttidsvärmelagring i fyra parallella 
bergrum i Skarvik, Göteborg. Bergrummen, som är lika stora, har tidigare använts för 
oljelagring. Varje bergrum har formen av en parallellepiped med längd 180 m, bredd 
30 m och höjd 18 m. Bergrummens tak ligger 30 m under markytan. Avståndet mellan 
bergrummen är 40 m.

I referensen bestäms med olika metoder bergrummets termiska funktion vid olika 
laddningsstrategier med periodlängder från något dygn och upp till en månad. Bland 
metoderna ingår förenklade analytiska beskrivningar och numeriska beräkningar för 
vissa delförlopp.

Bland de delar som bestämts med numeriska metoder är den stationära förlusten 
från bergrummen. Detta värde beskriver den långsiktiga värmeförlusten från bergrum­
men. Det är proportionellt mot bergrummens tidsmedeltemperatur.

I det allmänna fallet kan årsmedeltemperaturen i bergrummen vaxa olika. Låt 
temperaturen vid markytan och i de fyra bergrummen ges av 2b, Tj ,22 ,2b respektive 
T4. Tillämpning av superpositionsprincipen medför en förenkling så att ett allmänt fall 
kan beskrivas som en linjär kombination av två grundfall. Dessa ges av de konstanta 
temperaturerna (0,1,0,0,0) och (0,0,1,0,0) där temperaturerna är givna i ordningen 
(7’o... I4). Resultatet av beräkningarna kan sammanfattas i en värmeströmningskrets 
enligt figur 13.7.8.
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K >0. CW kW/K

Figur 13.7.8. Värmeströmningskrets for stationära förluster för de fyra bergrummen 
i Skarvi k [Claesson, Wallentén],

Man får följande formler för värmeflödet Qi (kW) från en temperaturpunkt i:

Qi = E K'j(T' - T>) (•' = °> !.2-3.4) (i3-7-1)

Vid tredimensionella beräkningar av de stationära förlusterna har i det visade fallet 
60 000 beräkningsceller använts. De minsta cellerna hade storleken 2-2-2 m3.
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Kapitel 14

KORT OM ANDRA NUMERISKA LÖSNINGSMETO­
DER

Den i framställningen beskrivna lösningsmetoden innebär en tydligt fysikaliskt for­
mulerad värmebalans för de enskilda gittercellerna.

Metodens egenskaper överensstämmer med den metod som inom området numerisk 
analys kallas explicit framåtdifferens. Den i dessa sammanhang vanliga formuleringen 
av metoden framhäver inte den bakomliggande fysikaliska processen. Se formulering­
arna (4.2.1-3).

Det vanliga sättet att lösa värmeledningsproblem är att utgå från den analytiskt 
formulerade värmeledningsekvationen och att försöka hitta en numeriskt formulerad 
lösningsmetod som är så allmängiltig som möjligt. Den traditionella metoden att lösa 
värmeledningsekvationen bygger på att ingående derivator ersätts med dilferenskvoter. 
Den kontinuerliga temperaturfördelningen ges en diskret beskrivning där temperaturen 
definieras i ett ändligt antal punkter. Det ligger emellertid utanför framställningens 
ram att i detalj gå in på alla de angreppssätt som utvecklats. För närmare beskriv­
ning hänvisas till de många standardverk som utmärkt och detaljerat behandlar olika 
sådana metoder. Se till exempel [Ames\ [Smith\ [Minkowycz et al., 1988] och [Mitchell, 
Griffiths],

Gemensamt för metoderna är problemet med den diskreta formuleringen av tids- 
derivatan. Ett syfte med pågående utveckling är att åstadkomma formuleringar som 
ger möjlighet att förlänga tidssteget så mycket som möjligt. I kapitel 5 visas att det 
finns välgrundade termodynamiska skäl för den tidsstegsgräns som erhålls med framåt- 
differensens stabilitetstidssteg. Man kan därmed förvänta sig att överskridande av 
denna gräns kostar beräkningsarbete då man med nödvändighet måste införa en mer 
komplicerad beskrivning av temperaturförloppets mekanism.

Det är därför intressant att göra en jämförelse mellan vinsten i tidsstegslängd och 
förlusten i motsvarande beräkningsarbete när tidsderivatan beskrivs med olika metoder. 
I syfte att belysa detta skall kortfattat resultatet i [Thibault, 1985] återges.

Thibault betraktar följande problem. En parallellepiped av koppar har konstant 
begynnelsetemperatur. Tre olika randvillkor studeras: språngtemperatur vid ränderna, 
konstant värmeflöde genom ränderna samt språngtemperatur med ett konstant vär­
memotstånd längs ytorna. Temperaturfördelningen efter fem sekunders förlopp skall 
bestämmas.

Det beskrivna tredimensionella transienta problemet löses med nio olika beskriv­
ningar, M1-M9, av tidsderivatan. Dessa kan delas in i tre olika kategorier. Metoderna 
M1-M3 är explicita metoder vilket innebär att den nya temperaturen i en gitterpunkt 
efter tidssteget kan uttryckas direkt med hjälp av de gamla temperaturerna före tidsste­
get. Ml är metoden med explicita framåtdifferenser vars egenskaper överensstämmer
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med den metod som beskrivs i denna framställning. I M2 och M3 används mellansteg 
vid beräkningen av de nya temperaturerna i slutet av ett tidssteg.

M8 och M9 är implicita metoder. Med dessa metoder erhålls stabila lösningar oav­
sett tidsstegets längd. Metoden innebär att för varje tidssteg löses ett ekvationssystem 
omfattande lika många ekvationer som man har temperaturpunkter. Lösningen kräver 
lång beräkningstid och stort minnesutrymme. M8 är en ren implicit metod och M9 är 
Crank-Nicolsons metod.

M4-M7 är ADI-metoder (Alternating-Direction-Implicit). Dessa metoder är utveck­
lade för att reducera de implicita metodernas stora datorkraftbehov. Ett tidsstegs fö­
rändringar genomfors i tre endimensionella steg innebärande implicit lösning i de tre 
koordinatriktningarna i tur och ordning. Ekvationssystemet reduceras då till en for­
mulering med tridiagonala koefficientmatriser. M4 är en ren ADI-metod. M5 (Brian) 
och M6 (Douglas) innebär modifikationer vid genomförandet av de tre stegen. M7 
(Thibault) är en metod som bygger på superpositionsprincipen.

För varje metod bestämdes felet i den beräknade temperaturfördelningen efter fem 
sekunder. Medelvärdet av kvadraten på avvikelsen i varje temperaturpunkt beräknades. 
Medelfelet bestämdes som kvadratroten ur detta medelvärde.

Figur 14.1 visar typiska beräkningsfel i resultaten för de olika beräkningsmetoder­
na. Metoderna M8 och M9 saknas då de på grund av mycket stora beräkningstider 
av Thibault ansågs vara ointressanta. Det framgår att så länge Ml, metoden med 
explicit framåtdifferens, uppfyller villkoret för tidsstegslängden fungerar den utmärkt i 
jämförelse med övriga metoder. När stabilitetstidssteget överskrids blir felet omgående 
kraftigt. Risken för att en lösning skall vara behäftad med ett ”smygande” fel är liten.

Beräkningstider för de olika metoderna återges i tabell 14.1. Tiderna (medelvärden 
för de studerade fallen) är givna relativt tiden för metod Ml.

Metod Relativ CPU-tid
Ml 1.00
M2 1.82
M3 1.85
M4 4.45
M5 4.47
M6 4.51
M7 2.51
M8 >15000
M9 >15000

Tabell 14.1. Relativt tidsbehov för de olika metoderna [Thibault].

Thibault kommenterar resultatet på följande sätt:

”Ml is a very good three-dimensional numerical method. It is the most 
economical with respect to computation time and core storage, the easiest to 
program, and one of the more accurate methods.” Tidsstegsvillkoret nämns 
som en nackdel.
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TIME STEP (t)

L,-7-8em. L^Scm.L^Z-Sc* 

1 • IS . J-IO , K-3

(9 « • « »
I0"4 10"* 10“* 10-'

TIME STEP (•)

CASE III

TIME STEP (a)

L,-7 3 cm, LjOem.L^Z-Sem

15 , J-IO , K - 5

TIME STEP (•)

Figur 14.1. Medeltemperaturfel som funktion av tidssteget [Thibault],
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M2 döms ut eftersom dess lösning inte konvergerar med minskande cellstor­
lek. M3 är ovillkorligt stabil, men vid för stora tidssteg är dess lösning inte 
representativ för det aktuella fysiska problemet. M7 är enkel att hantera 
men har begränsad tidstegslängd för stabil lösning (tre gånger så lång som 
för Ml). M4 har begränsat tidssteg (tre gånger Ml). M5 och M6 är o- 
villkorligt stabila men tidssteget bör begränsas för att hålla felet lågt (4-6 
gånger Ml). Deras algoritmer är svåra att programmera. M8 och M9 är 
ointressanta på grund av tidsbehovet.
Thibault rangordnar metoderna enligt M6, M5, Ml, M4, M7, M3, M2, M8 
och M9.

Här kan tilläggas att M6 och M5 är bedömda som svåra att hantera i ett datorpro­
gram. Jämfört med Ml kräver de 4.5 gånger så lång räknetid oavsett gitterstrukturen 
(på grund av begränsningen av tidssteget). M4 kräver 4.5 gånger så lång räknetid. 
Med M7 följer de begränsningar som sammanhänger med superposition samt att tids­
åtgången är 2.5 gånger så lång.

Det framgår att Ml ur många synvinklar är en attraktiv metod och att övriga 
betraktade metoder inte har några självklara fördelar.

Thibaults undersökning innehåller några osäkra punkter såsom:
• är respektive lösningsmetod formulerad på ett optimalt sätt för att möjliggöra en 

snabbt arbetande lösningsalgoritm?

• är programkoden skriven på ett rationellt sätt?

Thibaults syfte är att förutsättningslöst jämföra olika lösningsmetoder bland vilka 
hans egen ingår. Den hamnar i mitten av fältet vid hans utvärdering. Hans valda 
tillämpning med dess enkla formulering och användandet av samma gitterstruktur för 
de olika metoderna ökar trovärdigheten för att resultatet verkligen är belysande vid en 
jämförelse av just lösningsmetodernas tidsbehov.

Avslutningsvis innebär implicita metoder lösning av ekvationssystem för varje tids­
steg. Detta medför behov av större datorkraft (mer minne för matrisbeskrivning av 
ekvationssystemet och mer beräkningstid för att lösa det) än vad explicita metoder 
kräver. För en- och tvådimensionella problem har detta mindre betydelse men svårig­
heterna blir stora vid beräkning av tredimensionella problem [Minkowycz et al., 1988, 
13.6]. Minkowycz uppger att stora FEM-program (finita element-metoden, vilken har 
en inbyggd implicitet) inte ryms i primärminnet på ens de största datorerna (1988) 
varför yttre minnesenheter måste tas i bruk.

Det kan nämnas att den i inledningen nämnda forskargruppen utfört beräkningar 
för tredimensionella stationära temperaturfördelningar omfattande upp till 1000000 
temperaturpunkter med den i framställningen beskrivna metoden. Beräkningarna har 
utförts på persondator men är för närvarande ej dokumenterade. Se även avsnitt 13.7.6. 
Det stora antalet temperaturpunkter kan också användas vid transienta beräkningar då 
dessa har en explicit formulering som är mycket lik den som använts vid de stationära 
beräkningarna.
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Kapitel 15

EXEMPEL PÅ ANDRA PROCESSER MED PARABO- 
LISK DIFFERENTIALEKVATION

Kapitel 1-14 behandlar temperaturibrlopp. Grunden för framställningen är vär­
meledning i fast materia, där temperaturförloppet i kontinuerlig form beskrivs av vär­
meledningsekvationen (3.3.7). Avsikten med detta kapitel är att ge exempel pa andra 
processer som kan hanteras enligt de i rapporten beskrivna metoderna.

Den betraktade processen avser en konserverad storhet a som kan vara energi 
eller massa. Storhetens fördelning i rummet ges av en densitetsfunktion pa. Man har 
ett flöde qa som påverkar densitetsfunktionen pa. Konservation av den betraktade 
storheten ger:

(15.1)

Ekvationen uttrycker att tidsändringen av storheten a i en punkt är lika stor som 
nettoinflödet till punkten. Nettoutflödet från punkten ges av divergensen av flödet, 
V • <?„.

Empiriskt har man ofta följande typ av relation för flödet qa:

(15.2)qa —

Ekvationen uttrycker att man har ”potential”, dvs en tillstandsvariabel, vars gradient 
driver flödet qa. Storheten Ka är en proportionalitetsfaktor. Insättning av uttrycket 
för flödet i (15.1) ger följande balansekvation:

(15.3)^ = V-(KQV$a)

Sambandet mellan pa och ges av pa — pa (4>a). Man kan definiera en kapacitet 
enligt:

(15.4)

Balansekvationen (15.3), uttryckt i $OJ hlir då:

Ca^jf = V ' (15.5)
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Detta är en parabolisk partiell differentialekvation där man har en tidsderivata av fdrsta 
ordningen och rumsderivator av andra ordningen.

Nedan ges exempel på några processer som kan beskrivas enligt ovan.

Värmeledning

Storheten a står för energi. Storheten pa motsvarar energitätheten e (J/m3), qa 
värmeflödet q (W/m2) och temperaturen T (°C). Värmeflödet ges av Fouriers lag:

q= -A VT (15.6)

Proportionalitetsfaktorn Ka blir värmeledningsförmågan A (W/mK). Värmebalans­
ekvationen är:

de
dt = V • (AVT) (15.7)

Värmekapaciteten C (J/m3K) ges av:

de(T) 
dT 6 (15.8)

Denna formulering motsvarar sambandet (12.2.7). Värmebalansekvationen uttryckt i 
T ges av:

C^ = V-(AVT) (15.9)

Detta är den formulering som ges i (3.3.7).

Diffussion

Processen avser diffusion av ett löst ämne i en stillastående fluid. Storheten a står 
för det diffunderande ämnets massa. Storheten pa motsvarar koncentrationen c (kg/m3) 
av ämnet, qa den diffusi va masstransporten qc (kg/sm2) och koncentrationen c 
(kg/m3). Massflödet ges av Ficks lag:

9c = —DCV c (15.10)

Proportionalitetsfaktorn Ka motsvarar diffusiviteten Dc. Massbalansekvationen är: 

dc
— = V-(2?cVc) (15.11)

Kapacitetsfaktorn Ca blir 1. Man har:

(15.12)
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Fuktforlopp

Processen avser diffusion eller transport av fukt i ång- eller vätskefas i ett poröst 
material. Storheten a står för massan av det transporterade ämnet H20. Storheten pa 
motsvarar fukthalten w (kg H20/m3 poröst material), qa fuktflödet qw (kg H20/sm2 
poröst material) och <t>a relativa fuktigheten $ (%). Fuktflödet ges av ett samband av 
typen Ficks lag:

qw = (15.13)

Proportionalitetsfaktorn Ka är fuktflödeskoefficienten D<s. Balansekvationen är:

^ = V-(Z?*V$) (15.14)

Sambandet w = u>($) ges av sorptionsisotermen, dvs jämviktssambandet mellan fukt­
halt och relativ fuktighet vid konstant temperatur.

Vid beskrivningen kan man i stället se fukthalten w som den tillståndsvariabel vars 
gradient driver massflödet qw. Då motsvaras av fukthalten w. Fuktflödet ges av:

qw = -DwVw (15.15)

Proportionalitetsfaktorn Ka är en ny fuktflödeskoeffxcient Dw. Balansekvationen är:

^ = V • (DwVw) (15.16)

Sambandet mellan de två fuktflödeskoefficienterna D$ och Dw ges av:

qw = -D^w = (15.17)

dvs

D« = Dw% (15.18)

Grundvattenrörelse eller luftrörelse i isolermaterial

Processen avser transport av grundvatten eher av luft i isolermaterial. Storheten 
a står för fluidens massa. Storheten pa motsvarar fluidhalten pj (kg fluid/m3 poröst 
material), qa fluidens massflöde qj (kg fluid/sm2 poröst material) och trycket p 
(Pa). Massflödet ges av Darcys lag (densitetsdrivna flöden behandlas ej här):

qs = -A'Vp (15.19)

Proportionalitetsfaktorn Ka är den hydrauliska konduktiviteten K. Balansekvationen 
är:



218

|£ = v.(jrv,)

Om fluiden är inkompressibel erhålles: 

V • {KS/p) = 0

(15.20)

(15.21)

Denna rapport behandlar framförallt transienta processer. Även stationära värme- 
ledningsproblem kan lösas med den beskrivna metoden antingen genom att det transi­
enta förloppet följes tills det klingat av eller genom att lösningsmetoden modifieras så 
att programmet räknar enligt en överrelaxationsmetod. Se tillämpning i avsnitt 13.7.6 
och kapitel 14. Stationära problem av potentialtyp kan lösas.

Man har allmänt en ekvation av typen:

V-(A'aV$a) = 0 (15.22)

Vid ett värmeledningsproblem motsvarar $Q temperaturen T och Ka värmelednings­
förmågan A. Se ekvation (3.3.11).

Om man har en källterm ha, vilken beskriver ett externt volumetriskt extratillskott 
av den betraktade storheten a, erhålles:

V • (^V$J + ha = 0 (15.23)

Vid värmeledningsproblem motsvarar ha en volumetrisk värmeutveckling h (W/m3). 
Se ekvation (3.3.12).

Vissa typer av strömningsprocesser beskrivs av ekvationer av typen (15.22) [Hughes 
and Brighton, kap 6], Se ekvation (15.21).

En annan typ av tillämpningar är elektrostatiska problem. Den elektriska potenti­
alen betecknas V (V). Man erhåller följande ekvation:

V • (cVV) + pc = 0 (15.24)

Här är e dielektricitetskonstanten och pc laddningstätheten. Programvara, konstrue­
rad av den i inledningskapitlet nämnda forskargruppen, har använts bland annat till 
vidareutveckling av munstycken till bläckstråleskrivare [Rydgren, Thesis] I munstycket 
åstadkommes droppavlänkningen med elektrostatiska krafter. Man har en komplicerad 
geometri med bläckstrålen och dess uppdelning i laddade droppar i kombination med 
det omgivande munstycket med dess olika spänningsnivåer.
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