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FORORD

Arbetet bakom foreliggande skrift har utforts vid Institutionen for Byggnads-
konstruktionsldara och Institutionen for Teoretisk fysik, avdelningen for matematisk
fysik vid Lunds Tekniska Hogskola. Arbetet initierades i slutet av 60-talet av professor
Bo Adamson, Byggnadskonstruktionslara. Vid denna institution utférdes arbete forst
inom ett projekt gallande tjalnedtrangning i mark runt byggnader och dérefter inom
ett projekt gallande varmebalans i byggnader. | slutet av 70-talet initierade docent
Johan Claesson, Matematisk fysik, ett projekt géllande vérmelagring i mark.

Rapporten &r ett resultat av dvergripande erfarenheter fran dessa projekt betraf-
fande utveckling av berdkningsmodeller och genomférande av omfattande berékningar.
Projekten har finansierats av Statens Byggforskningsrad, Namnden for energiproduk-
tionsforskning samt Statens Energiverk.

Forfattaren vill rikta ett tack till Bo Adamson och samtliga 6vriga medarbetare
i de olika projektgrupperna for manga berikande meningsutbyten. Jag vill har speci-
ellt namna och tacka Johan Claesson, som med aldrig sviktande energi stéllt upp pa
talrika intensiva diskussioner om stort och smatt betraffande rapportens innehéll och
uppléaggning.

Jag vill &ven rikta ett tack till Pia Bruhn och Ewa Westberg, Matematisk fysik,
vilka pa ett tidigt stadium flitigt arbetade med ordbehandlaren innan den blev mitt
eget verktyg. Till sist ett stort tack till Hans Follin, Byggnadskonstruktionslara, som
utfort ett omfattande arbete med rapportens figurer.

Lund i augusti 1990
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SAMMANFATTNING

Rapporten ar ett resultat av erfarenheter fran tva decenniers arbete med utveckling
av berdkningsmodeller och genomférande av omfattande berdkningsarbeten inom pro-
jekt gallande tjélnedtrangning i mark, varmebalans i byggnader och lagring av varme
i mark.

Grundl&dggande problem vid berékning av temperaturforlopp i fasta material ar
bland annat gitter- och tidsstegsval, sneda réander, randvillkor och temperaturberoende
termiska egenskaper (speciellt frysning).

Rapporten beskriver en berdkningsteknik som till sin formulering direkt anknyter
till det fysikaliska forloppet. Detta gér metoden lattéverskadlig och utvecklingshar for
olika typer av komplikationer.

Tidsskala och geometrisk rackvidd ar karakteristiska egenskaper for ett tempera-
turforlopp. Det visas hur dessa egenskaper pa ett naturligt satt resulterar i ett recept
pa gitterstruktur. Kunskap om grundlaggande processers tidsskala och rackvidd kan
vidare anvéndas for att forenkla ett berdkningsproblem.

Det visas hur cellstrukturen kan anpassas till olika former pa berdkningsomradet.
Speciellt visas hur sneda rander kan hanteras i en Cartesisk gitterstruktur och hur
randvarmemotstand darvid behover korrigeras.

Ett problem vid temperaturberoende termiska egenskaper ar hur varmeflodet ge-
nom en cellrand skall berédknas da varmeledningsforméagan ar en funktion av tempera-
turen. Problemet kan elimineras genom val av en ny temperaturskala.

Tillampningar redovisas for fall med frysning i mark och for fall med vérmelag-
ring i ett vattenfyllt bergrum dar man har en komplicerad konvektiv/diffusiv process
i bergrummet och en ren diffusiv process i det omgivande berget. Den termiska pro-
cessen i bergrummet ges, genom antaganden om tidsskalor for olika delprocesser, en
starkt forenklad beskrivning. Erhallna berdkningsresultat stammer vél Gverens med
matresultat fran sdval modellférsok som fullskaleanlaggningar.



Kapitel 1

INLEDNING

Foreliggande skrift behandlar huvudsakligen numerisk berékning av transient var-
meledning i fasta material. Framstallningen omfattar bland annat gitter- och tidsstegs-
val, sneda rander, randvillkor och temperaturberoende termiska egenskaper (speciellt
frysning). | den redovisade berdkningsmetoden efterstravas fysikalisk enkelhet vid be-
skrivningen av det termiska forloppet. Vidare behandlas olika végar att foéréandra be-
skrivningen av en given problemstallning sa att man far ett enklare problem att 1osa. De
redovisade betraktelsesatten tillampas bland annat vid berdkning av det komplicerade
konduktiva/konvektiva férlopp som uppstar vid varmelagring i vattenfyllda bergrum.

Framstallningen behandlar inte berdkning av stationér temperaturfordelning dven
om sadana berékningar i nagra fall redovisas. Dessa har da utférts med en metod med
Overrelaxation.

Framstallningen behandlar inte andra hnumeriska l6sningsmetoder som kan anvén-
das vid berakning av tidsberoende forlopp. Dock redovisas resultat fran referenser
avseende jamforelser av berékningstid och minnesbehov for olika berdkningsmetoder.

Viktiga resultat redovisas inom foljande omraden:

« gitterstrukturens koppling till den studerade termiska processens tidsskala vilket
resulterar i ett recept pa gitterstorlekar

« sneda rander i forhallande till anvand gitterstruktur. Korrigering av motstands-
varde vid en sned rand

« olika cellgeometrier
» temperaturberoende termiska egenskaper, speciellt frysning

» berdkningsmetodens koppling till det studerade forloppets fysikaliska principer
mojliggor en lattverskadlig och utvecklingsbar berakningsmetod

« forenkling av ett problem med hjalp av ingéende processers tidsskalor och geo-
metriska rackvidder

Berékning av termiska forlopp kan medfora olika typer av komplikationer. Bland
sadana kan namnas komplicerad geometri, olika tidsskalor for de inblandade processerna
samt ieke-konstanta termiska egenskaper i berakningsomradet (omfattande saval rums-,
tids- som temperaturberoende egenskaper). Vissa problemstéllningar kan l6sas med
analytiska metoder, men i det allménna fallet & man hénvisad till numeriska metoder
i kombination med datoranvéndning.



Tillgang till datorer med “obegransat minnesutrymme och med obegransad snabb-
het” skulle forenkla situationen. Fysiska begransningar av datorkapaciteten innebdr
emellertid alltid granser for hur exakt den numeriska beskrivningen av ett problem kan
goras. Detta innebér att numerisk I6sning av ett termiskt problem i allménhet omfattar
en avvagning av minnesanvandning och tidsatgang vid datorberakningen.

Vid ett specifikt problem kan en reduktion av datorkapacitetsbehovet for 16sning-
ens genomférande ha avgdrande betydelse for tillampningen. Vid realtidsstyrning av
ett system kan berékningssnabbheten vara direkt avgorande for styrningens funktion.
I styrprogram for till exempel hela energisystem har man av detta skal tidskrav pa
berakningen av varje ingéende del.

Denna skrift bygger pa erfarenheter fran tva decenniers forskningsarbete inneba-
rande utveckling av berdkningsmodeller for olika termiska processer. Arbetet har till
storsta delen bedrivits inom en forskargrupp som, under olika perioder, finansierats
av Statens Byggforskningsrad, Namnden for energiproduktionsforskning och Statens
energiverk. Erfarenheterna har lett till betraktelsesatt vilka varit effektiva vid beskriv-
ningen av system med stor komplikationsgrad.

Framstéllningen presenterar kdrnpunkterna i dessa betraktelsesatt och ger en sys-
tematisk sammanfattning av dem. Detta medfor att, for l&sare med erfarenhet inom
omradet, framstéllningen i vissa delar ar dvertydlig. Skalet till detta ar att framstall-
ningen &aven skall kunna lasas som en introduktion till omradet.

Det traditionella sattet att I6sa ett varmetransportproblem ar att utga fran varme-
ledningsekvationen CdT/dt = V + (AVT). Bakgrunden till denna ekvation ar en upp-
stalld varmebalans for en kontrollvolym d&r man anvénder linjara, experimentellt fast-
lagda samband vid beskrivningen av varmeflédet genom kontrollvolymens réander. Den-
na formulering, vilken géller fér den betraktade kontrollvolymen, omformas genom en
limesovergang till att galla momentan varmebalans for en punkt.

Med den erhéllna varmeledningsekvationen kan i princip alla termiska problem
i fasta material formuleras. Vid termiska problem som dven omfattar konvektion
kravs ytterligare en ekvation for att beskriva massabalansen i en punkt. For vissa
problemstallningar finns analytiska I6sningar. Dar sadana saknas kan IGsningar an-
da erhallas genom att pa ekvationen tillampa metoder som utvecklats inom omradet
numerisk analys. Dessa metoder innebéar, grovt sett, att man diskretiserar ingaende
derivator i védrmeledningsekvationen. Med hjélp av olika konstgrepp skapas numeriska
l16sningsmetoder med olika egenskaper vad betraffar till exempel konvergens, insta-
bilitet, ovillkorlig stabilitet (som dock i allménhet ar férknippad med svangningar i
l6sningen, vilket i alla fall introducerar tidsstegsbegrénsningar). Studiet av dessa egen-
skaper ingar i amnet numerisk analys och har ingen direkt koppling till fysiken i det
problem som skall 16sas.

En nackdel med datorprogram som bygger pa avancerade numeriska principer ar
att anvandare, vilka har god fysikalisk insikt men saknar dverblick inom omradet nu-
merisk analys, endast kan hantera programmen som “svarta lador” dar forandringar
kan vara svara att infora. Det kan &ven vara svart for anvandaren att bedoma berak-
ningsmodellens begransningar. En utmarkt numerisk metod kan salunda resulterai ett
verktyg med oavsiktligt begransad anvandbarhet och med dalig utvecklingsbarhet vid
fordndrade problemstéliningar.

Numerisk berdkning av ett termiskt forlopp innebér i allménhet att férloppet be-
skrivs tidpunkt for tidpunkt. Om den termiska processens tillstand &r kant vid en viss
tidpunkt sa medfor det i framstéllningen redovisade betraktelsesattet att bestamningen
av processens tillstand vid nasta tidpunkt enbart gérs med vérden fran den kénda tid-



punkten. Den fysikaliska anknytningen &r uppenbar. Forloppets méatbara egenskaper i
ett visst dgonblick avgor processens tillstand ett dgonblick senare.

Avstandet mellan de tidpunkter vid vilka processen beskrivs beror pa processens
karaktdr. Om den betraktade processen &r tidsoberoende sker inga ytterligare férand-
ringar fran ett kant tillstdnd. Inga ytterligare berakningar behdvs. Om processen ar
tidsberoende péverkas tidpunktsavstandet av hur tidsvariationen sker. Det &r till ex-
empel uppenbart att, vid ett periodiskt forlopp, tidpunkterna maste ligga tatare om
periodlangden ar 1 sekund an om den &r 1 ar.

En viktig del i det redovisade betraktelsesattet ar studium av olika enkla grundpro-
cesser. Vasentliga egenskaper for grundprocesser ar deras tidsskalor och geometriska
rackvidder. Rackvidden beskriver utstrackningen av den volym inom vilken grundpro-
cessen har betydelse. Vid berékning av en termisk process kan anpassning till egenska-
per hos ingdende grundprocesser medfora stora forenklingar och effektivitetsvinster.

Auvsikten med framstéllningen ar inte att hehandla andra I6sningsmetoder, vilka
forvisso har sina avgjorda fordelar i vissa situationer. Det grundldggande syftet &r
att visa att dven komplicerade termiska processer kan hanteras pa ett enkelt, effektivt
och anpassningsbart satt om lésningsmetoden binds till det fysikaliska férloppet. Man
erhaller en konkret och i allmanhet lattbegriplig berdkningsmetod vilket, i manga si-
tuationer, gor den till en enkel och utvecklingsbar metod. Detta kan ha avgdrande
betydelse vid méanga typer av tillampningar.

Datorprogram enligt den beskrivna metoden har utvecklats under lang tid for o-
lika problemstéllningar. Den forskargrupp, inom vilken forfattaren varit verksam, har
till exempel utvecklat stora datormodeller 6ver system for varmetransport till och fran
marken. Systemen, vars funktion huvudsakligen galler langtidslagring av varme i mar-
ken, omfattar bland annat berg rumsvarmelager [Eftring, 1984], borrhalsvarmelager
[Hellstrém, 1984] och akvifervérmelager (lagring av vdarme i grundvattenférande skikt
i marken) [Hellstrom et al., 1984]- Organisationen IEA (International Energy Agency)
utférde under mitten av 1980-talet en internationell utvérdering av tillgéngliga dator-
modeller for de beskrivna systemen. Organisationen valde i samtliga fall de av gruppen
utvecklade programmen for vidare anvandning inom organisationens ram [IEA, 1983, s
39] och [IEA, 1989]. De tre modellerna kategoriserades som “the best available ones”.
Ett skal till modellernas framgang &r att den anvanda metodens grundlaggande enkel-
het gor det mojligt att beskriva forlopp, som innehaller manga typer av komplikationer.

For gruppens senaste generation datorprogram, vilka avser ren konduktion i fasta
material, h&nvisas till [Blomberg],

1.1 Fysikalisk principbeskrivning av Idsningsmetoden

I en volym pagar en varmeledningsprocess (figur 1.1.1). Det fysikaliska forloppet
bestams av en varmestrémning inom volymen. Andring av varmeinnehéllet i en punkt
medfor att dess temperatur T (°C) forandras.

For den givna volymen bestdms den termiska processen av temperaturen i voly-
men vid ndgon starttidpunkt (begynnelsevillkor) och av temperaturer eller varmefloden
langs volymens rander (randvillkor) fran och med starttidpunkten. Experimentellt har
man funnit att varmeflédet gn (W/m2) i riktningen h i en punkt bestdms av Fouriers
lag:



@.1.1)
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Figur 1.1.1. Volym med en varmeledningsprocess.

Det fysikaliska forloppet inom volymen kan, med énskad noggrannhet, bestdmmas ge-
nom temperaturmatning i punkter som ligger tillrackligt tatt intill varandra. Den mo-
mentana varmetransporten inom volymen kan, med k&nnedom om temperaturfaltet,

beréknas enligt formel (1.1.1).

Volymindelning
Den betraktade volymen delas in i delvolymer enligt figur (1.1.2).

Figur 1.1.2. Indelning i delvolymer med temperaturpunkter.

For delvolymerna géller:

» En delvolyms varmeinnehall definieras av ett enda temperaturvarde i en tempe-
raturpunkt inom delvolymen

» Temperaturpunkterna maste ligga sa tatt inom den betraktade volymen att var-
metransporten inom volymen kan beskrivas tillréckligt korrekt enligt formel (1.1.1)



Lat Tj(to) beteckna temperaturen i delvolym i vid begynnelsetidpunkten t0. Enligt
forutséattningarna ar T;(f0) k&nda for alla i. Problemet &r nu att for varje i bestdmma
temperaturen vid nésta tidpunkt t\.

Metoden innebér att T;(ti) berdknas som om allt baserades pa fysiska observationer
vid tiden t0. Med kénda T,(t0) kan varmeflddet genom samtliga delvolymers rander
berdknas. Randflodena betraktas som konstanta for t0 < t < t\. Fo&r varje delvolym
kan nettoinflodet av varme under ett tidssteg fran tidpunkten t0 till tidpunkten ti
bestdammas och dérmed kan dess nya temperatur beréknas. Processen kan upprepas
tidssteg efter tidssteg.

Tidsstegsval

Antagandet om of6randrat varmeflode genom en delvolyms rander efter tidpunkten
t0 medfor att tidpunkten fj inte kan véljas fritt. Betrakta en delvolym i och dess
omgivande delvolymer. Se figur 1.1.3.

Figur 1.1.3. En delvolym och dess omgivning.

Vid tidpunkten t0 &r samtliga temperaturer kdnda. Vid bestdmningen av ny tem-
peratur i den betraktade cellen i paverkas denna nya temperatur inte av forandringar
i de omgivande delvolymernas temperatur. Den nya temperaturen i cell i skall vara fy-
sikaliskt korrekt aven om de omgivande delvolymernas temperaturer hélls oférandrade
for t > t0-

Om delvolym i far variera fritt mot de lasta omgivningstemperaturerna kommer
dess temperatur T; att asymptotiskt ndrma sig en sluttemperatur Tekv vilken bestams
bland annat av temperaturpunkternas lagen i berérda delvolymer och av de konstan-
ta temperaturerna i de omgivande delvolymerna. Se kapitel 5 for en mer detaljerad
beskrivning.

Det &r av termodynamiska skal inte rimligt att, med det forenklade antagandet
om oférandrade varmefléden efter tidpunkten to, en numeriskt berdknad temperatur
Ti skulle tilllatas passera det korrekta temperaturvardet Tekv. Man skulle erhélla ett
fysikaliskt ogrundat svéngningsforlopp.

Med konstant varmefléde genom delvolymens rand kommer dess temperatur att
&ndras linjart med tiden. Lutningen bestdms av tangenten till den asymptotiska kur-
van vid tidpunkten t0. Den tidpunkt h<rmax vid vilken den réata linjens varde ar Tekv
definierar hur langt fram tidpunkten ti maximalt kan ligga utan att man erhaller en
fysikaliskt omgjlig l16sning. Detta storsta vérde beror endast av temperaturpunkternas



lagen och av de termiska egenskaperna i omradet.
Storheten t\:max — to definierar den betraktade delvolymens maximala tidssteg.
Oversiktlig 16sningsmetod

Metoden att numeriskt berdkna processen tidpunkt for tidpunkt kan summariskt sam-
manfattas pa foljande satt:

1. bestdm begynnelsetemperaturerna
2. bestdm randvillkor for aktuell tidpunkt
3. bestdm varmefldédet genom varje rand

4. bestdm ackumulerat varmetillskott till varje delvolym under det betraktade tids-
steget. Det nya varmeinnehallet i varje delvolym bestammer deras respektive
temperaturer i slutet av det betraktade tidssteget

5. om sluttid ej uppnadd: hoppa till 2

Krav pa delvolymerna

Den redovisade metoden efterstrévar fysikalisk enkelhet. VVarmeflddet genom en randdel
skall beraknas pa enklaste satt.

« Varmeflddet gn i riktning n ges av gn = —XdT/dn. Temperaturgradienten dT/dn
kan enklast beraknas med hjalp av tva temperaturpunkter.

e Flodet skall beréknas i en riktning som &r vinkelrat mot randdelen. Flddet be-
stdms till sin riktning av temperaturgradienten vilken beréknas med hjélp av
ovan namnda temperaturpunkter. Sammanbindningslinjen mellan de tva tem-
ﬁeraturpunkterna maste skara randdelen under rat vinkel. Se figur 1.1.4. Man

ar:

dT T7-T
dn rani ~ AX 1.1.2)

Figur 1.1.4. Temperaturpunkter vid en randdel.



Om sammanbindningslinjen mellan temperaturpunkterna inte bildar rat vinkel mot
randdelen kommer man att lgsa en ekvation som avviker fran varmeledningsekvationen.

Se avsnitt 3.6.

Exempel pa delvolymer
Nagra huvudtyper av delvolymer som uppfyller villkoren ovan ges av:
» Delvolymernas rander &r parallella med koordinatplanen i ett Cartesiskt koordi-

natsystem. Se figur 1.1.5 som ger exempel pa delvolymer i ett tvadimensionellt
fall.

Figur 1.1.5. Tvadimensionella Cartesiska delvolymer.

« Delvolymernas rénder sammanfaller med ytor som definieras av att en koordinat
&r konstant i ett allmént ortogonalt koordinatsystem.

« Delvolymerna utgér spetsvinkliga trianglar. Temperaturpunkten i en triangel lig-
ger i mittpunktsnormalernas skarningspunkt. Kravet pa spetsvinklighet medfor
att temperaturpunkten ligger inne i triangeln.

En fordel med de tva forsta delvolymstyperna &r att man i ett datorprogram snab-
bare kan lokalisera en delvolyms omgivande temperaturpunkter.

Metoder att hantera delvolymers olika maximala tidssteg

Man kan sarskilja nagra olika situationer vid indelningen i delvolymer.

« Berakningsomradet bestar av en enda “delvolym” vars maximala tidssteg ar Afj.
Temperaturen i omradet beraknas i tur och ordning for tidpunkterna t0 + n- Ati,
n=123.

t Berakningsomradet bestar av flera delvolymer med olika maximala tidssteg. Man
har tva olika grundprinciper:



1. Alla delvolymer beréknas med ett tidssteg A<mtn som bestdms av delvoly-
men med det kortaste maximala tidssteget. Alla delvolymers temperatur
beréknas for tidpunkterna t0 + n1 Atmtn, n = 1,2,3...

2. Varje delvolym beréknas i enlighet med sin egen tidsskala, det vill saga med
ett tidssteg i samma storleksordning som dess maximala tidssteg. For en
narmare beskrivning hénvisas till avsnitt 6.5. Med denna metod att orga-
nisera berékningen kan antalet berédknade delvolymtemperaturer reduceras
kraftigt om berékningsvolymen omfattar delvolymer med stor skillnad pa de
maximala tidsstegen.

Separata delvolymbeskrivningar

En delvolym kan ha en inre struktur som helt avviker frdn Gvriga delvolymer. Ett
exempel pa detta ar till exempel den volymstruktur, som anvants vid berdkning av
temperaturforlopp i ett vattenfyllt bergrum. Marken har delats in i en delvolymstruk-
tur med hjalp av ett tredimensionellt Cartesiskt koordinatsystem. De delvolymer som
beskriver bergrummets volym har slagits ihop till en egen delvolym for hela bergrum-
met. Denna bergrumsdelvolym har sedan delats in i ett nytt system delvolymer med
hjalp av ett endimensionellt vertikalt Cartesiskt koordinatsystem. Se figur 1.1.6.

symmetriplan

Figur 1.1.6. Delvolymer med separat beskrivning.

Med den beskrivna indelningen kan man enligt ovan ha olika berékningstidsskalor
i och utanfér bergrummet. Vid berékningen av varmeflddet mellan olika delvolymer &r
det vésentligt att en noggrann energikonservation iakttas.



1.2 Exempel pa berakningsgang

Ett temperaturforlopp skall berdknas for en kropp som &r 0.3 m lang och vars
tvarsnittsyta ar 0.01 m2. Materialets varmeledningsformaga A ar 3 (W/mK). Dess
varmekapacitet dr 2 + 106 (J/m3K). Kroppens langsidor ar totalisolerade varfor
ingen varmetransport sker genom dem.

Vid tiden t = 0 ar kroppens begynnelsetemperatur 0 °C. Vid tider t > 0 har de bada
kortsidorna temperaturerna 100 respektive 0 "C. Man erhaller en endimensionell
temperaturprocess i materialet mellan de tva kortsidorna.

De grundldggande principerna for berékningsmetoden skall visas for ett fall dar
berakningsomradet delats in i tre delvolymer. Se figur 1.2.1.

12 112 212 3112

T4

Figur 1.2.1. Omrade med tre delvolymer.

Delvolymerna numreras 1, 2 och 3. Deras rander numreras enligt figuren. Vid
randen 1/2 ar randtemperaturen T0 = 100 och vid randen 3 1/2 ar randtempera-
turen X4 = 0 "C. Varje delvolym har l&ngden 0.1 m och tvérsnittsytan 0.01 m2.
Delvolymernas temperaturpunkter ligger i deras respektive mittpunkter.
Véarmetransporten i den betraktade kroppen beskrivs av varmeflodet genom de oli-
ka cellranderna. Enligt (1.1.1-2) kan varmeflddet vinkelratt genom en cellrand i-1/2
approximativt berdknas som /Cj_1/2 ' (T-1 - T) dar Aj_i/2 (W/K) &r kopplings-
konduktansen mellan temperaturpunkterna i — 1 och i. Man har i det betraktade
exemplet:

i — Ko ag < 3001 _ oo
172 — K312 = 0012 — %

. 3-0.01
Ki 12 - I‘r<2 12 = 0%9 = 8.6’
Nettovarmeflodet till en delvolym i under ett tidssteg forandrar dess temperatur
med ett belopp som bestdms av cellens vdrmekapacitet C- = 0.01 +0.1 12+ 106 =
2000 (J/K). Forloppet i den betraktade kroppen skall berdknas for tidpunkterna
t = 2000, 4000, ...... Vid tiden t = 0 géller for det totala varmeflédet Q (W) genom
de olika randerna:

Q12 = (T0 - Ti) * Ki/i = (100 - 0) * 0.6 = 60

Qi12—Qi1w2 =Q312=0

De nya temperaturerna vid tidpunkten t = 2000 s ges av:
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Ti — 0+ (Qis2 - Qi 1/2) + 2000/Ci = 60

T2=T3=0
Vid tidpunkten t = 2000 s galler:

Q1/2 = (100 - 60) + 0.6 = 24

Qi 12 = (60-0) 0.3 =18

Q21/2 = Q312 = o
Vid tidpunkten t = 4000 s ges de nya temperaturerna av:

T) = 60 + (24 - 18) + 2000/2000 = 66

T2 =0+ (18 - 0) + 2000/2000 = 18

T3=0
Temperaturforloppet kan foljas genom att forfarandet upprepas tidpunkt efter tid-
punkt. Man erhaller en temperaturfront som vandrar in i den betraktade kroppen.
Vid tiden t = 2000 s &r temperaturen i delvolymerna 2 och 3 opaverkade. Vid
tiden t = 4000 s &r delvolym 3 fortfarande opéverkad. Man har ett transient

temperaturforlopp med ett intrangningsdjup som &r beroende av den betraktade
tidpunkten.

Temperaturfordelningen gar mot en stationar slutférdelning, vilken karakteriseras
av att nettovarmeflddet in till varje delvolym &r noll. Det totala varmeflddet genom

varje cellrand &r 10 W. Det sker inga ytterligare temperaturférdndringar inom den
betraktade volymen. Den transienta delen av temperaturforloppet har klingat av.
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Kapitel 2

TERMISKA GRUNDBEGREPP

For att en varmetransportprocess skall kunna beskrivas i ekvationsform maste nag-
ra elementéra grundbegrepp definieras.

2.1 Varmekapacitet

Lat dT (K) vara den temperaturférandring som intraffar da en liten varmemangd
dE (J) tillfors en massenhet av ett &mne. Varmekapaciteten ¢ per massenhet, (J/(kgK)),
definieras av:

dE = cdT (2.1.1)

Varmekapaciteten ¢ beror allmant sett pa under vilka forhallanden varmetillskottet
sker. Om varmetillskottet sker under konstant tryck betecknas virmekapaciteten cp.
Om processen ager rum vid konstant volym betecknas varmekapaciteten cv. For luft
géller sambandet:

— =140 212
o (212

For vatten har man:

— =1.001 (2.1.3)

Det hoga vardet &r karakteristiskt for gaser. Vé&rdet néra ett &r karakteristiskt for
viétskor och fasta material. | rapporten betraktas framfor allt fasta och, i viss man,
flytande material. For dessa forsummas i allménhet skillnaden mellan cp och cv och den
allménna beteckningen ¢ anvénds. Angivna vérden avser varmetillférsel vid konstant
tryck.

| den fortsatta framstaliningen kommer i allménhet varmebalansen for olika voly-
mer att behandlas. For en volymsenhet av &mnet géller:

dE - pcdT =CdT (2.1.4)

Amnets volumetriska varmekapacitet betecknas C (J/(m3K)).
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2.2 Varmeledningsformaga

Figur 2.2.1 visar ett skikt av ett homogent, fast material. Skiktets tjocklek &r d (m).
Temperaturskillnaden over skiktet ar T+ - T_ (°C). Det stationdra, endimensionella
varmeflodet per ytenhet genom skivan betecknas q (W/mz2). Man finner experimen-
tellt att varmeflodet &r direkt proportionellt mot temperaturdifferensen och omvént
proportionellt mot skiktets tjocklek.

q (W/m2)

Figur 2.2.1. Stationart varmefléde genom ett homogent skikt.

Man har:

.2.1)

Varmeflodet q definieras positivt i riktning fran sidan med temperaturen T+ till si-
dan med T_. Proportionalitetsfaktorn A &r materialets varmeledningsférmaga. Dess
dimension &r (W/mK) eller (W/m2)/(K/m).

Uttrycket (2.2.1) kan tillampas pa godtyckligt tunna skikt. Lét den endimensionella
temperaturfordelningen i ett materiell vara T(X,t). Genom ett tunt skikt mellan x och
X + Ax &r varmeflodet q(x,t), dar q(x,t) ar positivt i x-axelns riktning. Flodet q(x,t)
kan approximativt beskrivas med det stationara uttrycket (2.2.1). Man erhaller:

qix,t) ~ Ar(<.*)-r(» + Aad) (2.2.2)
AX

| gransen, nar Ax gar mot noll, 6vergdr (2.2.2) exakt i uttrycket:

dT(x,t)

o (2.2.3)

qx,t) -A

Detta ar Fouriers lag for endimensionell varmetransport. | en direkt generalisering
till det allménna fallet i tre dimensioner ges Fouriers lag av:

9— (i Qr Q) (2.24)



| komponentform erhalls:

fe(xy,2.f) = -AdTY:ZD
dx
dT(x,y,z,t
oty = AT (225
az(x.y.z,t) = ‘AdT();'Z’Z’t)

2.3 Konduktans och varmemotstand

Harledningen av varmeledningsekvationen grundar sig pa att temperaturen varierar
linjart genom ett tunt skikt. Den tidsberoende varmetransporten mellan tva punkter i
ett material kan i varje égonblick approximativt beskrivas som stationar om punkterna
ligger tillrackligt néra varandra. Detta kommer till anvéndning i den valda metoden
att berékna varmetransporten i ett material. Formler for varmeflode och temperatur-
fordelning vid stationara forhallanden skall ges for nagra olika fall.

Figur 2.2.1 visar ett snitt genom en homogen, plan skiva med ytan A m2. Enligt
formel (2.2.1) kan sambandet mellan temperaturdifferensen T+ — T_ &ver skivan och
det totala varmefl6- det Q (W) genom den skrivas:

T+-  =RQ (2.3.1)

Skivans totala varmemotstand betecknas R (K/W). Man har:
(2.3.2)

Sambanden (2.3.1-2) kan &ven formuleras som:

Q=K(M+-T) (2.3.3)

Skivans totala konduktans betecknas K (W/K).

2.3.1 Plan geometri

Figur 2.3.1 visar ett tvarsnitt genom en plan skiva med varierande vérmelednings-
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formaga A = A(x).

X=A(x)

Figur 2.3.1. Plan skiva med varierande varmeledningsformaga.

Det stationédra varmeflodet g (W/m2) genom skivan ar av kontinuitetsskél oberoende
av X. | analogi med formel (2.2.3) géller:

,= -AWTTF (2-3-4)
P& differentialform kan detta skrivas:

(2.3.5)

Formeln uttrycker sambandet att varmeflédet genom ett skikt multiplicerat med skik-
tets varmemotstand ger temperaturdifferensen —dT over skiktet. Integration ger, vid
konstant q:

(2.3.6)
Varmemotstandet R (K/(W/m2)) for skivan ar, i analogi med formel (2.3.1):
E@) (2.3.7)
For specialfallet A(x) = A erhalls:
(2.3.8)

For en skiva med n skikt med olika A-varden (figur 2.3.2) erhdlls i analogi med
(2.3.7):

a=£ S>> (2.3.9)
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T. 1

[/

1—*u_4.

Figur 2.3.2. Skiva med n skikt med olika A-vdrden.
Det totala varmemotstandet R (K/W) for en yta A av skivan ar:
(2.3.10)
| forhallande till varmeflodet ligger de n skikten i serie. Seriekopplade motstand adde-

Figur 2.3.3 visar tva delar av en skiva, vilka varmeflodesmassigt ar parallellkopp-
lade. Delarnas totala varmemotstdnd &r Ri och R2. De totala varmeflodena genom
delarna &r Q\ respektive Q2 (W).

Figur 2.3.3. Tva parallellkopplade delar av en skiva.

Det totala varmeflodet Q (W) genom de tva delarna ar:

Q-Qi+Q2 (2.3.11)
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Den resulterande konduktansen K (W/K) for de tva delarna skall enligt (2.3.3) upp-
fylla:

Q= K(T+-T)) (2.3.12)
Man erhaller:
K = Kx + K2 (2.3.13)

Allmént galler for n delar som ar varmeflédesmassigt parallellkopplade:
K = J2Ki (2-3-14)
i=l

Vid parallellkoppling av varmemotstand &r den totala konduktansen summan av de
enskilda delarnas konduktans. Ekvation (2.3.14) kan dven skrivas:

R £ o (2.3.15)

v —VYyWA—T- T+T.» QR
R

Figur 2.3.4. Symbol for varmemotstand.

—VWV—W— —WWW—
R, R2 Ri * R2
_WR\{V_
—WVA—
—AIVA—

Figur 2.3.5. Seriekoppling (6verst) och parallellkoppling av varmemotstand.
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Vid beskrivning av en varmestromningskrets kan det vara fordelaktigt att anvanda
en grafisk representation. Ett varmemotstand kan till exempel beskrivas med en mot-
stdndssymbol enligt figur 2.3.4. Med denna symbol kan pa ett enkelt satt serie- och
parallellkoppling av varmemotstand visas enligt figur 2.3.5.

For den stationara temperaturfordelningen rader nagra enkla samband. Tempera-
turdifferensen Tj_i - Ti 6ver ett skikt ges enligt (2.3.1) av:

Ti-i -Ti = Riq (2.3.16)
For temperaturdifferensen éver hela skivan géller:
TO-Tn =Rg (2.3.17)

For temperaturen T* i randytan mellan tva skikt erhalls:

Tk = T0 + J2(Tii - Ti-1) = T0 + (Tn - T0) (re A.) /R (2.3.18)

i=i \i=i /

2.3.2 Plan radiell geometri

Figur 2.3.6 visar ett tvarsnitt genom en kropp som begransas av tva koncentriska
cylinderytor. Varmeledningsférmagan varierar med radien r. Temperaturen ges av
T = T(r). Varmemotstandet i radiell led genom kroppen skall bestimmas.

Figur 2.3.6. Cylindersymmetrisk kropp.

Det radiella, stationdra varmeflodet ar q(r) (W/mz2). Enligt Fouriers lag, formel (2.2.3),
géller:
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a{r) = -A()— (2.3.19)

Genom en cylinderyta med radien r ar varmeflodet g (W/m) per ldngdenhet langs
axeln:

q = 2irrq(r) = —22rrA(r) ((jj: (2.3.20)

Av kontinuitetsskal ar varmeflddet q oberoende av r. Integration ger:

et dr

9Jr, XA JE dT =T(n) - T(r2) (2.3.21)

Varmemotstandet R (K/(W/m)) éar:

L ]
e dr
R- . 2.3.22
I, 2irr\(r) ( )
For specialfallet A(r) = A erhalls:
_ In(r2/ri)
R= 2irX (2.3.23)

For en kropp med n koncentriska skikt, dar skikt i har varmeledningsférmagan A,,
erhalls varmemotstandet R (K/(W/m)):

Y, In(r,+i/r,)

29A,- r<+1>ri P <i<n (2.3.24)

For langden L av kroppen ar det totala varmemotstandet R (K/W):

TMYVn) (2:3.25)

2.3.3 Allmant varierande tvarsnittsyta

| en kropp varierar temperaturen med en ldngdkoordinat s. Temperaturen &r
T = T(s). Véarmeledningsférmagan ar A(s). Kroppens tvarsnittsarea ges av A(s) (m2).
Se figur 2.3.7.
Det stationéra varmeflodet &r q(s) (W/mz2). Enligt Fouriers lag, formel (2.2.3), géller:

qis) = -AGs)N (2.3.26)
Totalvarmeflodet Q — A(s)q(s) (W) ar av kontinuitetsskél konstant. Man erhéller:

Q = A(s)a(s) = -AG)\(s)— (2.3.27)
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Figur 2.3.7. Endimensionellt varmefléde vid varierande tvérsnittsyta.

Integration fran si till s2 medfor:

[ s H dT = T(SI) - T(s2)
Qe ABXES) s s (2.3.28)

Det totala varmemotstandet R (K/W) mellan de tva positionerna Si och s2 ar, i
analogi med formel (2.3.1):

« ds
R=I A@AE)

For ett plant radiellt fall (s = r) enligt avsnitt 2.3.2 &r, for langden L av kroppen:

(2.3.29)

A(S) = 2eesL (2.3.30)
Vid konstant varmeledningsformaga, A(s) = A, ger ekvation (2.3.29):

—F Us _\n(s2/sY)

2.3.31
/jj 2i:sLX 2tlX ( )
Detta uttryck &r lika med uttrycket (2.3.25) for ett enda skikt.
For ett endimensionellt fall med sfarisk geometri &r:
A(s) = 4rs? (2.3.32)

Det totala varmemotstandet mellan de tva koncentriska sfariska ytorna med radierna
si respektive s2 r enligt (2.3.29):

—F ds
R Jsi Atts2A(s) (2.3.33)

Vid konstant varmeledningsférmaga X(s) = A erhalls:
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A=TAT(———->
A=T~T - (2:3.34)
47TA Si S2

2.3.4 Temperaturberoende varmeledningsformaga

| de betraktade fallen har varmeledningsformagan varit konstant och oberoende av
temperaturen. Figur 2.3.8 visar ett tvarsnitt genom en plan skiva med den temperatur-
beroende varmeledningsférmagan A = A(T). Man kan definiera en ekvivalent, konstant

varmeledningsformaga Xekv med vilken de tidigare givna formlerna fér motstand och
konduktans kan anvéndas.

Figur 2.3.8. Plan skiva med temperaturberoende varmeledningsférmaga.

Enligt formel (2.2.3) géller for g (W/m2):

?=-A(DT (2.3.35)

Integration ger, med konstant g:

g=\r\iTW=x«k,m”~™m 2330
d JT(d) d
Man har:
= 1 T(°)
<k ﬁgj - T(d) .J)'Il'(d) KT)dT (2.3.37)

Varmemotstandet R (K/(W/m?2)) for skivan ar:

(2.3.38)
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Kapitel 3

VARMELEDNINGSEKVATIONEN | DISKRET OCH I
KONTINUERLIG FORM

Vid ett allmént, dynamiskt temperaturforlopp i ett fast material har man i varje
punkt en balans mellan temperaturféréandring och varmetillskott genom vérmeledning.
Denna balans uttrycks av varmeledningsekvationen. Vid numerisk berdkning av ett
temperaturforlopp kan den kontinuerliga temperaturférdelningen representeras av var-
den i ett &ndligt antal diskreta punkter. VVarmebalans i varje punkt ger en approximativ
formulering av varmeledningsekvationen.

| kapitlet formuleras varmeledningsekvationen for Cartesiska 1-, 2- och 3-dimensio-
nella koordinatsystem samt for ett allmént ortogonalt koordinatsystem i tre dimensio-
ner. Vidare behandlas nagra grundldggande egenskaper hos varmeledningsekvationen.

3.1 Endimensionellt forlopp

Vid ett plant endimensionellt temperaturforlopp beror temperaturen T och varme-
flodet q pa koordinaten x och tiden t:

T =T(,t) q = q(x,t) (3.1.1)

Funktionerna T och q ar definierade i varje punkt i omradet. De ar kontinuerliga
i tiden. | en diskret representation av till exempel temperaturen definieras vardet i
ett antal punkter langs x-axeln. Lat avstandet mellan dessa punkter vara Ax. Aven
tidsforloppet delas in i diskreta steg med langden At. Temperaturen i punkt i vid
tidpunkten nAt + to betecknas

Tl = T(AX + x0,nAt+10) i=0,1,2,... n=012,. (3.12)

Referenslaget Xo och begynnelsetidpunkten to kan valjas godtyckligt. Koordinataxeln
kan delas in i en cellstruktur dar varje cell har langden Ax. Strukturen definieras sa att
varje temperaturpunkt i befinner sig mitt i en cell. Temperaturen i cellens mittpunkt
representerar cellens varmeinnehall. Se figur 3.1.1.
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qi-1/2,n 41+1/2 ,n

T|,n i TI*ifn i
‘ e M rooi |
4 A=>1 A AX \V

Figur 3.1.1. Diskret representation av temperatur och varmeflode.

Varmeflodet fran cell i-1 till cell i vid tidpunkten nAt +t0 betecknas  -1/2n (W/m2).
Varmeflodet fran cell i till cell i -t-1 betecknas analogt ¢t+1/2,n- Varmekapaciteten per
ytenhet vinkelratt mot x-axeln ar for cell i lika med CAx (3/m2K). Okningen av cellens
varmeinnehall under tidssteget fran nAt + t0 till (n + 1)At -(-10 ar:

CAX(Tt>+1 - Ti, ra) (3.1.3)

Under detta tidssteg beskrivs varmeflodena genom cellens tva rander approximativt av
de aktuella vardena vid tidsstegets bdrjan, nar t = nAt + t0. Nettovarmetillskottet till
cell i under tidssteget &r:

(=9i+1/2,n + 9.-1/2,n)Af (3.1.4)
Véarmebalans for cellen medfér foljande ekvation:
CAX(Titn+i — Ti'U) = /20 — li-1/2,n)~f (3.1.5)

Division med AxAt ger:

CTjjn+1 — Tjtin _ 9i+l/2,n ~ 9i-1/2,n R
At ~ AX \ )

| véansterledet ingar en diskret approximation av temperaturens tidsderivata i cell
i. Hogerledet ar en diskret approximation av varmeflodets derivata i x-led. Da Ax
och At gar mot noll (/Ax och nAt definierar en bestamd punkt i rum respektive tid)
erhalls i gransen:

cdT = _dq

dt dx (3.1.7)

Detta &r en kontinuerligt formulerad varmebalansekvation. Vaénsterledet uttrycker
energiokning per volyms- och tidsenhet i en godtycklig punkt. Detta balanseras av
hogerledet som uttrycker energitillskott via varmeledning till punkten.

Om temperaturfordelningen mellan cellerna i den diskreta representationen ap-
proximativt betraktas som stationdr under tidssteget kan, enligt (2.2.2), varmeflédena
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Qi—t/2n °°h Ci+i/2,n skrivas:

., 7j-1,n=7i.n

Qi-12n - A Al

(3.1.8)
Qittizn = A7 AL
Inséttning i (3.1.6) ger:
] ) Ti+lr—7jn _ N it Tign
CTj,n+1A; Tjn _ ~ AX A AXx (3.1.9
Ekvation (3.1.9) &r en diskret approximation av:
rdT d_( d_T\ (3.1.10)

dt  dx V dx)

Detta ar en kontinuerlig formulering av varmeledningsekvationen. Vid konstant varme-
ledningsférmaga erhalls:

IdT _ (3.1.11)
o dt dx2

Vérmediffusiviteten a (m2/s) bestdmmer hur snabbt en temperaturfront sprider sig
genom materialet. Formel (10.1.4) anger att frontpositionen vid tiden t (s) &r propor-
tionell mot Vat.

I vissa fall har man varmeutveckling i materialet. Ett exempel pa detta ar hardande
betong dér kemiska processer i materialet utvecklar varme. Ett annat exempel &r
uppvarmning via mikrovagor. Man har i dessa fall ett extra varmetillskott per tids-
och volymsenhet. Detta tillskott h &r allmént en funktion av rum och tid. Man har fér
endimensionella forhallanden:

h = h(x,t) (3.1.12)
Sorten for varmeutvecklingen h (J/ms) véljs med tanke pa att de uppstallda varme-
balansekvationerna bygger pa volymsbetraktelser och inte pa massabetraktelser. | den
diskreta representationen blir nettovarmetillskottet till cell i:

(=Qi+1/2n + Qi—1/2n + hAX)At (3.1.13)

I analogi med utvecklingen (3.1.5-7) erhdlls foljande kontinuerliga formulering av varme-
balansekvationen:

(3.1.14)

Jamfort med ekvationen (3.1.7) har hogerledet, varmetillskottet per volyms- och tids-
enhet, 6kats med termen h som ger ett extra varmetillskott i punkten. Med hjalp av
Fouriers lag (2.2.3) 6vergar (3.1.14) till:
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Co " o +h (3.1.15)

Om temperaturfordelningen ar stationér har tidsderivatan vérdet noll. Ekvatio-
nerna (3.1.7), (3.1.10) och (3.1.16) dvergar darmed till:

(3.1.16)

d f dT\
Tx [Ad™d =0 (3.1.17)

diEx@ S +h =0 (3-1-18)

Vid konstant varmeledningsforméaga kan ekvationen (3.1.18) skrivas:

d?T h
dN+X=° (3.1.19)

3.2 Tvadimensionellt forlopp

Vid ett plant tvadimensionellt temperaturférlopp beror temperaturen av de Car-
tesiska koordinaterna x.y och av tiden t. Véarmeflddet ¢ (W/m2) &r en vektor med
komponenterna gx i x-led och qy i y-led. Man har:

T=T(X,y,t)
(3.2.1)

9= (Ix(x,y,1),ay(xy.1))

Funktionerna T och q &r kontinuerligai rum och tid.

X X
03*1)
X X
(1-1.5) G.i) 0*13)
X X
(i3-1)

Figur 3.2.1. Rektangulért gitter.
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Planet indelas i en rektangular cellstruktur enligt figur 3.2.1. Cellerna har kant-
langden Ax i x-led och Ay i y-led. Temperaturen i cellernas mittpunkter ger en diskret
representation av temperaturfordelningen i planet.

Cellerna identifieras i x-led med index i och i y-led med index j. | analogi med det
endimensionella fallet avser beteckningen Tij,» temperaturen i cell i,j vid tidpunkten
nAt +f0.

Tij,n = T(iIAX + x0,JAy + y0, nAt + t0) (3.2.2)

Vérmeflédet (W/m2) i positiv axelriktning genom de fyra sidorna i cell i,j betecknas
enligt figur 3.2.2.

" qi*1/2,j

Figur 3.2.2. Varmefldden (W/m2) genom en cells fyra sidor.

En varmebalansekvation skall uppstallas for cell i,j. VVarmekapaciteten for cell 1,
ar, per langdenhet vinkelritt mot (x,y)-planet, CAxAy (J/mK). Okningen av cellens
varmeinnehall (J/m) under tidssteget fran nAt + 0 till (n + 1)At -f f0 ar:

CAXAY(TiJin+1 - Tij,n) (3.2.3)

Under tidssteget beskrivs varmeflddena genom cellens rénder approximativt av de ak-
tuella vérdena vid tidsstegets bérjan, ndr t = nAt + t0. Nettovarmetillskottet (J/m)
till cell i,j under tidssteget é&r;

(=9i'+1/2,j,n + <0-1/2,j.rJAYy AL + (-2,"j+I/2,n + 9i,j-1/2,n) &x&t (3.2.4)

Kravet pa varmebalans for cellen medfor att uttrycken (3.2.3) och (3.2.4) skall vara
lika stora. Efter division med AxAyAt erhalls:

COthn+l  junn _ *2i+l/2jn  Qi-l/2,j,n _ *?ij+l/2,7i 1/2,n

At AX Ay (3.25)

Ekvation (3.2.5) innehaller diskreta approximationer av olika derivator. Da At, Ax och
Ay gar mot noll (iAx, jAy och nAt definierar en bestamd punkt i rum och tid) erhalls
i grénsen:
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dt dx dy

Detta &r en kontinuerligt formulerad vérmebalansekvation. Med vektorbeteckningen
erhalls:

Vg (3.2.7)

Ekvationen (3.2.7) uttrycker en balans mellan energitillskottet i en punkt genom
temperaturédndring och nettovarmefldde till punkten genom vérmeledning. Uttrycket
V - g, divergensen av flodet g, ger saledes nettoutflodet av varme fran en punkt. Sorten
ar energi per volyms- och tidsenhet. | analogi med Fouriers lag (2.2.4) erhalls:

*=(*,*) =(-Agd,-Ag) (3.2.8)

Formel (3.2.8) géller &ven for anisotropa material dar man har olika vérmeledningsfor-
magor \x och \y i de tva koordinatriktningarna. Insattning i (3.2.7) ger:

cE=v.\wr)=£(C£)+£(*9) <3-29»
Vid en volumetrisk varmeutveckling h = h(x,y,t) (W/m2) modifieras (3.2.7) till:

Cg- =-Viqg+h=V (AVT) +h (3.2.10)
t
Vid konstant varmeledningsférmaga kan ekvation (3.2.9) skrivas:

IN_vie="+ (3.2.11)
a dt dx2  dy2

Vid stationéra temperaturfordelningar ar tidsderivatans vérde noll. Ekvationerna
(3.2.7), (3.2.9) och (3.2.10) &ndras till:

d<h: d<ty ™ n
—f= 3.2.12
V-T= g ay (3.2.12)
V' (AVT) = (3.2.13)
-Vqg+h=V (AVT)+h = +h=0 (3.214)

Vid konstant varmeledningsformaga kan (3.2.13) och (3.2.14) skrivas:
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dx2 + dy? (3:215)

22y, N d2T  d2T h

+A dx2 +dy2 +A (3:2.16)

3.3 Tredimensionellt forlopp

| det tredimensionella fallet &r temperaturen och varmeflodet funktioner av de
Cartesiska koordinaterna x,y,z och av tiden t.

T=T(X,Y,zt)
(3.3.1)
<f: (?*(*7 V’ Z’ t)’ qy(X7 y’ Z’ t)’ qZ(X’ y’ Z’ t))
Volymen indelas i parallellepipedformade celler med kantlangderna Ax, Ay och Az
i respektive axelriktning. Temperaturen i varje cells mittpunkt ger en diskret repre-

sentation av den kontinuerliga temperaturférdelningen. | analogi med tidigare avsnitt
betecknar temperaturen i cell i,j,k vid tidpunkten nA< +10.

= T(iAx + x0,jAy + y0,kAz + z0, nAt + t0) (3.3.2)
Véarmeflodena genom en cells sex sidoytor har beteckningar som &r analoga med

dem i det tvadimensionella fallet. Det totala varmeflodet genom till exempel randen
mellan cellerna i,j,k och i+ 1,j,k &r:

AyAz ' cti+i/2fj k,n (3.3.3)
Randens area ar AyAz. Vérmebalansekvationen for en cell skall uppstéllas enligt
samma monster som i avsnitt 3.2. Okningen av vdrmeinnehallet i cell i,j,k under
tidssteget fran nAt + to till (n + 1)A< + to ar:

CAXxAyAz(Ti,jikn+l - Ty,*») (3.3.4)

Med samma approximation som anvénds i (3.2.4) &r nettovarmetillskottet till cell i,j,k
under tidssteget:

( *i+l2,j,kn T gi—1/2,j,k,n") Ny ZAt-\-
( Qid+I/2,kn + ot,i-1/2,ifc, T.) AXAzAt+ (3.3.5)
(~Qi,j,k+1/2,n + <7.j,fc-1/2,n)AXAyAt

Kravet pa varmebalans for cellen medfor att uttrycken (3.3.4) och (3.3.5) skall

vara lika stora. Efter division med AxAyAzAt och gransdvergangar som vid (3.2.5-6)
erhalls:
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&T (d_ d
cy ViuoVv

_ d\

\dx"dy”dzJ (3.3.6)

Med Fouriers lag (2.2.4) erhalls:
C gt " V-(AVT) - (Px [’\C(ij—{j + éjy {de-l)—/) + éjz [XdT) (3.3.7)

Vid volumetrisk varmeutveckling h = h(x,y,z,t) (W/m3) modifieras (3.3.7) till:

CA~ =V-gq+h=V-(XVT) +h (3.3.8)

Vid konstant varmeledningsformaga kan ekvation (3.3.7) skrivas:

IdT d2T dieT  d2T
= : s 3.39
a dt var: dx2 dy2 T dz ( )

Vid stationaritet ar tidsderivatans varde noll. De tvadimensionella ekvationerna
(3.2.12-14) motsvaras av:

Qe dy @y (3.3.10)
(3.3.11)
Vig+h=V (AViT) + h = (3.3.12)

d (dT\ |, §x9T\ g \OT\
dx \ dx) dy dy)‘ + a;l: dZ)

Vid konstant varmeledningsformaga erhalls:

,0™ d2T d2T d2T

dx2/ dy2 + dz (3.3.13)
h d2T d2T d2T h
+ A dx* + dy* *odzr X n (33.14)

3.4 Allméanna ortogonala koordinater

Vérmeledningsekvationen skall formuleras i ett allmént ortogonalt koordinatsys-
tem. Harledningen baseras, liksom i avsnitt 3.1-3, pd en approximativ varmebalans for
en gittercell.



Figur 3.4.1. Allmént ortogonalt koordinatsystem.
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Koordinaterna i det allménna ortogonala koordinatsystemet ges av (u,v,w). Ko-
ordinaterna i det Cartesiska systemet &ar (X,y,z). Se figur 3.4.1 . Ett samband mellan

de tva systemens koordinater ges av:
X = x(u,v,w)
y =yu,v.w)
z =z(u, v,w)
| vektorform blir detta:
r(x,y,z) = (x(u, v, w),y(u,v,w), z(u, v, w))

Enhetsvektorer i de tre koordinatriktningarna blir:

“-nktning: eu = L

u-riktning: tv =

w-riktning:  éw=-—8"

For skalfaktorerna hu, hv och hw géller:

(3.4.1)

(3.4.2)

(3.4.3)
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Udx]i2 + k gy\r+1(dz 2
\d"~J Kdu) \du;

1T dX\|2+1¢(dy\ ’—H( 2
b \dvj Kdv) \dv) (3.4.4)

= UNIIZVGM 2y

Ortogonaliteten mellan vektorerna innebar:

e =®i=

CutCu=0 Ru+Cuj—0 Cutew =0 (3.4.5)

Man har féljande differentialsamband:
— Qr dr dr R R .
r = T—du + —du + -r—dw = huéudu + hvévdv + hwéwdw (3.4.6)
du ov Oow

ds* = dx* + dy1 + dz1 = dr1dr — h"du2 + h2dv2 + hrdw2

En infinitesimal volym mellan punkterna (u,v,w) och (u -f du,v + dv,w -f dw) i det
allmanna ortogonala systemet och dess motsvarighet i det Cartesiska systemet aterges
i figur 3.4.2.

Figur 3.4.2. Infinitesimal kontrollvolym i det ortogonala (u, v, u>)-systemet.

| analogi med avsnitt 3.3 uppdelas berédkningsvolymen i delvolymer av lika storle-
kar. Temperaturen mitt i cell i, j, k vid tidpunkten nAt -f t0 ges av:
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TiJk,n = T(IAu + «0, JAV + vo, KAw + wo, nAt + t0) (3.4.7)

Referenslagena uo, vo och wq och begynnelsetiden to véljs p& lampligt sétt.

| avsnitt 3.3 uppstélldes varmebalansekvationen for en parallellepiped som defi-
nieras av de tvd punkterna (X,y,z) och (x + Ax,y + Ay,z -f Az). | det allmanna
fallet definieras en cellvolym av punkterna r{u,v,w) och r{u + Au, v + Av,w + Aw).
Kantlangderna for cellen ges av:

w-riktning: \r{u,v,w + Aw) — f(«,u,u>)| Aw = hwAw

Cellens volym ar hnAu-hvAv-hwAw (m3) och dess varmekapacitet ar CrthuAuthvAvi
hwAw (J/K). Randytan mellan cell i,j,k och cell i + 1,j,k ar hvAv 1 hwAw (m2).
Varmeflédet genom randytan betecknas <7ujt+if2,jjfcn (W/m2). Det totala varmeflodet
(W) frén cell i,j,k till cell i + 1,j,k genom randytan &r:

hy Av ' hyjAW 1/2,JkU (3.4.9)
Varmebalansekvationen for den betraktade kontrollvolymen ar:

C +huAu ' hvAv ' hwAW(Tij'lg,n+l Tij./r.n) — (3.4.10)

huAu ' hyjAw ' QWi j+1/2,k,n 4" huAil + hwAW * yWi,j—V2,k,n

Ekvationen divideras med AUAVAWAL. | gransen, dd Au, Av, Aw och At gar mot noll
(ihuAu, jkvAv, khwAw och nAt definierar en bestamd punkt i rum och tid) erhélls
den kontinuerliga varmebalansekvationen for ett allmant ortogonalt koordinatsystem.

: d d
C (whyiow s © (huhyigy) - aw

Avsténdet i tt-led mellan tva punkter dr hudu. Varmeflodet qu i u-led ges av:

1dT

Fouriers lag i det allmanna systemet ar:
(3.4.12)

Inséttning av detta i (3.4.11) ger:
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dT  d cnyosam (huhw dT

hubvhWC o Gy y by du) T @k byt dv.

(3.4.13)

> Chuhv \gT\
dw K hw dw)

Ekvation (3.4.13) &r varmeledningsekvationen i ett allmént ortogonalt koordinatsystem.
Faktorerna hu, hv och h,,, definieras av (3.4.4).

For Cartesiska koordinater géller:

Skalfaktorerna &r enligt (3.4.4):
hu - 1, hy — 1, hyj — 1

Ekvation (3.4.13) overgar i ekvation (3.3.7).

For Cylinderkoordinater géller:

X = tCos ¢
y =rsingp r>0 0<&¢<2x (3.4.14)
=12

Skalfaktorerna ar enligt (3.4.4):
hy — 1) hfp — r, hx — 1
Ekvation (3.4.13) overgar i

(3.4.15)

Ekvationen (3.4.15) formulerar varmeledningsekvationen i cylinderkoordinater.

For Sfariska koordinater galler:

X = rsin8cos<f>
y =rsin8siné r>0 0<6<w 0<¢<2r (3.4.16)

Z—rcos8

Skalfaktorerna blir:
hT =1, he =, hj, = rsin®
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Vérmeledningsekvationen blir:

o~ ma CANY Lo (AS”]OS) * (3417
t25sin20 di(*S)

3.5 Dimensionslds formulering

Vid konstanta termiska egenskaper ges den endimensionella vdrmeledningsekvatio-
nen enligt (3.1.11) av:

IdT _ &T_

3.5.1
a dt dx? ( )

Lat L vara en for problemet karakteristisk langd. En dimensionslos langd x' kan
definieras enligt:

X' = x/L (35.2)
Enligt (3.5.1) har at dimensionen m2. En dimensionslds tid t' kan definieras enligt:

t' = at/L2 (3.5.3)
Ekvation (3.5.1) kan formuleras om enligt:

dT d2T

dtt  d{x’)? (3:54)

Temperaturfordelningen i ett omrade kan karakteriseras av en temperaturniva To och
ett temperaturspann Tt — To. En dimensionslés temperatur T' kan definieras enligt:

T=To+(Ti-To)' T (35.5)

Den endimensionella varmeledningsekvationen i dimensionslds form ges av:

dr-  dr (3.5.6)
dt doey

Med skalade rand- och begynnelsevillkor ges en Idsning till (3.5.6) av T' = T'(x’,t").
En allmén l6sning till (3.5.1) ges av:

T=T0+(Tr - To) T' (x/T,at/L2) (35.7)
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Ldsningen géller for valfria kombinationer av L, a, TO och T\ under férutsattning att
de dimensionsldst formulerade randvillkoren ar oférandrade.

Ett varmefléde (W/m2) i x-riktning ges av:

 dT X(Tt-T0) OT"  A(T,-r0) r
g~——Xdx~ L d?——— L q (35'8)

Det dimensionslosa varmeflédet q' definieras som gl = —dT'/dxl. Skalfaktorn vid
overgang till dimensionslost varmeflode ar A(7i — T0)/L (W/m2).

Det redovisade skalningsforfarandet kan genomforas pa analogt satt for tva- och
tredimensionella fall.

3.6 Icke-ortogonal cellstruktur

| avsnitten 3.1-3 har den kontinuerliga varmeledningsekvationen givits en approx-
imativ, diskret formulering. Den betraktade en-, tva- eller tredimensionella rymden
har indelats i en ortogonal cellstruktur. Varje cellrand karakteriseras av att en av de
ortogonala koordinaterna ar konstant. Den kontinuerliga temperaturférdelningen har
givits en diskret representation, definierad av en temperaturpunkt i varje cell. En ap-
proximativ varmebalansekvation har uppstéllts for en cell. Ekvationen har visat sig
vara en diskret approximation av varmeledningsekvationen.

En vésentlig egenskap i det ortogonala cellsystemet &r att sammanbindningslinjen
mellan tva angransande cellers temperaturpunkter skar den gemensamma randen un-
der rat vinkel. Detta medger en enkel approximation av varmeflddet genom randen.
Situationen skall belysas genom uppstéallning av vdrmebalansekvationen for en cell i en
icke-ortogonal cellstruktur enligt figur 3.6.1.

Figur 3.6.1. Icke-ortogonal cellstruktur.

Véarmeflodet (W) genom de fyra randytorna till cell i,j &r, med samma approxi-
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mation som anvants i avsnitt 3.2:

"i'idhi" T \ni cosa (3.6.1)
Thi _hiTj+ Ahi cos a (36.2)
Tj’j'lh; ™ i cos a (3.6.3)
i _h;rijjﬂ Xh\ cos a (3.6.4)

Nettovarmeflodet (W) till cell i,j &r:

cosa(Ti-i,j — Tij + 1{+ij — Tip+ (3.6.5)

A7T cosa(Ti,j-i — T{j + Tij+1 — Tij)
rii

Med hjalp av serieutveckling av det kontinuerliga temperaturféltet T(x,y) runt
centrumpunkten i cell i,j kan uttrycket (3.6.5) omformuleras. For temperaturen i de
fem cellernas mittpunkter géller:

Tii =TXY)

T,-i,j = T(x - hi,y)

Ti+i,j= T(x + hi,y) (3.6.6)
Ti'j-i = T(x — hisina, y — hi cosa)

Tij+i = T(X + hisina, y + hi €0S o)

Serieutveckling, dér derivator av tredje ordningen och hdgre forsummas, ger:

Flig-Fg=2Lhiy+ T CRIT, (36.7)

Tt+hi  T,j  dxhi+ dxi 12 +10 (3.6.8)
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Tij-a - Tij = —(-fe2sina) + — (~/i2cosa)+ (3.6.9)

(3.6.10)

cos2a + ..»

Nettovarmeflodet (W) till cell i, enligt uttrycket (3.6.5) 6vergar med hjalp av (3.6.7-
10) till:

(3.6.11)

Andringen per tidsenhet av varmeinnehéllet (W) i cell i,j p& grund av temperaturfo
randring &r:

C'Ai/i2cosa— (3.6.12)

Krav pa varmebalans medfor att uttrycken (3.6.11) och (3.6.12) skall vara lika stora.
Man erhaller:

Av ekvation (3.6.13) framgdr att man med den anvanda l6sningsmetodiken loser
en differentialekvation som avviker fran varmeledningsekvation genom att det intro-
ducerats vinkelberoende koefficienter i de termer som omfattar rumsdifferentieringar.
Awvikelsen avtar med minskande vinkel a i figur 3.6.1. Fér a = 0, dvs. ortogonal cell-
struktur, 6vergar ekvation (3.6.13) exakt i (3.2.9) med konstant varmeledningsférmaga.

Felet som begas i den diskreta approximationen sker i formuleringen av varme-
flédena genom cellens fyra rénder. Cellranden bildar ej rat vinkel med sammanbind-
ningslinjen mellan de omgivande temperaturpunkterna. Varmeflédet genom en rand
paverkas darfor av bade dT/dx och dT/dy. Vid de enkla uttrycken (3.6.1-4) for varme-
flédet genom en cellrand anvénds, felaktigt, ett approximativt uttryck for endast den
ena av de tva ingdende derivatorna. Den enkla formuleringen av varmeflodet genom
en rand kréver att den approximativt formulerade gradienten ar vinkelrdt mot randen.
Se aven avsnitt 4.4.
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Forhallandet illustreras ytterligare av den trianguléra cellstruktur som definieras
i avsnitt 8.3. Triangelcellerna &r visserligen ej celler i en ortogonal cellstruktur, men
sammanbindningslinjen mellan angrénsande trianglars temperaturpunkter skar den ge-
mensamma randen under rét vinkel. Enkla varmeflodesekvationer av samma typ som
(3.1.8) kan dérmed anvéndas vid den approximativa formuleringen av varmelednings-
ekvationen.

3.7 Superpositionsprincipen

Varmeledningsekvationen ar en linjar partiell differentialekvation. Om tva tem-
peraturfordelningar loser ekvationen for en given geometri s utgor dven summan av
temperaturfordelningarna en I6sning. Principen tillater att de termiska egenskaperna
ar funktioner av tid och position. Principen géller inte om de termiska egenskaperna
ar temperaturberoende.

Superpositionsprincipen skall illustreras av foljande problem [Hagentoft, Thesis],
Se figur 3.7.1. P& plan mark ligger en platta 6ver vilken temperaturen ar konstant Ti,,.
Plattan bestar av ett varmeisolerande skikt med forsumbar tjocklek. Dess varmemot-
stand ar R. Randtemperaturen utanfor plattan 4&r summan av tva temperaturvariatio-

ner Tut och Tuf

Figur 3.7.1. Superposition dar temperaturen vid markytan spaltas upp i tva delar.
Innetemperaturen T;n 1&ggs i den forsta delen [Hagentoft, Thesis],

Det totala forloppet kan delas in i tva delar enligt foljande. | den forsta delen ar
temperaturen dver plattan T\n och randtemperaturen utanfor plattan T“t. | den andra
delen &r temperaturen 6ver plattan 0 och randtemperaturen utanfor plattan Tht. Tem-
peraturfordelningen i de tva forloppen betecknas Ta(x,y,z,t) respektive Th(x,y,z,t).
De tva temperaturfordelningarna uppfyller varmeledningsekvationen (3.3.7):

dT
Vv (AVT®) = clgjt @3.7.0)
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dTh
V  (AVTE) = C dt (3.7.2)
Den linjara egenskapen hos V och djdt medfér att summering av (3.7.1-2) ger:
V  (AVTY) + V « (AVTE) = V + (AVT“ + AVTE) =
=V (AV(T® + T6)) = +C— = C-T\"r6)
oIt (t (3.7.3)
Sélunda erhalls:
V + (AV(Ta + T6)) = CO{Ta™
(AV(Ta + T6)) = CO{Ta™ Jb) (3.7.4)
dt
Randvillkoret vid plattan ger for forloppet Ta:
e dre 3.75
R dn (3.7.5)
Har definierar n normalriktningen ned i marken under plattan. Man erhaller
I dTa
Tin=T°— AA-dn (3.7.6)
For forloppet T6 erhalls:
. dTh
0=T6-AA @.7.7)

Summering av (3.7.6-7) ger randvillkoret Ttot for hela forloppet:

Toot = Tin + 0= T* + Tb - > (3.7.8)
Vid markytan galler direkt:

Ta=T() | TUY (3.7.9)
Summering ger randvillkoret Ttot for det totala forloppet:

Ttot = ra + T6 = T«t(t) + ToI(t) (3.7.10)

Den totala temperaturfordelningen Ttot(X,y, z,t) erhalls sdledes genom summering
av de tva delférloppen Ta och T6:

Ttot(x,y, z,t) = Ta{x,y,z,t) + Th(x,y,z,t) (3.7.11)

Vid transienta forlopp maste dven begynnelsetemperaturen (t=0) beskrivas. Man
har allmént:
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Ttot\t=0 = Ta|(=0 + Thit=0 (3-7.12)

Man kan da till exempel 1ata Ta beskriva begynnelseférdelningen och lata Th bérja med

temperaturen noll i hela omradet.
Varmeflodet genom plattan for hela forloppet Qtot erhalls genom summering av
varmeflddena Qa och Qb for delférloppen:

= Qa(t) + Qhb() (3-7.13)

Superpositionsprincipen skall tillampas pa nagra belysande exempel.

Exempel 1.

Figur 3.7.2. Enhetssprang vid plan rand.

Ett enkelt grundfall visas i figur 3.7.2. | en plan halvoandlig rymd &r be-
gynnelsetemperaturen noll. Vid tider t > 0 &r randtemperaturen 1. Enligt
avsnitt 10.2.1 ges lésningen av:

T(x,t) = erfc(-"===) (3.7.14)

Om begynnelsetemperaturen i stéllet & T0 och randtemperaturen vid tiden
i > 0 satts till Tj kan problemet separeras i tva delar enligt figur 3.7.3.

Voo oo ooL Y
YT(x.0) . i7. KT(x,0) = O/

T=T + (Ti-TO) ~
t>0

Figur 3.7.3. Stegandring vid rand. Separation i tva delprocesser.

Med hjalp av grundfallslosningen (3.7.14) erhalls 16sningen:
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T(x,t) = To + (Ti - TO)erfc(N=
(x,t) = To + (Ti )er Cy(/Aat) (3.7.15)

Exempel 2.

Ett mer komplicerat problem definieras som problem (a) 6verst i figur 3.7.4.
Problemet kan till exempel beskriva ett temperaturforlopp i en homogen

vdgg.

@

T(0.9) = Tm*TsIn(e>t) iw- ,

10 T//IIIM

V Z .
™ "Téi,/c{)//—/{A T F T 8@ /44%)/ //4 /
VIIIIM VIIIIM
()
(b)
\
Z1™ _VA
VI/IIIM
\//1111117; y//1711771A \y/////11/,
T, ~T(x,0) . Tg + (Tm-T0) YT(x,0) * Ta/ O—+O ~T(x,0) « T0/ (T,-T0)
V/IIIM WI/ITTA
(<0 <o)

Figur 3.7.4. Temperaturforlopp i en vdgg. Separation i delprocesser.

Problemet kan forst spaltas upp i delarna (b) och (c). Problem (b) karak-
teriseras av sprangtemperaturer vid de tva randerna. Problem (c) karakte-
riseras av en sinusvarierande randtemperatur. Ur problem (b) kan delarna
(d), (e) och (f) separeras. Ldsningen till ursprungsproblemet karakteriseras
av de tva grundfall som definieras i figur 3.7.5.
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Figur 3.7.5. Tva grundfall som ger losningen till problem (a) i figur 12.1.3.

Lat l6sningarna till de tva grundfallen i figur 3.7.5 vara Tateg{x,i) och
Tsinus(x,t). L&sningen till ursprungsproblemet (a) ges av summan av 16s-
ningarna till problem (c), (d), (e) och (f). Man erhaller:

T(x,t) = TarTainus(x, t) + TO + (Tm - TO)Tsteg(x,t)  (3.7.16)
+ (T) — TO)Tsteg(L — x,t)

Exempel 3.
Ldsningar till grundfall som ligger forskjutna i tiden kan superponeras. Be-

trakta foljande exempel. | en plan halvoandlig rymd &r begynnelsetempe-
raturen noll. Randtemperaturen definieras enligt delfigur (a) i figur 3.7.6.

(b)

Figur 3.7.6. Superponering av sprangtemperaturer vid rand.
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Av figuren framgar hur problemets randtemperatur (a) kan separeras i de-
larna (b) och (c). Dessa delproblem lgses direkt av grundfallsiésningen
(3.7.14). Man erhaller den totala I6sningen:

t<to: TXt) =0

to<t< T(x, 1) = To erf
0 (x, i) o erfc yida(< — 10

(3.7.17)

En randtemperatur som utgor en i tiden strackvis konstant funktion kan
beskrivas som summan av ett antal temperatursprang vid olika tidpunkter.

Exempel 4.

Figur 3.7.7 visar ett tvarsnitt genom en linjekélla pa konstant avstand fran
en rand med temperaturen noll. Fallet kan till exempel beskriva varmeut-
vinning genom ett horisontellt rér i mark.

Figur 3.7.7. Spegling av linjekalla.

Figuren visar hur markytans konstanta temperatur kan representeras med
hjalp av en extra, speglad linjekéalla med negativt tecken. Den resulterande
temperaturfordelningen erhalls som en summa av I6sningarna for respektive
linjekalla i en o&ndlig, homogen omgivning. Den geometriska komplikatio-
nen med markytan har férsvunnit.
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Kapitel 4

LOSNING BASERAD PA ENERGIBALANSER

Grunder for 16sningsmetoden och dess genomférande beskrivs i féljande avsnitt.

4.1 Cellstruktur och termiska data

De i kapitel 3 givna diskreta formuleringarna av vérmeledningsekvationen begran-
sas av nagra generella forutsattningar. Cellindelningen ar ekvidistant i de tre koordi-
nataxlarnas riktning. De termiska egenskaperna &r konstanta inom hela det betraktade
omradet.

Den valda beskrivningen kan emellertid generaliseras till att galla en mer kompli-
cerad cellstruktur med varierande cellstorlekar enligt figur 4.1.1.

X X x X

<i

cu
~Y X x ( ﬁ x

~
aym
- yl X X X X
1i*i—i Ax, 4 »i+l

Figur 4.1.1. Del av allman cellstruktur i ett plant tvadimensionellt fall.

Cellstrukturens indelning i till exempel x-led definieras genom en uppséttning linjer
(tva- dimensionelit fall) eller plan (tredimensionellt fall) vilka ar vinkelrdta mot x-
axeln. Avstandet mellan intilliggande linjer eller plan dr Ax,-. P& motsvarande sétt
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definieras en indelning langs 6vriga koordinataxlar. | en tredimensionell struktur ges
dimensionerna for en cell med beteckningen (i,j,k) av langderna Ax,, Ayj och Az*.

De termiska egenskaperna ar konstanta inom varje cell, men kan variera godtyckligt
fran cell till cell. Varmeledningsformagan i en cell (i,j,k) betecknas med A(M/MK)
och véarmekapaciteten med Cijk (IJ/m3K).

Langs varje cells rand kan ett varmeisolerande skikt med férsumbar tjocklek place-
ras. Ett skikt med motstandet Rt-i/2,:k (K/(W/m2)) ligger mellan cellerna (i-1,j,k)
och (i,]j,k).

4.2 Losningsmetodens princip

| avsnitt 3.3 visades att varmebalans for en cell resulterar i en approximativ for-
mulering av varmeledningsekvationen. Man har allmant for energiinnehallet E;,j,fc,n+i
(J) i en cell i,j,k vid tidpunkten n + 1:

Eijk,n+l = Eijkn + Qran+m.n~ At (4-2.1)

En ekvivalent formulering ger, vid temperaturoberoende varmekapacitet C, ett
explicit uttryck for temperaturen Tijlk,n+i v'd tidpunkten n + 1.

Bijkntl — TEIKN + oo (4.2.2)
Ti,j,k,n temperatur i en cell vid den diskreta
tidpunkten n, definierad av to + nAt
Viiik cellens volym (m3)
Ci, k cellmaterialets varmekapacitet (J/m3K)

Qrand,m,n varmeflode in till cellen genom dess
randyta nummer m vid den diskreta
tidpunkten n (W)

At tidssteg mellan de diskreta tidpunkterna n
och n+1. Tidsstegets langd behdver ej vara
konstant (s)

Formel (4.2.2) ger ett recept pa hur en cells nya temperatur vid tidpunkten n + 1
skall berdknas, nar dess temperatur och randvérmefloden ar k&nda vid tidpunkten n.
Varierande cellvolym och varmekapacitet inom berakningsvolymen vallar inget pro-
blem, d& produkten ),k ar valdefinierad for varje cell. | avsnitt 4.3 visas hur
Qrand,m,n berdknas. Formlerna (4.2.1-2) beskriver mycket tydligt det fysikaliska forlop-
pet.
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Anméarkning

Genom inséttning av explicita uttryck fér Qrani,m,n i (4-2.2) erhélls:

Tijkn+l = (1 — A7 (Ki-1/23,k + Ki+1/2,j,k+ (4.2.3)

Ki,j-1/1,k + Ki,

Ki-l/ij  kAt™ . Ki+1/2,j, kAT . Aij-1/2iA<~ )
ANitljkn - ij—1k,n'
crij,k ~Ljyk
AF(j+i/2 tAFA , . Kij:k+1/2Atm
—7; ti,j+l,t,n +=——p; T : ujf+1,"
) 8Vj,k ‘?'Lj,k J

Denna typ av formulering beskriver den nya temperaturen i en punkt som ett viktat varde av
de gamla temperaturerna i den betraktade punkten och dess omgivande punkter. Kopplings-
konduktanserna K (W/K) definieras i avsnitt 2.3 och 4.3. Det beskrivna forloppets fysiska
karaktar framhévs inte av formuleringen, som principellt 6verensstéammer med den beskrivning
metoden brukar ges under namnet metoden med explicit framéatdifferens.

4.2.1 Iterationsforfarande

Figurerna4.2.1 och 4.2.2 visar en endimensionell och en tvadimensionell gitterstruk-
tur. Den endimensionella strukturen omfattar ii celler. Den tvadimensionella struk-
turen omfattar i\ 1j\ celler. En motsvarande gitterstruktur i tre dimensioner omfattar
hi1h ' celler. Cellstorlekarna kan variera enligt beskrivningen i avsnitt 4.1.

Figur 4.2.1. Endimensionell gitterstruktur.
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Figur 4.2.2. Tvadimensionell gitterstruktur.

Temperatur vid tiden t0 + nAt betecknas:

1- dim.: T-n icelli
2- dim.: T;jin i cell i,j

3- dim.: Ttijt*in

Totala varmefléden (W) genom en cellrand vid tiden to + nAt betecknas:

1-dim.: Q,_i/2,,

2-dim.: Q;_i/2j>
Qi'j-1/2,n
3-dim.: Qi-i/2,jkn

QiJ—1/2 kn
QtI k—1/2,n

i cell i,j,k

fran cell (i - 1) till cell i

fran cell (i — 1,j) till cell (i.j)
fran cell (i,j — 1) till cell (i,j)

fran cell (i — 1,j,k) till cell (i,j,k)
fran cell (i,j - 1, k) till cell (i,j,K)
fran cell (i,j,k — 1) till cell (i,j,K)

(4.2.4)

(4.2.5)

En gittercells volym (m3) betecknas med Vi, Vti eller Vjjfc beroende pa cellstruk-
turens dimension. Den volymetriska varmekapaciteten (J/m3K) i en cell betecknas pa
motsvarande satt med C;, cij eller c>thk-

Vid iterationen anvénds det totala varmeflédet Q (W) genom varje cellrand. Ite-
rationen péverkas ej av om gitterstrukturen har till exempel plan eller radiell geometri.
Geometrin bestammer endast hur varmeflddet Q skall beraknas.



Iterationsforfarandet har féljande principiella struktur:

1. Vid starttidpunkten (n = 0) ansétts temperaturer i samtliga celler.
2. Randtemperaturer bestdms for den aktuella tidpunkten. Samtliga temperatu-
rer &r darmed kéanda.
1-dim.: Tin O<*<* +1
2-dim.: Tij,n O<*<*+1 O0<j<ji+l (4.2.6)
3-dim.:  Ti,jkn O<i<*+1 0<j<ji—+1
O<k<fe+1

3. Varmeflodet (W) genom alla cellers samtliga rander bestdms (avsnitt 4.3):

1-dim.: Qi-I/2,n l<i<h+1
2-dim.; Qi—1/2,j,n 1<*<*+1,
Qi,j—1/2,n I'sj<nh+1
3-dim.; Qi—1/2,j,k,n l<i<o»i+],
Qi,j—1/2,k,n l<j<ji+]
Qi,j,k-1/2,n l<k<k +1

4. Nettovarmetillskottet (J) till varje cell under ett tidssteg At (s) bestdms:
1-dim.:  AE,,,, = (Q.-r/j,« - Qi+i/2,n)A*

2-dim.; 2= (Qi-i/2,j,n ~ Qi+i/2,j,n+
Qi,j-1/2,n — Qij'+I/2,n)Af ~

3-dim.:  AE~k<n = (Q;_i/2,j,fc,n _ Qi+ir2,jk,n+
QiJ—1/2,k,n ~ Qi,j-kl/2,kn~"~

Qi.j.k—1/2,n — Qi,j,k+1/2,n)At

5. Ny temperatur (°C) berdknas i varje cell:

1-dim.: A*>41 = AVIES]
3-dim.:  Tigk,n+l 1 kn T V‘}ﬁ{%,ﬁ

47

Iterationspunkterna 2 till 5 upprepas tills 6nskad simuleringstidpunkt &r uppnadd.
Tids- stegsldngden At kan varieras for varje iteration. Tidssteget har en évre begréns-
ning, stabilitetstidssteget, vilket ej far 6verskridas. Storleken av stabilitetstidssteget

beror av de termiska egenskaperna och av den valda gitterstrukturen. Se kapitel 5.
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4.2.2 Termiska komplikationer

Det i avsnitt 4.2.1 redovisade iterationsforfarandet vid l6sning av ett varmeled-
ningsproblem kan kompletteras vid olika typer av termiska komplikationer.

Om randvillkoret vid berdkningsomradets grans utgérs av ett givet varmeflode
(W/m2) anvénds detta vid bestdmningen av det totala varmeflddet Q (W) genom
berérda cellers rénder. Detta sker i punkt 3. Se dven kapitel 7.

Temperaturberoende varmeledningsférmaga paverkar berakningen av varmefloden
genom cellrander (punkt 2). Vid berdkningen bestams varje cells varmeledningsformaga
av dess aktuella temperatur. Se kapitel 12.

Externt tillford volymetrisk varmeutveckling (W/m3) i materialet paverkar berak-
ningen av nettovarmetillskottet AE till varje berdrd cell. Man lagger till en extra term
i berdkningen. Detta sker i punkt 4.

Temperaturberoende varmekapacitet paverkar berakningen av ny temperatur i var-
je cell vilket sker i punkt 5. Vid berékningen bestdms varje cells temperatur som en
funktion av dess nya volymetriska varmeinnehall. Se kapitel 12.

4.3 Berakningsuttryck for varmefléde genom en cellrand

Ett allmént uttryck for varmeflédet orand,m,n (W) i formel (4.2.1), &r:

Qrand,m,n — -“m(-6-and,m,n ~) (431)

Km (W/K) &r en kopplingskoefficient, den totala konduktansen, mellan den punkt
som definierar cellens temperatur T och den punkt utanfor cellen, vars temperatur
TTand,m,n anvands vid berdkningen av vérmeflédet genom randdel m. | det foljande
definieras ett varmefldde som positivt om varme transporteras i positiv axelriktning.

4.3.1 Plan geometri

| figur 4.3.1 visas tva celler med gemensam rand i en plan gitterstruktur. For
enkelhets skull markeras ingaende storheter endast med det lagesindex som varierar
langs sammanbindningslinjen mellan de tva cellernas temperaturpunkter.
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Ti-1 [ Ti
X ! X
Xji ¢! X'
| Aid

Figur 4.3.1. Tva celler med gemensam rand. Plan geometri.

Varmeledningsformagan i de tva cellerna ar A- och A;_i (W/mK). Cellernas langd
i x-led & Ax; och Ax;_i (m). Deras gemensamma kontaktyta ar A (m2). Varmemot-
standet i randen mellan cellerna ar JEs;_12 (K/(W/m2)).

Det totala varmeflodet Q{ i/2 (W) fran cell i- 1 till cell i genom den gemensamma
randen skrivs i analogi med (4.3.1):

Qi-1/2 - Ki-i/iiT-i — Ti) (4.3.2)

Konduktansen Ff;_1/2 (W/K) blir med hjélp av (2.3.10):

Ki-H2 = _. o : (4.3.3)
RI—12 IZQAXJ—T + £>>d—i/2 + AA;

Varmemotstandet A;_iz (K/W) ar summan av varmemotstanden for halva cellen i—L,
det isolerande skiktet mellan cellerna och halva cellen i.

Om cell i &r en randcell i berakningsomradet erhalls en situation av den typ som
illustreras i figur 4.3.2.

Figur 4.3.2. Randcell i berdkningsomradet.
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Temperaturen Ti_i ar yttemperatur pa randen till cell i. | detta fall blir konduktansen
-S'i_i/2 mellan temperaturpunkterna i — 1 och i:

Ki-1,2 = (4.3.4)

R 12 Rai—12 + AX]
2A,

Exempel:

For tydlighets skull ges exempel pa en beskrivning av formlerna med full-
standiga index for ett fall med tredimensionella Cartesiska koordinater. Fl6-
det genom randen mellan cellerna (i,j - 1,k) och (i,j,K) &r:

QiJ-I/12k — Ri,j—AL /7= ,1k ~ Ti,ik)

Konduktansen A,-j i/2,fc &r:
M, i-1/2,k
Ki,1-1/2,k

Ri,j-1/2,k Kyij-i -
N 2Ai)j{Ji.it + Ra,i,j-1/2,k +

Arean Aj,j_i/2k mellan cellerna &r:

Ai,j—1/2,k ~ AxiAZjg
Cellens volym Vi,jk &r:

fi ik = ArtAs,

Anmarkning:

Konduktansen mellan tva celler med olika varmeledningsférméga kan beraknas
med hjélp av ett viktat virde Aekv for varmeledningsférmagan mellan cellernas
mittpunkter. Varmeflodet Qi if> (W) mellan cellerna 1 och 2 kan skrivas:

Qiwz= 12(Ti -Ti)
K oo (4-3.5)
L2 Axt i Axy
2 - 2
Ett korrekt uttryck for Xekv skall ge det stationdra varmeflddet mellan cellerna.
Foljande viktning uppfyller detta:

A*i + A*2
*ekv, korrekt — Aa’7| ! + AXO (436)
Ai A2
Foljande viktning, som ibland férekommer, ger felaktigt stationart varmefléde mel-
lan cellerna:
AijAi + AN2A2
; (4.37)

Aekv, fel — - Aij + Ax?2

Kvoten mellan de erhélina flédena med felaktig respektive korrekt viktning blir
4/3 for ett fall med Ai = 1, A2 = 3 W/mK och ATi = Axz. Varmeflddet mellan
cellerna blir 33 % for stort.
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4.3.2 Cylindergeometri

Figur 4.3.3 visar tva celler med gemensam rand i en cylindersymmetrisk gitterstruk-
tur. Randen har langden L (m) i axiell riktning.

R»,1-1/2

Figur 4.3.3. Tva celler med gemensam rand. Cylindersymmetri.

Véarmeledningsforméagan i de tva cellerna ar A; och A;_i (W/mK). Cellernas dimen-
sioner (m) framgar av figuren. Varmemotstandet for skiktet i randen mellan cellerna
ar As., 12 (K/(W/m2)).

Det totala varmeflodet Q;_is2 (W) fran cell i — 1 till cell i ges av formel (4.3.1). |
detta fall ar konduktanoen A;_i/2 (W/K) med hjalp av (2.3.31):

Ki-1/2 1_ L (4.3.8)
AE;-il2 Rs,i-1/2 i

2irri_in 2;rAi

Det totala varmemotstandet A, i/2 (K/W) &r summan av de totala varmemotstanden
for halva cellen i — 1, det isolerande skiktet mellan cellerna och halva cellen i.

Om cell i &r en randcell i analogi med det plana fallet, illustrerat i figur 4.3.2,
erhalls:

_ 1 L
K2 = Gz In —44— (4.39)
re»,1—1/2 s ri—1/2

2irri_i/f2 " 2irAj
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4.3.3 Sfarisk geometri

| detta fall utgors cellerna av koncentriska skikt. Beteckningarna &r analoga med
dem, som anvénds i radiell led i det cylindersymmetriska fallet (se figur 4.3.3). Vér-
meledningsformagan i angransande celler &r A; och A_i (W/mK). Varmemotstandet i
randen mellan cellerna &r B.st_1/2 (K/(W/m2)).

Det totala varmeflodet <5*~1/2 (W) fran cell i — 1 till cell i ges av formel (4.3.1). |
detta fall & konduktansen A',_1/2 (W/K) enligt (2.3.34):

Ki-1/2 = .. = 4.3.1
2= Aicwe (4.3.10)
1
ol (-1 L-) + a 3 fa
4itA,_i \rj_1 ri-1/2) Airri-1/2 T vri-172 rJ

Det totala varmemotstandet Ri-1/2 (K/W) ar summan av de totala varmemotstanden
for halva cellen i — 1, det isolerande skiktet mellan cellerna och halva cellen i.

Om cell i ar en randcell erhalls i analogi med det plana fallet, illustrerat i figur
4.3.2:

Ki-1/2 (4.3.11)

Ri-1/2 i (1 A

i
anri-12 ~ T N2z T i/

4.3.4 Allméanna ortogonala koordinater

Med utgangspunkt fran figur 3.4.2 och med indexbeteckningar enligt figur 4.3.1 kan
uttryck for konduktanser mellan celler i ett allmént ortogonalt cellsystem formuleras i
analogi med de uttryck som ges i avsnitt 4.3.1 géllande plan geometri.

Konduktansen 1/2j,k (W/K) mellan tva celler (i — 1,j,k) och (i,j,K) ges av:

hvAvj 1 hwAwk

huAu,-i | 4 i htlAu,
2Ai_ + Rs,i-1/2,j,k + 2A

Ki. (4.3.12)

Om cellen (i — 1,j,k) inte ingar i berakningsvolymen har man:

. . hvAvj 1 h"Aw);
KI-|/2,J,|( hUAUj (4313)
R$,i—1/2,j,k “b 2A]

En cells volym V (m3) ges av:

V = huAui 1 hvAvj 1 hwAwk (4.3.14)
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4.4 Den lokala temperaturfordelningen

Den givna lésningsmetoden beskriver ett temperaturférlopp med hjalp av tempe-
raturen i ett antal diskreta punkter i berdkningsvolymen. Karakteristiska egenskaper
for den approximativt beskrivna kontinuerliga temperaturférdelning runt dessa tempe-
raturpunkter skall belysas.

4.41 Temperaturfordelning i en cell

Figur 4.4.1 visar en cell i en tvadimensionell Cartesisk gitterstruktur. De termiska
egenskaperna ar konstanta i cellen.

Figur 4.4.1. Rektangular gittercell.

Lat temperaturen i cellen beskrivas av ett allméant andragradspolynom enligt:
T(X,y) = ax2 + bxy + cy2 + dx + ey + T0 (4.4.1)
Temperaturen i cellens mittpunkt éar:
T(0,0) =To (4.4.2)

Enligt den anvénda diskreta approximationen skall cellens mittpunktstemperatur To
representera cellens energiinnehdll. Darmed skall To vara cellens medeltemperatur.
Man har féljande villkor:

rAx/2 rAy/2
/ / CT(x,y)dxdy = Ax&yCTo (4.4.3)
J-Ax/2 J-Ay/2

Temperaturfunktionen (4.4.1) uppfyller detta villkor om a = ¢ = 0. Temperaturférdel-
ningen i cellen ges av:
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T(X,y) = bxy +dx +ey + T0 (4.4.4)

Temperaturfordelningen uppfyller V2T = 0. Den utgdr en stationar fordelning
i form av ett plan med en eventuell dverlagrad sadelfunktion. Temperaturen &r TO i
cellens centrum. Planets lutning i x- och y-led, liksom den dverlagrade sadelfunktionen,
saknar betydelse for cellens energiinnehall.

4.4.2 Temperaturfordelning mellan tva cellers temperaturpunkter

Temperaturférdelningen mellan temperaturpunkterna i tva celler med gemensam
rand avgor varmeflodet genom randen. Tva celler och ett koordinatsystem definieras i
figur 4.4.2.

Ti T2

t— N F A |

Figur 4.4.2. Tva celler med gemensam rand.

De termiska egenskaperna &r konstanta inom respektive cell. For varje cell an-
sétts en allman temperaturfordelning enligt formel (4.4.4). Férdelningarna véljs sa att
temperaturen i respektive cells mittpunkt ar 7) respektive T2. Man erhaller:

Ti(x,y) = & (i + Aii/2)y + dx (x + Axi/2) + exy + T) (4.4.5)
T2(x,y) = b2 (X - Ax2/2) y + d2 (X — AX2/2) + e2y + T2 (4.4.6)

Det totala varmeflodet (W/m) genom randen mellan cellerna bestdms av uttryck
av foljande typ for var och en av de tva cellerna:

= —XdAy 4.4.7)

Totalflodet mellan cellerna bestdms av temperaturféltets lutning d i x-led. V&rmeflodet
genom randytan maste vara kontinuerligt i x-led:

Aidi — A2d2 (4.4.8)
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Temperaturfordelningen langs sammanbindningslinjen mellan cellernas mittpunkter &r:

Ti(x,0) = dr (x + Axi/2) + Ti (cell 1) (4.4.9)

T2(0) = , ("= Ax2/2) +T2 (cell 2) (4.4.10)

2

Kontinuitet i temperaturférdelningen mellan cellernas temperaturpunkter innebér att
temperaturen i randen (x = 0) skall vara lika i (4.4.9) och (4.4.10). Man erhéller:

A - ard T T (4.4.11)
2AI 22

Inséttning i (4.4.7) ger i analogi med (4.3.3) flodet Q (W/m) mellan cellerna:

Q = K(Ti -T2 (4.4.12)
Ay
K= Ax\ i Axz
2Ai ' 2A2

Flodet mellan tva celler ges av den endimensionella stationara temperaturfordelningen
mellan deras temperaturpunkter.

Temperaturfordelningen i vardera cellen kan beskrivas som plan déar lutningen langs
sammanbindningslinjen mellan temperaturpunkterna &r definierad enligt ovan. Planen
kan ha godtycklig lutning vinkelratt mot sammanbindningslinjen utan att varmeflodet
genom randen paverkas. Grunden till detta enkla forhallande &r att sammanbind-
ningslinjen mellan temperaturpunkterna skar randen under rat vinkel. Se dven avsnitt
3.6.

4.5 Schematisk bild av en varmestromningskrets

Metoden att I6sa varmeledningsekvationen bygger pa en ortogonal cellindelning av
berakningsomradet. Varje cells energiinnehall definieras av en temperatur. Varmeflodet
mellan tva angransande celler bestams av produkten av cellernas temperaturdifferens
och en kopplingskonduktans mellan dem.

Den termiska kopplingen mellan tva temperaturpunkter visas i figur 4.5.1 dar K
(WI/K) star for kopplingens konduktans och R (K/W) star for kopplingens varme-
motstand {K = 1/7?). Figuren askadliggor schematiskt sambanden mellan K, R och
varmeflodet Q (W):

T1-T2=0R (45.2)
och

Q = K(Ti - T2) = ~(Tr - T2) (4.5.2)
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RK
T,—>*\N\ - «T]j

Figur 4.5.1. Termisk koppling mellan tva temperaturpunkter.

En cells temperatur & T och dess varmekapacitet &r C (J/K). Cellen har en enda
kopplingskonduktans K (W/K) till en temperaturpunkt med temperaturen T\. Var-
mestromningskretsen beskrivs schematiskt i figur 4.5.2.

|
T—\N\/“-

Figur 4.5.2. Gittercell med termisk koppling till en temperaturpunkt.
Cellens temperaturforlopp beskrivs av féljande differentialekvation:

CF=K(Ti-T) (4.5.3)

Ett vanligt forekommande satt att askadliggora formel (4.5.3) visas i figur 4.5.3.

Ti—\\/—fT
77877

Figur 4.5.3. Schema grundat pa en elektrisk analogi.

I den elektriska analogin motsvaras temperatur av spadnning och vérmefléde av strém-
styrka. Den elektriska analogin medfér krav pa definiering av en jordpotential. Detta
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undviks genom anvéandning av symboler enligt figur 4.5.2.

En del av en tvadimensionell gitterstruktur visas i figur 4.5.4.

W— W= e ==
>Kl,i»V2
KI-V2,| Ta Ki-»V2,)
w- W= W= i oww
NN\ — —\N\/— Tij _W

Figur 4.5.4. Schematisk bild av en tvadimensionell gitterstruktur.

Man kan betrakta de enskilda cellerna som "uppsagade bitar” av den avbildade mate-
rien. Mellan angrénsande bitar kan varme transporteras via kopplingskonduktanserna.
Bilden avspeglar val den enkla fysikaliska bakgrunden till den redovisade metoden.

En kontinuerlig beskrivning av temperaturen TtJ ges av:
= Ki-i/2,j(Ti-i,j — Tij) + Ki+l/2j(Ti+lij — Tij)+ (4.5.4)
— Tij) + Kij+1/2(Tij+1 — Tij)

Lat en temperaturpunkt ha termisk kontakt med ett antal (N) andra temperatur-
punkter enligt figur 4.5.5.
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Figur 4.5.5. Reduktion av kopplingar till en temperaturpunkt.

Man har:
Qi = (Ti - TKi (4.5.5)
Nettoflodet Q (W) tili centrumpunkten &r:
Q = Efei Qi = EfaiE - T)Ki = (Tm - T)Km

daxKm = E£i Ki (W/K) (4.5.6)

= A (OC)

Om det finns flera kopplingar till en temperaturpunkt kan dessa reduceras till en
enda enligt (4.5.5-6). Se &ven kapitel 7.
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Kapitel 5

STABILITETSTIDSSTEG

Vid lésning av varmeledningsekvationen enligt den i kapitel 4 beskrivna metoden
delas tidsforloppet in i diskreta tidssteg. Om tidsstegets l&ngd 6verskrider ett visst
vérde uppstar en orimlig oscillation i den enskilda cellens temperatur 16r varje nytt
tidssteg. Den erhdllna svangningen av temperaturen markerar tydligt att berdkningen
genomfdrs med fel forutsattningar. Man talar om ett stabilitetstidssteg, vilket definierar
en dvre gréans for det vid iterationen anvanda tidssteget.

5.1 La&ngsta tidssteg for en cell

Tidsstegets maximala langd skall belysas pa tva olika satt.

5.1.1 Tidsskala for en cell. Fysikalisk betraktelse

Figur 5.1.1 visar en del av en tvadimensionell ortogonal gitterstruktur. | figuren
visas &ven schematiskt den termiska kopplingen mellan de fem cellerna.

RY) «0 -l
»t3

Figur 5.1.1. Termisk koppling till omgivande celler for en cell i en tvadimensionell
gitterstruktur.
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Centrumcellens totala varmekapacitet a&r Co (J/K). Centrumcellens temperatur vid
tiden t betecknas T(t). De omgivande cellernas temperaturer Ti ... Ti &r konstanta i
tiden. Man har Ki = 1/fl, (W/K). Det totala varmeflodet Q(t) (W) till centrumcellen
i figur 5.1.1 kan skrivas:

Q) = Ki(Ti - T(Y)) + K2(T2 = T(t)) + K3(T3 - T(t)) + KA4(T4 - T())(5.1.1)

Omformulering ger:

/K\T\ + K2T2 + K3T3 + K4T4
) Kr +1C2 + K3 + K4

Qft) = (K4 + 1i2 + K3 + K4)
En ekvivalent formulering ges, i 6verensstimmelse med (4.5.5), av:
Q(t) = Kekv(Tekv — T(t)) (5.1.3)

Kekv = Kr + K2 + K3 + li41

e

KITi + K2T2 + KaT3 + K4T4

Teky Kr + K2 + K3 + Ki

K.k\/
——N\/\/—*Tekv

Figur 5.1.2. Ekvivalent omgivningstemperatur fér centrumcellen.

Ekvationen (5.1.3) innebar att medelomgivningstemperaturen for centrumcellen i figur
5.1.1 &r Tekv. Se figur 5.1.2. Centrumcellens temperatur nadrmar sig slutvardet Tekv
vid okande tid. Differentialekvationen for centrumcellens temperatur nar det totala
varmeflddet till cellen formuleras enligt (5.1.3) &r:

Kekv(Tekv - T(t)) = Co™1
(5.1.4)
T(0) =To

Ldsningen ges av:

T(t) — Tekv + (TO — Tekv)e (5.1.5)
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T(®

Figur 5.1.3. Centrumcellens temperatur som funktion av tiden.

Vid tiden t = 0 &r cellens temperatur To. Vid stora tider gar temperaturen asymptotiskt
mot vardet Tekv. Se figur 5.1.3.

Vid den numeriska lésningen berdknas varmeflodet till centrumcellen vid tidsstegets
bérjan, dvs. i dettafall vid tiden t = 0. Enligt den anvdnda metodens approximationer
betraktas varmeflodet som konstant under tidssteget. Centrumcellens temperatur foljer
darfor den analytiska I6sningens tangent i punkten t = o.

Av termodynamiska skél kan celltemperaturen vid det beskrivna forloppet ej pas-
sera omgivningens temperatur. Vid tidpunkten t = tme.x sammanfaller cellens och
omgivningens temperatur. Analys av (5.1.5) ger:

Co Co

Kekv K\ + K2 + K3 + K4 (5.1.6)

Om tidssteget At valjs i intervallet 0 < At < tmax erhdlls vid varje iteration en fysika-
liskt acceptabel 16sning. Ett annat val av At medfor en fysikaliskt orimlig férandring
under tidssteget.

En generalisering av (5.1.6) ger ett allmént uttryck for en cells langsta tidsteg.
Cellens totala varmekapacitet ar C0 (J/K). Den &r termiskt kopplad till omgivande
temperaturpunkter med n konduktanser A'; (W/K). Cellens langsta tidssteg Atmax (s)
ges da av:

S~1

max (= tmax) — T (5.1.7)

Vid genomférandet av ett tidsstegs berdkningar skall tidsstegets langd At véljas enligt:

At < Atmax (5.1.8)

Av figur 5.1.3 framgar att tidslangden tmax &r ett matt pa hur snabbt den betraktade
cellens temperatur anpassar sig till en plétsligt fordndrad omgivningstemperatur.
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5.1.2 Stabilitetstidssteg. Egenskap hos differensekvationen

Vérmeflddet till centrumcellen i figur 5.1.1 under ett tidssteg At bestdms av cel-
lernas temperatur i borjan av tidssteget. Varmebalans ger:

(tFi(Ti - r(O» + K2{T2 - T(0)) + K3(Ts - T(0)) + Ka(T4 - T(0)))Af =
= Co(T(At) - T(0)) (5.1.9)

dar Ki = 4-
uti

Omformulering ger (se &ven (4.2.2-3)):

1 N\ -\ I\
T(Ar) = SHALY |_KAL | KSALE y KIAL, (5.1.10)
Gq Gq Go Go

+ (1 - ~(K! + K2 + K3 + K4) r(0)

Temperaturen T(At) i centrumcellen &r ett viktat medelvarde av temperaturerna i de
fem cellerna vid tidsstegets start, At = 0.

Stabilitetskravet for ett iterativt schema, dar varje cell fors framat i tiden enligt
formuleringen i (5.1.10), &r att de olika vikterna i hogerledet &r ickenegativa och att
summan av dem &r 1. Se till exempel [Ames, s 45]. Den sista termen ger foljande
villkor for At:

-y TROHKs+KH>0 (5.1.11)

eller

Co

At <
Ks+ K2 + K3 + k4

— A”nstab — (5112)

Det av stabilitetsskal erhallna uttrycket for tidsstegets 6vre grans, Atstak, ar identiskt
med det som pa fysikaliska grunder erhélls i avsnitt 5.1.1.

Tidssteget Atstab utgdrs av kvoten mellan cellens totala varmekapacitet (J/K) och
summan av dess konduktanser (W/K) till omgivande temperaturpunkter. Den analy-
tiska beskrivningen (5.1.5) av centrumcellens avklingning mot den ekvivalenta omgiv-
ningstemperaturen kan séledes skrivas:

T(t) = Tekv + (T(0) - Tekv)e (5.1.13)

Stabilitetstidssteget for en cell ar ett matt pa hur snabbt cellens temperatur an-
passar sig till omgivningens temperatur. Ju mindre cellen &r desto kortare blir dess
stabilitetstidssteg (se avsnitt 5.2.1) och desto snabbare kan den anpassa sig. Storleken
av de enskilda cellerna i en cellstruktur, vilken skall aterge ett visst temperaturforlopp,
bor anpassas till hur snabbt temperaturforloppet sker i olika delar av cellstrukturen.
Se avsnitt 6.2-3.
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5.2 Stabilitetstidsstegets langd

Langden av stabilitetstidssteget skall anges for nagra grundlaggande situationer.

5.2.1 Stabilitetstidssteg i olika gitterstrukturer

Stabilitetstidsstegets langd (s) skall anges for nagra olika gitterstrukturer. Enligt
(5.1.7) och (5.1.12) géller for en cell:

Co

Atstab —

(5.2.1)

Summeringen i ndmnaren skall omfatta cellens samtliga konduktanser till angréansande
temperaturpunkter.

I en plan endimensionell struktur véljs den konstanta cellstorleken Ax. Randytan
mellan angransande celler har arean A (m2). Man erhaller:

Ki = —tA *=12 (W/K)

Co = CAXA (/K) (5.2.2)

éISIab - Af(z . (At = 6)&2 (»)

Stabilitetstidssteget ar oberoende av randarean A.

I en tvadimensionell Cartesisk struktur valjs de konstanta cellstorlekarna Ax och
Ay i x- respektive y-led. Cellernas utstrackning i den tredje dimensionen ar L (m).
Man erhaller:

x-led: Ki = ~“AyL (W/K)
y'led: Ki = ~~AxL (W/K)
Cq = CAXAYL (/K) (5.2.3)
©)
Ay erhalls:
_ Ax2
Atgtab = a 659 (5.2.4)

Stabilitetstidssteget &r oberoende av storheten L.
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I en tredimensionell Cartesisk struktur erhalls:

x-led: Ki = ~"AyAz (WIK)
jled:  Ki = ~NAAZ (W/K)
oled: Ki = -*AxAy (WIK)
C0 = CAXAyAz (I/K)
Atstah — 2a(z"™ + ! + Al?) 00

Om Ax = Ay = Az erhalls:
—

= (s) (5-2.6)
6a

Stabilitetstidssteget for en gittercell ar proportionellt mot kvadraten pa cellens
linjara dimension. Tidssteget skall anges for nagra cellstorlekar i en tredimensionell
gitterstruktur. Varmeledningsformagan ar A = 2 W/mK och den volymetriska varme-
kapaciteten ar C = 2+ 106 J/m3K.

Ax = Ay = Az Atstab

(m)
0.001 017 s
0.01 17s
0.1 28 min
0.3 4.2 tim
1.0 46 tim
3.0 420 tim
10.0 4600 tim

« 0.53 &r

Tabell 5.2.1. Stabilitetstidssteg i en tredimensionell gitterstruktur.

Tabell 5.2.1 ger stabilitetstidssteget for olika cellstorlekar i omradet 0.001 till 10 m.
Ju storre cellen &r desto langre tid behdver den for att komma i jdmvikt med omgiv-
ningen, dvs for att reagera pa temperaturforandringar i omgivningen (se till exempel
formel (5.1.13)). Det &r darfor till exempel orimligt att anvanda cellstorlekar som har
stabilitetstidssteget 50 timmar for att beskriva ett forlopp som varierar med 24-timmars
periodicitet. Cellstorleken maste av fysikaliska skal anpassas till det forlopp som skall
simuleras. Se dven avsnitt 6.2-3.
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5.2.2 Stabilitetstidssteg vid givet randvarmefléde

Betrakta en cell vars ena rand sammanfaller med den yttre randen av ett berék-
ningsomrade. Véarmeflodet genom randen har ett foreskrivet varde q (W/m2). Se figur
5.2.1.

q (W/m2)

Figur 5.2.1. Randcell med givet varmefldde.

Varmeflodet genom den cellrand som sammanfaller med omradesranden har det
konstanta vardet Q\ (W). Detta varde &r explicit givet och ar saledes icke resultat
av en approximativ formulering som utnyttjar en momentan temperaturdifferens éver
konduktansen A'i mellan cellens temperaturpunkt och omradesranden. | analogi med
(5.1.1-6) kan det totala varmeflodet Q(t) (W) till den betraktade randcellen skrivas:

<3(0 = <Bi + K2(T2 = T(t)) + K3(T3 - T(t)) + K4(T4 - T(0) (5.2.7)
Omformulering ger:
<3(0 = <3i + Kekv(Tekv — T(0)

= Kekv(Tekv + <™~ - T(t))

(5.2.8)
Kekv = K2 + Kz + K\
T K2T2+K3Tz+KA4T4
1ekv - Ktkv
I analogi med (5.1.5) ges den kontinuerliga I6sningen av:
T(t) = Tekv + Q-+ (r(0) - Tekv - e——ctl (5.2.9)

Cellens temperatur narmar sig asymptotiskt vardet Tekv + Q\jK\. Det langsta fysika-
liskt acceptabla tidssteget vid den numeriska lésningen ges av:
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Co

At <t
MaX 12 + K3 + Kt

(5.2.10)

Vid bestdmningen av en cells stabilitetstidssteg enligt formel (5.1.7) skall de konduk-
tanser genom vilka varmeflodet ar foreskrivet ej tas med i konduktanssumman.

Vid volumetrisk varmeutveckling i en cell har man ett extra varmetillskott till
cellen under tidssteget. Varmeflodet genom cellens rander bestams pa vanligt satt av de
omgivande temperaturerna. Darmed skall cellens samtliga konduktanser till omgivande
temperaturpunkter tas med vid bestdmning av cellens stabilitetstidssteg.

5.3 Tidsstegets betydelse for 16sningen

I avsnitt 5.1 visades att iterationstidssteget maste valjas mindre an det fysikaliskt
erhéllna 6vre gransvardet Atmax = At,tab- | detta avsnitt visas hur valet av At paverkar
den iterativa losningen.

Betrakta ett tvadimensionellt gitter med odndlig utstrackning. Alla konduktanser
Ki har samma vérde K. Temperaturen i cell (i,j) vid iteration n betecknas En
kombination av (5.1.10) och (5.1.12) ger:

Tiin+l = fl — <17 Tijn+ (Pe-Li,n + 3i+1,>,n+70, -1, N+t i+1,n) (5.3.1)
Vv Atstaf, / 4 At.tab

Uttrycket (5.3.1) visar hur en ny temperatur vid tiden (n + I)At kan beréknas for varje
cell med hjélp av de kanda temperaturerna vid tiden »At. Valj tidssteget At sd att:

At

Atsa) 1TC (5.3.2)

Foljande iterationsformel erhalls:

Ti2n+l  -e1T,j> H-—--—(2i-ij,n + Ti+ij.n + Tij-i.n + Tij+iin) (5.3.3)
Vid tidpunkten n = 0 véljs begynnelsetemperaturer enligt figur 5.3.1. Gittret har
oandlig utstrackning. Temperaturen i en cell ([i,j) ges av = (-1)'(-DJ

Vid tidpunkten n = 1 erhalls:

T'-cell: Tj! =-—cci1l+~N(-L-1-1-1)=
-1 -2c=(-(2 + 2c)ir,J0

'0’-cell: Tijhi =—1 () +™MA+1+1+1) =
1+ 2c= (-1 + 2c))Irij-o
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1 1 -1 1
1 -1 1 -1
-1 1 1 1
1 -1 1 -1

Figur 5.3.1. Begynnelsetemperaturer.

Efter den forsta iterationen har man:
7Ui=CD*"-(-DJ «(-(! + 291

Temperaturen i samtliga celler har samma absolutvarde, men tecknet &r olika i celler
med gemensam rand. Man erhaller foljande uttryck for temperaturen i en cell (i,j) vid
tidpunkten n:

Ti,j,n = TUo(-(I + 2e))n n=0,12,... (5.3.4)

Om e > 0, dvs om At > Atsia(, véxer beloppet av temperaturen i en gitterceU obe-
gransat med antalet iterationer. Temperaturen byter tecken for varje iteration. Om
e =0, dvs. om At = At3(o(, ges temperaturen i en gittercell av:

Tij,n i=0,2,... (5.3.5)

Den erhallna losningen varken konvergerar eller divergerar. Om ¢ < 0, dvs. At <
AtSfa(>, blir 16sningen ovillkorligt stabil.

Den numeriska losningens karaktar vid olika val av At skall belysas av tva fall.
| det forsta fallet valjs en tvadimensionell gitterstruktur s& att uttrycket (5.3.1) kan
anvandas vid iterationen. Tidssteget At valjs enligt At = 2Atstabi Man erhaller:

Tij,n+l = —Tjn + =~_ajn +ij+lj.n + T,J_i,,, + T,j+L,n) (5.3.6)

Temperaturen i cellstrukturen foljs i figur 5.3.2 under tre tidssteg. Begynnelsetem-
peraturen i omradet ges i figuren av « = 0. | det oandliga gittret har alla celler
starttemperaturen 0 utom en enda cell, som har vardet 1. D3 temperaturfaltet ar sym-
metriskt runt denna punkt, aterges i figuren en representativ fjardedel for n = 1, 2 och
3.
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00 0 00
00 0 00
00 1 00 n=20
00 0 00
00 0 00
0 0 0
05 0 0

0 0 0 0
025 0 0 0

105 0 0

2 -1 025 0 n=2

0.125 0 0 0
-0.75 0375 0 0
2625 -15 0375 0
4 2625 -0.75 0125 n=3

Figur 5.3.2. Iteration med At = 2Atstab-

Exemplet visar hur temperaturen i en cell oscillerar med varje iteration. Oscillationens
amplitud vaxer snabbt med antalet iterationer. Med det valda tidssteget erhalls redan
efter fa iterationer en karakteristisk felaktig temperaturfordelning i omradet. Trots den
felaktiga temperaturfordelningen &r det totala energiinnehallet oférandrat genom varje
iteration.

Som fall tva viljs foljande endimensionella varmeledningsproblem. Begynnelsevill-
koret &r:

(1 -i/2<x<1i/2
T(x,0)=\ (5.3.7)
O ¥ >i/2

En analytisk 16sning for * = 0 ges i avsnitt 10.4.2. Man har:

T((M):erf GtS?) (5.3.8)
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T(0,T)

,analytisk 18sning 1.01ATstat

Figur 5.3.3. Jamforelse mellan analytisk 16sning ocli numerisk 16sning med
Af > atgrab.

I figur 5.3.3 ges den analytiska lésningen med heldragen linje. Tiderna &r skalade till
dimensionslds form enligt:

(5.3.9)

Figuren ger &dven nagra numeriskt erhallna losningar till problemet. Vid berdkningen
av dessa har x-axeln indelats i en gitterstruktur med konstant cellstorlek Ar. Denna
har valts sa att langden L indelas i 9 celler. Resultatet ges fran losningar med tre
olika tidsstegslangder. Dessa utgors av stabilitetstidssteget Arslab multiplicerat med
faktorerna 1.5, 1.1 och 1.01.

Det framgar att temperatursvangningarna i I6sningen mycket snabbt blir kraftiga
for de tva langre tidsstegen med faktorerna 1.5 respektive 1.1. Med faktorn 1.01 ar
utvecklingen av instabiliteten forhallandevis langsam. Den erhallna I6sningen for den
betraktade punkten har samma karakteristiska utseende som beskrivs av uttrycket
(5.3.4).
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iteration
4
5
6
7
8
9

r > 1.90

n+1
n-f- 2
n+3
n+4

Tabell 5.3.1. Tnum(0O,r) — Tana/(0,r) vid olika tidsstegs langder / + Ars(a(.

| tabell 5.3.1 ges avvikelsen mellan den numeriska och den analytiska I6sningen vid
anvéndning av olika tidsstegslangder. Resultat ges for ett antal konsekutiva tidssteg
efter tidpunkterna t = 0 (berdkningsstarten) och t = 1.90. Stabilitetstidssteget &r
Afsta& = 0.025. Da omradet \X\ < L omfattar nio celler ar cellen x = 0 vid berak-
ningsstarten pa varje sida omgiven av 4 celler med temperaturen ett. Darfor andras
temperaturen i punkten x = 0 forst under det femte tidssteget. Tabellen visar hur
felets belopp Okar nar Af > Atatat, Med Af = 0.99Afsiaj avtar felet langsamt och med
At = 0.00Afs(a, avtar det snabbt. Nar Af = Af,(a, ar felets belopp ungefar oférandrat

0.90
0.018
-0.003
0.014
-0.006
0.009
-0.006

-0.001
-0.001
-0.001
-0.001
-0.001

0.99
0.024
-0.016
0.032
-0.032
0.036
-0.038

0.008
-0.009
0.007
-0.009
0.006

genom berékningen. Se dven avsnitt 6.1.

/

1.00
0.024
-0.018
0.035
-0.036
0.042
-0.046

-0.041
-0.038
-0.040

0.039
-0.040

1.01
0.25
-0.021
0.039
-0.041
0.047
-0.054

-0.184
0.185
-0.191
0.192
-0.196
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Kapitel 6

VAL AV GITTER OCH TIDSSTEG

Awvsnittet belyser hur valet av gitterstruktur och tidsstegslangd péaverkar den er-
hallna l6sningen vid ett antal grundlaggande problemstallningar.

6.1 Nagra karakteristiska egenskaper hos Idsningsmeto-
den

Nagra karakteristiska egenskaper hos lésningsmetoden skall studeras for ett endi-
mensionellt fall som avser temperaturutjdmning i en stav med obegransad utstrackning.
| startdgonblicket har staven temperaturen 0 utom inom en begrénsad delstrécka dar
temperaturen &r 1. Problemet definieras i avsnitt 10.4.2 med Tj = L och L = 1.

Ldsningen 4r:

6.1.1)

Berakningsresultatet skall jamforas med den exakta losningen for de tidpunkter
som representeras av de sex forsta tidsstegen .

Koordinataxeln delas in i en cellstruktur med den konstanta cellstorleken AX" =
0.2. Det vid tidpunkten t = 0 uppvarmda omradet omfattar fem celler. Cellstrukturen
ar grov men ger anda kvalitativ information om l6sningsmetodens egenskaper.

Enligt formel (5.2.2) &r stabilitetstidssteget Atstab (s) vid plan, endimensionell
varmeledning:

Vid skalning till dimensionslés form enligt (6.1.1) &r stabilitetstidssteget:

(6.1.3)
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T=0.072 T-0.144

TIX.T) TH.T)

T*0.288

T'(x*,T)

T-0.360

r-0.432

Figur 6.1.1. Analytisk och numerisk Iésning vid temperaturavklingning.
(Fem celler).
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Berakningstidssteget Ar vdljs till:
Ar = 0.9Arsia6 = 0.072 (6.1.4)

I figur 6.1.1 visas den exakta och den numeriska lIdsningen for de sex forsta tidsste-
gen. Starttemperaturen dr markerad med streckad linje.

Vid varje tidpunkt har varannan cell fér hog och varannan cell for 1ag temperatur.
Temperaturen i en godtycklig cell varierar for varje tidssteg mellan for hogt och for
lagt varde. P& grund av den grova cellstrukturen ar det maximala absoluta felet i
den numeriska l8sningen under de forsta tidsstegen ganska stort, cirka 0.15. Dérefter
minskar felet for varje tidssteg. Efter det sjatte tidssteget ar felet mindre ar 0.05.

Vérmeflodet genom en cellrand &r proportionellt mot temperaturgradienten, dvs
mot temperaturkurvans lutning, vid cellranden. Figur 6.1.1 illustrerar hur det nu-
meriskt beréknade varmeflodet genom t ex cellranden vid x' = 0.5 for varje tidssteg
alternerar mellan ett for hogt och ett for 1agt varde. Avvikelser fran det korrekta vardet
minskar med tiden.

t'(0,T)

Figur 6.1.2. Analytisk och numerisk I8sning for centrumpunktens temperatur.
(3 och 5 celler).

| figur 6.1.2-3 visas temperaturen i punkten x' = 0 som funktion av tiden. Vid den
numeriska berakningen har den konstanta cellstorleken Ax! valts sa att omradet |r'| <
0.5 delats in'i 3, 5, 7 och 9 celler. For varje cellstruktur har berdkningen genomforts
sa att tidssteget At ar 90% av stabilitetstidssteget for den aktuella gitterstrukturen.

Figurerna visar att precisionen i berdkningarna snabbt 6kar med antalet celler.
Med 7 celler &r det stdrsta absoluta felet 0.03. For en given cellstruktur avtar det abso-
luta felet med antalet genomraknade tidssteg. Figurerna visar &ven att den numeriskt
berédknade centrumtemperaturen med tiden sjunker under det korrekta vérdet. Feno-
menet beror pa sa kallad dispersion, vilket ar en effekt av den diskreta beskrivningen
av varmeledningsprocessen. Resultatet kan ses som en fiktiv 6kning av vérmelednings-
formagan.
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T(0,T)

09 -

0.8

Figur 6.1.3. Analytisk och numerisk I6sning for centrumpunktens temperatur.
(7 och 9 celler).

| det betraktade fallet erhalls séledes en ndgot forhojd varmetransport ut fran det
varma omradet, |x'| < 0.5. Vid berakning med fem celler ligger centrumcellens tempe-
ratur hela tiden under det analytiska vardet for tider £ > 0.90. FOr den nast yttersta
och yttersta cellen intraffar detta efter r = 1.00 respektive r = 1.08. Temperaturen i
cellerna i omradet \x'\ > 0.5 erhéller pd motsvarande satt for hdga varden (fig. 6.1.1).
Medelfelet i centrumcellen ar vid tiden r « 0.9 av storleksordningen 0.01.

T T'(0,r) {r

an.  num. an.  num.

100 0520 0.551 0.486 0.466
2.00 0383 0.365 0.369 0.369
400 0276 0273 0271 0.270
580 0231 0.230 0.228 0.227
1.080 0504 0496 0472 0470
2.088 0.375 0.373 0.362 0.361
4248 0.268 0.268 0.263 0.263
5688 0.233 0.233 0.230 0.230
1.065 0507 0.504 0475 0.474
2.167 0.368 0.369 0.356 0.356
4004 0.276 0.276 0.271 0.270
5841 0.230 0.230 0.227 0.227
1.089 0502 0501 0471 0470
2200 0.366 0.366 0.354 0.354
4200 0.270 0.270 0.265 0.265

Tabell 6.1.1. Analytisk och numerisk I6sning vid olika cellindelning.

| tabell 6.1.1 visas T'(0,r) och T'(r) (medeltemperatur inom omradet \x'\ < 0.5).
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Av tabellen framgar att felet avtar med 6kande r. Den for snabba varmetransporten
vid tiden r < 1.0 medfor att hela temperaturprofilen ”slatas ut” for snabbt. Dé&rmed
blir vdrmetransporten mindre &n enligt den analytiska l8sningen, och den numeris-
ka processen” gar langsammare. Avvikelsen fran den analytiska I6sningen blir i viss
utstrackning sjalvkorrigerande.

| tabell 6.1.3 ges kvoten mellan den numeriskt berdknade temperaturen och det
analytiska vérdet. Kvoten ges for varje tidssteg. Eftersom tidssteget Ar = 0.9Arsti>
ar olika langt for de olika cellstrukturerna betyder till exempel tidpunkten efter tidssteg
3 olika tider for de olika strukturerna. Tabell 6.1.2 ger tidsstegets l&ngd for de olika
fallen.

cell- Ar =
antal  0.9ArSfa]
3 0.200
5 0.072
7 0.037
9 0.022

Tabell 6.1.2. Tidsstegets langd for de olika cellindelningarna.

cellantal
tidssteg 3 5 7 9
1 1129 1108 1.000 1.000
0.808 1.066 1.009 1.001
1.089 0.938 1.034 1.006
0.863 1.041 0982 1.018

H
OLOCD\IO‘DU'!-BQQ
—
o
w
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Tabell 6.1.3. Kvot mellan numeriskt berdknad temperatur och analytiskt véarde,
r'(o,r).

Det maximala felet i punkten x*' = 0 &r for de forsta tio tidsstegen 19, 11, 3 och
2 procent for indelningarna med 3, 5, 7 respektive 9 celler i omradet \x'\ < 0.5. Det
momentana felet avtar snabbt med cellantalet.

Det ar karakteristiskt att de numeriskt berdknade temperaturerna for varje tids-
steg pendlar runt det korrekta vérdet. Detta galler &ven for till exempel varmeflddet
i punkterna x' = —0.5 och x' = 0.5. Man kan darfor férvanta sig att det fran berak-
ningsstarten ackumulerade varmeflddet genom dessa punkter skall ha stdrre precision
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4n de momentana vardena. Som méatt pd det ackumulerade varmeflodet frdn omra-
det X'\ < 0.5 tas medeltemperaturen inom omrédet. Kvoten mellan den numeriskt
berédknade och den korrekta medeltemperaturen ges i tabell 6.1.4.

cellantal

tidssteg 3 5 7 9

1 0.936 0.966 0.976 0.983
1.036 1020 1.013 1.010
0.944 0.985 0.990 0.993
1.019 1.010 1.006 1.005
0.959 0.989 0.996 0.996
1.009 1005 1.004 1.003
0.970 0.990 0.997 0.997
1.002 1000 1.003 1.003
0.977 0991 0.999 0.999
1.000 0.998 1.000 1.001

WO oo N o wN

[N
o

Tabell 6.1.4. Kvot mellan beréknat och korrekt varde pad medeltemperaturen i omréa-
det \x'\ < 0.5.

Av tabellen framgér att felet i medeltemperaturen, dvs i energibalansen fér omradet
[x'| < 0.5, &r klart mindre &n felet i de momentana vérdena i enskilda punkter.

| tabell 6.1.5 visas hur kvoten mellan berdknad och korrekt temperatur i punkten
x' = 0 ar beroende av det anvanda tidssteget. Detta har varierats mellan vardena 20.0
och 99.9 procent av stabilitetstidssteget. For de olika fallen ges felet for tva pa varandra
foljande tidssteg vid de skalade tidpunkterna r = 0.2, 0.6 och 1.0. Vid tiden r = 1.0 har
temperaturen i punkten x' = 0 fallit till ungefar halften av begynnelsetemperaturen.
Koordinataxeln ar indelad i en cellstruktur med konstant cellstorlek s att omradet
X'\ < 0.5 indelas i nio celler.

/ (Ar — /  ATsfaft)
T 02 04 06 08 09 095 099 0999
0.2 1002 1.002 1001 1001 0993 1021 1040 1.046
02+Ar 1002 1002 1001 1000 1005 0979 0955 0.948

0.6 1.002 1.001 0999 0.997 0996 00990 1.047 1.075
06+ Ar 1002 1001 00999 0.997 0997 1001 00945 00915

1.0 1.002 1.000 0.999 0.998 0.997 0998 1.038 1.083
1.0 +Ar 1002 1000 0999 0.998 0.997 0.996 0956 0.910

Tabell 6.1.5. Kvot mellan beraknad och korrekt temperatur i punkten x' = 0.0
(9 celler).
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Den basta precisionen erhalls i intervallet:
OAArstah < Ar < 0.6Arj(ai)

Felkurvan &r flack upp till Ar = 0.95Ars(,i. Precisionen i de momentana vardena
sjunker avsevart nér tidssteget valjs i narheten av stabilitetsgransen. | tabell 6.1.6
visas pa motsvarande satt felet i medeltemperaturen inom omradet |x'| < 0,5.

T 09 095 099 0999
02 0999 1.004 1009 1.010

1001 0996 0991 0.990 T
06 0999 0998 1.004 1.007

0.999 0.999 0993 0989 Tran(n)
10 0999 0999 1003 1.007

0.999 0998 0.994 0.989

Tabell 6.1.6. Kvot mellan beraknad och korrekt temperatur inom omradet |x'| < 0.5.

I analogi med tidigare resonemang &r felet avsevart mindre i medelvérdena &n i de
enskilda punkterna. Felet &r har litet &ven i narheten av stabilitetsgransen.

6.2 Grundlaggande delprocess. Temperatursteg vid rand

En i tiden godtycklig varierande randtemperatur kan med 6nskad precision beskri-
vas som en i tiden strackvis konstant funktion. Enligt superpositionsprincipen, avsnitt
3.7, kan ett sadant problem lésas som summan av ett antal delproblem, dar varje
delproblem omfattar ett temperatursteg vid randen. Berdkning av den resulterande
temperaturlérdelningen efter ett temperatursteg vid randen &r déarfor av grundldggan-
de betydelse.

6.2.1 Gitterstruktur och tidsskala

I en cellstruktur representerar varje cell ett delomrade i den studerade geometriska
volymen. Varje cell bor vara anpassad till det temperaturforlopp som cellens tempera-
turpunkt skall representera (se avsnitt 5.1.1-2).

Betrakta ett endimensionellt halvoandligt plant fall (x > 0) dar randtemperaturen
(x = 0) varierar enligt ndgon tidsberoende funktion. Denna randtemperatur kan med
Onskad precision beskrivas som en summa av temperatursteg.

Problemet definieras i skalad form av:
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T'(,0) =0 x>0
. 6.2.1)
r'o,t) =i [>0
Ldsningen ges enligt (10.1.3) av:
(6.2.2)
Temperaturfordelningens fordndringshastighet i en punkt ges av:
du 1 X X 6.2.3
dt ATt <3 (6:2.3)
Tidpunkten for extremvérde i en punkt ges av:
'X‘Z
t: 2.
60 (6.2.4)
Den snabbaste temperaturféréandringen (1/s) i en punkt ges av:
du - g\F-e-3/2%°-92514 (6.25)

dt x2 V X2

Enligt avsnitt 5.1 &r stabilitetstidssteget for en cell i en gitterstruktur ett matt pa
hur snabbt cellens temperatur kan félja fordndringar i de omgivande temperaturerna.
Betrakta en gitterstruktur av féljande konstruktion:

Ax- =2 2Ax i>2 (6.2.6)

Gitterstrukturen har egenskapen att for varje cell som adderas férdubblas strukturens
utstrackning. Koordinaten x,- for temperaturpunkten i cell i ges av:

X, = 3+2 3Axi (6.2.7)
Stabilitetstidssteget for cell i ges av:

AW, .- = 2-5+ M
(6.2.8)

Av avsnitt 5.1 framgar att forandringshastigheten for en cell, med den anvanda beskriv-
ningen, ges av den streckade linjen i figur 5.1.3. Med en skalad temperaturbeskrivning,
To — Tekv = 1, ges forandringshastigheten ( 1/s) for cell i av:

1 4.5a

Atafabti 22,-s + Axf  (x,-)2 (629
Varje cell i cellstrukturen har en tidsskala som medfér att dess férandringshastighet
ar direkt proportionell mot den enligt (6.2.5) analytiskt funna maximala férdndrings-
hastigheten. Proportionalitetskonstanten har fér samtliga celler samma vérde for den
punkt som representerar cellens temperatur. Den foreslagna typen av cellstruktur inne-
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bér en anpassning till varje transient forlopp vid en plan yta.

Gitterstrukturens inre rand skall placeras sa langt in i omradet att tillrackligt stor
del av temperaturfallet tacks. Randplaceringen blir beroende av under hur lang tid
temperaturprocessen skall féljas.

6.2.2 Plant fall
Problemet definieras i avsnitt 10.1.1. Med Tm = 1 erhalls I6sningen:

T'(x,t) =erfc
(6.2.10)

X' -0.2
-2.0

Figur 6.2.1. Numerisk 16sning vid olika placering av den inre randen samt analytisk
16sning.

T'(X,t)

0 4x'-1.0

Figur 6.2.2. Numerisk 16sning med cellstorlekarna Ax" = 0.4 och 1.0.
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| figur 6.2.1 visas resultat frdn berakningar dar den konstanta cellstrukturen ar
AX' = 0.2. Den inre randens koordinat, x', har i tre olika berédkningar haft vardena
Xt = 2, 3 och 4. Randvillkoret vid den inre randen &r valt som du/dx! = 0, vilket
motsvarar total varmeisolering. Av figuren framgar att den inre randens koordinat bor
véljas sd att x' > 3.

Figur 6.2.2 visar resultatet fran berédkningar med storre cellstorlekar. For den inre
randen galler x' = 3. Berakningsprecisionen ar god aven med s& grov cellstruktur som
AX' = 1. Hela berakningsomradet omfattar da endast 3 celler.

AXx'=15
p AX'=3.0
) 1 2 3 a4 5

Figur 6.2.3. Numerisk 16sning med cellstorlekarna Ax' = 1.5 och 3.0.

Figur 6.2.3 visar resultat fran rakningar med Ax' = 1.5 och 3.0. Den inre randens
koordinat ar x' = 6. Felet 6kar markant néar cellstorleken véljs enligt Ax' > 1.5.

For att i ett icke skalat fall erhalla en temperaturprofil enligt figur 6.2.2 vid en
tidpunkt t\ efter ett temperatursteg med Ax' = 1 skall omradet delas in i celler med
storleken Ax = v/6f7. Stabilitetstidssteget ges enligt (5.2.1) av:

~=1 (6-2-n)
Ar/2  Ar

For att erhalla den o6nskade temperaturprofilen racker det att indela omradet
i tre gitterceller och att genomfora fyra tidsstegsiterationer, dvs tre tidssteg med
A< = 0.9A<J(af, och ett avslutande tidssteg med Af = 0.3Af,<a&

Berakningsinsatsen ar séledes densamma antingen man vill bestimma temperatur-
profilen i ndgot material en minut efter ett temperatursprang vid dess randyta eller den
temperaturpaverkan som erhallits i marken tiotusen ar efter inlandsisens bortsmaltan-
de, da temperaturen vid markytan grovt beskrivet dndrades som en stegfunktion.

L&t ett temperatursteg intraffa vid randen vid tiden t = 0. Man vill berakna
temperaturfoérdelningen vid négra tidpunkter under tidsintervallet <t < ts. For att
vid tidpunkten t\ uppna den berdkningsprecision som erhalls med Ax' = 1.0 maste
cellstrukturen inom omradet x < 3Vatl uppfylla Ax < y/atl.
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For att erhalla motsvarande berakningsprecision vid tidpunkten ts racker det att
cellerna uppfyller Ax < \faTs inom berakningsomradet x < 37/aT,. Berakningsomra-
dets inre rand maste ha koordinaten xr > Om cellstorleken Ax = y/ati an-
véands i hela cellstrukturen kommer darfor cellerna att vara onddigt sma i omradet
3Vat7 < x < 3\fafs.

Cellantalet kan reduceras genom val av en expansiv cellstruktur enligt (6.2.6):

AXi = Ax2 = kM at\ k<1
(6.2.12)
AX; = 2AX, i i>2

Har ar k en konstant som bestammer cellernas dimensionslésa storlek. | cellstrukturen
medtas sa manga celler att det for den inre randen xr galler:

xr > 3Vatl (6.2.13)

For varje cell som adderas till strukturen fordubblas cellstrukturens geometriska ut-
strackning. Principen for det valda gittret framgar av figur 6.2.4.

Figur 6.2.4. Konstruktion av ett expansivt gitter (k = 1).

I figuren &r de tva funktionerna \fat och 2%/6t inritade. Vid den forsta utskriftstid-
punkten ti ar storleken for de tva forsta cellerna markerade. For dessa galler:

Axi = Ax2 = ky/ati (6.2.14)

Tidpunkten t2 i figuren definierar den punkt dar:
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AX3 = kMat™ = 2Ax2 = 2ks/atl

(6.2.15)
<2 = 4<i
P& samma satt erhdlls for tidpunkten <3
Ax4 = kM atl — 2Ax3 = 2ks/cd®
(6.2.16)
t3 = 4/2
Den valda cellstrukturen har egenskapen att vid varje tidpunkt ti, i = 1,2,3... inom
intervallet t4 < 2, < t, galler:
AX < inom omradet x < 2y/ali (6.2.17)

Sluttidpunkten ts for det tidsintervall inom vilket gitterstrukturen uppfyller villkoret
(6.2.13) tkas med faktorn 4 for varje cell som adderas till strukturen.

Den berakningsnoggrannhet som erhélls med den féreslagna expansiva gitterstruk-
turen belyses av féljande exempel. Temperaturledningstalet har vardet a = 10-6 m2/s.
Vid tiden t = 0 stiger randtemperaturen 1°C. Temperaturfordelningen skall berdknas
for tidpunkternat = 1+10®, 4+ 106 och 16+ 106 s, dvs efter ungefar 12, 48 och 190 dygn.

Den yttersta cellens storlek Aij (m) &r, med k = 1.

AXi = VIO-6+11106 = 1.0

Gitterstrukturens cellstorlekar blir 1, 1, 2, 4 och 8 m. Den inre randens koordinat ar
16 m, vilket uppfyller villkoret (6.2.13).

X (m) 05 15 30 6.0 12.0

T (»C)

an 0.724 0.289 0.034 0.000 0.000 t=1+106 (s)
num 0.733 0.313 0.027 0.000 0.000

num-an 0.009 0.024 -0.007 0.000 0.000

an 0.860 0.596 0.289 0.034 0.000 = < (s)
num 0.865 0.611 0.292 0.035 0.000

num-an 0.005 0.015 0.003 0.001 0.000

an 0930 0.791 0596 0.289 0.034 t= 16106 (s)
num 0.932 0.798 0.605 0.286 0.036

num-an 0.002 0.007 0.009 -0.003 0.002

Tabell 6.2.1. Analytiska och numeriskt berdknade vérden for temperatursteg vid plan
rand.

Av tabell 6.2.1 framgar att vid den forsta tidpunkten &r det storsta absoluta felet
0.024 °C, dvs 2.4 % av temperatursteget vid randen. Felet upptrader i det omrade dar
temperaturgradienten ar storst.

Felet avtar tidpunkt for tidpunkt. Detta beror pa att hela temperaturfallet vid
den forsta tidpunkten t = 1+ 106 s beskrivs av tre gitterpunkter, medan vid tiderna
t = 41106 och 16+ 106 temperaturfallet beskrivs av fyra respektive fem gitterpunkter.
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Den anvéanda cellstrukturens skalade storlek vid de olika tidpunkterna t\, t2 och <3
ar:

h=1:100 (9 A= tlt=1°
©=4:106 (9 A< = vzk =75 (62.18)
G=16-106 () i = A =025

De i tabell 6.2.1 angivna felen beskriver saledes berakningsprecisionen vid berak-
ning av temperaturférdelningen vid en tidpunkt 11, ndr man anvénder ett gitter enligt
(6.2.12-13) och valjer k = 1, 0.5 eller 0.25. Ju lagre varde pa k desto hogre blir preci-
sionen.

Av tabellen framgar att sluttidpunkten for ett givet gitters anvandbarhet enligt
den angivna berakningsprecisionen ar nadd nar temperaturen i den innersta cellen 6kat
med cirka 5 % av temperatursteget vid randen. Temperaturforédndringar i denna cell
kan saledes anvandas som kontroll pa att simuleringen ej drivits for 1angt i tiden med
det anvénda gittret.

Vid valet av randvillkor vid den inre randen kan man vélja mellan dT/dx = 0
(total varmeisolering) eller konstant temperatur. Den senare typen av villkor ddmpar
emellertid temperaturférdndringen i randcellen. | allménhet &r darfor randvillkoret
dT/dx = 0 att foredra.

| en gitterstruktur som definieras enligt (6.2.12-13) har cellerna olika storlek och
darmed olika langa stabilitetstidssteg (se kapitel 5). Langden av tidssteget vid iteratio-
nen bestdms av cellen med det kortaste stabilitetstidssteget, dvs av den minsta cellen,
randcellen. For denna géller enligt (5.2.1):

CAXi Axt)? 1
Atstab — X X ( 3 ) a (6.2.19)
Aii/2 ' Aii
Med Axi = dér tj &r den forsta tidpunkt vid vilken temperaturer skall berédknas,
erhalls:
Atstab = I (6.2.20)

Berékningsprecisionen kan enligt tabell 6.2.1 hdjas genom att i gitterbeskrivningen
(6.2.12)andra ks varde fran 1till 0.5. Detta innebar,som enda forandring, att den
forsta gittercellen delas i tvalikastora delar. Denforsta cellens storlek blir Axi =
0.5\fai. Man erhaller:

Atsiah = -p- (6.2.21)
413

Antalet iterationer som behdéver genomforas for att uppnd tidpunkten ti okar med en
faktor 4. Antalet genomraknade celler kan reduceras sa att varje cell genomraknas i en
takt som &r anpassad till dess tidsskala. Se avsnitt 6.5.
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6.2.3 HoOrn

Ett fall med ett temperatursteg vid ett tvadimensionellt horn definieras i avsnitt
10.5. En skalad I6sning ges av:

T(X, y,t) =1 - erf(x') rerf(yl)

X"=7tt (6.2.22)

y' = tt

Berakningsresultat skall ges for ett fall som ar analogt med exemplet i avsnitt
6.2.2. Temperaturledningstalet ar a = 10~6 m2/s. Temperaturfordelningen beréknas
for tidpunkterna £ = 1,4 och 16+106 s. Ett expansivt gitter konstrueras enligt (6.2.12).
Cellstrukturen i x- och r/-led valjs till 0.5, 0.5, 1, 2, 4 och 8 (m). Exakta och beraknade
varden langs linjen x = y ges i tabell 6.2.2. Det storsta absoluta felet intraffar vid den
forsta tidpunkten for x =y = 0.75 m. Felet ar 1 % av temperatursteget vid randen.

x=y (m) 025 075 15 30 60 120

T (¢
an 0980 0.837 0494 0067 0000 0000 t=1:106 0o
num 0.982 0847 0495 0070 0.002  0.000
num-an 0002 0010 0001 0003 0002 0.000
an 0995 0956 0837 0494 0067 0000 t=41106 ()
num 0995 0959 0844 0490 0072 0.002
num-an 0.000 0003 0.007 -0.004 0005 0.002
an 0999 0989 0956 0837 0494 0067 t=16+106 ()
num 0999 0990 0959 0843 0489 0.073
num-an 0000 0001 0003 0006 -0.005 0.006

Tabell 6.2.2. Exakta och berdknade varden vid tvadimensionellt hérn.

= - (m) 025 075 15 30 6.0 120

T (°C)

an 0997 0934 0640 0098 0000 0000 = O (o
num 0998 0940 0640 0105 0003 0.00

num-an 0001 0.006 0.000 0007 0003 0.000

an 1000 0991 0934 0640 0098 0000 = o° Qo
num 1000 0992 0938 0635 0107 0.003

num-an 0.000 0001 0004 -0.005 0009 0.003

an 1000 0999 0991 0934 0640 0098 t=16+106 o
num 1000 0999 0992 0938 0634 0.107

num-an 0.000 0000 0001 0.004 -0.006 0.009

Tabell 6.2.3. Exakta och berdknade véarden vid tredimensionellt hérn.
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Ett motsvarande tredimensionellt fall definieras i avsnitt 10.5. Ldsningen ges av:

T'(Xy,z,t) = 1 - erf(X) +erf(j/') r erf(z")
. (6.2.23)
X=7s y=1ks 1'=vtt

| tabell 6.2.3 ges exakta och berdknade varden for ett fall som &r analogt med det
som ges i tabell 6.2.2. Vérdena &r givna for linjen x = y = z. Det storsta absoluta felet
ar 0.9 % av temperatursteget vid randen.

En jamforelse mellan 16sningarna for de en-, tva- och tredimensionella fallen visar
att, med samma gitterindelning, felet ar storst i det endimensionella fallet och minst
i det tredimensionella. Detta beror pa att temperaturprofilen &ar flackast i det tredi-
mensionella fallet. D&rmed anvénds fler gitterpunkter vid beskrivningen av den del av
temperaturfordelningen dar temperaturgradienten ar storst.

6.3 Grundlaggande delprocess. Periodisk randtempera-
tur

En godtyckligt varierande periodisk randtemperatur kan genom Fourieranalys be-
skrivas som en summa av sinusvariationer med olika amplitud och periodléangd. Berék-
ning av den temperaturférdelning som erhalls vid en sinusvarierande randtemperatur
ar darfor av grundlédggande betydelse.

6.3.1 Gitterstruktur

Ett fall med halvoandlig plan geometri definieras i avsnitt 10.1.2. En skalad l6sning
ges av:

T'(x",t) = e~x"1sin(2fl"r - x')
(6.3.1)

I figur 6.3.1 ges den analytiska lsningen och varden frdn numeriska berdkningar
med konstant cellstorlek. | dessa har randvillkor och koordinat varierats fér den inre
randen. Berakningsomradet har indelats i celler med storleken Ax' = 0.2. Vid de nu-
meriska berdkningarna &r starttemperaturen T'(x',0) = 0. De i figuren givna vérdena
har tagits fran den femte berakningsperioden.
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Ax =0.2

Figur 6.3.1. Numerisk l6sning vid varierande randplacering och randvillkor.

| figur 6.3.2 visas berdknade temperaturer under den femte perioden for tva fall
med cellstorlekarna Ax' = 0.4 respektive 0.8. Véardena ar givna for r = 0 och 0.25.
Den inre randens koordinat ar xT = 4.

T'(x;®)

* AX'10.4
x Ax'=0.8

Figur 6.3.2. Numerisk 16sning vid varierande cellstorlekar.

Av figurerna 6.3.1-2 framgar att cellstorleken bor valjas sa att Ax' < 0.4. Vidare
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bor den inre randens koordinat uppfylla xXr > 4. Enligt (10.1.10) dampas saval tem-
peratur som varmefléde exponentiellt med avstdndet frén randen x' — 0. | punkterna
X' =3 och x' = 4 ar dampningsfaktorn e~3 ~ 0.050 respektive e~4 ~ 0.018. | omraden
dar x' > 4 ar amplituden mindre an 1.8 % av amplituden vid randen x' = 0.

| tabell 6.3.1 foljs den numeriska I6sningen under de tio forsta perioderna. Begyn-
nelsetemperaturen ar T'(x',0) = 0. Varden ges vid tidpunkterna r = 0 + n12ir och
t = 0.25 + n127r. Cellstorleken &r Ax' = 0.4.

x 0.2 0.6 1.0 14 18 2.2 2.6 30
Vn -0.163 -0.310 -0.310 -0.243 -0.161 -0.090 -0.038 -0.007
T=0+n 21
rpt _rpt
num lan
n=1 -0030 -0011 0.005 0017 0025 0027 0.023 0.016
2 -0033 -0.022 -0.011 -0.003 0.003 0.005 0.003 0.000
3 -0.034 -0.023 -0013 -0.005 0.000 0.002 0.000 -0.003
4 -0.034 -0.023 -0013 -0.006 -0.001 0.001 0.000 -0.003
9 -0.034 -0.023 -0.013 -0.006 -0.001 0.001 0.000 -0.003
Vin 0.802 0453 0199 0.042 -0.038 -0.065 -0.064 -0.049
T=025+n -2u
-[rllum ~ Man
n=1 0020 0058 008 0.104 0105 0.093 0.074 0.052
2 -0.003 -0.005 -0.004 -0.001 0.03 0.004 0.006 0.006
3 -0005 -0.011 -0.014 -0.013 -0.011 -0.009 -0.006 -0.004
4 -0005 -0.012 -0.015 -0.015 -0.013 -0.011 -0.008 -0.005
9 -0005 -0.012 -0.015 -0.015 -0.013 -0.011 -0.008 -0.005

Tabell 6.3.1. Insvangning till periodisk I6sning.

Temperaturen konvergerar snabbt mot den periodiska, insvangda férdelningen. Ef-
ter genomrakning av tre perioder avviker temperaturerna endast obetydligt fran in-
sviangda forhallanden. Fér r = 0 och n = 9 &r det storsta absoluta felet 0.034 vid
X' =0.2. For £ = 0.25 tn = 9) ar det storsta felet 0.015.

X' 01 05 09 13 17 21 25 29
T=0

\V, 0090 -0291 -0.319 -0.263 -0.181 -0.106 -0.049 -0.013

TLm 0100 -0297 -0.322 -0264 -0.181 -0.106 -0.051 -0.018

Thum - To  -0010 -0.006 -0.003 -0.001 0000 0000 -0.002 -0.005
T=025

Vv 0000 0532 0253 0073 -0.024 -0.062 -0.066 -0.053

v 0900 0529 0249 0068 -0028 -0.066 -0.070 -0.057

Vium -\, 0000 -0.003 -0.004 -0.005 -0.006 -0.004 -0.004 -0.004

Tabell 6.3.2. Jamférelse mellan exakt och numerisk I6sning med Ax' = 0.2.
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I tabell 6.3.2 jamfors exakta och numeriska varden fran den femte perioden (n = 4).
Celistorleken ar Ax' = 0.2. Vid tidpunkten / = 0 &r det storsta absoluta felet inom
berakningsomradet 1 % av amplituden vid randen. Felets storlek avtar med avstandet
frén ytan. Vid tidpunkten t = 0.25 &r det storsta felet 0.6 % av randens amplitud.

Antalet celler i berakningsomradet kan reduceras genom anvandning av ett expan-
sivt gitter av den typ som ges av (6.2.12). Cellstrukturen blir d& likartad oavsett om
randtemperaturen &r ett temperatursteg eller en periodisk variation. Lat den expansiva
gitterstrukturen definieras av:

Ax! = Ax2 = kidv (k< 0.2)
AX, = 2Ax;_i i>2
dar dv =

| tabell 6.3.3 ges felet i den numeriska I6sningen vid expansivt gitter med minsta
cellen Ax = 0.2dp. Ldsningen avser femte perioden. Vid tiden « = 0 &r det storsta
absoluta felet 0.017. Vid « = 0.25 &r felet 0.011. Inom avstandet 1.2dp fran ytan ar
det absoluta felet mindre &n 0.012.

X' 0.1 0.3 0.6 12 24 4.8
T=0
Tan -0.090 -0.219 -0.310 -0.281 -0.061 0.008
Thum -0.098 -0221 -0319 -0.293 -0.044 0.007
Mum - Mn  -0.008 -0.002 -0.009 -0.012 0.017 -0.001
T=025
Tan 0900 0.708 0.453 0.109 -0.067 0.001
Mum 0903 0.716 0461 0.108 -0.056 -0.001

Van  0.003 0008 0008 -0.001 0011 -0.002

Tabell 6.3.3. Jdmforelse mellan exakt och numerisk I6sning vid expansivt gitter med
minsta cellen Ax' = 0.2.

X' 0.2 0.6 12 2.4 4.8
r=0
Van -0.163 -0.310 -0.281 -0.061 0.008
\Mum -0.196 -0.329 -0.301 -0.039 0.014
Mum =V -0.033  -0.019 -0.020 0.022  0.006
r=0.25
Vin 0.802 0453 0109 -0.067 0.001
Toum 0.803 0461 0.097 -0.057 0.006

Thum = VMan 0001 0008 -0.012 0.010 0.005

Tabell 6.3.4. Jamforelse mellan exakt och numerisk I6sning vid expansivt gitter med
minsta cellen Ax' = 0.4.
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| tabell 6.3.4 ges felet i den numeriska lésningen vid expansivt gitter med minsta
cellen Ax = OAdp. Den nya strukturen erhalls genom att de tva forsta cellerna i den
gamla strukturen slas ihop. Vid tiden t = 0 &r det storsta absoluta felet 0.033. Vid
tiden t = 0.25 &r storsta felet 0.012.

| den gitterstruktur som definieras av (6.3.2) har randcellen det kortaste stabilitets-
tidssteget. Detta &r enligt (5.1.7):

*
Ama . OAX A* (6.33)

3a
Ax/2 + Ar

Med Ax = 0.2dp erhalls:

Atsty _tpa 0.00421p (6.3.4)
31T

| det definierade gittret utgor randcellens stabilitetstidssteg ungefér fyra tusendelar
av den aktuella periodtiden. Simulering av en period omfattar ungefar 250 tidssteg
oberoende av periodens langd. Om de tva minsta cellerna valjs enligt Ax = 0.4dp
erhalls

At tai, = %tp « 0.017t, (6.3.5)

Med denna gitterstruktur omfattar simuleringen av en period ungefér 60 tidssteg.
Berdkningsarbetet reduceras till en fjardedel jamfort med den finare strukturen.

En cells stabilitetstidssteg ar ett matt pa dess tidskonstant, dvs vilken tid cellen
behover for att folja en temperaturforandring i dess omgivning. Forhallandet skall
belysas genom jamforelse mellan tva fall med sinusformad respektive stegvis andrad
randtemperatur.

Vid den sinusformade l6sningen valjs enligt ovan en cellstruktur vars randcell har
ett stabilitetstidssteg av storleksordningen 0.0042/p till 0.017fp. Detta skall jamféras
med stabilitetstidssteget for den cellstruktur som behdvs om sinusvariationen i stallet
beskrivs som en foljd av temperatursteg.

Figur 6.3.3. En sinusformad randtemperatur approximativt beskriven som en féljd
av temperatursteg.
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Figur 6.3.3 visar hur en sinusvariation approximativt kan beskrivas som en féljd
av temperatursteg. Vid tidpunkterna t = n«(<p/2), dér » = ...- 1,0,1,2..., andras
temperaturen stegvis.

I avsnitt 6.2 visas att valet av cellstruktur vid berékning av temperaturer efter en
stegandring bestams av vid vilken tidpunkt t\ man 6nskar fa resultat med den angivna
precisionen. En cellstruktur enligt (6.2.12-13), som uppfyller t\ = tvj16, har en randcell
vars storlek Ax ges av:

0.5Ma<p/16 < Ax < \JatPl 16

Randcellens stabilitetstidssteg ligger enligt (6.2.19) i intervallet 0.0052tp till 0.021tp.
Detta stammer val 6verens med det tidigare erhallna stabilitetstidssteget 0.0042<p till
0.017tp for den periodiska l6sningen.

Exemplet illustrerar att problemets tidsskala och cellstrukturens dimensioner har
en likartad koppling oavsett hur tidsvariationen &r beskriven.

6.4 Stationar temperaturfordelning

Temperaturprocesser, som beskrivs av i tiden konstanta randvillkor, gar i manga
fall mot en stationar, slutlig temperaturfordelning. Avsnittet belyser nagra olika pro-
blemstéllningar.

6.4.1 Platta pa mark. Given randtemperatur
Ett tvadimensionellt fall definieras i avsnitt 10.6.1. En skalad I6sningen ges av:

T'(x",2") = —1 |arctan +arctan ™ fX /| (6.4.1)

Véarmeflodet genom randen z' — 0 &r proportionellt mot dT'/dz'. Man har:

av 1t 1 1\ ,
dz' zi-o  x VI+x'~1-x1) x| <1 (6.4.2)

Vérmeflodet véxer obegrénsat néra de punkter som ges av |x'| =1, z' = 0.

Vid den numeriska lésningen kan problemets symmetri runt z-axeln utnyttjas. Som
berakningsomrade véljs kvadranten x' > 0, z' > 0. Omradet har indelats i en expansiv
cellstruktur med minst cellstorlek i omradet dar temperaturgradienten ar storst, dvs
omkring punkten x' = 1, z' = 0.

Vid den numeriska bearbetningen av problemet har berakningsomradet dndlig ut-
strackning. Vid berakningsomradets yttre rander kommer darfor att rada forhallanden
som ej dverensstdammer med problemformuleringen. Ett fel introduceras i l6sningen.
Felets storlek belyses av tabell 6.4.1 i vilken resultat ges fran rakningar med tre olika
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omradesstorlekar.

X' TE-rU:o Relativt fel i den numeriska
16sningen (%)
analytisk X’,z2'<91 x',z'<1l x.2'<6

16sning
0.15 0.651 -1.4 -2.0 -3.8
0.40 0.758 -0.39 -0.9 -2.3
0.60 0.995 -0.40 -0.8 -2.0
0.75 146 4.7 47 3.4
0.85 2.29 6.6 6.1 5.7
0.95 6.53 -21 -21 -21

Tabell 6.4.1. Analytisk 16sning av dT'/dz"\zi=0 samt relativt fel i den numeriska 16s-
ningen vid tre olika omradesstorlekar.

| tabellen ges exakta och berdknade varden for dT'/dz', z' =0, 0 < X" < 1. Felet
i de berdknade vérdena okar kraftigt i nérheten av punkten x' = 1, z' = 0. Detta
ar rimligt da temperaturgradienten har vaxer obegransat. | omradet x' < 0.60 ar det
relativa felet mindre an 2.0 % for de tva storre berakningsomradena. For det minsta
berakningsomradet &r motsvarande fel mindre an 3.8 %.

Av tabell 6.4.1 framgar att berakningsomradets storlek huvudsakligen péaverkar
berékningsresultatet i plattans centrala delar. Felet vid plattans kant &ar ett lokalt
problem som berérs forsumbart av randvillkoren vid stora x och z.

| figur 6.4.1 och 6.4.2 visas analytisk 16sning och beréknade varden for dT'/dz"\zi=0
respektive T'(0.15, z').

01T

az | z*0

Figur 6.4.1. dT'/dz"\zi=0. Analytisk 16sning och berdknade véarden.
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Figur 6.4.2. T'(0.15,2"). Analytisk losning och beraknade véarden. Tva omradesstor-
lekar.

Av figur 6.4.2 framgar hur de beraknade vardena T'(0.15, z') vid z' = 1.5 glider
isar for de tva omradesstorlekarna. Felet véixer snabbare med ¢kande z' i det lilla
berakningsomradet dar felet vid de yttre randerna har ett starkare inflytande. Felet ar
dock litet.

I den fortsatta framstallningen véljs omradet x',z' < 11 som berakningsomrade,
dvs de yttre randerna placeras pa ett avstand som ar cirka 10 ganger den for problemet
karakteristiska langden. | det aktuella fallet utgérs denna av langden av randdelen med
temperaturen 1. Berakningarna for den valda storleken pa berakningsomradet gav som
resultat att det relativa felet av dT'/dz' i punkterna x' = 0.85 och x' = 0.95 &r 6
respektive 21 %.

I de redovisade berdkningarna var cellstorlekarna:

x'-led x'<10: 0.3,2x0.2,3x01
x'>10: 3x01,2x0203,2x05,1, 2,5 (6.4.3)
Z'-led 3x01,2x0203,2x05,1, 2,5

| tabell 6.4.2 ges resultat fran en rakning dar cellerna narmast punkten x' — 1,
z' = 0 halverats. Av tabellen framgar att, vid den finare cellindelningen, omradet med
fel mindre &n 2 % har vuxit till 0 < x' < 0.85. Felet i de tva cellerna narmast x' = 1
&r i stort sett oférandrat med 7.7 respektive -21 %. Detta understryker att det stora
felet i narheten av punkten x' = 1, ' = 0 &r av lokal karaktar.
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X1 015 040 060 0.75 0.85 0925 0.975
“srn

dz' U-o

Analytisk l6sning  0.651 0.758 0.995 1.46 229 441 129
Relativt fel (%) 27 -12 20 00 04 77 21

i numerisk 16sning

Tabell 6.4.2. dT'/dz'\zi~0. Analytisk l6sning och relativt fel i den numeriska Idsning-
en.

Motsvarande tredimensionella fall definieras av (10.6.5-7). Den resulterande tem-
peraturfordelningen ges av (10.6.8). Funktionens derivatai 2'-led ges av (10.6.9). Be-
rékningsnoggrannheten har testats for fallet L/B = 1. Den anvénda cellstrukturen &r
analog med den som anvands i det tvadimensionella fallet.

0 1
r(0.15,0.i5,2")

Figur 6.4.3. T'(0.15,0.15,/). Analytisk I6sning och berdknade véarden.

| figur 6.4.3 ges exakta och berdknade vérden for T'(0.15,0.15,/). | figur 6.4.4 ges
varden for dT'/dz"\zi=0 inom omradet 0 < x' = y' < 1.0. Tva berékningsresultat visas.
| det ena fallet har en med (6.4.3) analog cellstruktur anvénts. | det andra fallet har
cellerna nédrmast plattans rander halverats.
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dzjx-y' 7m0

Figur 6.4.4. dT'/dz'\zi=0. Analytisk losning och berdknade varden. Tva cellstruk-

turer.
X =y 015 040 060 075 085 0925 095 0975
Van 0926 111 152 232 375 737 110 212
Rel. fel (%)
grovt gitter -1.1 090 066 65 75 — 23 —
fint gitter  -12 00 -13 13 11 88 — 2

Tabell 6.4.3. dT'/dz"\x:=yi zi=Q. Analytisk I8sning och relativt fel i berdknade varden.

| tabell 6.4.3 ges de relativa felen i de berdknade vérdena av dT'/dz"\zi-0. Liksom
i det tvadimensionella fallet avtar noggrannheten kraftigt nara randpunkten x' = 1,
y'=1,2 =0 Med den grova strukturen &r det relativa felet mindre &n 1.1 % for
X' =y' <0.60. Med den finare strukturen &r det relativa felet mindre &n 1.3 % i
omradet x' —y' < 0.85.

6.4.2 Platta pd mark. Givet randvarmeflode

Det plana, tvadimensionella stationédra problemet definieras i avsnitt 10.6.2. En
l6sning i skalad form ges av:
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T\X', ') = yly/P + {x>zff+ 7 +
(6.4.4)
f—|+(*')§-(*')2

Problemets symmetri runt «'-axeln kan utnyttjas vid lésningen. Som berdkningsom-
rade valjs kvadranten x' > 0, z' > 0. Omradet indelas i en expansiv cellstruktur med
minst cellstorlek i omradet dar temperaturgradienten ar storst.

Figur 6.4.5. Funktionen T'(x',0). Analytisk l6sning och beréknade vérden.

Figur 6.4.6. Funktionen T'(0,z"). Analytisk I8sning och berdknade véarden.
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Figur 6.4.7. Funktionen dT'/dz"\zi-o. Analytisk l6sning och beréknade varden.

De i figurerna redovisade berdkningarna har anvénts vid en analys dar den berak-
nade medeltemperaturen Tm &r véasentlig [Claesson, Eftring, 1980]. Man har:

Tm = Jf T'(X',0)dx"' = tt/4 (6.4.5)
o

Felet i det sOkta vardet Tm &ar beroende av felet 1angs hela strdckan 0 < x' < 1. Den
anvanda cellstrukturen omfattar 39x26 celler. Omradet x' < 1 tacks av 13 celler.
De anvanda cellstorlekarna framgar av figurerna. De yttre randernas koordinater ar
X' = 10 och z' = 10. Ldsningen paverkas endast forsumbart om randerna flyttas langre
ut.

| tabell 6.4.4 ges det relativa felet i T'n for nagra olika gitterstrukturer.

Totalt cellantal 39x26  19x13  17x12  15x11
Cellantal langs 13 6 5 4
0<x<l

Relativt fel i Tm (%) 2.6 6 8 16

Tabell 6.4.4. Relativt fel i T' for olika cellstrukturer.

Det relativa felet &r stort vid plattans kant for alla gitterstrukturerna. | likhet med
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fallet i avsnitt 6.4.1 véxer temperaturgradienten obegrénsat i ndrheten av punkten
X' =1, ' — 0. Felets betydelse for T'm avtar nar cellerna nara x = 1 gors sma.

6.5 Berakning dar varje gittercell foljer sin egen tids-
skala

Vid genomfdrandet av I6sningen for ett problem &r bearbetningstiden direkt pro-
portionell mot det antal iterationer som behdver genomforas for att 6nskad tidpunkt
skall uppnas. Antalet iterationer bestams av langden pa det anvanda tidssteget. Det
langsta mojliga tidssteget under iterationen bestdms av cellen med det kortaste stabi-
litetstidssteget. Genomférandet av en iteration innebér berédkning av ny temperatur i
samtliga celler.

Metoden innebér att endast de minsta cellerna bearbetas i en takt som Gverens-
stimmer med deras tidsskala. Ovriga celler bearbetas onddigt ofta i jamforelse med
sina egna stabilitetstidssteg. Detta innebér att antalet cellbearbetningar kan reduceras
genom att man i berakningsomradet definierar delomraden med olika tidsstegslangder
vid iterationen.

| det enklaste fallet har man endast tva delomraden med olika iterationstidssteg.
Denna situation kan hanteras pa foljande satt. Vid en tidpunkt t ar temperaturen kand i
samtliga temperaturpunkter. Innan en iteration genomfors for omradet med det langsta
tidssteget Ati utfors iterationer for det andra omradet sa att dettas temperaturer vid
tidpunkten t + At; &r kénda. Vid genomfdrandet av dessa iterationer ackumuleras
randflodet mellan de tvd omradena pa sddant satt att, for varje randcell i det trogare
omradet, randflodet under tiden t till t + Ati blir kant. Darmed kan en iteration
for det trogare omradet genomforas. Forfarandet upprepas till 6nskad tidpunkt. Den
beskrivna metoden &r utnyttjad bland annat vid simulering av ett bergrumsvarmelagers
termiska funktion (kapitel 13).

I en l&ngsta utveckling av tekniken kan man tidsstegsmaéssigt behandla varje cell i
enlighet med dess egen tidsskala. Cellen med det langsta stabilitetstidssteget bestam-
mer da ett globalt tidssteg Atgi vid iterationen. Om samtliga cellers temperaturer ar
kénda vid en given starttidpunkt tstart kommer, efter en global iteration, samtliga celler
att vara genomréknade vid tidpunkten tstaTt + Atgi. FOr celler med kort stabilitetstids-
steg innebar en global iteration manga genomrakningar medan cellen med det langsta
stabilitetstidssteget endast bearbetas en gang. Genomrakningen for hela omradet kan
systematiseras pa foljande sétt.

For varje enskild cell bestams ett berakningstidssteg A<ce;;. Detta ar, med utgangs-
punkt fran cellens stabilitetstidssteg Atstab,Cell, valt sa att foljande villkorsuttryck géller
med sa lagt véarde pa n som mojligt:

Atceii = < AtatabiCeu n>0 (6.5.1)

Man far ett antal grupper av celler, dar samtliga celler inom en grupp har samma
berakningstidssteg. Grupperna numreras i ordning med vaxande Atceu sd att gruppen
med det kortaste tidssteget kommer forst. Genom vanlig iterativ berékning fors den
forsta gruppens celler fram till den tidpunkt som motsvaras av den andra gruppens
tidssteg. Under dessa berdkningar ackumuleras samtliga randvarmefléden genom rén-
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der till celler som hor till grupper med hdgre nummer (> 1). Randvarmeflodet genom
rander mellan celler i grupp 1 och 2 & nu kénda infor en iteration gallande cellerna i
grupp 2. Vid denna iteration ackumuleras ater varmeflodet genom rander till celler i
grupper med hégre ordningshummer (> 2). Efter denna iteration har samtliga celler
i grupp ett och tva forts fram till den tidpunkt som motsvarar ett berakningstidssteg
for grupp tva.

Forfarandet upprepas for grupp 1 och grupp 2 till den tidpunkt som motsvaras av
ett berékningstidssteg enligt grupp tre. Ddrefter genomfors en iteration for cellerna
i grupp tre. Darmed har samtliga celler i grupp ett, tva och tre forts fram till den
tidpunkt som motsvaras av ett tidssteg i grupp tre. Det hela upprepas gang efter gang
dar allt trégare grupper blir inblandade. Till sist blir &ven gruppen med det l&ngsta
tidssteget genomraknad. DA har berakningar for ett globalt tidssteg Atgi genomforts
och samtliga cellers temperaturer vid tidpunkten t3tart + Atgi ar kdnda. Vid denna
berékning har varje enskild cell behandlats med ett tidssteg som &r anpassat till cellens
egen tidsskala.

Den redovisade berékningsstrategin kan sékerligen i olika situationer optimeras i
syfte att minimera antalet ndédvéndiga cellrékningar. Detta ligger dock utom ramen
for framstéllningen. Syftet har &r endast att visa en princip.

6.6 Exempel pa gitterval

Som standardvérden for givna exempel galler att materialets varmeledningsfor-
maga ar A = 2 W/mK och att dess varmekapacitet ar C = 2+ 106 J/m3K. Tempera-
turledningstalet &r o = X/C = 10-6 m2/s. Med hjélp av (6.2.12-13) och (6.3.2) skall
gitter konstrueras for nagra enkla men illustrativa fall.

Temperatursteg vid endimensionell plan geometri

Temperaturen skall berdknas vid tidpunkten t\ (s) efter ett intraffat temperatursteg
vid omradets rand. For berdkningens sluttidpunkt ts géller ts = t\. Formlerna (6.2.12-
13) definierar gitterstrukturen. Formel (9.1.2) anger direkt cellernas stabilitetstidssteg
for ett endimensionellt gitter. Randcellen har det kortaste stabilitetstidssteget Atsiai =
k2ti/3 (s). Berékningstidssteget At skall enligt avsnitt 6.1 uppfylla At < 0.95Atsiaj,.

Exempel 1.

Det betraktade omradet ar halvoandligt. Med ti = 1 s erhdlls Axj =
y/ati = 0.001 m. Gittrets inre rand xr skall uppfylla xr > Zy/at/ = 0.003
m. De tre nddvéndiga gittercellernas storlekar &r 0.001, 0.001 och 0.002 m.

Om ti = 10000 ar erhalls Axj = y/at\ & 560 m. De tre nodvandiga
gittercellernas storlekar &r 560, 560 och 1120 m.

Exempel 2.

Det betraktade omradet utgor en vagg med tjockleken 0.1 m. Starttem-
peraturen i vaggen ar 0 °C. Vid tider t > 0 &r temperaturen pa véggens
tva sidor T\ respektive 2->. Véggens temperaturfordelning skall beraknas



vid de tva tidpunkterna 100 och 400 s efter temperatursprangen vid de tva
sidorna. Man har fj = 100 och ts = 400 s.

For ett gitter som skall kunna hantera temperatursteget vid en vaggyta
erhalls, med fj = 100 s, den forsta cellens dimension till Axj = \fat\ = 0.01
m. Den inre randen for den betraktade gitterstrukturen bestams enligt
(6.2.13) till xr > Z\/cdl =0.06 m. Den nodvéndiga gitterstrukturen ges av
0.01, 0.01, 0.02 och 0.04 m, vilket placerar den inre randen pa avstandet
0.08 m fran den betraktade vaggytan.

Gittret skall kunna hantera ett temperatursteg vid varje yta. Det véljs
darfor symmetriskt och man erhaller gitteruppdelningen 0.01, 0.01, 0.02,
0.03, 0.02, 0.01 och 0.01 m, vilket tdcker hela vaggen. Den fjarde cellen
fran varje vaggyta har da krympts fran 0.04 till 0.03 cm, vilket endast hojer
precisionen vid berdkningen. Den salunda definierade gitterstrukturen kan
anvéndas for berdkning vid varje tidpunkt t >t\ eftersom cellerna for den
gitterstruktur som bérjar vid en vaggyta & mindre &n de storlekar som
bestdms av (6.2.12).

Exempel 3.

Detta fall &r identiskt med Exempel 3, men temperaturspranget ar lika stort
vid vaggens bada ytor. Man erhaller ett symmetriplan mitt i vaggen. Var-
meflodet genom denna yta ar, pa grund av symmetrin, noll. Gitterstruktu-
ren ges av 0.01, 0.01, 0.02 och 0.01 m, vilket taicker omradet mellan vaggens
yta och symmetriplanet. VVarmeflddet genom den innersta cellens rand mot
symmetriplanet hélls totalisolerad sa att varmeflodet genom den ar noll.
Den ovan definierade gitterstrukturen kan sorteras om till 0.01, 0.01, 0.01
och 0.02 m. Samtliga cellers dimension &r lika med eller mindre &n vad som
bestams av (6.2.12).

Periodisk temperatur vid endimensionell plan geometri

Exempel.

Temperaturen i ett halvoandligt omrade skall beraknas vid en sinusvari-
erande randtemperatur med periodlangden tp (s), medeltemperaturen Tm
och amplituden Ta (°C). Formel (6.3.2) definierar gitterstrukturen. Formel
(9.1.3) anger direkt cellernas stabilitetstidssteg for ett endimensionellt git-
ter. Randcellen har det kortaste stabilitetstidssteget Atstaf, = fc2tp/3x (s).
Berakningstidssteget Af skall enligt avsnitt 6.1 uppfylla Af < 0.95Afsta(,.

Med fp = 1 dygn = 86400 s erhdlls Axi = 0.2dp = 0.27/6fA/ff « 0.033 m.

Gittercellernas storlekar ar 0.033, 0.033, 0.066, 0.132, 0.264 och 0.528 m.
Med dessa sex gitterceller tacker gittret strackan 1.056 m, vilket uppfyller
kravet fran (6.3.2) att gittret skall tacka minst 4dp = 0.66 m.

Vid berdkningen anvands medeltemperaturen Tm som starttemperatur i
berakningsomradet. Som slutresultat kan de varden anvandas som erhalls
under den fjarde beréknade perioden. Se avsnitt 6.3.1.
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Blandade exempel

Exempel 1.

| ett halvoandligt plant omréade ar temperaturen 0 °C vid tidpunkten t = 0.
Vid tider t > 0 ges randtemperaturen av T) + Ta\ sin {{2-k/tp)t). Man Vvill
kunna félja temperaturforloppet for tider t > 400 s. For temperaturva-
riationens periodlangd tp galler tp = 86400 s. Berdkningens sluttid &r
ts = 1 vecka = 604800 s.

For att kunna berakna temperaturstegets resulterande temperaturer erhalls,
med ti = 400 s, Axi = \/cit/ = 0.02 m. Gittrets inre rand skall ha koor-
dinaten xr > 3Vata « 2.4 m. Gittercellernas storlekar ar 0.02, 0.02, 0.04,
0.08 ,0.16, 0.32, 0.64 och 1.28 m.

For att erhalla den periodiska I6sningen med tp = 86400 s skall den forsta
cellens dimension enligt foregaende avsnitt vara 0.033 m.

Vid berakning av totalforloppet for tider t > 400 s maste den cellstruk-
tur som definieras for temperatursteget anvéndas, eftersom den periodiska
l6sningens cellstruktur ej uppfyller kravet (6.2.12) vid berdkningen av for-
loppet fran temperatursteget.

Om forloppet efter det forsta dygnet skall féljas (t > 86400 s) blir situa-
tionen annorlunda. Med t\ = 86400 erhalls Axi = Vat\ fs 0.29 m. Ett
sadant gitter ar for grovt for den periodiska l6sningen. Foéljaktligen mas-
te det gitter anvandas som &r dimensionerat for den periodiska lésningen
aven om detta gitter ar onddigt finstrukturerat for att berakna svaret pa
stegtemperaturen.

Exempel 2.

Det betraktade omradet utgor en vagg med tjockleken 0.15 m. Varme-
ledningsférmagan A = 0.2 W/mK och dess varmekapacitet ar C = 2+ 106
J/m3K. Temperaturledningstalet & a = X/C = 10~7 m2/s. Begynnelse-
temperaturen i vaggen ar 0 °C. Vid tider t > 0 ar temperaturen pa vaggens
randytor T\ -f Tai respektive Ti -t Tai. Har star Ta\ och Tai for ampli-
tuder vid periodiskt varierande temperaturer med periodlangden 1 dygn
respektive 1 timme.

Temperaturen skall beraknas i det omrade som ligger inom 0.05 m fran
vdggen med dygnsvariationen. Man &r endast intresserad av det insvidngda
forloppet. Enligt avsnitt 6.3 kan, vid periodiskt varierande randtemperatur,
beréknade varden efter 3 perioders variation anvéndas.

Det gitter som behdvs for dygnsvariationen skall enligt (6.3.2) ha en inre
rand zr som uppfyller xr > 4dp rs 0.21 m. Detta gitter omfattar hela
véaggen. Med Axj = 0.2dp & 0.01 m erhalls gittret 0.01, 0.01, 0.02, 0.04 och
0.07 m.

Det gitter som behdvs for timsvariationen skall enligt (6.3.2) haen inre rand
XT som uppfyller xr > 4dp fs 0.04 m. Detta gitter nar inte fram till det vid
berakningen intressanta omradet. Den periodiska variationen med period-
langden 1 timme behdver inte beaktas vid den givna problemstéliningen.

Det aterstar att beakta nodvandigt gitter for de tva temperatursprang som
astadkoms vid tiden t = 0 av de tva randtemperaturerna 7j och Ti. Enligt
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ovan &r endast berdknade temperaturer efter 3 dygns variation intressanta.
Med tx = 3 dygn ger (6.2.12) Axj = y/at[ « 0.16 m. Det for den periodiska
erforderliga gittret har béttre upplésning &n vad som krévs for berékning
av de forlopp som orsakas av stegtemperaturerna.

Vidare ar endast det insvangda forloppet intressant. Formel (10.4.5) ger
ett matt pa hur snabbt det transienta forlopp som astadkoms av de tva
temperaturstegen avklingar. Exponentialfaktom ger vérdet 0.000012 for
tiden t = 3 dygn, vilket markerar att forloppet &r ndra den stationéra
slutfordelningen. Detta indikeras ocksd av att den forsta cellen i gittret for
temperatursteget ar 0.16 m, vilket &r stdrre &n hela vdggens tjocklek.

Erforderligt gitter for den dnskade berékningen ges av gittret for dygnsva-
riationen.

Exempel 3.

Det betraktade omradet utgor ett horn dar tva vaggar mots. Vaggarnas
tjocklek &r 0.06 respektive 0.12 m. Se figur 6.6.1.

Ti

temperatur ? 0.06

1 012 jf

Figur 6.6.1. Temperaturer vid horn dar tva vaggar mats.

Temperaturledningstalet for materialet i vdggarna &r o = 10~7 m2/s. Tem-
peraturen langs den i figuren markerade linjen skall berdknas. Linjen stréck-
er sig fran ytan och 0.03 m in i vaggen. Linjen ligger i forlangningen av den
ena vaggens insida. Begynnelsetemperaturen i omradet ar 0 °C. Vid tider
t > 0 &r véggarnas randtemperatur T\ och Ti enligt figuren.

Avstandet fran det intressanta omradet till den ena vaggytan med tempe-
raturen Ti ar 0.06 m. Formel (10.1.4) anger att 1 % av temperaturspranget
natt strackan 0.06 m vid tiden t & 2800 s. Den enda rand som under den-
na tid paverkar det intressanta omradet ar den rand fran vilket omradet
utgar. Fore tidpunkten 2800 s kan, inom det angivna felet, de termiska for-
hallandena beskrivas som endimensionella i ett halvoandligt plant omrade.
Ett endimensionellt gitter enligt (6.2.12-13) kan anvéndas vid berékning av
temperaturen.
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Kortaste avstandet fran det intressanta omradet till randerna med tempe-
raturen T- &r 0.09 m. Med samma beskrivning som ovan tar det 6250 s
innan det intressanta omradet paverkas av dessa rander. | tidsintervallet
2800 < t < 6250 s kan berakningsomradet beskrivas som ett tvadimen-
sionellt hoérn utan influens av rénderna med temperaturen T=. Fallet blir
analogt med det som beskrivs i avsnitt 10.5.

Vid tider t > 6250 s har rdnderna med temperaturen T- betydelse for tem-
peraturen i det intressanta omradet. Berakningsomradet kan inte ges en
forenklad beskrivning utan den fullstandiga geometrin maste éterges.
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Kapitel 7
BEHANDLING AV RANDVILLKOR

Det har i tidigare avsnitt visats hur varmetransporten i ett berdkningsomrade
kan foljas tidssteg for tidssteg med den redovisade l6sningsmetoden. Foréndringen av
en berdkningscells temperatur under ett tidssteg bestams av varmeflddet genom dess
rander. Dessa floden bestdms i sin tur av temperaturen i de temperaturpunkter som

omger cellen. Hela forloppet styrs sdledes ytterst av de termiska forhallandena langs
berakningsomradets randytor.

7.1 Given temperatur eller givet varmeflode

En grundldggande situation visas i figur 7.1.1.

=12

Figur 7.1.1. Randcell.

Yttemperaturen &r k&nd i borjan av ett tidssteg. Den analytiska formuleringen av
varmeflodet g(x) (W/m2) genom randen x = 0 &r:

W (7.1.1)



104

Lat den betraktade cellens randyta ha arean A (m2). | figur 7.1.2 visas en schematisk
bild av situationen.

-12 R1 1/2

Figur 7.1.2. Schematisk bild av randcell.

Det totala varmeflddet Qi/2 (W) genom randen kan i analogi med (4.3.2) skrivas:
= P-1.2)

Detta varde pa varmeflodet genom den betraktade cellranden anvands vid iterations-
forfarandet enligt avsnitt 4.2.1, punkt 3. Om randvillkoret i stéllet utgors av ett fore-
skrivet varmefloéde gs (W/m2) tilldelas QI/2 det foreskrivna vérdet Ag,, (W).

| vissa fall ar den kanda temperaturen inte yttemperatur till berdkningsomradet.
Detta ar fallet vid t ex en vdgg dér man kanner den ostorda luftens temperatur Ta
ett stycke fran vaggytan. | ett gransskikt varierar lufttemperaturen mellan den kanda
lufttemperaturen och véggytans temperatur. Betrakta en delyta av vdggen med arean
A (m2). Gréansskiktet kan da tillskrivas ett varmemotstand Rs (K/W). Situationen

visas schematiskt i figur 7.1.3.

R1 1/2

Figur 7.1.3. Randyta med varmedvergangsmotstand.

Yttemperaturen T, bestdms av en varmebalansekvation. Man har:

-1 + 2g(T"=T>="°
o H2e T (7.1.3)

Man erhéller:
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Lrp i 2Alrp
T R8la+ AXxXM
YN (7.1.4)
R, ' Axi
Det totala varmefldodet Qisz (W) genom randen kan skrivas:
Ql*>— L) (7.1.5)

+ 2AA

Ibland definieras gransskiktets termiska egenskaper som ett varmedvergangstal a
(W/m2K). Man har:

Rs = — (7.1.6)
Qll2~1 Ax (Ta T (7.1.7)
a:' 2A

Man kan i 6verensstammelse med (4.3.4) och (7.1.2) definiera varmemotstandet RV2
(K/W) s att dven Rs omfattas:

AXi
-Bl/2 — Rs + OXA (7.1.8)

7.2 Varmekalla i randytan. Ekvivalent omgivningstem-
peratur

Lat vaggytan i foregdende avsnitt traffas av varmestralning, till exempel solstral-
ning. En del, gs (W/m?2), absorberas av ytan. Betrakta arean A (m2) av vaggytan. En
schematisk bild av situationen visas i figur 7.2.1.

Figur 7.2.1. Absorption av stralning i en yta.
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Yttemperaturen Ta bestdms av en varmebalansekvation déar Qs = Aga:

i—{Ta—Ta) +Q, +°\—A{TI-T,) =0 (7.2.1)
Man far:

(7.2.2)
R.

Med Rs = I/(yla) erhalls:

2A
Qre + Azi Tl + (s
r.= oA (7.2.3)

ot +

Det totala varmeflodet Q”/2 (W) genom cellranden blir:

S P FTo Ti) (7.2.4)

+ 2A

Jamforelse med (7.1.7) visar att inflytandet av den absorberade stralningen kan beskri-
vas med en foréndrad, ekvivalent lufttemperatur Tedér:

Tekv = Ta + (7.2.5)
Varmeflodet Qy2 (W) kan da skrivas:

Ql/2= A(reto—TI) (72'6)

Ett forandrat varde pa g, paverkar endast vardet av Tekv i uttrycket (7.2.6). Termen gs
kan omfatta saval kortvagig som langvagig varmetransport till eller fran den betraktade
ytan. Termen kan aven omfatta den varmekalla eller varmesanka som uppstar om till
exempel vattenanga kondenserar pa ytan eller vatten avdunstar fran den.

7.3 Langvagigt stralningsutbyte vid randyta

| féregdende avsnitt visas hur en i randytan absorberad eller avgiven varmeeffekt
paverkar randvillkoren. | den beskrivna situationen hade den absorberade effekten ett
foreskrivet varde. En yta med en temperatur som éverstiger absoluta nollpunkten avger
emellertid en temperaturberoende varmestralning till omgivningen. Varmestralningen
Q (W) fran en yta ges av:
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Q = AeoT& (7.3.1)
A ytans area (m2)
6  ytans emissionsfaktor 0 <e < 1
a  Stefan Boltzmanns konstant (5.7 + 10~8 W/m2K4)
Tk ytans absoluta temperatur i Kelvin (K)

Emissionsfaktorn e ar i allmanhet beroende av ytans temperatur och av stralningens
vaglangd och riktning. For en ideal svart kropp galler e = 1. All strdlning som
traffar en svart kropp absorberas. Tva ytor 1 och 2, vilka ar synliga for varandra,
kommer stralningsmassigt att paverka varandra. Deras areor ar At och A2, Yta 1
avger stralningseffekten Qi (W) enligt (7.3.1). Av Qi kommer Qi_,2 (W) att traffa yta
2. Under forutsattning att bada ytorna uppfyller t = 1 bestams storleken av Q\->2 av
synfaktorn (vinkelfaktorn) F1 > mellan yta 1 och 2. Synfaktorns belopp bestams av
en dubbelintegral 6ver de bada bertrda ytorna. Se till exempel [Brown], [Claesson et
al., varme, kap 6] eller [Siegel, kap 7-10]. Man erhaller:

Qi-2 = iAiFi_2 (7.3.2)

All denna stralningseffekt absorberas av yta 2. Man har en analog stralningseffekt
Qz-+1 som lamnar yta 2 och som helt absorberas av yta 1. Man kan visa féljande
samband:

A1FU2 = AzFz-1 (7.3.3)

For nettovarmeflodet Qi2 (W) fran yta 1 till yta 2 erhalls:
Q12 = Qi-®2 - Q2->i = crAxFi®2 (ifi-j - Yr- 2) (7.3.4)

Situationen bhr mer komplicerad om emissionsfaktorn for den ena eller bada ytorna
ar mindre &n ett. DA absorberar inte yta 2 hela den avgivna stralningseffekten Qi_2
fran yta 1, utan en del reflekteras fran yta 2. Av denna reflekterade stralning traffar
en viss del yta 1. Storleken av denna del bestdms av synfaktorn F2",\ mellan yta 2 och
yta 1. Utstralningen Qi_2 ger upphov till en oandlig serie av stralningseffekter mellan
de tva ytorna. Pa samma satt erhaller man en serie stralningseffekter mellan ytorna
med upphov i utstralningen Qz-*i fran yta 2.

Om ytorna har samma area, ar parallella och ndstan ticker varandra (till exempel
rutornai ett tvaglasfonster) galler Fi_»2 ~ F2-+1 « 1. Man kan visa att nettostralningen
Q12 (W) fran yta 1 till yta 2 ges av:

Q2 = AVy-——- J—- (Tfe.i - Tk,2) (7.3.5)

Cl + C2 *

Uttrycket (7.3.5) kan omformuleras till:

Qw2 = K12(Tk,i - Tk,2) (7.3.6)
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Har ges stralningskonduktansen Kyvz2 (W/K) av:
KI2 = -foees yemme- (Thosi + TIe2) (Thi + TK2) ~ A1 (737)
€ +e _

T, Tk,1+Tk,2

J-m — rt

Nettovarmeflodet fran yta 1 till yta 2 kan saledes ges samma beskrivning som i tidigare
kapitel anvants for konduktiva varmefldden mellan temperaturpunkter. Se till exempel
(4.3.2). Den enda skillnaden ar att konduktansen i (7.3.6) &r temperaturberoende.

| ett allmant fall med manga ytor blir situationen mer komplicerad. Man har en
blandning av emission, absorbtion och reflexion vid samtliga ytor. Diffus respektive rik-
tad stralning maste behandlas olika. En ytas egenskaper betraffande namnda processer
kan vara temperaturberoende. Vid beskrivning av det resulterande stralningsutbytet
mellan ytor kan man anvanda fordelningsfaktorer Fij dar Fij anger andelen av fran
yta i totalt emitterad stralning som direkt eller via ett antal reflexioner absorberas i
yta j. Genom lésning av ett ekvationssystem, i vilket vinkelfaktorer och emissionstal
for enskilda ytor ingdr, kan fordelningsfaktorernas varden bestammas. Det galler alltid
att Ylj Fi,j =1 och i allménhet att Fij / 0.

Uttryck for nettovarmeflodet mellan ytor kan stéllas upp i analogi med (7.3.4).

Figur 7.3.1. Stralningsutbyte mellan tva ytor.

Figur (7.3.1) visar schematiskt en randyta som har ett langvagigt stralningsutbyte
med en yta med den kénda temperaturen Tq. Stralningskonduktansen Kr mellan de tva
ytorna &r temperaturberoende. Temperaturen i den forsta cellen &r 7). Randtempera-
turen Ts kan bestdmmas ur foljande varmebalansekvation for yttemperaturpunkten:

Kr(To - T.) + RI2(Tj -r.) =0 (7.3.8)
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Detta ger:

KrT0 + K1/2TX
Te- T kt+ K2 (7'3'9)

I uttrycket (7.3.9) erhaller Kx/2 och Kr vérden fran uttryck av typ (4.3.4) respektive
(7.3.7). Eftersom Kr har ett varde som beror av den fran borjan okanda temperaturen
Ts maste (7.3.9) losas med till exempel en iterativ metod. Man ansatter ett vérde for
Ts och beraknar ett Kr. Darmed ger (7.3.9) ett nytt varde pa T,, vilket kan anvéandas
for en ny berakning av Kr osv. Forfarandet avbryts nar 6nskad precision uppnatts.

Om man har ett extra varmetillskott Qs i randytan fordndras (7.3.9) i analogi med
(7.2.2), dvs Qs adderas till taljaren av (7.3.9).

7.3.1 Bakgrundsstralning vid randyta

Randytan, vars emissionstal &r es, ar exponerad mot oskymd himmel. Ytan kan t ex
vara markytan eller en horisontell byggnadsyta. Vinkelfaktorn mellan ytan och rymden
har da vardet ett. Ytan har ett langvagigt stralningsutbyte med rymden som betrak-
tas som en svart kropp (er = 1). Rymdens stralningstemperatur ar Tr (°C). | ytan
absorberas dessutom effekten gs (W/m2) fran till exempel solstralning. Ytan &r vidare
termiskt kopplad till den omgivande luften med en konvektiv varmedvergangskoefficient
ac (W/mzK).

En delyta av randen har arean A (m2). En schematisk bild av situationen visas i
figur 7.3.2. Man har Kc = Aac. | bilden aterges aven den forsta cellen, temperatur T),
i materialet innanfor den betraktade ytan.

Figur 7.3.2. Varmestromningskrets for en yta som &r exponerad mot rymden.

En vdrmebalansekvation ger ett uttryck for yttemperaturen Ts.
(Ta = Ts)Kc + (Tr = T,)Kr + (T) - T)K12 + Aq, =0 (7.3.10)

Man far:

KcTa + KrTr + K1/2T1 + Aq,

7.3.11
‘- Kc +Kr + K1/2 ( )
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Kt = Aes<r(TKi, + TKr) (£, + Tfa) « AAcacTB

n_

m

es
Tk,
Tk,r

Kr

Tk,i + Tk, 2
2

emissionstal for ytan
ytans temperatur (K)
rymdens stralningstemperatur(K)

ytans stralningskonduktans mot rymden (W/K)

I likhet med (7.3.9) ger (7.3.11) ett implicit uttryck for Ts, vilket kan I6sas med en
iterativ metod. Nér Ts ar beréknad med dnskad noggrannhet kan det totala varmeflodet
(W) genom randen in till den forsta cellens temperaturpunkt berdknas enligt:

Qi/2 = KL/2(TS - Ti) (7.3.12)

7.3.2 Slutet halrum

| ett luftfyllt, slutet hdlrum antas luften vara sa val blandad att dess temperatur
kan representeras med ett varde, Ta. Detta géller dock ej inom det tunna gransskiktet
vid halrummets ytor. Den inneslutna luften antas vidare ha sé kort tidskonstant jamfort
med berakningscellerna runt halrummet att luftens varmekapacitet kan férsummas.

Figur 7.3.3. Tvarsnitt genom slutet halrum. Nagra stralningsvéagar ar markerade.

Figur 7.3.3 visar schematiskt ett tvarsnitt genom halrummet. Halrummets omslut-
ningsyta har delats in i ett antal delytor vilka utg6r randytor till celler i den omgivande
cellstrukturen. Ytorna har numrerats fran 1 till N = 10.



Figur 7.3.4. Randyta till cell nummer m. Fysisk och schematisk beskrivning.

| figur 7.3.4 ges beteckningar for storheter vid randytan till cell nummer m. Vérme-
overgangskoefficienten mellan luften och ytan ar am. Cellens yttemperatur ar Tm<,.
Randytans area ar Am. Stralningskonduktansen mellan tva ytor m och n betecknas
Ffm.n- Se till exempel specialfallet som ges av (7.3.6-7). Varmebalans for randyta
nummer m ger:

N
(Ta — Tm's)amAm + (Tm — Tm}S)Km 4- y~(Tn)S — TmM)Kmtn =0 (7.3.13)

n=I
Vérmebalans for luften ger:

N
XKT7"» - Ta)anAn = 0 (7.3.14)

n=I

Uttrycket (7.3.13) ger en ekvation for varje delytas yttemperatur. Uttrycket (7.3.14)
ger den extra ekvation, som behévs for att de okdnda yttemperaturerna och lufttempe-
raturen i halrummet skall kunna beraknas. Ekvationssystemet I6ses med nagon stan-
dardmetod.

7.4 Berakningsomrade med obegransad utstrackning

| avsnitt 7.1-3 behandlas randvillkor vid ytor med valdefinierad rumslig position.
Manga problem omfattar emellertid ett geometriskt omrade med i princip oandlig ut-
strackning. Ett exempel pa detta ar varmeforluster till marken fran ett hus dar marken
enkelt uttryckt har "oandlig utstrackning” i saval vertikal som horisontell led.

Vid den numeriska losningen beskrivs berdkningsomradet med en cellstruktur dar
varje enskild cell har begransad utstrackning. Da antalet celler &r andligt blir aven
berakningsomrédets utstrackning andligt. Det felaktiga randvillkoret introducerar fel i
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I6sningen. Tva problemstéllningar uppstar. Var skall omradets yttre granser forlaggas?
Vilket randvillkor skall dessa rander ges?

En lamplig placering av de yttre grénserna bestams av det betraktade problemets
tidsskala och av dess geometri. Tidsskalan avgor hur langt in i omradet en termisk
storning vid en randyta har natt under den intressanta tiden. Problemets geometri ger
ytterligare information till exempel om maximal temperaturférandring som funktion
av avstandet fran randytan.

Valet av randvillkor vid den yttre randen star mellan given temperatur och givet
varmeflode. Problemstallningarna &r belysta i kapitel 6 och 10. Typen av fel som
introduceras kan belysas pa foljande satt.

Antag att den stationdra temperaturférdelningen runt en platta pa mark skall
beréknas (se avsnitt 6.4.1). Vid lésningen &r randvillkoret T = 0 ansatt vid de yttre
randerna. Detta villkor introducerar ett fel i beskrivningen av problemet.

Figur 7.4.1a visar en korrekt formulering av det givna problemet om det skall 16sas
numeriskt inom ett begransat omrade. Langs de yttre randerna ansatts temperaturva-
riationerna Ti(r) och T2(r), vilka skall éverensstimma med den analytiska I8sningens
variation langs randerna.

Figuren visar hur detta problem genom tillampning av superpositionsprincipen kan
delas upp i tva delar. Den ena delen (b) ar det numeriskt losta problemet. Den andra
delen (c) ar ett nytt problem som visar (b)’s avvikelse fran det korrekta problemet.

T-1 T-0 a1 0O 0 0
------ fmmmmmmmmn e X e D) ¢ mmmmeejm————
T.m (o] —+ T,(7)
2(D s} T2(T)
z z z
a b c

Figur 7.4.1. Andlig beskrivning av ett berdkningsomréde med obegrinsad utstrack-
ning.

Av figuren framgar att ju langre ut berakningsomradets granser flyttas desto mind-
re absolutvarde far randtemperaturema T\ och T? i fall c. Felet i den numeriska lésning-
en enligt b minskar séledes vid utflyttning av randerna dels for att randtemperaturerna
i avvikelseproblemet ¢ minskar och dels for att de yttre randerna kommer langre ifran
det intressanta omradet vid plattan pa markytan.

Det forda resonemanget &r relevant dven for transienta problem. Randtemperatu-
rerna Ti och T2 &r d tidsberoende funktioner vilka ger tidsberoende stérningar som
tranger in i berakningsomradet fran de yttre randerna. Intrangningsdjupet beror pa
problemets tidsskala.
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7.5 Tidsberoende randvillkor

Under ett tidssteg representeras varje randvillkor av ett konstant véarde. Avsnittet
belyser hur detta vérde skall véljas nér det verkliga randvillkoret varierar med tiden.

7.5.1 Given temperatur eller givet varmefléde

Problemet skall belysas med ett exempel dér temperaturférdelningen i marken skall
bestdmmas. Exemplet avser endast att illustrera ett principiellt problem, varfor bland
annat frysningsprocessen i marken foérsummas. Randvillkoret vid markytan ges av den
tidsberoende lufttemperaturen som finns tillganglig i form av ett métvérde i timmen
under ett ar. Den uppmatta temperaturvariationen antas aterkomma ar efter ar. Med
hjalp av Fourieranalys kan lufttemperaturen Ta ges foljande beskrivning:

oQ 7 c\ \
Ta=Tm + £rnsm$ Ao + 3, (7.5.1)
n"i \lar-n J

Tm = —fFo arTadt
1 ar

Man ar endast intresserad av temperaturforloppet sa langt nere i marken att bara luft-
temperaturens arsvariation behover beaktas. Se avsnitt 10.1.2. Formel (6.3.2) anvisar
en cellstruktur for berakningen. Tabell 6.3.3 ger den erhéllna berakningsprecisionen.
Vid berékningen skall lufttemperaturen beskrivas enligt:

Ta —Tm + (75.2)

Storheterna T\ och definieras av (7.5.1).

Att anvinda de timvis uppmétta vardena i stallet for (7.5.2) kan ge upphov till
stora felaktigheter. Med den valda cellstrukturen foljer en viss tidsstegslangd At (se
avsnitt 5.2.1 och kapitel 5). | det aktuella fallet &r tidssteget av storleksordningen 2
till 6 dygn. Ur den uppmatta lufttemperaturen kommer saledes endast enstaka vérden
fran vissa dygn att anvandas. Dessa varden behdver inte alls vara representativa for
arsvariationen enligt (7.5.2). Man kan till exempel raka fa den hogsta temperaturen
frdn varje anvéant dygn varvid arsmedeltemperaturen for luften blir felaktig.

Problemet kan lésas genom att man vid berékningen anvénder en lufttempera-
turfunktion enligt (7.5.2) eller att man anvénder de timvis uppmétta vardena, men
“jamnar ut dem”. Darmed kan man fa ett anvandbart varde Tt, for lufttemperaturen i
borjan pa varje tidssteg. Man har till exempel:

/A'lxi tht~+rs(,16¢_ h& T,,(t)dt (7.5.3)

dar 0<R<1

Har kan R valjas pd olika satt. Om B = 0.5 ar Tj medeltemperaturen under ett
tidsintervall At vilket &r centrerat runt bérjan av det betraktade tidssteget.
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Om randvillkoret i stéllet &r ett givet randfléde q(t) (W/m2) genom randen kan
det vara lampligt att valja R = 0. Da ges det anvanda randflodet gb av:

(7.5.4)

Storheten gb ger da exakt ratt varmetillskott till randcellen under det aktuella tidsste-
get.

Den vésentliga egenskapen hos den valda representationen av det tidsberoende
randvillkoret &r medelvéardesriktigheten. Detta innebdr att tidsintegralen av de anvan-
da randvérdena och de verkliga skall vara lika.

7.5.2 Overgadngsmotstdnd mellan fluid och fast yta

Nar en fluid strémmar langs en fast yta med fran fluiden avvikande temperatur er-
hélls en temperaturvariation i fluiden i normalriktningen mot den fasta ytan. I allman-
het upptrader den stérsta delen av temperaturvariationen inom ett begransat avstand
fran den fasta ytan. Man har ett sa kallat gransskikt i strémningen.

Vid bestdmning av varmeflédet mellan fluiden och den fasta ytan kan effekten
av gransskiktet beskrivas som ett varmemotstand. Varmemotstandets storlek beror
bland annat av fluidens varmeledningsformaga, dess hastighet, ytans skrovlighet och
den betraktade konstruktionens geometri. Foréndring av till exempel fluidhastigheten
under berdkningens gang medfor saledes att gransskiktets varmemotstand andras.

Det aktuella problemets art avgdr hur noggrannt grénsskiktet behover beskrivas.
Det varierande 6vergangsmotstandet R(t) K/(W/m2) kan omskrivas till en ekvivalent
skikttjocklek dekv (m) av det fasta materialet. Man har:

dekv — ~fast * A(f) (7.5.5)

Betrakta till exempel varmedvergangsmotstandet mellan markyta och luft. Lat
jordens varmeledningsférmaga vara A = 1 (W/mK) och varmedvergangsmotstandet R
variera i intervallet 0.05-0.2 K/(W/m?2), vilket svarar mot varmedvergangstalet 5-20
(W/m2K). Den ekvivalenta marktjockleken blir d& 0.05-0.2 m. Det angivna varmeo-
vergangsmotstandet motsvarar saledes ett extra skikt jord vars tjocklek varierar i in-
tervallet 0.05-0.2 m. Det &r uppenbart att gransskiktet maste beskrivas noggrannt om
temperaturférdelningen ndra markytan &r intressant.

Det betraktade gransskiktet saknar emellertid praktisk betydelse for temperaturfor-
hallandena pa storre avstand fran markytan, till exempel runt ett bergrumsvarmelager
som ligger pa djupet 30 m under markytan. Om markens varmeledningsformaga varit
A =35 W/mK (granit) hade den ekvivalenta marktjockleken i stéllet varit 0.2-0.7 m.

Man far i varje enskilt fall beddma om motstandets storlek har betydelse eller gj
for problemet. Om det har betydelse kan man 6vervédga om det kan beskrivas som ett
konstant motstand eller om dess tidsvariation ar vasentlig.
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7.6 Fluidstromning langs en kanal

I manga tillampningar har man en 6verféring av varme mellan en strommande fluid
och en omgivning bestdende av fast material. Detta ar en vanlig dverforingsmetod i
manga markvarmesystem.

7.6.1 Endimensionell stromning langs en kanal. Stationar beskrivning

En fluid strommar l&ngs ett rér. Inloppstemperaturen &r 2jn. Volymflodet ges av
Vf (m8/s) och fluidens varmekapacitet ar Cj (J/m3K).

Lat roret ha radiell symmetri. Det omgivande materialet ar indelat i ett gitter med
radieil symmetri. Overgangsmotstandet mellan fluiden och den forsta cellens tempera-
turpunkt ar R (K/(W/m)). Celltemperaturen &r Tceiir Fluidtemperaturen langs roret
ges av Tf(x), dar inloppet ges av x = 0.

Man erhaller ett transient forlopp i fluiden. Vid oftorandrad celltemperatur gar
detta forlopp mot en stationar temperaturfordelning langs réret utanfor cellen. Vér-
mebalans for fluiden ger:

dTs  Reell - Tf
vict' R (7.6.1)

Man erhaller for fluidtemperaturen:

X
Tfix) = Teell + (Tin ~ Tce,,)e  RC1VL (7.6.2)

| en tidsskala nér det transienta forloppet i fluiden kan férsummas kan randvarme-
flodet till gittercellerna bestimmas med hjalp av (7.6.1). Lat x = 0 vara den punkt dar
en bestdmd cells rand mot roret borjar. Cellens l&ngd i fluidens flodesriktning ar Ax.
Lat 2/(0) vara kant. Fluidens temperatur vid cellens slut &r T/(Ax) enligt (7.6.2). Det
totala randflédet Qceii (W) in till cellen ges av:

Qeeii = (TF(U) - T/(AX)) CFVF (7.6.3)

Inloppstemperaturen for nasta randcell ar nu k&nd och forfarandet kan upprepas for
varje cell langs hela roret. D&rmed &r det klart hur rorets randfléden kan behandlas
nar inloppstemperaturen till roret ar kand.

Situationen blir annorlunda om den totala effektéverféringen Qtot via hela roret
ar given och noédvandig inloppstemperatur skall bestdmmas. Med hjélp av det ovan
beskrivna stegvisa foljandet av fluidtemperaturen langs roret ger en analys féljande
linjara samband mellan rérets in- och utloppstemperatur [Eskilson, 1986, s 27}.

Tut = aTin +b (7.6.4)

Konstanterna a och b ar bildade av ingdende konduktanser mellan fluid och de olika
cellerna samt dessas respektive temperaturer. Konstanten o &r oberoende av tempera-
turen utanfor borrhalet. Dess varde ar darfor i allmanhet konstant under simuleringen.
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Detta galler ej for b som behdver berdknas pa nytt vid andrade temperaturer utanfor
borrhalet.

Den sokta inloppstemperaturen kan bestdmmas pa foljande satt. Den totala effekt-
Overforingen kan med hjélp av (7.6.4) skrivas:

Qtot = CAVF(Tin - Tut) = CjVj (1 - a)Tin - b) (7.6.5)

Den totala effekten Q° som skulle erhallas med r,n = 0 kan bestimmas genom en
stegvis genomrakning enligt ovan. Formel (7.6.5) ger &ven direkt ett uttryck for Q°:

Q° = -CjVfb (7.6.6)

Genom att subtrahera (7.6.6) fran (7.6.5) elimineras b och foljande uttryck for den
s6kta inloppstemperaturen erhalls:

Qm - Q°
CiVi{l - a) (7.6.7)

Darmed kan randflodet till de olika cellerna berdknas pa samma satt som tidigare.

7.6.2 Transient beskrivning

| féregdende sektioner gavs beskrivningar pa fluidtemperatur och varmeéverféring
mellan fluid och omgivning dér det transienta forloppet i fluiden férsummats. | vis-
sa situationer duger inte denna férenkling utan man behdver en korrekt beskrivning
aven for korttidsvariationer. Detta ar till exempel fallet nar solfangare skall arbeta
tillsammans med ett borrhalslager. Solfangarnas termiska funktion &r starkt beroen-
de av temperaturen pa fluiden som kommer till dem. Vidare maste man kunna ta
hénsyn till solintensitetsvariationer med varaktighet given i storleksordningen minuter.
For att klara detta maste fluidtransporten genom lagret beskrivas med motsvarande
tidsuppldsning.

Berakningarna for fluiden maste genomforas med tidssteg som &r anpassade till
fluidcellernas aktuella tidsskala (kapitel 5 och 6). Man kan emellertid ha olika tids-
stegslangder i fluiden och i den omgivande marken varfér denna kortare tidsskala inte
behover paverka markberakningarna.

Med hansyn taget till det aktuella volymflodet forflyttas fluiden framat i flodesrikt-
ningen. Denna process medfér samma typ av problem med numerisk dispersion som
redovisas i avsnitt 13.4. Se dven [Hellstrom, Thesis\
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Kapitel 8

ANPASSNING MELLAN GITTER OCH OMRADES-
RANDER

Problem kan uppsta nar geometrin i ett berdkningsomrade skall beskrivas med en
ortogonal cellstruktur. Négra olika metoder att dverbrygga problemen redovisas i de
féljande avsnitten.

8.1 Sned rand i en Cartesisk cellstruktur

I avsnitt 3.6 visades att det ar vasentligt att sammanbindningslinjen mellan tva
intilliggande cellers temperaturpunkter sk&r den gemensamma randen under rét vinkel.
Ortogonala cellstrukturer uppfyller detta krav. Problem kan bland annat uppsta vid
beskrivning av oregelbundna berdkningsomraden med hjalp av Cartesiska cellstruktu-
rer.

8.1.1 Yttre omradesrand

Figur 8.1.1 visar ett fall dar ett berakningsomrades rand ej ar parallell med ndgon
av axlarna i det valda koordinatsystemet.

Figur 8.1.1. Sned rand i en ratvinklig cellstruktur.
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Berakningsomradet begransas av en plan randyta som ar tackt av ett tunt skikt
med varmemotstadndet R (K/(W/mg)). Randen har sa stor utstrackning att tempera-
turférdelningen kan betraktas som endimensionell innanfér randytan.

Berakningsomradet skall beskrivas med tva olika gitterstrukturer. Den ena struk-
turen ar endimensionell i ytans normalriktning och den andra ar tvadimensionell enligt
figur 8.1.2. For de tva strukturerna skall uttryck ges for de nya temperaturer som er-
hélls efter ett tidssteg. Vid korrekt tvaddimensionell representation skall de berédknade
temperaturerna vara lika.

Figur 8.1.2. Cellindelning vid sned rand.

Den tvadimensionella cellstrukturen anpassas sa att den plana randen skar randcel-
lernas, randytor i dessas mittpunkter. Darmed dverensstdmmer materialvolymen i cell-
strukturen med volymen i berakningsomradet. Vid randytorna ansatts varmemotstan-
den R\ och Rz (K/(W/m2)) enligt figuren. Cellernas kantldngder & Ax och Ay.

I den endimensionella gitterstrukturen ar cellstorleken Az vald sa att avstandet
fran cellernas mittpunkter till den plana randytan Gverensstimmer med motsvarande
avstand i den tvadimensionella cellstrukturen. Foljande samband erhalls:

Ay
A, tana (8.12)

| ett givet dgonblick &r temperaturen i den endimensionella cellstrukturen TO, Tj,
T2 — Med hjélp av dessa starttemperaturer skall temperaturen i randcellerna efter ett
tidssteg Af bestammas for de tva definierade cellstrukturerna. Uttrycken stélls upp pa
samma satt som ekvationen (5.1.10).
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I den endimensionella strukturen erhaller randcellen den nya temperaturen Ti,njd

At
i 8.13
ey =t LA Azl CAz i 8.13)
A

L A i+ AN 2
R+ CAX Az CAzZ

For den tvadimensionella strukturen blir motsvarande uttryck:

AX Ay AAX + AAY At
Tun 11 Ri+#t+A2+#FT Ay ' Ady CAxAy '1(814)
2A 2A
AX Ajl At

0 Ay Axs CARAY 2
A+ ¥ A+ }:Af/CAxATJ y A LAXAY

De bada uttrycken (8.1.3-4) for den nya temperaturen Tl,ny skall vara identiska. Detta
medfor:

Ri= © (8.L5)

A2 (8.1.6)

Den konstruerade tvadimensionella gitterstrukturen ger exakt samma I6sning som den
mot randen vinkelrdta endimensionella strukturen.

Den fysikaliska bakgrunden till de férandrade motstandsvardena kan beskrivas pa
foljande satt.

X2

Figur 8.1.3. Varmemotstand vid en i férhallande till koordinatsystemet sned rand.

Den verkliga, plana randen ges en artificiell sdgtandformad geometri enligt figur 8.1.3.
En given temperaturdifferens AT 6ver motstandsskiktet skall for den artificiella randen



120

ge korrekt varmeflode in i berakningsomradet. Varmeflodet g (W/m) genom strackan
AXx langs den artificiella randen &r:

= AT Ax = ATA (8.1.7)

Uttrycket (8.1.7) beskriver &ven det korrekta varmeflodet genom langden I\ av den
verkliga randen. Motsvarande géller for langden f2.

En plan rand kan beskrivas med en sagtandformad rand enligt figur 8.1.3. Om den
verkliga randen har ett ytmotstand skall dettas varde korrigeras for varje linjesegment
av den sagtandformade randen. Det korrigerade vardet skall valjas sa att konduktansen
per ytenhet verklig rand blir korrekt.

8.1.2 Inre rand mellan delomraden

Under stationara forhallanden uppfyller temperaturfordelningen i ett plant omrade
ekvation (3.2.13):

d_
dx (8.1.8)

Ekvationen uttrycker att nettovarmeflodet till varje punkt &r noll. Den géller
oavsett koordinatsystemets orientering i planet. | en diskret approximation motsvaras
ekvationen av att nettovarmeflddet till en gittercell &r noll. Detta skall gélla oavsett
gitterstrukturens orientering i planet.

Foljande situation skall studeras. Tva plana omraden har en gemensam ratlinjig
rand. Varmeledningsformagan i de tva omradena ar Ai och A2, Langs randen har man
ett tunt skikt med varmemotstandet R (K/(W/m2)). Berakningsomradet indelas i en
rektangulér gitterstruktur med cellsidorna Ax och Ay. Vinkeln mellan cellstrukturen
och randen &r a. Se figur 8.1.4.

cos a sin a

Figur 8.1.4. Rand mellan tva delomraden.
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For att uppna volymkonservation for de tva delomradena anpassas cellstrukturen
till den rata omradesranden sa att berorda randcellers sidoytor delas pa mitten. Den
rata randen representeras av en sagtandformad rand. Varmemotstandet langs randen
har de stréckvis konstanta vérdena Ri och R2. Man har:

Ay

A fana (8.1.9)

Enligt metoden att folja det termiska forloppet betraktas, vid berékning av vérme-
flédet genom en cellrand, temperaturférdelningen som stationar mellan berdrda tem-
peraturpunkter.

Vérmebalansen for en randcell i den betraktade situationen skall darfor undersokas
vid stationara forhallanden. Pagrund av superpositionsprincipen racker det att studera
forhallanden for tva endimensionella fall i vilka varmeflodet ar parallellt respektive vin-
kelratt mot randen. Om dessa fall ar korrekta kan varje annan flédesriktning beskrivas
genom en kombination av de betraktade fallen.

En randcells temperatur ar To enligt figur 8.1.4. Dess temperaturpunkt &r via
konduktanserna K, kopplad till de fyra omgivande cellerna. Se figur 5.1.1. Nettoflodet
Q (W) till randcellen ges av:

Q = Ki(Ti - To) + K2(T2 - To) + K3(T3 - T0) + KA(TA - T0)  (8.1.10)

Enligt ekvation (4.3.3) géller:

S AX
+p+
Lomieio
K2 = Ax Ay AX
(8.1.11)
*3 = NAX
*4 — /\Ay

Fall 1. Varmeflode vinkelratt mot randen

En x-axel i rat vinkel mot omradesranden hax sitt origo i randen. Axeln
ar riktad fran omrade 2 in i omrade 1. Varmeflodet i x-riktningen ar g,
(W/m2).

Den endimensionella temperaturférdelningen i z-led definieras av:

Omrade 1.

T(+0)=0

(8.1.12)
T@2)=-"z z>0
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Omrade 2.
T(-0) = Raz
(8.1.13)
T(2)= —"~z + Raz z<0
Man erhaller:
T € - ( AS3/cosa) , u ilr.
2 7+abz+A 2
T2-To=Ti-To
T3-T0O=- Aycosa
T4-To=Ts-T0
Inséttning i (8.1.10) ger:
a,,,
QG A 4 (8.1.14)
Y
2+ E
R e M)
* +
ﬁ\x R + zAAé
Al H Aycosa + Ai (-E)*m
Ay Ar
| analogi med (8.1.5-6) ansatts:
A = A
(8.1.15)
X R
A2 Sina

Med hjélp av (8.1.9), Aycosa = Ag;sina, blir summan av term ett och
tre liksom av term tva och fyra i ekvation (8.1.14) noll. Nettovarmeflodet
till den betraktade cellen ar noll vid endimensionellt, stationart varmefldde
vinkelratt mot omradesranden.

Fall 2. VVarmeflode parallellt med randen

Motsvarande varmebalans skall uppstéllas for ett fall med en linear tempera-
turfordelning parallellt med omradesranden. Den tidigare definierade z-
axeln vrids 90° i positiv riktning. Dess origo definieras i hdjd med tempera-
turpunkten T4. Se figur 8.1.4. Temperaturen i omrade 1 och 2 ges av:

T(z) = az (8.1.16)

Konstanten a har valfritt varde. Man erhaller:
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Ti — To = —aAysina

T—To— aAxcosa

(8.1.17)
T3 —To = aAysina
Ta —To = —aAxcosa
Inséttning i (8.1.10) ger:
(8.1.18)
Med hjélp av (8.1.9) och insattning enligt (8.1.15) erhalls:
—aAxAysina:cosa
(8.1.19)

2A, rai_ 2A
aAxAysinaicosa

Nettovarmeflodet till cellen ar noll vid endimensionellt stationart varmeflo-
de parallellt med omréadesranden.

Med korrigering av det varmeisolerande skiktets motstandsvarde enligt (8.1.15)
uppfyller den diskreta approximationen varmeledningsekvationen for varje stationar
temperaturfordelning vid omradesranden oavsett gitterstrukturens vinkel a mot omra-
desranden.

8.2 Val av koordinatsystem

Berakningsmetoden grundar sig pa att ett betraktat problems geometri beskrivs
med ett ortogonalt cellsystem dér cellrdnderna definieras av att en koordinat har kon-
stant varde.

8.2.1 Allméanna ortogonala koordinater

| avsnitt 3.4 uppstalldes varmebalansekvationer for celler i ett allmant ortogonalt
ekvationssystem. Vid konstruktionen av en cellstruktur kan man vélja den ortogonala
cellstruktur som enklast beskriver det betraktade problemets berdkningsvolym. Det
anvanda koordinatsystemet kan vara av Cartesisk, cylindersymmetrisk, sfarisk eller
annan typ.

Syftet med valet av koordinatsystem kan vara att fa en enkel geometrisk beskriv-
ning av ett betraktat berdkningsomrades rander. Antag till exempel att det termiska
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forloppet mellan tva ror i fast material skall berdknas. Lat problemet vara av sadan
art att det kan betraktas som tvadimensionellt i ett plan vinkelratt mot roren. Se figur
821

Figur 8.2.1. Varmetransport mellan tva parallella ror.

Figuren visar hur man med ett bipolart koordinatsystem kan beskriva de tva rorens
cirkelformade rander. For att kunna genomfora berakningar maste konduktanser och
vérmekapaciteter bestdmmas for den valda cellstrukturen.

8.2.2 Konform avbildning

Lat koordinaterna i ett allmant 2-dimensionellt ortogonalt koordinatsystem ges av
(u,d). Koordinaterna i ett Cartesiskt referenssystem ar (x,y). Lat sambandet mellan
de tva systemen ges av féljande en-entydiga avbildning:

X — x(u, V) 621
8.2.1)

y = y{uyv)

Varmeledningsekvationen i det tvadimensionella (u, u)-systemet ar i analogi med (3.4.13)

+ J 18221
uv dt  dulhu du) dv\hv dv

dar:
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(8.2.3)

Ett specialfall av avbildningar utgdr den konforma avbildningen, vilken definieras
med en analytisk funktion, dvs en funktion f(z) som ar deriverbar i den komplexa
variabeln z [Spiegel], Man har:

w = f(2) W=u-+iv Z=X+liy i2=-1 (8.2.4)

Ekvationen beskriver en avbildning w = f(z) mellan de komplexa talplanen 2 och w.
For sddana avbildningar ar vinkeln mellan tva linjer i deras skarningspunkt oférandrad
vid avbildningen. Vinkeln mellan sammanbindningslinjen mellan tva cellers tempe-
raturpunkter och cellranden mellan dem ar sdledes of6randrat rat. For en konform
avbildning géller:

h*, — ht) — h - (8.2.5)

Storheten h definieras av det inverterade beloppet av den avbildande funktionens deri-
vata. Ekvationen (8.2.2) forenklas till:

(8.2.6)

Ekvationen ar identisk med den vanliga varmeledningsekvationen (3.2.9) s& nar som pa
faktorn h2 framfor varmekapaciteten C. Man kan saledes i (u, u)-planet arbeta med
den vanliga vdrmeledningsekvationen om man ersétter den verkliga varmekapaciteten C
med den fiktiva storheten h2C, dar storheten h varierar 6ver berakningsomradet enligt
(8.2.3). Faktorn h2 ar en ytkorrigering pa grund av transformationens ytférvrangning.
Man har h2du dv = dx dy.

Med hjalp av konforma avbildningar kan man avbilda ett omrade med komplicerad
geometri i (X, j/)-planet till ett omrade med enkel geometri i (u, u)-planet. Problemet
l6ses i (u, u)-planet och den funna temperaturférdelningen transformeras tillbaka till
(X, y)-planet.

Den konforma avbildningen kan endast formuleras i det tvadimensionella fallet.
Formuleringen kan emellertid utvidgas till tre dimensioner om den tredje dimensionen
ej berors av transformationen. Lat den tredje koordinaten betecknas med w respektive
z i de tva planen. Man har i analogi med (8.2.1):

x = x(u,v)
y = y(u,v) (8.2.7)
2=W

Man har vidare:
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(8.2.8)

Den allménna varmeledningsekvationen i (u, v, w)-systemet ges enligt (3.4.13) av:

(8.2.9)

| det tredimensionella fallet kommer ytkorrigeringsfaktorn h2 in dven i den term som
beskriver det konduktiva varmeflddet vinkelratt mot det transformerade (X, y(-planet.

Storheten h &r i det betraktade fallet oberoende av koordinaten w varfor den sista
termen i (8.2.9) kan skrivas:

(8.2.10)

Denna typ av transformation kan anvéndas vid till exempel berdkning av varme-
transport i marken vid pumpning av vatten genom grundvattenférande skikt, vilket
sker vid varmelagring i akviferer [Hellstrom et al., 1986]. Transformationen anvénds
for att omforma vattentransportens komplicerade flédesbild.

| [Claesson, Bennet, 1987] anvindes metoden for att beradkna varmemotstandet
mellan tva cirklar i kontakt med varandra och en omslutande storre cirkel. De tva inre
cirklarna har samma temperatur. Geometrin ges av ett tvarsnitt genom en konstruktion
av ror vilka transporterar en fluid. Problemstéliningen géller varmedverféringen mellan
fluiden i de inre réren och det yttre rorets yta.

8.3 Triangulara celler

Ett berakningsomrade kan haen sadan form att det ej kan beskrivas med en ortogo-
nal cellstruktur. Detta problem kan vid t ex plan geometri l6sas genom anvéndning av
triangulara celler. Omradets rand beskrivs approximativt med en lamplig féljd av rata
linjesegment. Med utgangspunkt fran dessa linjesegment kan ett triangulart cellsystem
definieras i berakningsomradet. Om cellerna genereras pa lampligt satt kan samma
berakningsmetoder, som tidigare definierats for ortogonala cellstrukturer, tillampas pa
det trianguléra cellsystemet.

8.3.1 Triangulart cellsystem

Basen for den beskrivna berdkningsmetoden &r att sammanbindningslinjen mellan
tva angransande cellers temperaturpunkter skar den gemensamma cellranden under
rat vinkel. Det approximerat stationdra temperaturfaltet mellan punkterna utgérs da
av ett plan vars lutning langs sammanbindningslinjen bestdmmer varmeflodet genom
randen. De bada temperaturerna representerar respektive cells varmeinnehall.

Berékningsmetoden kan anvéndas dven for triangulara cellsystem. | ett plant
berakningsomrade med en oregelbunden rand beskrivs denna approximativt med ett
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antal rata linjesegment. Omradet delas in i spetsvinkliga trianglar. | varje triangel de-
finieras en temperaturpunkt i skérningen mellan triangelsidornas mittpunktsnormaler.
Pa grund av den valda triangelformen kommer en triangels temperaturpunkt att vara
bel&gen i triangelns inre. | vissa trianglar sammanfaller en eller flera sidor med randen
till berdkningsomradet. Mitt pa varje sadan triangelsida definieras en randtemperatur-
punkt.

Varje triangels temperaturpunkt omges av tre temperaturpunkter. Forbindelse-
linjen mellan en triangels temperaturpunkt och de tre omgivande temperaturpunkter-
na skar triangelns sidor under rat vinkel. Sidorna delas pa mitten. For varje sddan
forbindelselinje definieras ett varmemotstand pa samma satt som for de ortogonala
cellstrukturerna. Se figur 8.3.1.

Figur 8.3.1. Termisk koppling mellan trianguléra celler.

I [MacNeal, 1953] visas att det pa detta vis definierade natverket av varmemot-
stand och temperaturpunkter kan anvandas for att losa potentialproblem i omradet.
Natverket kan saledes anvandas for att l6sa féljande stationara varmeledningsproblem:

V' (AVT) =0 (8.3.1)

Natverket kan speciellt anvandas for att uttrycka stationédra varmefldéden lokalt inom
berak- ningsomradet, till exempel mellan tva temperaturpunkter. Triangelsystemet
kan d&rmed &ven anvéndas vid simulering av tidsberoende forlopp.

Vid berékning av varmeflddet genom en cellrand anvands samma metod som i
fallet med ortogonal cellstruktur. Se avsnitt 4.3. Vid berékning av varmeflddet genom
en cellrand betraktas temperaturfaltet mellan de tva omgivande temperaturpunkterna
approximativt som stationért.

Varmeflodet Qij (W) fran triangel i till triangel j ges av:

Qij — = Ti) (8.3.2)

Konduktansen Ay (W/K) mellan tvd sammankopplade temperaturpunkter beriknas
p& samma satt som vid plan geometri med Cartesiska koordinater.

Cellens varmeinnehall definieras av temperaturen To i mittpunktsnormalernas skar-
ningspunkt. L&t det linjara temperaturfaltet i en cell ges av (avsnitt 4.4):
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T =To +ax + by (8.3.3)

Koordinatsystemets origo sammanfaller med cellens temperaturpunkt. Triangelns area
ar A. TO skall utgora cellens medeltemperatur. Fdéljande integral 6ver triangelns yta
ger ett uttryck for dess medeltemperatur:

To:jJJsan+ax+bwds:To+jJJ(m+¢wms (8.3.4)

Den sista termens varde skall vara noll. Detta uppfylls oavsett vardet pa a och b,
det vill séga oavsett planets lutning, endast om koordinatsystemets origo sammanfaller
med triangelns tyngdpunkt vilket sker om triangeln ar liksidig. | en sadan triangel
representeras temperaturféltet av ett plan med godtycklig lutning. Situationen &r lik-
artad den som erhalls med ortogonala celler.

For en allmén spetsvinklig triangel medfér kravet att To skall representera cellens
medeltemperatur féljande villkor enligt (8.3.4):

0=6=0 (8.3.5)

For en godtycklig spetsvinklig triangel utgérs den approximativt beskrivna tempera-
turférdelningen ett plan med lutningen noll.

Vid berékning av det momentana varmeflédet genom en cellrand bestdms detta
av de tva temperaturerna pd 6mse sidor om randen. Dessa definierar en lutning pa
temperaturplanet. | en ortogonal cell paverkar denna lutning ej varmeflédet genom de
randdelar som gransar till den betraktade randdelen. Sa sker emellertid i en triangular
cellstruktur.

Resonemanget markerar att den trianguldra cellstrukturen inte till fullo utnyttjar
den ortogonala karaktéren i Fouriers lag:

— -»(£.£)

Formuleringen av Fouriers lag innebér att varmeflodet i tva vinkelrata riktningar ar helt
oberoende av varandra. Den trianguléra cellstrukturen medfor stérre begrénsningar
vid den approximativa beskrivningen av det kontinuerliga temperaturfaltet &n vad som
erhalls med en ortogonal cellstruktur.

8.3.2 Rektanguléra och triangulara celler

Ett oregelbundet plant berakningsomrade kan enligt avsnitt 8.3.1 delas in i en
triangular cellstruktur. Detta forfarande medfor emellertid ndgra olika delproblem:

1. En l&mplig spetsvinklig triangelstruktur skall genereras.

2. Triangelstrukturen dr geometriskt o6verskadlig. Det finns ingen naturlig numre-
ringsordning for cellerna. Det krdvs extra organisation att bestdmma vilka celler
som &r grannar.

3. Triangelstrukturen ger enligt avsnitt 8.3.1 en nagot samre beskrivning av tempe-
raturfaltet 4n vad som erhalls med ett ortogonalt cellsystem, vilket kan formodas
ge en nagot forsamrad berakningsprecision.
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Det ar darfor attraktivt att aven i ett oregeloundet omrade anvéanda en ortogonal
cellstruktur. Randerna erhaller da en sagtandsstruktur av den typ som visas i avsnitt
8.1. Vardet pd varmemotstand langs den verkliga randen maste korrigeras pa det
visade sattet. En slatare rand kan astadkommas med en blandad cellstruktur enligt
figur 8.3.2.

Figur 8.3.2. Blandad cellstruktur i ett oregeloundet omrade.

Genom lampligt val av cellstorlekar kan den rata randen anpassas till berdkningsomra-
det. Cellstrukturen i omradets inre utnyttjar varmeledningsekvationens enkla ortogo-
nala karaktér. Den mer komplicerade beskrivnhingen anvénds endast for att slata ut
den oregelbundna randen.

Figur 8.3.3 visar en del av ett gittersystem vid en sned rand. En triangulér cell
slatar ut randen mellan tva rektangelceller.Vinkeln mellan det ortogonala systemets
ena axelriktning och randen &r a.

Figur 8.3.3. Triangul&r cell vid sned rand.
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Det skall visas att en blandad cellstruktur enligt ovan och en vanlig endimensionell
struktur ger samma berdkningsresultat vid berékning av vérmetransport i randens
normalriktning.

Den anvénda rektangeln ABC ar ratvinklig, varfor dess temperaturpunkt ligger
mitt p& hypotenusan BC. Darmed sammanfaller den med omradesranden och dess vérde
foreskrivs av randtemperaturen To. Energiinnehallet i triangeln ABC kan darmed inte
beskrivas av dess temperaturpunkt.

Problemet kan l6sas genom att triangeln ABC delas i de tva ratvinkliga trianglarna
ABD och ADC. For dessa trianglar ligger temperaturpunkterna pa randerna AC och
AB i det ortogonala cellsystemet. Dessa punkter ar ej lasta till ndgon foreskriven
temperatur. De kan darmed representera energiinnehallet i respektive triangelcell dven
om de ar placerade pa triangelns rand.

En endimensionell cellstruktur 1dggs in vinkelratt mot randen BC. Den forsta cel-
lens storlek &r Az/2. Ovriga celler har storleken Az. Cellstorleken ar vald si att
randen mellan férsta och andra cellen skar de tva hypotenusorna AB och AC pa mit-
ten. Den forsta cellens temperaturpunkt placeras pa randen mot néasta cell. Ovriga
endimensionella cellers temperaturpunkter placeras i respektive cells mittpunkt. Den
endimensionella strukturen har da temperaturpunkter som till sina avstand fran randen
Overensstimmer med den blandade strukturens temperaturpunkter.

| ett givet dgonblick &r temperaturen i den endimensionella gitterstrukturen Ti,
T2, T3__ Uttrycken for temperaturen i de yttersta lagren av celler efter tiden At skall
stallas upp for de tva cellstrukturerna.

For den endimensionella strukturen erhdlls for de nya temperaturerna T\<nv och
~2,ny-

/  2A 2At  2X 2At\ 2A 2At 2A 2At
Iy — V' AzCAz AzCAz) lI+ AzCAzlo+ AzCAz12 (83.7)

t 2A At A At\ 28 At A Al
T2y — V ~ +-=z7iA~z ~ IAZCAZ) T2 + AICA~T! + ~AzCAzL, (8:3.8)

| biandstrukturen erhalls for triangel ABD:

TI —-Axcosa S 2-6 ------- 2 )T'+
of Az C AzAx cosa Ay CAzAxcos :
2At 2A 2At
——— |
AzAX COSEE Az AXCOsa i Ay AXCAzAxcosa (8.3.9)
For triangel ADC erhalls:
on 2A Avm 2At 2A 2At
i Az YN ERysmaAz  AX V'c“Ag;'s'.'h'éKQ/ ri+
2A Aysino 2At T0+ N~Ay— T2 (8.3.10)
Az CAysmaAz Ax  CAysinaAz

Vid uppstéliningen av (8.3.9-10) har varmeflédet genom randen AD ej tagits med ef-
tersom temperaturen pa bada sidor om randen enligt forutséttningen ar lika. For den
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yttersta ortogonala cellen erhalls:

2A A Af A At
To. Ay XCAxAy Ay XCAxAy (8.3.11)
2A At A A At
Ax UCAxAy AxVYcaxay 12F
(A® , AJA 1 AAf IA*  AJA 1 AAI
\Ay  AxJ AxAy C 1**\Ry AX) AxiAy C
Sambandet mellan cellstrukturerna ges av:
Ay Ax (8.3.12)
Det framgar att uttrycken for (8.3.7), (8.3.9) och (8.3.10) &r identiska liksom

uttrycken (8.3.8) och (8.3.11) for T2>ny. Den blandade strukturen ger samma berék-
ningsresultat som den endimensionella strukturen.

I avsnitt 6.2 undersdks noggrannheten vid berékning av temperaturer i ett halv-
oandligt plant fall nar ett temperatursprang intraffar vid randen. Ett expansivt gitter
foreslds i (6.2.12). Tabell 6.2.1 ger avvikelsen mellan numerisk och exakt I6sning.

I den ovan anvéanda endimensionella cellstrukturen har temperaturpunkten i den
yttersta cellen flyttats fran cellens mittpunkt till dess rand mot nasta cell. Flyttningen
av temperaturpunkten inom cellen medfér att konduktanserna Kx/2 och Kx Xj2 fran den
yttersta cellens temperaturpunkt ges annorlunda varden. Flyttningen medfor vidare att
temperaturfordelningen 6ver randcellen representeras av ett konstant vérde till skillnad
fran dvriga celler dar fordelningen kan vara en linjar funktion med godtycklig lutning.
Se avsnitt 4.4. Cellstrukturen for det betraktade fallet ar 0.5, 0.5, 1, 2, 4, 8 och 16 m.

X (m) 0.0 0.75 15 3.0 6.0 120 240

T (°O)

an 0724 059 0289 0.034 00 0.0 00 t=1100 «
num-an -0.015 -0.015 -0.020 -0.003 0.0 0.0 0.0

an 0860 0791 059 0289 0.03 0.0 00 =4 c° ()
num-an 0.000 0.001 0.002 -0.010 0.001 0.0 0.0

an 0930 0895 0791 05% 0289 0034 00 t=16+106 (s)

num-an 0.001 0.002 0.004 0006 -0.006 0.002 0.0

Tabell 8.3.1. Berékningsnoggrannhet vid expansivt gitter.

| tabell 8.3.1 jamfors analytiska och numeriskt beraknade varden som erhalls nar
den yttersta cellens temperaturpunkt &r flyttad till cellens inre rand. En jamférelse av
vérdena for (t = 1+106) med tabell 7.2.1 {t = 41106) visar att forflyttningen av tem-
peraturpunkten i den yttersta cellen medfér en 6kning av det absoluta berékningsfelet
vid den forsta, kansligaste utskriftstidpunkten fran 0.015 till 0.020. Se avsnitt 6.2.2.
Vid de tva senare tidpunkterna &r felen mindre an 0.01.
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Kapitel 9

RUMSLIGT VARIERANDE TERMISKA EGENSKAPER.

GITTER

| kapitel 4 visas hur den beskrivnalésningsmetoden kan anvéndas i en gitterstruktur
dar de termiska egenskaperna varierar fran cell till cell. Mellan cellerna kan det finnas
ett skikt med givet varmemotstand. Skiktets tjocklek forutsatts vara forsumbart. Dess
varmekapacitet &r noll.

| kapitel 6 visas hur en lamplig gitterindelning, anpassad efter ett aktuellt pro-
blems tidsskala, kan véljas vid homogena termiska egenskaper. Grunden for den anvén-
da lésningsmetoden ar att den lokala temperaturfordelningen mellan tva narliggande
temperaturpunkter i gittret approximativt beskrivs som en stationar férdelning. Git-
terstrukturen dimensioneras i forhallande till problemets tidsskala. Se formel (6.2.12)
och (6.3.2).

| kapitlet redovisas hur detta betraktelsesatt kan anvéndas vid val av gitterstruktur
nar de termiska egenskaperna ej ar konstanta inom berakningsomradet. Infor det slut-
liga valet av cellstruktur skall det papekas att till exempel formel (6.2.12) endast ger
en rekommendation om cellstorlekar for att en viss berakningsprecision skall uppnas.
Smaérre forandringar av cellstorlekarna ger inga radikala férandringar av berakningspre-
cisionen. Man kan darmed ofta vélja dem sa att 6nskad passning mellan cellstruktur
och omraden med olika termiska egenskaper erhalls.

9.1 Endimensionellt halvoandligt omrade

I avsnitt 6.2 visas hur man, i ett omrade med homogena termiska egenskaper, med
hjélp av problemets tidsskala kan definiera en expansiv cellstruktur enligt (6.2.12).
Tidsskalan definieras av att man &r intresserad av berdkningsresultat i tidsintervallet
h <t<ts (s). De tva forsta cellernas storlek ar:

0<k<1 (9.1.1)

For varje cell som utokar cellstrukturen dubblas storleken. For beridkningsomradets
inre rand xr gdller xT > 3\fait™.

En vésentlig egenskap hos den definierade gitterstrukturen &r att den &r anpassad
till det betraktade problemets tidsskala (se avsnitt 6.2.1). Stabilitetstidsstegen for den
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i (9.1.1) givna cellstrukturen kan beraknas enligt (5.2.1). Man erhaller:

cell 1: \k2t\
cell 2. |fc2ti (9.1.2)

cell i: 22,~5fc2<i i>3

Dessa stabilitetstidssteg &r matt pa de tidsskonstanter som cellerna skall ha for att
gitterstrukturen skall ge den i kapitel 6 redovisade precisionen.

Vid en periodisk randtemperatur med periodlangden tp definierar formel (6.3.2) en
cellstruktur. Tidskonstanterna for cellerna i denna gitterstruktur ges av deras respek-
tive stabilitetstidssteg. Dessa 4r:

cell . ~~Kk2tp

(9.1.3)

Nér berdkningsomradet omfattar flera delomraden med olika termiska egenskaper
kan den erforderliga cellstrukturen konstrueras cell for cell fran randen och in i ma-
terialet. Cellernas stabilitetstidssteg skall dverensstimma med de av (9.1.2-3) givna
uttrycken.

| vissa situationer kan man genom lampliga approximationer astadkomma forenk-
lade beskrivningar vilket belyses av foljande enkla exempel. Temperaturférdelningen
skall beréknas for ett halvoandligt omrade. De termiska egenskaperna varierar enligt
figur 9.1.1.

Figur 9.1.1. Varierande termiska egenskaper i ett halvoandligt omrade.
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Varmeledningsformagan och varmekapaciteten har vardet Az respektive Cz utom i
omradet x < d\ dar de &r Ai respektive C\. Vid tidpunkten t = 0 intraffar ett tempe-
ratursteg vid randen. Den forsta tidpunkt vid vilken man vill fa ett berakningsresultat
ar t\. Berdkningen skall foras fram till sluttidpunkten ts.

Beroende pa tidpunkten ti kan randen mellan omrade 1 och 2 komma pa olika
stallen i cellstrukturen. Nagra olika situationer och ndgra darmed sammanhangande
forenklingsmdjligheter skall beskrivas.

Fall 1. xr = Zy/a\ts < di

Hela berakningsomradet ligger i omrade 1. Se figur 9.1.2. Forutsattningar-
na om homogena termiska egenskaper enligt (6.2.12) &r uppfyllda.

Figur 9.1.2. Cellstruktur om xT = 3Vaits < dj.

Fall 2. 3y/aits > di

Cellstrukturen stracker sig igenom hela omrade 1 och in i omrade 2. Struk-
turens celler skall konstrueras sa att deras respektive stabilitetstidssteg
stdmmer Gverens med de ovan angivna vardena. Smaérre avvikelser saknar
betydelse. Berdkningen av cellernas stabilitetstidssteg sker enligt formel
(5.2.2).

En cell som berdrs av omradesranden kraver speciell behandling. En av dess
konduktanser bestar av tva seriekopplade skikt, vilket medfar en berakning
av den resulterande konduktansen enligt avsnitt 2.3.1. Om omradesranden
passerar genom cell i pa avstandet x fran cellranden blir dess varmekapa-
citet, om strackan x ligger i omrade 1, xCi - (AX, - X)Cz (J/m2K).

Fall 3. Vaiti > d\ och Ap- > di

| detta fall ligger randen mellan omrade 1 och 2 mellan den forsta cellens
mittpunkt och den yttre omradesranden. Se figur 9.1.3.
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Figur 9.1.3. Omradesrand i den forsta cellen.

Man har i analogi med (4.3.4) for den forsta cellens konduktanser K.= och
Ki iz (W/K) med randytan A (m2):

Az = Ai'i (9.1.4)
di i J ~di
Ai + A2
N2 Axi-fAX? A 9.1.5)
2

Den forsta cellens varmekapacitet (J/K) ér:
Cceii i — A(diCi + (Axi - di)C2) = (9.1.6)
AiAXiICi-d™Ci-Ci))
Om Ci << C2 har man approximativt:

Ceell 1 « A(Axi — dI)Cz 9.1.7)

Fall 4. Axi/2 >> di

Omrade 1 utg6r, i forhallande till cell 1, ett tunt skikt narmast den yttre
randen. Uttrycken (9.1.4) och (9.1.7), dé&r Ci << C2, kan approximativt
skrivas:

K - A
— di_ . Axi
Al + 2A2

(9.1.8)
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Ceeii 1 « AAXIC? (9.1.9)

Denna formulering av uttrycken for den forsta cellen motsvaras av cell-
strukturen i figur 9.1.4. Omrade 1 betraktas som ett isolerande skikt med
férsumbar tjocklek, varfor skiktets varmekapacitet &r noll. Skiktets varme-
motstand ar di/Aj.

Figur 9.1.4. Ett materialskikt representeras av ett varmemotstand.

Den forsummade varmekapaciteten i omrade 1 innebér att temperaturfor-
delningen inne i omrade 1 i varje dgonblick ges en stationar beskrivning. |
den anvénda l6sningsmetoden betraktas den lokala temperaturférdelningen
mellan angrénsande temperaturpunkter som approximativt stationar un-
der ett tidssteg. Den gjorda forenklingen att, i den betraktade tidsskalan,
forsumma varmekapaciteten i omrade 1 ligger saledes i linje med lésnings-
metodens principer.

Foljande exempel far illustrera val av gitter for en situation enligt fall 2 ovan.

Exempel pa gitterval enligt fall 2.

Omradet ar halvoandligt. Pa storre avstdnd an 0.08 m fran randen &r
varmeledningsformagan A = 4 W/mK. Med <i = ts = 100 s erhalls Axi =
i/at/ = 0.01 m. De tre nddvandiga gittercellernas storlekar ar 0.01, 0.01 och
0.02 m. Cellerna ligger i ett omrade med homogena termiska egenskaper
och problemet med varierande termiska egenskaper uppstar inte.

Om t\ = 3600 erhdlls Aii - i/at/ = 0.06 m. Cell nummer 2 kommer
att beréra omraden med olika termiska egenskaper. Avsnitt 9.1 anger hur
den forsta intressanta tidpunkten t\ bestdmmer den tidsskala (det stabili-
tetstidssteg) de olika cellerna skall ha.
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X X celiindelning

44—4- R
0.06 0.02 x vy 2y 2y 4y

Figur 9.1.5. Gitterindelning.

Lat avstandet mellan omradesranden och den andra cellens mittpunkt vara
x (m). Avstandet fran cellens temperaturpunkt till cellranden mot cell 3 &r
y (m). Se figur 12.2.1. Den tredje cellens storlek sétts till 4y och den fjarde
cellen blir 8y. Cellerna 3 och 4 féljer formel (6.2.12) om dubblad cellstorlek.
Detta géller &ven den halva av cell 2 som gransar mot cell 3 och som har
samma termiska egenskaper som cellerna 3 och 4.

Formel (9.1.2) anger att stabilitetstidssteget for cell 3 (i = 3 och k = 1)
skall vara 2<i = 7200 s. For cell 3 erhdlls K212 = 4/3y, K3i/2 = 4/6y
W/m2K och C3 = Sy 110® J/m2K. Man erhaller Atstab = 4y2 1 10® s och
y = 0.0424 m.

For cell 2 erhdlls Kn/2 = 4/(x -f 0.1), K2\V2 — 4/3y W/m2K och C2 =
2(x +y + 0.02) + 100 J/m2K. Man erhaller med hjalp av (9.1.2) x — 0.0105

Med den valda beskrivningen av cell 2 ligger dess temperaturpunkt inte i
cellens geometriska mittpunkt. Detta har ingen avgérande betydelse for
berékningsnoggrannheten. Se till exempel tabell 8.3.1 som belyser hur felet
paverkas av att temperaturpunkten i den forsta cellen flyttas fran cellens
mittpunkt till randen mot nésta cell.

9.2 Flerdimensionellt omrade

Den i avsnitt 9.1 redovisade principen 16r gitterval kan tillampas pa flerdimensio-
nella omraden. Betrakta ett tvaddimensionellt omrade enligt figur 9.2.1.
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Figur 9.2.1. Tvadimensionellt omrade med olika termiska egenskaper.

| figuren visas ett grundlaggande fall med tva omraden med olika termiska egen-
skaper. For varje punkt mellan randen mellan de tva omradena kan man bestamma det
kortaste avstandet till den yttre randen. Lat di och ditTnax vara det minsta respektive
storsta av dessa varden som erhélls for ndgon punkt langs randen. Lat d2 betyda det
storsta mattet for omrade 2.

Vid tidpunkten t = 0 intraffar ett temperatursprang vid den yttre randen. | analogi
med de tidigare fallen i avsnitt 9.1 &r tidpunkterna t\ och t3 avgdérande for gitterstruk-
turen. Foéljande uppspaltning i olika fall visar 6versiktligt hur ett problems tidsskala
paverkar forenklingsmojligheterna.

Fall A. 3"/ ait, < d\

Omréade 2 &r vid tidpunkten t\ endast forsumbart paverkat av tempera-
turtidssteget vid den yttre randen. Berékningen behdver endast omfatta
lamplig del av omrade 1. Eventuellt kan problemet behandlas som endi-
mensionellt i normalriktningen mot den yttre randen.

Fall B. 3-"aita > d\

| samtliga delfall B paverkas bade omrade 1 och 2 av den &ndrade randtem-
peraturen.

Fall B.l. yjait-i >> d\tTnax och >> d?

Det betraktade omradets tidsskala ar sa liten i forhallande till tidslangden t\
att temperaturfordelningen approximativt har natt sitt stationara slutvarde
i hela omradet redan vid den forsta intressanta tidpunkten.

Fall B.2. V'Mi >> di,mM;

| detta fall har omrade 1 sa liten tidsskala jamfort med den intressanta
tidslangden t\ att omradet kan behandlas som ett tunt skikt med forsumbar
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vérmekapacitet. Jamfor med fall 4 i avsnitt 9.1.

Fall B.3. W2/l >> "2
| detta fall har omrade 2 sa liten tidsskala att, for varje tidssteg i det
dynamiska forloppet i omrade 1, temperaturen i omrade 2 approximativt
beskrivs av en stationédr temperaturfordelning. Denna fordelning bestdms
vid varje diskret tidpunkt av den aktuella temperaturen i omrade I's rand
mot omrade 2.

Fall B.4. Ovriga fall

Problemets tidsskala ar sdan att temperaturfordelningen maste behandlas
som tidsberoende i bade omrade 1 och 2. Inga lattillgangliga forenklingar
kan goras i den storskaliga delen av problemet.
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Kapitel 10

INFORMATIVA ANALYTISKA LOSNINGAR

Ett varmeledningsproblem kan vara komplicerat till exempel pa grund av besvérlig
geometri och/eller tidsberoende randvillkor, vilka omfattar ett brett spektrum av fre-
kvenser. Superponeringsprincipen innebdr, under vissa forutsattningar, att ett termiskt
forlopp kan ses som summan av enkla delférlopp eller grundfall.

Man kan definiera ett antal karakteristiska grundfall, vilka innehaller avgérande
information vid analys av komplicerade situationer. VVasentliga egenskaper ar rackvidd
(hur langt den termiska influensen fran en rand nar) och tidsskala (till exempel hur
lang tid temperaturutjamning tar for ett delomrade).

Man kan pa detta satt klargora vilka delar av den totala processen som har bety-
delse i de omraden och vid de tidpunkter man &r intresserad av. Resultatet kan bli en
forenkling saval av berakningsomradets geometri som av de randvillkor man behéver
studera effekten av.

10.1 Intrangningsdjup i en randytas normalriktning

10.1.1 Temperatursteg

I en plan halvoéndlig rymd, x > 0, &r temperaturen T(x,t). Begynnelsetempe-
raturen &r T(x,0) = 0. Vid tider t > 0 ar yttemperaturen T(0,t) = Tm. Se figur
10.1.1

Figur 10.1.1. Temperatursteg. Plan geometri.



142

Problemet definieras i skalad form pa féljande sétt.

Begynnelsevillkor:

T(Xx0)=0 x>0 10.1.1)
Randvillkor:

T, =1 t=0 10.1.2)

Ldsningen ges av [Carslaw, Jaeger, 2-4\

T\x,t) = =erfe(x') = 1-4= e~?dt (10.1.3)

vTT JO

X' = x/lylAat

Ldésningen ges av erfc(x'), den komplementéra felfunktionen, med argumentet x' =
xly/Aat. | argumentet &r langdkoordinaten x skalad med den tidsberoende l&ngden
y/Aat. Temperaturkurvan har i viss mening samma form vid alla tidpunkter (figur
10.1.2).

erfc (%)

Figur 10.1.2. Funktionen erfc(x).

Enkla uttryck for temperaturfrontens lage i materialet kan ges pa féljande satt.
Lat xo0.5, X0.i och xo.0i vara koordinaten dar temperaturen ar 0.5Tm, 0.1Tm respektive
0.01Tm. Fdéljande samband géller:
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*0.5 « 0.95\[&i
x0.i « 2.3\fat (10.1.4)
*0.0i w 3.6y/at

For ett materiel med a = 1110 6 m2/s ger tabell 10.1.1 intrdngningsdjup vid olika
tidpunkter.

t 1tim 1dygn 1lvecka 2man 14ar 104 100 &r
~s5 006 030 0.78 2.3 56 18 56
=01 014  0.69 18 5.3 13 41 130
~0.01 0.22 11 2.8 8.3 20 65 200

Tabell 10.1.1. Intrdngningsdjup (m) for 50, 10 och 1 % av ett temperatursteg vid
randytan. Plant fall.

Av tabellen framgar att t ex inom ett ar efter ett temperatursprang har maximalt 10
% av detta natt langre in i materialet an 13 m. Funktionen erfc(x') gar mot ett nar
argumentet X' gar mot noll. Temperaturen i en godtycklig punkt x gér saledes mot
slutvardet Tm vid véxande t.

Motsvarande fall, men med sférisk geometri, visas i figur 10.1.3. Vid tiden t =0
hojs yttemperaturen i den sfariska héligheten fran T = 0 till T = Tm.

Figur 10.1.3. Temperatursteg. Endimensionellt sfariskt fall.

Ldsningen ges av [Carslaw, Jaeger, 9.10].

T(M)= rerfCC1)—-Tm r—r (10.15)

| det sfériska fallet gar temperaturen i en punkt r vid vaxande tid mot vardet:
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TTm r>rs (10.1.6)

Den maximala temperaturférandringen i en punkt ar omvant proportionell mot avstan-
det fran sfarens centrum.

Lat r0.5, r0.i och r0.0i beteckna koordinaten for den punkt dar temperaturen i ett
visst dgonblick &r 50, 10 respektive 1 % av den maximala, slutliga temperaturféréand-
ringen i punkten. Man erhaller:

rob « rs + 0.95vat
ro.i » rs + 2.3Vvat (10.1.7)
ro.0i » r, + 3.6\fat

Betrakta foljande sfériska fall:

r,=10m a=1-10~6m2/s (10 181
Tm =80 °C [

I en punkt 40 m utanfor sfarens yta (r = 50 m) gar temperaturen enligt (6.2.6)
mot slutvérdet 16 °C. Med hjélp av (10.1.7) kan tidpunkten nér temperaturhéjningen
blivit 8 “C (ro.5=50 m) bestammas till ~ 50 ar.

| ett motsvarande plant fall & x = 40 m. Tidpunkten ndr temperaturhdjningen
i denna punkt &r 8 °C ges av villkoret xo.i = 40 m. Man erhaller tiden ~ 10 ar.

Temperaturen i punkten véxer mot slutvérdet 80 °C. Exemplet illustrerar skillnaden i
réckvidd och tidsskala mellan plan och sfarisk geometri.

10.1.2 Periodisk temperatur

I en plan halvoandlig rymd, x > 0 &r temperaturen T(X,t). Den periodiska
randtemperaturen ges av

T(0,t) = Tasin(™) (10.1.9)

Ldsningen ges av [Carslaw, Jaeger, 2.6].

T =Ta1T'(X', v)

T'(X',r) = e~x'sin(2xr — x) (10.1.10)

to



145

Den periodiska svangningens amplitud dampas med faktorn e~x!dp. Fasforskjutningen
i en punkt ges av -x/dp. Storheten dp betecknar temperaturvariationens intrangnings-
djup. | tabell 10.1.2 ges ddmpningsfaktorn som funktion av x/dp.

x/dp 10 20 30 40 5.0
e -x/dp 937 014 0050 0.018 0.007

Tabell 10.1.2. D&mpningsfaktorn e xldp.

P& avstandet 3dp fran randen ar variationens amplitud 5 % av randvariationens
amplitud. Temperaturvariationens amplitud Tamp skall ges for plan, cylindrisk och
sfarisk geometri. | de tva senare fallen ar randytans radie rc respektive rs.

Plan geometri:

_X_
Tamp(x) = Tae dp x>0 (10.1.11)

Cylindrisk geometri:

TamP = e dp V=V,
(10.1.12)
«=r-rlc
Sfarisk geometri:
— r=r.
famp = Ta (10.1.13)

Dampningen av amplituden ar en produkt av tva faktorer. Den ena faktorn, e s/dp,
ar gemensam for de tre geometrierna. Den &r en funktion av avstandet s fran ytan
och av variationens periodlangd. Den andra faktorn har vérdet 1 (plant fall), y/rc/r
(cylindergeometri) respektive rjr (sfarisk geometri).

Intrdngningsdjupet dp &r en funktion av periodtiden tp och temperaturledningstalet
a. Tabell 10.1.3 ger dp som funktion av tp nar a - 1+ 10~6 (m2/s).

1 sek 1 min 1tim 1dygn 1vecka 1man 1&r 54ér
dv (m) 0.0006 0.004 0.034 0.17 0.44 0.91 3.2 7.1

Tabell 10.1.3. Intrdngningsdjupet dp (m) for olika periodlangder tp (a = 10 6 m2/s).

Lét s0.5, s0.i, «0.01 och so0.001 vara koordinatema for den punkt dar vardet av e~s/ip
ar 0.5, 0.1, 0.01 respektive 0.001. Féljande varden erhalls:
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505 sa 0.69dp

50.1 « 2.3dp
(10.1.14)

#5500 <« 4.6dp
#S0.00i Ss 6.9dp

| ett plant fall har temperaturvariationens amplitud dampats till 10 % pa avstandet
2.3dp fran ytan. Tabell 10.1.3 visar att en temperaturvariation med arsperiodicitet nar
cirka tjugo ganger langre in i materialet &n vid dygnsvariation. | det sfariska fallet
tillkommer dédmpningsfaktorn rs/r som minskar réckvidden ytterligare jamfért med
det plana fallet.

10.2 Intrangningsdjup under isoleringskant

Geometrin for de betraktade fallen &r den plana halvoéndliga rymden, z > 0 (figur
10.2.1). Temperaturen ges av T(Xx,z,t). Léngs den positiva x-axeln finns en isolering.
Randvillkoren framgar av figuren.

Figur 10.2.1. Kantproblem dé&r ett isolerande skikt ligger langs hela positiva x-axeln.

Temperaturen T(x,0,f) under isoleringen skall beskrivas for nagra olika grundfall.
Den konstanta randtemperaturen T = 0 for x > 0 dampar forloppet. Ju tjockare isole-
ringen ar desto mindre blir influensen frdn randtemperaturen T = 0. Minst dampning
erhalls vid totalisolering, dvs da dT/dz = 0 for x > 0.

Denna maximala temperaturspridning under isoleringen skall ges fér samma rand-
temperaturer som anvands i avsnitt 10.1.

10.2.1 Temperatursteg

Problemet definieras i figur 10.2.2.
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t>0

/Y VWY\NAA/NDIAAA.

T(x,z,0)= 0

Figur 10.2.2. Temperatursteg vid isoleringskant.

Temperaturen l&ngs positiva x-axeln ges av [Hagentoft, 1985]:
T(x,0,t) = Tm o/(*)
(10.2.1)
X" — x/ylat

Funktionen f(x') ges i figur 10.2.3. P& stort avstand fran isoleringskanten erhalls ett
endimensionellt férlopp i normalens riktning:

T(-00,z,t) = Tmerfc
(10.2.2)

y/at

Funktionen erfc(y/2) ges i figur 10.2.3.

Figur 10.2.3. Funktionen f(x") enligt (10.2.1) och erfc(x'/2) enligt (10.2.2).

Man kan ge enkla uttryck for hur temperaturfronten ror sig in under isoleringen.
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Lat xp ange x-koordinaterna for temperaturnivan T(x,0,f) = p+Tm, 0 < p < 1 under
isoleringen vid tiden t. Man erhaller med hjalp av figur 10.2.3;

xq.5 « 0.30Vat
xqi ss 1.5y/at (10.2.3)
x0.0i « 2.8y/ai

Enligt (10.1.4) och (10.2.2) har man pa stort avstand fran isoleringen for den en-
dimensionella temperaturfronten féljande frontldgen efter tiden t (endimensionell plan
temperaturférdelning):

205 ~ 0.95\[at
20.i « 2.3s/4t (10.2.4)

"o.0i ~ 3.6Vat

Av (10.2.3-4) framgar att fronten ror sig langsammare in under isoleringen an vad
den ostdrda fronten gor vid endimensionell intrdngning vinkelrdtt mot en yta.

10.2.2 Periodisk temperatur

Problemet definieras i figur 10.2.4.

T=Tacos( 2Tt/ tp)

Figur 10.2.4. Periodisk randtemperatur vid isoleringskant.

Problemet &r I6st i [Hagentoft, 1985], Vid lésningen har en komplex beskrivning an-
vénts. Temperaturen T(X,z,t) &r en periodiskt varierande funktion, vars amplitud
minskar med avstandet fran randen. Enligt den analytiska lésningen ges amplituden

for T(x,0,t), x > 0, av

1 4 *
T, efc (T (10.2.5)

dj\
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L&ngdkoordinaten har, i likhet med lésningen (10.1.10), skalats med faktorn dp:

(10.2.6)

Amplitudddmpningen som funktion av x/dp ges i figur 10.2.5. | denna ges &ven damp-
ningen for det ostdrda, endimensionella problem som erhalls pa stort avstadnd fran
isoleringskanten (x = —00). Se dven (10.1.10).

amplitud

Figur 10.2.5. Amplitud for temperaturen T(X,0,i) under plattan. Den streckade kur-
van ger som jamforelse den vertikala temperaturférdelningens amplitud
langt fran isoleringen.

Lat xp ange x-koordinaten for den punkt under isoleringen dar amplituden &r p-Ta,
0 < p < 1. Man erhaller:

x0s ~ 0.20dp
X0.i « 1.3dp (10.2.7)
X0.0i ~ 3.2dp

Intrdngningsdjupet under isoleringen &r en faktor 2-3 mindre &n det vertikala intrang-
ningsdjupet langt fran isoleringskanten, vilket beskrivs i (10.1.14).

For fall dér totalisoleringen (x > 0) ersétts med en begrénsad isolertjocklek och
dar rand- villkoret &r en konstant randtemperatur (x > 0) blir intrdngningsdjupet
under isoleringen mindre &n vad som ges i (10.2.7). Uttrycken i (10.2.7) ger maximalt
intrdngningsdjup.

10.3 Global rackvidd for ett system

Vid uppskattning av hur temperaturen utbreder sig i den tredimensionella rymden
pa stort avstand fran en storningskélla kan man utgd fran det totala varmeflodet fran
denna. Man finner da analytiska losningar, som visserligen inte ar tillampliga i ome-
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delbar nérhet av storningskallan, men som ger karaktdren av temperaturférdelningen
pa storre avstand.

10.3.1 Punktkalla och dipol

Lat det konstanta varmeflodet fran en punktkalla i en oandlig rymd vara Q (W).
Temperaturfaltet ges av T(X, Y, z, t). Begynnelsetemperaturen &r:

T(X,y,z,0) =0 (10.3.2)
Punktkallan &r placerad i origo. Ldsningen ges av [Carslaw, Jaeger, 10.4]:
T(X,y,z,t) = 1 ~erfc (V=)

(10.3.2)
r=y/x+yl+22

Funktionen erfc(s) ges i figur 10.1.2. Vid véxande tid t gar funktionens argument mot
noll i varje punkt. Temperaturfordelningen gar mot:

T(x)y,z,00) = ~—1 (10.3.3)

Anvéndning av (10.3.2) vid till exempel beskrivning av den globala temperaturfor-
andringen fran ett uppvarmt bergrum innebér att ingen hansyn tagits till markytans
paverkan pa temperaturfaltet.

Markytans betydelse kan beskrivas pa foljande satt. L&t punktkallan ligga pa
djupet D. Markytans temperatur skall vid alla tidpunkter vara T(x,y,0,t) =0, t > 0.
Losningen erhalls genom spegling. Se figur 10.3.1.

(0,0,-D)

Figur 10.3.1. Spegling av punktkalla pa djupet D.
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Man erhéller:

T(X,y,z,t) = 4™erfc - inerfc

n="x2+y2+(z--D)

r2 = s/x2 +y2+ (z+-D)2

Vid stora tider t ndrmar sig funktionen (10.3.4) gransvardet:

T(x,Y,2,00 , tll—;]z) (10.3.5)

Vid stora varden pa ri och r2 géller approximativt:

rP—ri «2Dsina

10.3.6
n'r2 «rl ( )
Funktionen (10.3.5) kan da skrivas:
Q12D sina 103.7
T(xy.z,00 ", (10.3.7)

De tva punktkallorna ger upphov till ett dipolfalt. 1 varje riktning a fran dipolens
centrum avtar temperaturen med 1/r2.

10.3.2 Linjekalla

Det konstanta varmeflodet fran en linjekélla med oédndlig utbredning ar g (W/m).
Geometrin &r cylindersymmetrisk. Temperaturen ges av T(r,t). Problemet definieras
av:

T(r,0)=0 r>0

(10.3.8)
gty =q t>0
Ldsningen ges av [Carslaw, Jaeger, 10.4\
T(r'*) = MEI (urf)
(10.3.9)

r=s/x2+y

I funktionen E/s argument &r radien r skalad med den tidsberoende langden s/at.
Temperaturprofilen har i viss mening samma form vid alla tidpunkter. Funktionen
Ei{s) ges i figur 10.3.2 [Abramowitz, 1979, s 228].
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E,(s)

Figur 10.3.2. Funktionen -Ei(s).

Approximativt géller:

El(s)* \/~ (I-i) s>5

Ei(s)saln (-)) -7 +s 0<s<05
(10.3.10)
7 =0.5772 (Eulers konstant)

_ 2

S dat
Vid véxande tid t gar argumentet s mot noll i varje punkt. Det betyder enligt (10.3.9-
10) att temperaturen i varje punkt véxer obegrinsat. Detta kan jamféras med den

slutliga temperaturen runt en punktkalla dér temperaturen i varje punkt vaxer mot ett
begrénsat slutvarde (10.3.3).

10.4 Insvangningstider

10.4.1 Temperatursteg vid skiva

I en skiva ar avstandet mellan de tva parallella ytorna L. Temperaturen ges
av T(x,t), 0 < x < L. Begynnelsetemperaturen &r T(x,0) = To. Vid tiden t > 0 &r
skivans randtemperaturer T(0,t) = T(L,t) = Tm. Se figur 10.4.1.
| skalad form kan problemet definieras pa foljande satt:



153

\ T(X,t)-Tm
T'(x,t) O (10.4.1)
Begynnelsevillkor:
T(x,0) =1 (10.4.2)
Randvillkor:
"T'O,) =01
T =0/ t>0 (10.4.3)

Figur 10.4.1. Temperatursteg i en skiva.

Ldsningen ges av [Carslaw, Jaeger, 3.4]'

4A 1 . /Q@a+D)7TIN -a ((2n+)r)21
n=U

Termerna i serien ddmpas kraftigt med véxande n. Den forsta termen, n = 0, blir darfor
avgorande for hur snabbt temperaturen i skivan narmar sig den slutliga, stationdra
temperaturfordelningen. Den forsta termen ger:

2

T\, t) )-‘:si nx—l_x--e_a'LT°'t (10.4.5)

Exponentialfaktorn avgér hur snabbt temperaturen i plattan nérmar sig slutvérdet
T'(x,00) = 0.

Formel (5.2.1) anger ett langsta tidssteg vid den numeriska l6sningen. Om den
betraktade skivan representeras av en enda gittercell erhalls (endimensionella forhal-
landen):

Ax2 1
a

Afstab —

Detta tidsvéarde, insatt i ddmpningsfaktorn i (10.4.5), ger:
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e 4 a0085 (10.4.6)

Jamfort med den inledande temperaturférdelningen ar avvikelsen fran den slutliga tem-
peraturfordelningen T = 0 mindre &n 10 %.

Situationen kan utvidgas till allmanna tredimensionella férhallanden. En parallell-
epiped har sidorna Lx, Ly och Lz i de tre koordinataxlarnas riktning. Origo ligger mitt
i den betraktade volymen. Begynnelsevillkoret, t = 0, &r:

T'(x,y,2,0) = f(x,y,2) (10.4.7)

Har ar f(x,y,z) en godtycklig temperaturférdelning. Randvillkoret for de sex rand-
ytorna ges av:

TXyzt)—0 t>0 (10.4.8)

Den allméanna lésningen ges av:

T\x,y,z,t) (10.4.9)

u t

Summeringen utfors for alla kombinationer av nx, ny och nz. Faktorerna
bestdms av begynnelsetemperaturen f(x,y,z).

Termerna i summan dampas kraftigt med okande varden pa nx, ny och ra2. For
den lagsta termen med nx = ny = nz = 1 kan man definiera en tidskonstant tc, s& att
dampningsfaktorn kan skrivas

(10.4.10)
Stabilitetstidssteget for parallellepipeden &r enligt (5.2.1):
(10.4.11)
Man erhaller:
» 2.5 (10.4.12)

tc 4

Uttrycket (10.4.12) galler dven vid tvadimensionella (Lz —* 00) och endimensionella
(Ly,Lz —* oo) forhallanden.

Stabilitetstidssteget for en cell definierar en tidslangd som ar 2.5 ganger sa lang
som tids- konstanten for den langsammast avklingande termen i temperaturen (10.4.9).
Efter stabilitetstidssteget har temperaturen ddmpats med faktorn 0.085 enligt (10.4.6).
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10.4.2 Temperaturavklingning i delvolym

| omradet —o0 < X < 00 ges temperaturen av T(x,t). Begynnelsetemperaturen &r:

(Ti -L/2 <x<L/2

(10.4.13)
0 |x >i/2
Enligt [Claesson et al.,1980] &r l6sningen for t > 0:
TXxt) =Ti f(x',r)
fix',t) =05 (erf @D +erf (®N)) (10.4.14)

Aat . X
T- L2 X - L

Funktionen erf(s), felfunktionen, ges i figur 10.4.2. Funktionen f(x',r) gesi figur 10.4.3.

«K»)

Figur 10.4.2. Felfunktionen erf(s).

MXx',r)

0.02 1

Figur 10.4.3. Funktionen f(x\ t).



156

Medeltemperaturen Trn(t) i omradet -i/2 < x < i/2 éar:

Tm(t) =T1-fm (1)
(10.4.15)
fm(r) = erf

Funktionen fm ges i figur 10.4.4.

*m(T)
1.0
0.5
o r
0 10 2.0 ao

Figur 10.4.4. Funktionen fm(r).

Dela in x-axeln i en gitterstruktur med cellstorleken Ax = i sd att en av cellerna
tacker omradet |x| < i/2. Enligt (5.2.2) ar stabilitetstidssteget for en sadan cell:

Det skalade tidsvardet for stabilitetstidssteget &r:

(10.4.16)

Figur 10.4.4 ger fm(2) ~ 0.38. JAmfort med den inledande temperaturen T\ i cellen
runt origo ar avvikelsen fran den slutliga medeltemperaturen T = 0 ungefar 38 % efter
tiden At3tab- Med den i kapitel 4 beskrivna ldsningsmetoden &r, efter tiden Atstai,
cellens temperatur T — 0. Se avsnitt 5.1.1.

For ett tredimensionellt fall ges begynnelsetemperaturen av:

(10.4.17)
0  dvrig volym

Ldsningen ges av:
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,/ x 4dat\ | ly dat\ |, (z 4dat\

xy,z,t) — (10.4.18)
Medeltemperaturen i det betraktade omradet ges av [C/aesson et al., 1980]:
Tm)=TI */ i *f 1D “/m (CIF
m®= Tl */m (ir) *fm QD “m (1) (10.4.19)

Funktionen /m(r) ges i (10.4.15). Léat de tre langderna Ly och Lz vara lika stora.
Vid en indelning i en tredimensionell cellstruktur ger (5.2.5) stabilitetstidssteget for en
cell:

Atstab = (10.4.20)

Det skalade tidsvardet for stabilitetstidssteget ar r = 2/3. Figur 10.4.4 och (10.4.19)
ger:

m (£) =Tl ' ~=(2/3))3 « °-187i (10.4.21)

Medeltemperaturen Tm(t) ar ett matt pa varmeinnehallet i den betraktade kuben om
temperaturen T = 0 valjs som referensniva. Vid berdkningen behandlas varmetrans-
porten genom kubens rander pa ett exakt satt enligt varmeledningsekvationen. Efter
den tid som motsvaras av kubens stabilitetstidssteg aterstar 18 % av kubens varmein-
nehall. Med den approximativa beskrivning som anvands vid den numeriska l6sningen
forlorar kuben hela varmeinnehallet under tidssteget. Se avsnitt 5.1.1.

10.5 Temperatursteg vid hérn

| ett omrade x > 0, y > 0 ges temperaturen av T(X,y,t). Begynnelsetemperaturen
ar T(x,y,0) = 0. Vid tiden t > 0 &r randtemperaturen Tm, Se figur 10.5.1.

Figur 10.5.1. Temperatursteg vid tvadimensionellt horn.
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En skalad 16sning T'(X,y,t) ges av [Carslaw, Jaeger, 5.6]:
T'(Xy,b) = =1_ erf(x") rerf(y") (10.5.1)

s/Art
>
y ~ \/ut

Funktionen erf(.s) ges i figur 10.4.2. Vid vaxande s gar erf(s) mot vérdet ett. Av
funktionen (10.5.1) framgar att for vaxande y' gller:

T'(x,j/,£)-> 1 - erf(x") = erfc(x)
(10.5.2)

Vid varje tidpunkt narmar sig, pa tillrackligt stort avstand fran hornet, tempera-
turfordelningen en endimensionell 16sning i x-led vilken &r ostérd av hornet. Lat yp
vara den punkt dér erf(i/") vid en viss tidpunkt &r stdrre &n p (0 < p < 1). | analogi
med (10.1.4) erhalls:

i0.90 ~ 2.3\fcd
(10.5.3)
2/0.99 ~ 3.6y/at

Uttrycken i (10.5.3) ger mojligheten att vid valfri tidpunkt bestimma var den tvadi-
mensionella lésningen, med given feltolerans, 6vergar i en endimensionell 16sning enligt
avsnitt 10.1.1. Det sokta avstandet ar proportionellt mot kvadratroten ur den passerade
tiden efter temperaturspranget.

| ett tredimensionellt fall definieras problemet pa féljande satt. Temperaturen ges
av T(x,y,z,t).

Begynnelsevillkor:
T(x,y,2,0) =0 (10.5.4)

Randvillkor, t > 0:

T(0,y,z,t) =Tm y=>0,z=0
T(x,0,z,t) = Tm x>02>0 (10.5.5)
T(0,y,z,t) = Tm x>0y>0

Ldsningen ges i analogi med (10.5.1) av:

T\X,y,2,t) T(x,z,i) _J_ cerf(y") . erf(x)

I'mm

;X
X' — yl4at (105.6)
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Enligt (10.5.6) gar losningen vid tillrackligt stort varde pa ndgot av argumenten *', y'
och z mot tvadimensionella férhallanden. Dessa varden erhalls i analogi med uttrycken
i (10.5.3). Vid tillrackligt stora varden pa kombinationen av tva av faktorerna ovan
gar losningen mot endimensionella forhallanden.

| ett tredimensionellt fall kan man, beroende pa geometri och tidpunkt, eventuellt
forenkla problemets geometri till ett tva- eller endimensionellt fall.

10.6 Platta pa mark

10.6.1 Given randtemperatur

I en halvoandlig, tvadimensionell rymd, z > 0, &r temperaturen T(x,z). Det
stationdra problemet definieras av foljande randvillkor:

T(x,0) =Tm [|* <5/2

(10.6.1)
T(x0) =0 [* >5/2

Figur 10.6.1. Platta pa mark. Randvillkor.

Féljande skalning valjs:

T(x,z) = Tm-T'(x",2")

(10.6.2)
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Ldsningen ges av:

T'(X',2") arctan L+x 4- arctan I\/I ) (10.6.3)

Funktionens derivata i x-led ar:

darT 1 1

+ W\ <1 (10.6.4)
dz' z'-O * U +a' 1-*'

Vérmeflodet i vertikalled l&ngs randen |x| < J5/2 &r proportionell mot funktionen
(10.6.4).

Vid tredimensionella forhallanden, z > 0, ges den stationara temperaturen av
T(x,y,z). Plattan técker ytan \x\ < B/2, |y| < L/2. F6ljande skalning valjs:

TX,Y,2)=Tm-T'{xX",y",2")

B/2
(10.6.5)
B/2
z _ SI2
Problemet definieras i skalad form av:
T('Yy',0 =1 x| < 1, \y'\<L/B (10.6.6)
Ty, 0) =0 utanfor rektangeln (10.6.7)

Ldsningen ges avi
Ty, z2) = "{A(l -x,L/IB-y,z2)+A(l+x,L/B -y, z)+
Al-X,L/IB+y.z)+Al+ L/B+y,2z)} (10.6.8)
A{r,s,t) = arctan
Funktionens derivata i x-led &r:
U 12 ZROCY) + REXLY) + ROC,Y) + REX YY)
RixX'y") - 2iry(I-x")2 + (L/B-y) (106.9)

x| <1 och \y\ < L/B



161

10.6.2 Givet randvarmefléde

I en tvadimensionell halvoandlig rymd, z > 0, ges temperaturen av T(X,z). Det
stationdra problemet definieras av féljande randvillkor (figur 10.6.2):

_AdT(,0)

dz 2 Kkl < B/2 (10.6.10)

T(x,00=0 |x >B/2

T=0 '3T-=qi <<1* -T=0
- S ey IO *
-B/2 B/2

Figur 10.6.2. Platta pa mark. Randvillkor.

Féljande skalning valjs:

TL{X,2)=W"T\x",z")

(10.6.11)
B/2
B/2
Problemet definieras i skalad form av:
daT _ . .
dz' 1z=07 | Kl <i
(10.6.12)
T(X',0) =0 <=1
Enligt [Claesson, Eftring, 1980, kap 6-7] ges Idsningen av:
T, 2= ~/FfFF~fF+F+7
(10.6.13)

f 1+(y)2-Fx)2

Speciellt galler:
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T'(X',0) = y/l - (2')2 W\ <1 (10.6.14)

Vid cylindersymmetri ges temperaturen av T(r,z). Det skalade problemet definie-
ras av:

fir=1 0O<r<l1

T(r,0 =0 r>1
(10.6.15)

Temperaturen T'(r',0) i omradet r' < 1 ges av:

TV, 0) = \y/I - (r')2 (10.6.16)
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Kapitel 11

FORENKLINGSVAGAR

Ett varmetransportproblem definieras av ett omrades geometri, randvillkor for var-
je delrand, starttemperatur i berdkningsomradet samt av termiska egenskaper inom
berakningsomradet. Vid I6sning av problemet &r intresset i allméanhet fokuserat pa
nagon speciell del av berakningsomradet.

I manga situationer kan det beskrivna problemet forenklas pa olika satt utan att
oacceptabla fel introduceras i den intressanta delen av Idsningen. | den féljande be-
skrivningen ges en systematisk framstallning av ett tillvagagangssétt.

Utgangspunkten ar ett varmetransportproblem av ovan beskriven typ. Problemets
karakteristiska egenskaper bestdms av:

* berakningsomradets geometri
« tidsskalor som definieras av cykliska randvillkors periodlangder

« tidsskalor som definieras av att temperatursteg vid en eller flera rander orsakar
en eller flera temperaturfront(er) som ror sig in i omradet fran respektive rand

P& motsvarande satt bestams losningens vasentliga delar av:

« geometri: endast ett visst delomrade ar intressant

« tid: l6sningen ar endast intressant vid viss(a) tidpunkt(er)

Genomforandet av en 16sning kraver att berakningsomradet beskrivs i ett cellsys-
tem och att nddvéndiga randvillkor definieras vid lampliga rander. Flera principiellt
olika forenklingsmoment kan anvandas vid en sadan beskrivning.

Reduktion av totalproblemet

1. Eventuella geometriska symmetrier medfor att berakningsomradet kan reduceras
genom inforandet av rander i form av symmetriplan genom vilka varmeflddet ar
noll. Ett enkelt exempel ges i figur 11.1.
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T=0 T=1 T=0

* symmetriplan

Figur 11.1 Symmetriplan som halverar ett berakningsomrade.

2. Superpositionsprincipen medfor att det totala problemet for det reducerade omra-
det kan separeras i ett antal delproblem. Varje delproblem beskriver ett grundlag-
gande randvillkor vid en delrand av det reducerade omradet. Med grundlaggande
randvillkor avses har ett temperatursteg eller en periodisk variation med given pe-
riodlangd. | [Eskilson, Thesis] tillampas superpositionsprincipen pa geometriskt
komplicerade problem.

Beddémning av ett delproblems betydelse for den totala I6sningen

Paverkar ett delproblem det intressanta omradet vid tidpunkter av intresse eller
har delproblemet forsumbar betydelse for den aktuella fragestallningen? Bedémning
av detta kan ske via rackviddsbetraktelser for delproblemets temperaturprocess. Man
kan urskilja flera orsaker till en begrénsad rackvidd:

1. tidsskala: Temperaturfronten fran ett temperatursteg har, vid intressanta tid-
punkter, endast rort sig sa Iangt in i omradet att temperaturen i omradets intres-
santa delar har férsumbar betydelse. Se avsnitt 10.2.1.

2. dampning pa grund av periodiskt randvillkor. Ju kortare tidsperiod en varieran-
de randtemperatur har desto kortare ar den resulterande temperaturprocessens
intrdngningsdjup. Se avsnitt 10.2.2.

3. dampning pa grund av den aktuella I6sningens karaktar. Man far i varje punkt
av berakningsomradet en temperatur som med tiden vaxer mot ett gransvarde.
Detta gransvarde gar mot noll med avstandet fran randen. Oavsett tidpunkt kan
man se Vilket storsta inflytande delproblemet kan ha inom den intressanta delen
av berakningsomradet. Se kapitel 10.

Forenkling av ett delproblem

Ett uppstéllt delproblem omfattar en geometrisk beskrivning och ett grundlédggan-
de randvillkor vid en delrand. | vissa situationer kan problemets geometri forenklas
ytterligare.

1. Det intressanta omradet ligger s langt fran vissa rander att dessas betydelse
kan forsummas. Dessa rander kan da ges en sadan beskrivning att delproblemets
geometri forenklas. Ett exempel ges i figur 11.2.
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Figur 11.2 Forenkling av ett delproblems geometri. Geometriska rander &r
heldragna. Intressant omrade ar tatt strackat.

2. En rand i delproblemet kan ha en “skrovlig” yta. Tidsskalan vid I6sningen av
problemstallningen medfér att randcellen har en viss cellstorlek. Om skrovlighe-
ten har sma dimensioner jamfort med cellstorleken kan den skrovliga randytan
slatas ut (att storningen fran skrovligheten hos en yta har en geometrigrundad,
begransad rackvidd bevisas inte har utan far tas som ett intuitivt faktum).

3. Vid varierande termiska egenskaper inom omradet kan det betraktade problemets
tidsskala vara stor i forhallande till tidsskalan for ett delomrade med homogena
termiska egenskaper. Formel (9.1.2) anger stabilitetstidssteg for celler i en cell-
struktur som &r anpassad till det forlopp som orsakas av ett temperatursteg vid
randen. Man kan da se vilket stabilitetstidssteg en cell bor ha pa den plats i gitt-
ret dar det betraktade delomradet ar belaget. Beskriv det betraktade delomradet
som en enda cell med dimensioner som stammer Gverens med delomradets. Om
denna cells stabilitetstidssteg ar avsevért mindre &n vad (9.1.2) anger, har man
inom delomradet en approximativt stationar temperaturfordelning. Delomradet
kan, beroende pa geometrin i 6vrigt, eventuellt ges en beskrivning i form av ett
tunt skikt (forsumbar tjocklek och alltsd aven forsumbar varmekapacitet) dar
skiktets varmemotstand ar lika med det betraktade delomradets varmemotstand.
Se avsnitt 9.1.

Vid berékning av varmetransport i mark kan markisoleringar i form av skivor
ofta representeras pa detta satt. Marken kan da beskrivas med homogena termis-
ka egenskaper och markisoleringarna beskrivs som tunna motstandsskikt mellan
lampliga celler i cellstrukturen.

4, Genom en forandring av problemstallningen kan berakningsomradets geometri i
vissa fall avsevart forenklas. Betrakta till exempel fallet med varmetransport till
och fran ett ror i mark. Berakningen skall genomforas for ett vertikalt tvarsnitt
vinkelrétt mot roret. Man har en komplicerad geometri som omfattar den plana
markytan och roérets cirkuldra rand. Berakningsomradet skall delas in i en git-
terstruktur. En vésentlig del vid 16sningens genomférande ar att korrekt beskriva
vérmetransporten genom olika cellrdnder.

Den fysiska narvaron av roret medfér den svarbeskrivna geometrin. Om varme-
overforingen mellan rér och mark kan ges en annan beskrivning kan den geomet-
riska komplikationen elimineras. Berakningsomradet kan till exempel indelas i en
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Cartesisk gitterstruktur sa att rérets centrum hamnar mitt pa randen mellan tva
celler av samma dimension.

Den stationéra rotationssymmetriska temperaturférdelningen runt ett roér utan
inverkan av markyta har en kand temperaturprofil. Lat temperaturen nara det
aktuella roret i marken ha detta utseende. Lat, i den punkt som motsvarar mitt-
punkten av de omgivande cellerna, den antagna temperaturfoérdelningens varde
vara de tva berérda cellernas medeltemperatur.

Tidsskalan for den betraktade variationen i rérets temperatur ar sadan att tempe-
raturférdelningen i det betraktade omradet kan betraktas som stationart (galler
alltid for omradet mellan tva temperaturpunkter). Varmeoéverféringen mellan ror
och mark bestams da av rorets temperatur, den ovan definierade medeltempera-
turen samt av varmemotstandet mellan de tva cirklar som definieras av rorradien
och av de tva cellernas mittpunkter. Se avsnitt 2.3.2. Det salunda bestamda
varmeflodet, positivt eller negativt, fordelas mellan de tva betraktade cellerna.

Det ursprungliga problemet med varmedverforing till och fran ett rér har férand-
rats till ett problem som kan uppfattas som volumetrisk varmetranport till tva cel-
ler i cellstrukturen. Resultatet ar en stor forenkling av berakningsomradets geo-
metri. FoOr ytterligare utveckling av denna metod hénvisas till [Hellstrom, Thesis]
avseende borrhalsvarmelager dar man har en dynamisk, endimensionell rotation-
ssymmetrisk beskrivning av temperaturforloppet néara réret och dér markcellerna
i stéllet kan goras mycket stérre. Den korta tidsskalan hanteras i det lokala en-
dimensionella problemet nara roret och det langsammare storskaliga forloppet i
marken hanteras med hjalp av en till denna tidsskala anpassad cellstruktur.

Anpassning av ett delproblem till ett cellsystem
For att ett relevant delproblem skall kunna losas maste det beskrivas i ett funge-
rande cellsystem. Fdéljande grundldggande mdjligheter finns:

1. Delproblemet beskrivs direkt i ett allmént ortogonalt gitter. En sned rand kan
i ett Cartesiskt koordinatsystem beskrivas sdgtandformat utan att berdkningen
paverkas. Dock maste vid en sddan beskrivning varden for eventuella randvar-
memotstand korrigeras. Se avsnitt 8.1.

2. Berakningsomradet omformas via en konform avbildning till en geometri som
passar ett allmént ortogonalt koordinatsystem. Se avsnitt 8.2.2.

3. Berakningsomradet beskrivs med ett rent triangulart eller med ett blandat tri-
angulért/ortogonalt cellsystem. Se avsnitt 8.3.

Oavsett typen av cellsystem skall ingdende cellers dimensioner viljas sa att cellernas
tidsskalor dverensstdimmer med tidsskalan for den studerade processen. Se kapitel 6.

Om flera delproblem har samma geometri kan en gemensam lésning erhallas ge-
nom att deras respektive randvillkor adderas. Vid valet av cellstorlek skall, i hela
berakningsomradet, den minsta cellstorleken fran de bada delproblemen viéljas.

Reduktion av antalet nédvéandiga cellberékningar i en cellstruktur

Vid genomfdrandet av en berdkning behdver inte alla celler genomréknas lika ofta.
Man kan systematisera berakningen sa att varje cell bearbetas ungefar i enlighet med
sin egen tidsskala. Detta innebar kortfattat att sma celler genomraknas oftare dn stora
celler. Se avsnitt 6.5.
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Specialhantering av delomraden

Berakningsomradet kan spaltas upp i delax med olika typ av bearbetning. Ett
exempel pa detta & modellen for varmelagring i bergrum (kapitel 13). Den del av
marken som upptas av bergrummet behandlas som ett endimensionellt problem med
en blandad konduktiv/konvektiv varmetransport i vertikalled. Det omgivande bergets
temperaturer definierar randtemperaturer till bergrummet. Tidsiterationen sker med
kortare tidssteg i bergrummet &n i berget. Varmeflédet genom bergrummets ytor
fordelas mellan berérda randceller sé att en noggrann energikonservation uppréatthalls.
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Kapitel 12

FRYSNING. TEMPERATURBEROENDE TERMISKA
EGENSKAPER

Varmeledningsekvationen enligt (3.3.7) skrivs pa foljande satt vid temperaturbe-
roende varmeledningsférmaga och varmekapacitet:

C(M" = -V-¢ = V-(A(T)VT) (12.0.1)

| kapitlet belyses hur de temperaturberoende termiska egenskaperna paverkar den i
kapitel 3 beskrivna I6sningsmetoden. Vidare anges en metod att undvika problemet att
bestdmma de temperaturberoende konduktanserna mellan cellers temperaturpunkter.

12.1 Varmeledningsférmaga

| ett material transporteras varme genom ledning, konvektion och stralning. Dessa
transportmekanismer ar till sin karaktar temperaturberoende dven om detta i mang-
a situationer kan forsummas. Fouriers lag (2.2.4) uttrycker sambandet mellan vér-
metransport och temperaturgradient. N&r temperaturberoendet inte kan férsummas
skrivs Fouriers lag:

For varmeflodet gx (W/m2) langs x-axeln har man:

dT
ax = t12'1'2)

Vid den numeriska lésningen av varmeledningsekvationen kan varmeflédet genom
en cellrand mellan tva temperaturpunkter beraknas med hjélp av (2.3.37) om funktio-
nen A(T) ar kand. Formeln definierar en medelvarmeledningsférméaga mellan de tva
cellernas mittpunkter. Formel (2.3.38) bestammer varmemotstandet mellan cellerna.
Motstandets vérde andras infor varje nytt iterationstidssteg i berakningen. Se avsnitt
4.2.2. Betydelsen av temperaturberoendet skall belysas av foljande exempel.
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Exempel

Vérmeflédet genom en latt isolerskiva med tjockleken 0.16 m skall bestam-
mas. Varmeledningsformagan A(T) antas variera lineart mellan vardet vid
0 °C, Ao = 0.036, och vardet vid 60 °C, A™ = 0.051 W/mK. Materialets
vérmekapacitet ar 30000 J/m3K.

Temperaturen pa skivans insida ar 20 °C. Tre olika temperaturvariationer
har ansatts vid skivans yttersida.

1. Tute = 20 + 20 ms(udygn 1 t) (°C)
2. Tute = 50 + 30 cos(udygn 1t)  (°C)
3. Tute = 50 (°C)

dar udygn — j dygn

De valda fallen kan illustrera forhallandet vid taket pa ett hus under ett
normalt och ett extremt sommardygn.

varmelednings- max varmeflode in energi in under
formaga ett dygn
(W/mK) (W/m2) (kWh/mz2)
Fall Fall
1 2 3 1 2 3
A(T) 54 198 8.5 0.004 0.214 0.204
A0 4.7 142 7.1 0.000 0.170 0.170

Tabell 12.1.1. Véarmefléde genom en skiva med temperaturberoende vérmelednings-
formaga.

Av tabell 12.1.1 framgar att det maximala varmeflédet genom skivan vid
fall 1 ar 15 % storre vid varierande varmeledningsférméaga an med konstant
Aio-vdrde.

Vid fall 2, som géller extrema temperaturforhallanden, ger den tempera-
turberoende varmeledningsformagan A(T) ett maximalt varmeflode genom
skivan som &r 30 % storre &n vad som erhalls med Am. Den totala varme-
mangd som transporteras in genom skivan under ett dygn blir 15 % storre
med A(T) & med Am-



171

12.2 Varmekapacitet

| formel (2.1.4) ges ett samband mellan den temperaturforandring dT som erhalls
nar en volymsenhet av ett material tillférs virmeméngden dE. Man har:

dE = CdT

Detta samband forutsatter att temperaturhdjningen dT &r lika stor oberoende av vid
vilken temperatur T varmetillskottet sker. | det allménna fallet kan proportionalitets-
faktorn C (J/m3K), den volymetriska varmekapaciteten, vara en funktion av tempera-
turen T. Man har:

dE = C(T)dT (12.2.1)

Vid den numeriska I6sningen av varmeledningsekvationen berdknas varmetillskot-
tet AEi (J) till varje cell i under ett tidssteg. Cellens temperatur fore och efter tids-
steget betecknas T,,, respektive T;)n+j. Cellens volym &r V- Integration av (12.2.1)
ger:

AEi = 1"+l ViC{T)dT (12.2.2)

JTi,n

Vid temperaturoberoende varmekapacitet ger (12.2.2):
AEi = (Ti,n+l - Ti,n)vVC (12.2.3)

Denna formulering &r ekvivalent med uttrycket (3.3.4). Ur (12.2.3) kan den nya tempe-
raturen T,,n+i enkelt beréknas nér nettovarmetillskottet AE, till cellen under tidssteget
At &r kant.

Vid temperaturberoende varmekapacitet kan man ur (12.2.2) definiera ett entydigt
samband mellan en cells varmeinnehall (J) och dess temperatur enligt:

Ei(Ti)= fT Vi1 C(T)dT (12.2.4)
Jo
Uttrycket (12.2.4) innebar att cellens varmeinnehall definitionsmassigt ar noll vid tem-

peraturen Ti = 0 °C. Med hjélp av (12.2.4) bestdms cellens temperatur Ti,n+! efter
tidssteget At av ekvationen:

Ei(Ti,n+1) = Ei(Ti,n) + AEi (12.2.5)

Med utgangspunkt fran sambandet (12.2.1) mellan varmetillskott och temperaturfor-
andring innehaller (12.2.5) inga approximationer. En cells varmeinnehall kontrolleras
exakt.
Anmarkning
Féljande enkla approximation av sambandet (12.2.1) kan medftra stora fel.
AEi = v C(7i0)(Tin+l - 71,,,) (12.2.6)
Detta ger ett enkelt explicit uttryck fér den nya temperaturen 7j,,,. Approxima-
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tionen kan ge upphov till stora felaktigheter i en cells varmeinnehall och darmed i
dess temperatur.

Figur 12.2.1. Tva beskrivningar av temperaturberoende varmekapacitet.

Antag att temperaturen i en cell ar I'\ vid tidsstegets borjan (figur 12.2.1). Om
(12.2.6) anvands vid berékning av den nya temperaturen ar den aktuella varmeka-
paciteten C(Xi). Antag att varmetillskottet till cellen &r s stort att den beréknade
nya temperaturen blir T2, Vid nasta tidssteg anvands vardet C(T2) som aktuell
varmekapacitet. Man har da helt forsummat den energiméangd som represente-
ras av den branta toppen i funktionen C(T). Denna typ av fel undviks med en
beskrivning enligt (12.2.4-5) vilken grundas pé energikonservation.

Ekvationen (12.2.4) kan omformuleras till sorten energi per volymsenhet:

e(TM)= FTC(M)dT (12.2.7)
Jo

Detta samband definierar en materialegenskap. Darmed kan en enda funktion anvandas
for alla celler som bestar av samma material, oavsett cellens dimensioner.

| avsnitt 4.4 anges att temperaturférdelningen i en cell representeras av ett plan
med godtycklig lutning och att cellens mittpunktstemperatur representerar cellens ener-
giinnehéll. Vid temperaturberoende varmekapacitet 4r temperaturplanets lutning noll.
Darmed kan man forvanta sig att berakningsnoggrannheten sjunker jamfort med det
temperaturoberoende fallet. Se aven tabell 8.3.1 som visserligen avser en annan situa-
tion men dar det representerade temperaturplanets lutning ocksa &r noll.

12.3 Frysning

Nar vatten overgar fran flytande till fast form frigors latent varme. Detta varme
deltar i den normala konduktiva varmetransporten i omradet. Processen kan aven ga
i den motsatta riktningen.
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Vid givet tryck fryser rent vatten vid en valdefinierad temperaturniva, fryspunk-
ten. Nar vatten i till exempel en fuktig jord fryser sker fasomvandlingen emellertid
inom ett temperaturintervall. Skalet till detta ar att vattnet pa olika satt ar bundet
till det fasta materialet. Man har en termodynamisk balans mellan vattnets olika till-
sténdsformer. Balanspunkten &andras bland annat med temperaturen. Over en viss
temperatur finns inga iskristaller. Ur 'er denna temperaturniva ékar andelen is med
sjunkande temperatur.

12.3.1 En cells varmeinnehall

Hela frysprocessen forutséatts ske i intervallet Tjr < T < 0. Om frysvarmet for
ett material &r ejr (J/m8y-kan man definiera en konstant volymetrisk varmekapacitet
-ejr/Tjr inom frysintervallet. Materialets volymetriska vdrmekapacitet (J/m3K) ges
da av:

Cor T<Tir
C(T) = Tir Tfr - T -0 (12.3.1)
Cc T>0

I analogi med (12.2.4) kan man da approximativt beskriva materialets varmeinne-
hall per volymsenhet som en strackvis linjar funktion av temperaturen. Figur 12.3.1
visar ett exempel pa detta.

s (J/m3)

Figur 12.3.1. Representation av varmeinnehall per volymsenhet for ett material i vil-
ket frysning kan intraffa.
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12.3.2 Véarmefléde genom en cellrand

Det momentana varmeflodet Qi-1/2 (W) mellan tva celler i — 1 och i kan enligt
(4.3.2) skrivas:

Qi-1/2 = Ifj-i/2(ii-i - T) (12.3.2)

I avsnitt 4.3 definieras konduktansen A’'l_1/2 for olika geometrier. Uttrycken grun-
das pa en stationar approximation av temperaturfordelningen mellan de tva cellernas
mittpunkter och pa att varmeledningsférmagan ar temperaturoberoende.

Vid temperaturberoende varmeledningsformaga kan man definiera en ekvivalent
varmeledningsformaga Xekv for omradet mellan tva cellers temperaturpunkter. Ekva-
tion (2.3.37) uttrycker \ekv vid plan geometri:

pefcr = 1p N P X(T)AT (12.3.3)
i - ii-1 JTix

Med hjélp av Aeft, kan momentana vérden for konduktansen Ki-1/2 bestdmmas for
varje cellrand i berakningsomradet.

I manga tillampningar kan varmeledningsformagan approximativt beskrivas med
ett véarde for ofryst och ett varde for fryst material. Frysning antas ske inom ett
temperaturintervall Tjr < T < 0. Approximativt kan varmeledningsférmagan inom in-
tervallet beskrivas med en linjar funktion. En enkel beskrivning ges av:

T<Tjr
A(M) = XQj " F\NSr - "of) Tir<T<o0 (12.3.4)
*of T>0

Varmeledningsférmagan Xekv mellan tva celler kan d& med hjalp av (12.3.3) anges
for nagra olika fall av celltemperaturer.

Fall : Tjr <Ti-i<2) <0

" T-i+T Xjr-X  A(r-x) + A(r)
i 2

Aekv + 2 " Tjr (12.3.5)
| detta fall &r Ae*, ett medelvérde mellan den aktuella varmeledningsfor-
magan i de tva cellernas temperaturpunkter.

Fall 22 T-\ <T/roch T/r <T< 0

T - Tinxjr+ (@i 1) 2"

12.3.6
Ti - T-i (1239

Xekv —
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Fall 3: Tt x < Tfroch T, >0

(Tfr = TinXfr — TfrAY/~- + TiX

neky — Ti - Ti ! (12.3.7)
Fall 4: Tfr <T)_i <0och T, >0
-Ti-1X+XFe-1) + TiX
~ekv — (12.3.8)

T -Ta

Formlema (12.3.5-8) bestdmmer >~ for alla mdjliga kombinationer av tempe-
raturer i tva narliggande celler nar A varierar langs linjen mellan de tva cellernas
mittpunkter.

Om frysintervallet ar litet, dvs absolutvérdet av Tjr ar litet, kan man tala om en
frysfront vilken under ett frysforlopp forflyttas genom materialet. For endimensionella
forhallanden visar figur 12.3.2 ett exempel i vilket fronten har forsumbar tjocklek.

Figur 12.3.2. Frysfront i en endimensionell gitterstruktur.

I ett givet dgonblick befinner sig frysfronten pa avstanden och u fran temperatur-
punkterna i — 1 respektive i. Vid frysfronten &r temperaturen approximativt 0 °C. Om
frysfronten befinner sig i cell i — 1 ges det momentana varmeflddet (W/m2) genom den

gemensamma cellranden av:

. _0-Ti.

li-12= 7 X (12.3.9)
Om fronten ligger i cell i ges varmefloédet (\W/m2) genom cellranden av:

9,-1/2 = Ti~l - \r (12.3.10)

Cj—1

Med denna metod att berakna varmeflodet mellan angransande celler erhalls enk-
lare uttryck &n (12.3.5-8). Metoden innebér emellertid en noggrannare beskrivning av
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temperaturfordelningen inom den enskilda cellen &n vad I6sningsmetoden i andra fall
inneburit (se kapitel 4). | tva- och tredimensionella omraden blir den geometriska be-
skrivningen av frysfrontens l&ge dessutom avsevart besvérligare an for endimensionella
fall.

Vid bestdmning av momentant vérde for konduktansen Ki_i/2 har féljande enk-
la och berdkningsméssigt snabba metod valts vid jamforelserna mellan numerisk och
analytisk ldsning i avsnitt 12.4.

Vid borjan av ett tidssteg ar det volumetriska varmeinnehallet e(T) (J/m3) enligt
figur 12.3.1 kant for de tva cellerna i — 1 och i. Med hjalp av medelvardet emv =
(e(7',_iiTl) + e(Tttn))/2 bestdams konduktansen mellan cellerna ur féljande samband:

-ff/r ~ N
Ki-12 K+7-(Kfr-K) -efr<emv<0 (12.3.11)

emv (o]

| funktionen (12.3.11) &r K och Kjr konduktansen mellan cellerna for ofryst respektive
fryst material. Eftersom emv &r en funktion av bada cellernas momentana varmeinne-
hall medfér sambandet (12.3.11) att viss hansyn tas till frysfrontens aktuella placering
inom berakningsomradet. Om till exempel cellerna i — 2 och i — 1 &r ofrysta medan
cell i ar fryst s& kommer endast varmeflodet mellan cellerna i — 1 och i att paverkas av
frysfronten.

12.4 Jamforelse mellan analytisk och numerisk I6sning

En jamforelse har utforts for foljande plana halvoédndliga fall. V&rmeledningsfor-
magan &ar 1.05 och 1.40 W/mK for ofruset respektive fruset material. Den volymetriska
vérmekapaciteten ar 2.34-10® och 1.76-10® J/m3K for ofruset respektive fruset material.
Smaltvarmet ar 93.2 -100 J/m3. Frysning sker i den analytiska I6sningen vid 0 °C och
i den numeriska modellen i temperaturintervallet —0.001 < T < 0.0 °C. Starttempera-
turen i det betraktade omradet &r 5 °C och randtemperaturen ar konstant -5 °C. Den
analytiska l6sningen ges i [Carslaw, Jaeger, kap XI\

Figurerna 12.4.1-2 visar temperaturfordelningen i omradet efter 20 dygn vid tva
olika cellstrukturer. Med den fina cellstrukturen &r avvikelsen mellan numerisk och
analytisk 16sning mycket liten. For den grévre cellstrukturen ar felet stérst (« 0.5 °C)
vid frysfronten. Felets storlek avtar med avstandet fran frysfronten.
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T(x,t)

t«20 dygn

— Analytisk
Ax-0.15m

Figur 12.4.1. Temperaturfordelning med Ax = 0.15 m [Johansson, Westman].

T(x.t)

t-20dygn

Figur 12.4.2. Temperaturférdelning med Ax = 0.05 m [Johansson, Westman].
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— Analytisk
e Ax-0.15m

Figur 12.4.3. Frysfrontens lage med Ax = 0.15 m [Johansson, Westman)].

x(m)

Figur 12.4.4. Frysfrontens lage med Ax = 0.05 m [Johansson, Westman],

Figurerna 12.4.3-4 visar frysfrontens lage som funktion av tiden for de tva cell-
strukturerna. For den fina cellstrukturen &r avvikelsen < 0.01 m. FOr den grovre
cellstrukturen &r avvikelsen fran den analytiska I6sningen < 0.04 m. Felet ar storst i
borjan av simuleringen. Man far ett fel vars storlek varierar periodiskt. Felets variation
beror pa den fysikaliska beskrivningen av frysforloppet i den numeriska modellen.

Eftersom, i den numeriska modellen, frysning inte &ger rum forrén hela den forsta
cellens temperatur sjunkit till frysintervallet kommer det ”numeriska frysforloppet” att
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bli forskjutet i tiden. Man far en avvikelse mellan numerisk och analytisk 16sning,
som till en bdrjan 6kar med tiden. Nar frysning i den forsta cellen intréffar kommer
konduktansen mellan cell 1 och cell 2 att paverkas och fa stérre varden &n vad som
vore “analytiskt korrekt”. Detta betyder att cell 2 kommer att “tappa” varme till cell
1 snabbare &n vad som sker i motsvarande omrade enligt den analytiska beskrivningen.
Frysfronten kommer darfor att flytta sig snabbare i den numeriska beskrivningen och
avvikelsen mellan numerisk och analytisk 16sning minskar under en tidsperiod. Felet
kommer darefter ater att dka eftersom frysfronten inte kan kommain i cell 2 forran hela
cell 2 har blivit nedkyld till frysintervallet osv. Resultatet blir en periodisk variation
i avvikelsen. Det minsta felet i den beréknade frysfrontens l&ge intréffar i nérheten
av positionerna nAx, alltsa vid de tidpunkter nar hela celler blivit frysta [Johansson,
Westman)].

12.5 Introduktion av temperaturskalan T\(T)

Ett problem vid numerisk I8sning av varmeledningsekvationen med temperaturbe-
roende varmeledningsformaga ar bestamningen av konduktansen mellan tva tempera-
turpunkter nar dessa har olika temperatur. En interpollering maste utforas for varje
konduktans. Infor varje tidssteg maste nya varden beraknas fér konduktanserna mellan
temperaturpunkterna. Se avsnitt 4.2.2.

En metod att helt undvika detta problem &r att introducera en ny temperaturskala
TX(T) [Carslaw, Jaeger, 1.d] enligt:

(12.5.1)

Funktionen definierar en ny temperaturskala som &r beroende av varmeledningsforma-
gan A(T) for det aktuella materialet. Referensvérdena Ar och Tr kan valjas godtyckligt.
| det foljande valjs Tr = 0 °C. Man har:

T\(Tr) =0 (12.5.2)
Vid konstant varmeledningsforméaga, A(T) = Ar, erhalls:

T™XT) =T (12.5.3)

Derivering av (12.5.1) ger:

dTx _ A(T
For varmeflodet galler da:
g= —A(T)VT = —ArVT\ (12.5.5)

Vérmeledningsekvationen &r:
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Vig=V: AMVT) = <= T ™ =C( (12.5.6)
Inséttning av (12.5.5) ger grundekvationen i T\:

ArV VA = — (12.5.7)

Det volumetriska energiinnehallet e betraktas som en funktion av T\. Hdgerledet kan
da omformas:

de de dT_ oT% _ k m

dt  dT '=ta @ y ' OA(T) ' ot (12.5.8)
Ekvationen i T\ blir:
Vi (AIVTA) = -~ (12.5.9)

Detta &r varmeledningsekvationen i T\ med variabel vdrmekapacitet XrC(T\)/A(T\).
Den erhallna ekvationen kan jamforas med ekvation (3.3.7). Vinsten med omformule-
ringen ar att varmeledningsformagan blir konstant Ar inom hela berakningsomradet.

Metoden anvands aven vid berakning av fuktforlopp. De i fuktekvationen ingdende
koefficienterna uppvisar kraftigare temperaturberoende an koefficienterna i vdrmeled-
ningsekvationen [Arfvidsson, Claesson],

12.5.1 Numerisk hantering av T\—ekvationen

Man erhaller i analogi med (4.2.1) foljande diskreta formulering for energiinehallet
E(T\) (J) i en cell i vid tidpunkten n + 1 nar energiinnehallet ar kant vid tidpunkten
n:

E(Tx,i,n+l) = E(Tx,i,n)+ (£ Qrand,m, nj At (12.5.10)

Med kannedom om funktionen E{T\) kan nytt vérde for T\ efter tidssteget bestdm-
mas. Temperaturprocessen foljs i storheten T\. Den verkliga temperaturen kan vid
onskad tidpunkt erhallas ur funktionen T = T(T\), vilken ar inversen till deni (12.5.1)
definierade temperaturskalan.

Hanteringen av den nya ekvationen skall visas for nagra grundlaggande fall av
temperaturberoende termiska data. Varmeflédena beréknas enligt ovan som om var-
meledningsférméagan har det konstanta vardet Ar.

Fall 1.
Frysning sker vid temperaturen 0 °C. Sméltvarmet &r eyr (J/m3). Termiska
data ges av:
T=0
A(T) = (12.5.11)

T<0



C+ T>0

c¢cn e T<0

(12.5.12)

Referensvarmeledningsférmagan véljs till Ar = A+ Referenstemperaturen
véljs till Tr = 0. Foljande samband erhalls:

T T>0
Tx = (12.5.13)
- T<0

Den inversa funktionen ges av:

Tx Tx>0
(12.5.14)
X< 0
Energifunktionerna e(T) och e(T\) ges av:
{ C+T T=0
-efr + C-T T<0
C+Tx x>0
<Tx) = (12.5.16)

—ejr + Cl-~-Tx  Tx<O

Har ar e(+0) - e(-0) = e/r. Se figur 12.5.1.

e(T) e(Tx)

(0.- efr)

Figur 12.5.1. Energifunktionerna e(T) och e(T\) for fall 1.

Fall 2.
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Frysningen sker inom intervallet Tjr < T < 0. Termiska data definieras i
Fall 1. Referensvarmeledningsformagan valjs till Ar = A+, Referenstempe-
raturen viljs till Tt = 0. Foljande samband erhalls:

T
Ta =
»nen ges av:
T\
T=
«D

Energifunktionerna e(T) och e(T\) ges av:

CaT

eM= T

-e/r + C__(r-r/r)

C+T\

ZTI1.h=Tx
<TX) Tfr A_)

T>0
(12.5.17)
T<0
Ta >0
(12.5.18)
Ta <O
T=0
Tfr<T<0 (12.5.19)
T<Tjr
Ta >0
XjrTlr < Ta <0 (12.5.20)

efr+C— CET>—Tfr) TA<"T/r

Se figur 12.5.2.

e(T)

e(TJ

Figur 12.5.2. Energifunktionerna e(T) och e(Tx) for fall 2.
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Fall 3.
| detta fall varierar termiska data linjart som funktion av temperaturen.
Detta ger mdjlighet att beskriva en godtycklig funktion som en strackvis
linjar funktion i ett antal temperaturintervall. Hér betraktas for enkelhets
skull ett enda temperaturintervall Tj <T < Tj+\.

Termiska data ges av:

X(T) = X0 + kxT )
| Tj <T < Tj+! (12.5.21)
C(T) = C0+keT j

Referensvarmeledningsformagan valjs till XT = Ao. Referenstemperaturen
véljs till Tr = 0. Foljande samband erhalls:

T(T) = (xoT+ j T <T<Tj+i (125.22)

Den inversa funktionen ges av:

Nnm = —=oT7™; +2A0t>T- (12.5.23)

Tecknet valjs sa att losningen T ligger i ratt intervall Tj < T < Tj+x.
Energifunktionerna ges av:

e(M=CoIT+ yt2 Tj < T < Tj+i (12.5.24)
e(T\) = Co-T(Tx) + (T (Tx))2 T\(Tj) <TX< TA(Tj+1)(12.5.25)

Se figur 12.5.3.

e(TJ

Figur 12.5.3. Energifunktionen e(T\) for fall 3.
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12.5.2 Diskontinuitet i randen mellan tva olika material

Betrakta randen mellan tvd omraden a och b i vilka varmeledningsférmagan ar
A,.(T) respektive Ab(T). Se figur 12.5.4.

Figur 12.5.4. Rand mellan tva material.

Vid den gemensamma randen skall sdvél temperatur som varmeflode, vinkelratt mot
randen, vara kontinuerliga. Man har vid randen:

Talr = Thir (12.5.26)
dT&_  dT
“ dn r—Xb!hv (12.5.27)

Enligt (12.5.1) ar 7),-vardet i en punkt en funktion av varmeledningsformagan A(T)
i punkten. Randvillkoret for varmeflodet enligt ovan motsvaras i T\-representationen
av:

dt$ _ dTI
dn r_ dn (12.5.28)
| TVrepresentationen erhalls en diskontinuitet i randen pa grund av de olika varmeled-
ningsférmagorna i omrade a och b. Temperaturen i randen motsvaras i T\-representa-
tionen av:

Trani = T“(71|r) = Th(TH\r) (12.5.29)



185

Figur 12.5.5. T\(T) i tva olika material a och b.

| figur 12.5.5 visas T\ som funktion av temperaturen T for de tva omradena. Mot
varje givet T svarar ett bestdmt vérdepar T® och Ty 1 figuren definieras for ett givet

vérde pa T® ett bestamt varde pa Ty Ett exempel pa ett sddant samband visas i figur
12.5.6.

Figur 12.5.6. Funktion som visar vilka par av T“ och T* som svarar mot samma
temperatur.

Enligt formel (12.5.28) skall, i representationen, normalderivatan mot randen
ha samma varde i de tva omradena. Detta bestammer vilket av de i figur (12.5.6) defi-
nierade talparen T® och TjJ som skall véljas. Detta talpar definierar randtemperaturen
mellan de tva omradena.

Ett exempel skall ges pa bestimning av T\ i randen mellan tva olika material.
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Varmeledningsformagan i de tva materialen ar:

T>0

uT) = (12.5.30)
T<0
T>0

uT) = (12.5.31)
X T<0

For randtemperaturen Trand géller enligt (12.5.11-14):

(12.5.32)

Ett andra samband mellan T* och Tb erhalls fran den numeriska formuleringen av
normalderivatan av T\ . | bdda omradena ar T\ kanda i temperaturpunkternai cellerna
narmast randen. Darmed ar randvardena for T\ definierade i de bada omradena.

12.6 Tillampningar

I de foljande avsnitten redovisas behandlingen av nagra olika problemstallningar
gdllande temperaturberoende termiska egenskaper i samband med att mark fryser.

12.6.1 Tjéalnedtrangning i mark runt hus

Under forsta halvan av 1970-talet utfordes ett stort antal berdkningar géllande
temperatur- och tjalférhallanden i mark runt hus. Syftet var att till Svensk Byggnorm
bestamma nya regler for grundlaggningsdjupet for nagra olika typer av grundkonstruk-
tioner [Adamson et al., 1971] och [Adamson et al., 1973].

| de datorprogram som anvéndes vid detta berdkningsarbete [Claesson, 1968] och
[Eftring, 1971] beskrivs frysningsprocessen analogt med beskrivningen i avsnitt 12.3.
Forutom analytiska tester gjordes jamforelser med métningar vid ett hus, som byggdes
i Skjetten i Norge. Vid jamforelserna anvéndes uppmatta temperaturer under ett hérn,
vilket hallits snofritt under den period som anvéndes for berékningen.

Som lufttemperaturer anvandes uppmatta varden. Utanfor hornet 1ag en hori-
sontell markisolering p& djupet 0.15 m. Dess varmemotstand var 0.86 K/(W/m2).
Termiska data for marken uppskattades efter métningar av jordens densitet och fuk-
tighet. Varden for varmeledningsformaga var 1.60 (ofruset) och 2.00 (fruset) W/mK,
for varmekapacitet 3.2+ 106 (ofruset) och 2.4+ 106 (fruset) J/m3K samt for sméaltvéaxme
143-106 J/m3.



187
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Figur 12.6.1. Cellindelning vid 3-dimensionell berdkning av tjile vid ett horn [Adam-
son et al, 1973}

Anvand cellindelning framgar av figur 12.6.1. Observera att cellerna har olika matt
trots att de ritats lika stora.

Under den betraktade perioden (oktober 1971 till april 1971) varierade inomhus-
temperaturen sa att den lagsta registrerade temperaturen var 12 °C. Berakningar ge-
nomfordes for tva fall med den konstanta innetemperaturen 16 repektive 20 °C.

Berakningsomradets linjara storlek ar cirka 5 ganger storre an husets matt. |
avsnitt 6.4 rekommenderas forhallandet 10. | det betraktade fallet ligger det intressanta
omradet nara husets rander varfor betydelsen av de yttre randerna minskar jamfort
med situationen i 6.4. Omradet ar avpassat for periodisk berakning av arsforlopp. Vid
en transient berakning som omfattar 6 manader kan omradet goras mindre. Se dven
avsnitt 7.4.

Formel (6.3.2) foreslar att cellstorleken i vertikalled med start fran markytan skall
vara < 0.2d0 = 0.44 m for att en arsvariation skall beskrivas med den angivna precisio-
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nen. Vardet har erhallits med termiska data for ofrusen mark. Fryst mark ger storre
celldimensioner. Cellstorlekarna uppfyller kravet och har anpassats till det aktuella
problemets geometri. | horisontalled beskrivs huset med 9 celler, vilket dverensstam-
mer med avsnitt 6.4. Det hade kanske varit dnskvért med en finare cellindelning vid
hoérnet, men datorkraft var dyrbar i borjan av 70-talet. Den intressanta tidpunkten
vid berdkningen intraffar nar -1 °C -isotermen har sitt storsta intrangningsdjup under
husgrunden. Temperaturférdelningen vid denna tidpunkt &r kvasistationar i det intres-
santa omradet i narheten av frysfronten. Gittercellernas storlek blir da inte lika kritisk
for frysningsforloppet.

Den maximala avvikelsen mellan de tva berakningarna och den matta temperaturen
i en punkt 30 cm under isoleringens inre kant vid hornet var 0.7 °C. Medelavvikelsen
under det simulerade halvaret var 0.2 “C mellan métta varden och de som beréknats
med temperaturen 16 °C i huset.

12.6.2 Frysning runt ror i mark

Varmepumpar kan anvédnda slangar och rér i mark som varmekalla. N&r varme ut-
vinns ur den cirkulerande varmebararfluiden sjunker fluidtemperaturen och man far ett
varmeflade till slangen/roret. Vid tillrackligt 1ag temperatur pa fluiden sker en frysning
i marken runt réret. Om inte de ostérda forhallandena i marken &r mycket osymmetris-
ka kan det frysta omradet med rimlig precision beskrivas som rotationssymmetriskt. Da
frysningen gor superponering omajlig i omradet utanfor roret kan det snabba forloppet
i nérheten av roret inte ges en egen lokal beskrivning. Gittersystemet i marken maste
darfor anpassas till den tidsskala man 6nskar studera betraffande varmeutvinningen.
Detta kan innebéra cellstorlekar i storleksordningen centimeter-decimeter i stallet for
meter.

Den globala temperaturprocessen i ett vertikalt tvarsnitt i marken vinkelratt mot
roret beskrivs i ett Cartesiskt tvadimensionellt gitter. Roret placeras pa cellranden
mellan tva cellers temperaturpunkter. Temperaturfordelningen i omradet mellan de tva
temperaturpunkterna ar approximativt stationdr. Temperaturfordelningen runt roret
kan i 6verensstdammelse med detta beskrivas som stationdr och rotationssymmetrisk.
Detta kan anvéndas vid bestdmning av varmeflodet mellan fluid och mark.

I den globala beskrivningen belastas var och en av de tva omgivande cellerna med
halva varmeuttaget. Hansyn till frysning tas enligt avsnitt 12.3. Det tvadimensionella
gittret beskriver temperaturutbredningen i marken. Temperaturen i en cell ar ett matt
pa dess varmeinnehadll. Man kan da vid varje tidpunkt bestamma hur stor den frysta
delen av en cell ar. | de tva betraktade cellerna runt réret har det frysta omradet
formen av en halvcirkel. Vid bestdmningen av den lokala omgivningstemperaturen for
roret har man tva fall.

Lat radien for det frysta omradet vara rf. | det forsta fallet galler 0 < rj < Ax/2,
dar Ax/2 ar halva cellstorleken (avstandet mellan rorets centrum och de omgivande
cellernas temperaturpunkter). Pa avstandet 0/ frdn rérets centrum ges omgivnings-
temperaturen av den temperatur vid vilken marken fryser. Om randen mellan cellerna
inte utgor ett symmetriplan kan medelvardet av rj for de tva cellerna anvéandas.

Det andra fallet intréffar om frysning inte foreligger eller om rj &r storre &n halva
cellstorleken. D& ar varmeledningsférmagan konstant mellan réret och de intilliggan-
de temperaturpunkterna. Med antagen cylindersymmetrisk temperaturférdelning runt
roret ges omgivningstemperaturen av medelvardet av de tva cellernas temperaturer.
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Varmemotstandet mellan fluiden och marken bestams som summan av motstanden
for de skikt som finns mellan fluiden och den koncentriska yta dar temperaturen enligt
ovan ar k&nd (avsnitt 2.3.2). Dérmed &r ett samband givet mellan varmeuttag och
fluidtemperatur [Johansson, Westman].

Jamforelse med maéatningar

Det beskrivna betraktelsesattet har kommit till anvéndning i ett projektarbete
vid Chalmers Tekniska Hogskola [Rehn et ai, 1986\ Ett berédkningsprogram, utvecklat
enligt beskrivna principer, har vid CTH anpassats till att tdcka inom projektet aktuella
fall.

Indata till modellen &r lufttemperatur, snédjup och vérmeuttag (samtliga stor-
heter tidsberoende) samt termiska markdata och slangdata. Snotacket representeras
av ett tidsberoende varmemotstand vid markytan. Modellen inkluderar inte solstral-
ning. Tidsberoende data ges som 10-dagars medelvarden. Datormodellen beskrev ett
2-dimensionellt tvarsnitt vinkelratt mot slangarna/réren.

Ett fall som skulle berdknas géllde ett antal enfamiljshus i Surte. Husen varm-
des med hjalp av varmepump. Till varje hus togs varme fran 300 m slang som var
nedgravd pa djupet 0.75 m. Det horisontella avstandet mellan slingorna var 1.5 m.
Uppmatta varden pa lufttemperatur, energiuttag, snodjup samt termiska egenskaper
for leran anvéandes vid simuleringen. Figur 12.6.2 visar matta och berdknade varden
pé fluidtemperaturen under aret.

SURTE

Figur 12.6.2. Uppmétt (medelvdrde under drift) och simulerad (medelvarde under
drift och vila) kdldb&raitemperatur for en villavdrmepump i Surte [Rehn
et al.].
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| den refererade rapporten anger forfattarna att den i figuren visade berdknade
fluidtemperaturen skall sdnkas med 1-1.5 °C jamfort med i figuren redovisad uppméatt
fluidtemperatur. Korrigeringen skall goras eftersom varmepumpen drivs intermittent
och matningen ar gjord under driftsintervallerna. Den métta fluidtemperaturen repre-
senteras av utgaende brinetemperatur 6kad med halva temperaturfallet langs slangen.

Simuleringen har utforts for tva fall dar randdata vid markytan ges antingen av
maétta lufttemperaturer eller av matta temperaturer 2 cm under markytan. Den senare
metoden anvandes for att kompensera modellens brist pd hansynstagande till effekten
av solstralning mot markytan. Anvandande av dessa jordtemperaturer som randtem-
peraturer vid markytan ger battre dverensstimmelse mellan métning och berdkning
under sommarmanaderna.

12.6.3 Djupa markvarmesystems paverkan pa tjalningsprocessen nara
markytan

Med djupa markvarmesystem avses system for varmelagring vilka ligger sa djupt
att de periodiska temperaturvariationernai lagringsvolymen kan férsummas nara mark-
ytan. Se avsnitt 6.3 och kapitel 11. | vissa typer av system kan temperaturen i den
varmda volymen bli s& hog att temperatur och tjalningsprocess paverkas i omraden
nara markytan. En undersokning av detta redovisas i [Claesson, Eftring, 1982}.

I undersokningen bestamdes den temperaturférandring som kommer fran nagra o-
lika typer av markvarmesystem under normala driftsférhallanden. Temperaturforand-
ringen pa djupet 1 m under markytan befanns ligga i intervallet 0-5 “C. Detta kan
jamforas med den temperaturforandring som harrér fran byggnader. For nagra bygg-
nader av standardtyp befanns temperaturférandringen vara 2 “C (isolerad platta pa
mark) och 7 °C (oisolerad kallare) pa djupet 1 m och avstandet 1 m frdn byggnaden.

Bestdmning av tjalningsprocessen innebér l6sning av ett problem som omfattar
frysprocessen. De termiska egenskaperna i problemet &r temperaturberoende. Detta
innebdr att tilldAmpning av superpositionsprincipen for att dela upp totalproblemet i
enklare delar inte &r teoretiskt korrekt. Emellertid ligger markvérmesystemet enligt
forutsattningen pa sa stort djup att periodiska variationer i lagringsvolym kan forsum-
mas inom tjalningsomradet nara markytan. Vidare paverkar den periodiska variationen
inom tjalningsomradet endast forsumbart marken pa markvarmesystemets djup.

Markvarmesystemets paverkan pa tjalningen kan da beskrivas med det i tiden
nastan konstanta varmeflode som markvarmesystemet astadkommer nara markytan.
Ett konstant varmeflode fran markvarmesystemet ger upphov till en konstant tempe-
raturgradient i marken. Tjalningsprocessen i marken studerades som en endimensionell
temperaturprocess dar temperaturprofilen pa stort djup hélls konstant. Tre fall studera-
des. Dessa omfattade temperaturgradienten 0 (ostérd mark), 2.5 och 5 °C/m. Dérmed
tacktes det storningsintervall som erholls fran de studerade markvarmesystemen.
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---------------- 0 °C/m (ostort)
— — — 25 °Cm
.................... 5 °C/im

Figur 12.6.3. Temperaturprofil i morén vid tre olika stérningar.

°C/m {ostort)
°C/n

°Clm

djup (m)

Figur 12.6.4. Fryst omrade i moran som funktion av tiden.

Figur 12.6.3 ger vertikala temperaturprofiler i morén for de tre fallen. Tempe-
raturerna visas vid tidpunkterna for hogsta respektive l&gsta lufttemperatur. Inom
frysningsintervallet &r profilerna dragna som réta linjer markerade med punkter. Tem-
peraturerna galler for insvangda forhallanden. Figuren visar hur arsvariationen dampas
med djupet. Vid djupet 4 m ndrmar sig temperaturprofilen de studerade stérningarnas
respektive gradient.

Figur 12.6.4 ger positionen av den frysta zonen som funktion av tiden under aret.
Det storsta tjaldjupet 1.3 m under ostérda forhallanden intraffar 2-3 manader efter
lagsta lufttemperaturen. Ungefar samtidigt borjar tjalen smalta uppifran. Knappt 5
manader efter lagsta lufttemperatur forsvinner sista resten av tjalen pa djupet 1 m.
Storsta tjaldjupet vid storningsgradienten 2.5 och 5.0 °C/m é&r 1.2 respektive 0.9 m.
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Vid den storsta stérningen smalter isen underifran sa snabbt att ndgon tjalzon med
ofryst mark ovanpa knappt hinner bildas.

Uppspaltningen av totalproblemet i delproblem medfér vinsten att frysprocessen
kan uteldmnas ur markvarmeberdkningarna och att frysrdkningen kan utféras som ett
separat, endimensionellt problem.
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Kapitel 13

VARMETRANSPORT | ETT VATTENFYLLT
BERGRUM

Vattenfyllda bergrum kan anvéndas for lagring av varme. | vissa typer av berg-
rum &r inte allt uppsprangt berg borttransporterat. Man har en blandning av vatten
och sprangsten i ett sa kallat blockfyllt bergrum. Sprangstenen tar upp krafter fran
bergrumsvéggarna vilket gor att lagerdimensionerna kan goéras storre. Detta reducerar
de relativa varmeforlusterna. En nackdel &r dock att varmekapaciteten for biandingen
berg/vatten &r mindre &n for rent vatten.

Vid laddning av varme pumpas kallt vatten fran botten av bergrummet. Tem-
peraturen pa vattnet hojs genom varmetillforsel fran nagon varmekalla (till exempel
industriellt spillvarme eller solenergi). Det varmda vattnet dterpumpas vid lagrets topp.
Man far en front mellan varmt och kallt vatten, vilken under laddningsperioden forflyt-
tas nedat genom lagret. Underatervinningsperioden vands forloppet och varme tas fran
vattnet i lagrets 6vre del. Det kylda vattnet aterfors till lagrets botten. Resultatet blir
en komplicerad varmetransportprocess omfattande sdval konvektion som konduktion
i lagret. Denna termiska process star i kontakt med den konduktiva processen i den
omgivande marken via varmeflédet genom bergrummets ytor mot berget. Genom att
variera hojdlaget for vattnets in- och utlopp kan systemets termiska funktion forfinas.

13.1 Konvektiv-diffusiv varmetransport i en fluid

I en strommande fluid med hastigheten v bestar varmeflodet q (W/m2) bade av en
konduktiv varmetransport och av den varmetransport som sker genom att fluidmassan
forflyttas. Om energiinnehallet i fluiden definieras i forhallande till en referenstempe-
ratur TreJ erhalls:

q = -XVT + C(T-Tref)v (13.1.1)

Differentialekvationen for den termiska processen i fluiden blir da i analogi med ut-
trycken (3.3.6-7):

CT =y (AVT) - V+ (C(T - Tref)v) (13.1.2)

Vid inkompressibel fluid ger masskonservation sambandet:
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Viu=0 (13.1.3)

Stromningsmonstret blir av potentialtyp. Med konstant varmeledningsformaga A kan
ekvation (13.1.2) da omformuleras till:

4 = AVIT - CVTiv (13.1.4)

Division med C ger:

pp- + VT +v = aweT (13.1.5)

For specialfallet att v = (vx,vy,vz) &r konstant kan (13.1.4) &éverféras till den
vanliga varmeledningsekvationen genom ansatsen:

T(x,y,z,t) = f(x',y",2',t) (13.1.6)
dar X' = X — vxt
y'=y-wt
z'=z—vzt

Man erhaller:

Df (d* dy dy\
dt Vo2 dy)?  9(Z)2/

Denna ekvation kan I6sas som den vanliga vdrmeledningsekvationen men med de tids-
beroende koordinaterna X', y' och z'. Dessa &r koordinater i ett koordinatsystem som
stelt ror sig med fluiden, varfor fluidens hastighet i det nya koordinatsystemet blir
noll. Nar temperaturfaltet / &r kant i en tidpunkt, ges det verkliga temperaturfaltets
position direkt av (13.1.6).

13.2 Konvektiv-diffusiv varmetransport i ett pordst ma-
terial

Situationen blir mer komplicerad ndr man har ett flode i ett pordst material. Det
kan till exempel vara fragan om grundvattenstrémning, vattenflde genom ett blockfyllt
bergrum eller luft som ror sig i isolermaterial. Eftersom endast en del av den betraktade
materian ror sig maste situationen beskrivas med fler termer. LAt index / beteckna
en egenskap for den rena fluiden. Fluidens varmekapacitet betecknas Cj (J/m3K).
Fluidens volymfléde betecknas qj (m3/m2s). Sorten for gj innebér kubikmeter fluid per
sekund och kvadratmeter tvérsnittsarea i den betraktade volymen. Varmetransporten
<f(W/m2) kan nu i analogi med (13.1.1) skrivas:

q - -AVT + Cj (T - Tref) qj (13.2.1)
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Under forutsattning av konstant varmeledningsférmaga och inkompressibel fluid
(V. qj = 0) erhdlls i analogi med (13.1.2):

AV2T - C/VT +qj (13.2.2)
Man kan infora begreppet termisk hastighet vj enligt:

v 0 (13.2.3)

Ekvation (13.2.2) dvergar till:

dT

g T VTve=avet (13.2.4)

Innebérden av begreppet termisk hastighet illustreras med hjalp av figur 13.2.1.

To

Figur 13.2.1. Strémning i porést medium. Termisk hastighet.

En fluid med volymflddet g/(t) (my/m2s) passerar under rét vinkel en kontrollyta med
arean A (m2) i ett porost medium. Vid tidpunkten to ar temperaturen To nedstrdms
och Ti uppstroms kontrollytan. Under tidssteget At passeras ytan konvektivt av ener-
giméngden (J):

AgfCFiT! - TO)Af (13.2.5)
Man kan nedstroms kontrollytan definiera en volym med tvérsnittsarean A och med

langden L. Léngden bestams av att en temperaturhojning fran To till Ti av materian
inom volymen skall motsvara precis den energiméngd som ges av uttrycket (13.2.5).

CAL(T\ - To) = Agj(i))Ci{T\ - TO)At (13.2.6)
Man erhéller:

13.2.7
C At ( )

Den termiska hastigheten vj &ar ett matt pa hur snabbt temperaturfronten forflyttas
i det portsa materialet. Vid givet volymflode 6kar den termiska hastigheten vt med
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avtagande varmekapacitet i materialet. Vid beskrivningen har effekter pa grund av
varmeledning mellan fluid och fast material férsummats. Se avsnitt 13.3.

13.3 Termisk dispersion

Ett speciellt problem uppstar vid pumpning av vatten genom ett blockfyllt berg-
rum. Om vattnets temperatur avviker fran stenblockens yttemperatur uppstar en kon-
duktiv process mellan vatten och stenblock. Vid passagen av blocken dndras vattnets
temperatur och en fran borjan skarp temperaturfront kommer att spridas ut 6ver en
Okande stracka i fluidens strémningsriktning.

Den kvantitativa effekten av denna process kan beskrivas med en 6kad varmeled-
ningsférmaga i bergrummet [Claesson et al, Markvarme, 6.3.8]. Den effektiva varme-
ledningsférmagan kan skrivas:

Kff = Kt + A (13.3.1)

AX( stagnant varmeledningsférmaga i lagret, gallande bland-
ningen sten/vatten med stillastdende vatten

A okning pa grund av dispersionseffekt

Okningen av varmeledningsférmégan, A, &r vald sa att man i den vertikala konduktiva
processen i lagret erhdller en extra entropiproduktion som svarar mot den som sker
internt i de enskilda stenblocken. Entropiproduktionen i ett stenblock kan berdknas
analytiskt under givna antaganden om dess form och om randtemperaturens variation
vid dess yta. For sfariskt formade stenblock och linjart 6kande randtemperatur erhalls:

. /VTIR. 2
A — AT ) 3.
jTij Voa 15 (13.3.2)
A, varmeledningsformaga for sten (W/mK)
n, volymfraktion fast material i bergrummet. 0 < ns <1

vt termisk hastighet enligt formel (13.2.7) (m/s)
Rs stenblocksradie (m)

as temperaturledningstal for sten (m2/s)

| formel (13.3.2) &r faktorn 1/15 bestdmd av den sfdriska formen. Man kan for
parallellepipedformade stenblock definiera en motsvarande faktor g(Ly/Lx, Lz/Lx), dar
blockets form definieras av kantlangderna Lx, Ly och Lz. FOr “normala situationer”
blir vardet av A av storleksordningen 0.3 - 2.0 W/mK, vilket kan jamféras med vérdena
0.65 och 3.5 W/mK for vatten respektive sten.



197

13.4 Numerisk dispersion

Betrakta foljande endimensionella problem. En ren fluid forflyttas med hastigheten
v = 1 m/s. Begynnelsevillkoret framgér av figur 13.4.1. Varmeledningsférmagan &r
A=0.

TXiO)

T» 0

Figur 13.4.1. Temperaturfordelning i ett endimensionellt flode.

Da ingen varmeledning forekommer skall fronten mellan varmt och kallt vara oférandrat
skarp (temperaturen dndras fran 1 till 0 i en punkt) vid tider t > 0. Vid den numeriska
berékningen vdljs féljande data:

Ax; =1 —00 < i <00

Af =05

T =1 i<01 (134.1)
T . t=0

Ti=0 >0

Gitterindelningen véljs sa att x = 0 ligger i randen mellan cell 0 och cell 1. | figur
13.4.2 foljs temperaturfaltet under tva iterationssteg. Det heldragna temperaturfaltet
galler vid starttidpunkten 1 = 0. Den streckade linjen visar temperaturféltet efter det
forsta tidssteget. En pil markerar var den skarpa fronten borde ligga (formel (13.1.6)).
Den punktade linjen anger situationen efter det andra tidssteget.

T(xt)

Figur 13.4.2. Exempel pa effekt av numerisk dispersion.
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Av figuren framgar att den skarpa fronten vid t = 0 sprids alltmer for varje forflytt-
ning. Den resulterande temperaturspridningen beror pa den trubbiga representationen
av temperaturférdelningen i det diskreta gittret. Under den forsta forflyttningen fylls
halva cellen av vatten med temperaturen T = 1. Cellens temperatur skall representera
dess energiinehall. Man erhaller T = 0.5. Representationen innebar att cellens fluidin-
nehéll blandats om och att fluid med temperaturen 0.5 for snabbt nar fram till randen
mot nésta cell.

1,00 5 = * L F A A-A- ) )
- Konvektivt forflyttningsteg

X <% 10 AX
6 °8 A=

+ 06 AX

04 AX
X 0,2 AX

+Xx0
o

-------- analytisk 16sning

+0n

L%
+ 0
b
-+ X
1<4-4 i-a i.x.-i 2 i a-i—

2 4 6 8 10 12 14 16

Figur 13.4.3. En skarp front som flyttats genom tio celler.

| figur 13.4.3 visas resultat fran fem olika fall dar en skarp front flyttats genom tio
celler. Vid varje flyttning av fronten &ndras dess lage med vAt = kAXx, dar k i de olika
fallen haft vardena k= 1.0, 0.8, 0.6, 0.4 och 0.2.

Efter passagen genom de tio cellerna liknar frontférandringen den som erhélls ge-
nom ren konduktiv vérmeledning. | det betraktade fallet &r frontforandringen emeller-
tid helt oberoende av de termiska egenskaperna. Den beror endast pa antalet “meka-
niska” forflyttningar av fronten genom cellstrukturen, dar varje forflyttning ger upphov
till en omblandning enligt ovan. Om fronten flyttas en hel cell vid varje tillfalle forblir
den opaverkad.

Det kvantitativa resultatet enligt ovan kan erhallas genom en ¢kning av varmeled-
ningsférmagan for den konduktiva processen [Claesson, 1978].
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13.5 Teknik att undvika numerisk dispersion

En enkel metod att undvika den visade effekten av numerisk dispersion &r enligt
avsnitt 13.4 att valja A< och Ax sd att vAt = Ax. Da flyttas temperaturfaltet precis
en cellstorlek under tidssteget. Med beteckning enligt tidigare och med fléde i positiv
koordinataxelriktning beskrivs den konvektiva processen av:

Tintl = (13.5.1)

Vid representationen av den nya tidpunktens temperaturer sker ingen omblandning av
innehéllet i olika celler. Representationen blir oférandrad vid varje konvektiv forflytt-

Vid blandad konvektiv diffusiv varmetransport kan man anvanda tva olika tids-
steg, ett konduktivt, Atcd och ett konvektivt, Atcv. Under ett konvektivt tidssteg halls
fluiden stilla. Under denna tid utfors emellertid ett eller flera konduktiva beréknings-
tidssteg Atcd sa att:

CAte"AU (13.5.2)
[

Nar den konduktiva berédkningen ar utford for tiden Atcv flyttas temperaturféltet en
gittercell i floédesriktningen. Dérefter utfors en ny berékning av en serie konduktiva
tidssteg enligt (13.4.2). Forfarandet upprepas till 6nskad tidpunkt.

Forflyttningen av temperaturfaltet far inte paverka energiinnehallet i beraknings-
volymen. Varmekapaciteten (J/°C) i samtliga celler som paverkas av forflyttningen
maste darfor vara lika stor.

Metoden fungerar bra vid endimensionell strdmning vid plan geometri. Alla cell-
storlekar blir lika stora. Vid till exempel plan radiell symmetri, dar flodet sker i radieil
led, medfor det konvektivt grundade kravet pa lika cellstorlek att cellernas radiella
dimension maste avta med avstandet fran symmetriaxeln. Om berakningsomradet om-
fattar stort djup i radiell led kan detta ge problem vid den konduktiva berdkningen
eftersom stabilitetstidssteget for en cell minskar med minskande celldimension.

En annan metod att undvika effekter av numerisk dispersion &r att direkt beskriva
fysiken i det grundldggande problemet. Vid den konvektiva forflyttningen av tempera-
turfaltet enligt ovan sker en extra spridning i faltet beroende pa omblandning av vatten
i de enskilda cellerna. Temperaturutjamningen pa grund av omblandningen orsakar en
extra entropi-produktion som inte borde ingd i den beskrivna processen.

Genom att vid forflyttningen uppréatthalla saval energi- som entropikonservation
kan extraspridningen av temperaturfaltet undvikas. For att astadkomma detta kan
en cells energiinnehdll representeras av tva interna temperaturnivaer med ett under
varje tidssteg givet frontlage mellan nivaerna. Vid den konvektiva forflyttningen av
fluid mellan cellerna anvands tvatemperatursrepresentationen. Darmed kan &ven det
introducerade kravet pa entropikonservation uppfyllas. Vid berédkning av konduktiva
varmefléden mellan angrénsande celler anvands en medeltemperatursrepresentation av
cellens innehall. En narmare beskriving av metoden ligger utom ramen for denna skrift.
Metoden &r effektiv och uppnadda resultat &r goda [Hellstrém et al., 1986\
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13.6 Varmetransport i och utanfor ett vattenfyllt berg-
rum

13.6.1 Den lokala processen i bergrummet

Den termiska processen i bergrummet omfattar en blanding av konduktion, fri
konvektion (vattenrérelse pa grund av tathetsskillnader i vattnet) och patvingad kon-
vektion (vattenrérelse pa grund av pumpning). Avsnittet beskriver en modell dar denna
mycket komplicerade process hanteras pa ett starkt forenklat satt. Man har en endi-
mensionell temperaturférdelning i vertikalled. Den enda fluidtransport som foljs i tiden
ar den som astadkoms genom pumpningen av vatten genom lagret.

Forenklingen grundas bland annat pa att vattnets tathet forutsatts avta med okan-
de temperatur, vilket ar korrekt for T >~ 4 °C. Effekten av fri konvektion beskrivs pa
foljande sétt. En temperaturférdelning i bergummet, vilken inte ger upphov till drivan-
de krafter pa vattnet, maste ha konstant varde i varje horisontalplan och vara konstant
eller avtagande med djupet. Varje stérning av en sadan temperaturfordelning ger ge-
nom drivande krafter upphov till en konvektiv vattenstrémning som forsoker eliminera
storningen. Forenklingen bygger pa antagandet att tidsskalan for dessa konvektiva vat-
tenrorelser ar avsevért mindre &n den for hela problemstéllningen avgdrande tidsskalan
for de konduktiva processerna i bergrum och omgivande mark. De konvektiva rérel-
serna behover da inte foljas i tiden. Det racker med att resultatet av dem under varje
konduktivt tidssteg blir beskrivet med tillrackligt litet fel.

Tva typer av temperaturstdrning ger upphov till vattenrorelser i bergrummet.
Den ena storningen astadkoms av varmeflodet genom bergrummets vertikala randytor.
Temperaturen i ett tunt vattenskikt narmast bergytan far en avvikande temperatur.
Bergrummet har vid normala driftssituationer en temperatur som avtar med djupet.
Temperaturstérningen i det tunna skiktet antas ge upphov till konvektionsceller med
begransad utstrackning i vertikalled. Resultatet av processen kan da sammanfattande
beskrivas som att varmeflodet genom bergrummets randyta till en gittercell i bergrum-
met paverkar hela gittercellen. Forenklingen ar saledes av samma typ som den, som
anvénds for enskilda celler vid rent konduktiv berékning, dar varmeflédet genom en
cells rander under ett tidssteg paverkar hela cellen direkt.

Den andra typen av stdrning orsakas av att den endimensionella temperaturfordel-
ningen i lagret kan ge upphov till instabilitet i vattnet. Detta kan ske genom att vatten
som pumpas in i en cell i lagret har en hogre temperatur &n den som finns i cellen
ovanfor eller lagre an den som finns nedanfor. Instabilitet kan ocksd uppkomma pa
grund av den ovan beskrivna vdrmetransporten genom bergrummets ytor. Detta géller
speciellt vid bergrummets tak till vilket den 6versta cellen i allménhet forlorar var-
me varigenom dess temperatur sénks. | denna andra typ av storning &r hela celler
inblandade i instabiliteten. Man far temperaturutjamnande vattenrérelser inom den
vertikala del av bergrummet dar instabiliteten upptrader. Aven har bygger forenkling-
en pa att tidsskalan for vattenrorelserna antas vara avsevart mindre dn den for hela
problemstéllningen avgoérande tidsskalan for de konduktiva processerna. Resultatet av
de temperaturutjamnande rérelserna i vattnet kan da beskrivas med en medelvardes-
bildning av bertrda cellers temperaturer.

Det konvektiva forloppet i bergrummet kan, med de ovan angivna forenklingarna,
beskrivas pa foljande satt. Bergrummets temperaturer beskrivs med en endimensionell
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gitterindelning i vertikalled. Samtliga gitterceller har samma varmekapacitet (J/K).
Efter varje fordndring av bergrumstemperaturerna testas att dessa uppfyller kravet for
stabilitet. Cellernas temperatur undersoks i tur och ordning med bdrjan i bergrummets
botten. Sa snart en cell patraffas med en temperatur som ar lagre an den underlig-
gande cellens temperatur sker en temperaturutjamning mellan dessa sa att de erhaller
samma temperatur (de tva cellernas medeltemperatur). Om de tva cellerna far en lagre
temperatur &n den ndrmast lagre liggande cellen sker en utjgamning mellan dessa tre
celler s& att de far samma temperatur (de tre cellernas medeltemperatur). Forfarandet
upprepas till dess en stabil temperaturprofil genom hela lagret har uppnatts.

For att undvika numerisk dispersion (avsnitt 13.4-5) vid berdkning av vattentrans-
porten genom lagret kan en buffertmodell anvandas. Principen &r att vatten som skall
pumpas in i lagret ackumuleras i en buffert, vars storlek ar vald s att dess varmekapa-
citet (J/K) har samma varde som cellerna i bergrummet. Om bergrummet innehaller
enbart vatten blir buffertens volym lika stor som en cell i bergrummet. Om bergrum-
met innehaller en blandning av vatten och sprangsten (vars varmekapacitet ar lagre
&n vattens) blir buffertvolymen mindre &n bergrumscellernas volym. Allt inkommande
vatten till bufferten blandas tills den &r fylld. Da sker en inskiftning av dess temperatur
till inloppscellen. Bergrummets évriga temperaturer forflyttas ett steg mellan inlopps-
och utloppscell.

Omblandningen av vattnet i bufferten kan ses som en beskrivning av den vatten-
blandning pa grund av patvingad konvektion som sker i narheten av vattnets inpump-
ningsniva. Som ett extremfall, om vattenfldet ar mycket stort i forhallande till berg-
rumsvolymen, kan man ha en omblandning av allt vatten i bergrummet. Detta kan
astadkommas genom medelvardesbildning av temperaturen i samtliga bergrumsceller.

Effekten av termisk dispersion, som uppstar nar bergrummet innehaller en blanding
av vatten och spréngsten, beskrivs enligt avsnitt 13.3.

Sammanfattning:

De angivna fysikaliska férenklingarna vid beskrivningen av den termiska processen
i bergrummet medfér att dess innehall kan betraktas som homogent. Den termiska
effekt som harrér fran blandningen vatten/sprangsten beskrivs med hjalp av en varme-
ledningsférmaga som varierar med den termiska hastigheten i bergrummet. Denna ar
kand vid inledningen av varje tidssteg och vallar darfor inga problem vid berékning-
en. Vidare beskrivs bergrummet med en vertikal endimensionell cellstruktur som ett
resultat av ansatsen att temperaturutjamning pa grund av konvektion har en avsevart
kortare tidsskala &n utjamning pa grund av konduktion.

| avsnitt 13.7 visas jamfdrelser mellan matningar och berdkningar for ett nedskalat
modellforsék och for fullskaleanldggningar. Resultaten av jamforelserna &r utmarkta.

13.6.2 Den globala processen i den omgivande marken

I marken utanfér bergrummet har man en rent konduktiv process. Marken delas in
i en gitterstruktur i enlighet med kapitel 6-9. Isoleringar kan placeras pa valfria stéllen
i strukturen. Den del av gitterstrukturen som upptas av bergrummet behandlas som
ett enda delomrade vilket ges separat behandling. Bergrummets ytor behandlas som
yttre rander till det globala problemet.

Markytans temperatur varierar med periodlangden 1 ar. Vid cyklisk termisk belast-
ning av bergrummet ger tiden mellan tva pa varandra féljande laddningar periodlang-
den for grundfrekvensen av bergrummets temperaturvariation. Denna grundfrekvens
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beskriver den dominerande delen av den pulserande varmetransporten mellan bergrum
och omgivande berg.

Cellstrukturen i de olika rdndernas normalriktning ges av periodlédngden vid re-
spektive randyta (avsnitt 6.3). Om avstandet mellan markyta och varmelager ar till-
réckligt stort (exponentiell avklingning av variationens amplitud, avsnitt 10.1.2), och
man inte speciellt &r intresserad av temperaturerna ndra markytan kan man, utan att
temperaturforhallandena vid bergrummet forandras, vid markytan ansatta dess arsme-
deltemperatur. Markytan kan da ses som en yttre rand (konstant temperatur) till
ett berakningsomrade dar lagret utgor den centrala delen. Gitterindelningen behéver
darmed inte forfinas i nérheten av markytan. Se &ven kapitel 11.

13.7 Tillampningar

I de féljande avsnitten redovisas jamférelser mellan méatningar fran olika forsoksan-
laggningar och berdkningsresultat fran datormodeller vilka bygger pa i framstéllningen
redovisade metoder.

13.7.1 Datormodell

Datormodeller har utvecklats for berdkning av den termiska process som uppstar
vid varmelagring i vattenfyllda bergrum. Modellerna kan hantera 2-dimensionella (Car-
tesiska eller cylindersymmetriska koordinater [Efiring, 1984]) och 3-dimensionella (Car-
tesiska koordinater) beskrivningar av bergrummet och dess omgivning.

Figur 13.7.1. Exempel pa lagervolymer vid cylindersymmetrisk beskrivning.
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Figur 13.7.1 visar ett vertikalt tvarsnitt genom nagra olika bergrumsformer, vilka
kan beskrivas av den tvadimensionella versionen. Den visade z-axeln &r en symmetri-
axel. Tvarsnittet kan antingen avse ett centralt snitt tvars igenom ett mycket langt
bergrum eller ett snitt genom ett cylindersymmetriskt bergrum. | den tredimensionella
versionen beskrivs bergrummet som en parallellepiped pa valfritt djup under markytan.
Den termiska processen i lagervolymen behandlas enligt beskrivningen i avsnitt 13.6.1.

Termiska data kan variera fran cell till cell i gitterstrukturen utanfor lagervolymen.
Randtemperaturen vid markytan &r en sinusfunktion dér medelvéarde och amplitud kan
véljas. Vid randen mot bergrummet &r randvillkoret ett givet varmeflode vars storlek
bestdms under genomftrandet av den lokala processen i bergrummet. Vid 6vriga yttre
rander kan randvillkoret vara en foreskriven temperatur eller ett givet varmefldde.

Datormodellerna har anvants vid de tillampningsexempel som &terges i foljande
avsnitt.

13.7.2 Jamfoérelse med en laboratoriemodell av ett blockfyllt bergrum

Vid institutionen for geoteknik med grundldggning, Chalmers tekniska hdgskola,
utfordes i borjan av 1980-talet ett nedskalat férsok med varmelagring i ett blockfyllt
bergrum [Claesson et al., Markvarme].

| laboratorieforsoket beskrevs bergrummet som en grop vars langd, bredd och djup
var 5, 2 respektive 2.1 m. Gropen fylldes med stenar och vatten. En karakteristisk
sten hade matten 0.1x0.07x0.04 m3. Stenarna uppfyllde 59 % av gropens totala volym.
Véggar och botten bestod av kraftigt armerad betong. Overytan tdcktes av en 75
mm tjock isolering, vilken nadde 0.8 m utanfor vaggarna. Vid laddning av varme togs
vatten fran gropens botten och aterfordes i dess Gversta del.

Vid simuleringen anvéndes den tredimensionella versionen av datormodellen. La-
gervolymen delades in i 20 skikt. Den omgivande betongen och marken delades in i
cirka 5000 celler.

Indata till simuleringarna har erhallits fran oberoende matningar. Tva korrige-
ringar behdvde emellertid utforas. Vardet pd inpumpade vattenvolymer andrades da
dessa volymer ej staimde med motsvarande lagen pa den uppmétta temperaturfrontens
centrum. Korrigeringen svarar mot ett fel pa cirka 5 % vid méatningen av inpumpad
vattenvolym. Métfelet &r inte onormalt stort. De i simuleringen anvénda volymflédena
ar séledes korrekta varden tagna ur de uppmatta temperaturprofilerna.

Den andra korrigeringen géller varmeledningsférméagan i den omgivande betong-
en. Denna har dsatts det hoga vardet 3.5 W/mK vilket kan motiveras av den mycket
kraftiga armeringen. Vardet har foga betydelse for den berdknade temperaturprofilen
under kortare laddningsforlopp da temperaturprofilen mest paverkas av det effektiva A-
vérdet, Xeg, det vill sdga av beskrivningen av temperaturprocessen runt och i stenarna
i lagervolymen (avsnitt 13.3). Daremot paverkas temperaturprofilens niva under langre
lagringsperioder av betongens varmeledningsformaga eftersom lagret forlorar varme till
omgivningen, vilket sanker temperaturnivan i lagret. Vardet pa varmeledningsforma-
gan har bestdmts genom passning i en métserie.

Tva fall redovisas. | det forsta fallet pumpades varmvatten in i lagret under 21
timmar. Dérefter avbréts pumpningen. Lagrets temperaturprofil méttes under 5 dygn.
Maétta och beréknade vérden visas i figur 13.7.2.
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Temperature (X) Temperature CO

10
Depth(m)

Figur 13.7.2. Vertikal temperaturférdelning i lagret under laddnings- och lagringspe-
riod. Matta varden betecknas med x.

| fall 2 var vattenflodet ungefar det dubbla. Pumpningen avbrots efter 5 timmar.
Maétta och beréknade vérden under laddning och efter en lagringsperiod om 26 timmar
ges i figur 13.7.3.

Temperature (C) Temperature (C)
20 M) 60 80 20 ) 60 80

Depth(m) Oepth (m)

Figur 13.7.3. Vertikal temperaturférdelning i lagret under laddnings- och lagringspe-
riod. Métta vérden betecknas med x.

Overensstimmelsen mellan métta och berdknade virden &r god.
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13.7.3 Jamfoérelser med en vattentank i Ingelstad

I Ingelstad utanfor Véaxjo har ett solvdrmeverk uppforts. Se [Finn] och [Claesson
et al., Markvarme] Vid tiden for jamforelsen varmde koncentrerande solfangare vatten
till maximalt 105 °C. Via varmevaxlare lagrades varmvatten i en vélisolerad cylindrisk
tank, vars temperatur under en lagringscykel varierade i intervallet 40 till 95 °C. Under
uppvarmningssasongen anvandes varme fran lagringstanken till uppvarmning av ett
omgivande bostadsomrade. Lagringstankens innerdiameter ar 28.2 m och dess hojd ar
8 m. Volymen &r cirka 5000 m3.

Simuleringen av tankens termiska funktion kom till stand pa grund av att de upp-
matta varmeforlusterna fran tanken var 4-5 ganger storre an vad som forvantats.

Tanken &r pa dverytan och langs sidorna tackt av ett cirka 1 m tjockt lager av iso-
lering med den nominella varmeledningsforméagan 0.04 W/mK. Matvarden fran tva pe-
rioder utan vattenpumpning anvéndes for att bestdmma isolerkonstruktionens k-vérde.
De tva perioderna omfattade 45 respektive 27 dygn. For de tva perioderna motsvarade
varmeforlusterna genom tankens sida och Gveryta en effektiv varmeledningsférmaga av
0.18 respektive 0.21 W/mK. Som genomsnittligt effektivt A-vérde for isolerkonstruk-
tionen valdes 0.20 W/mK, vilket kan jamforas med isolermaterialets nominella vérde
pa cirka 0.04 W/mK.

Vid simuleringen av den termiska funktionen for lagret togs indata frdn uppmatta
vérden pa vattenfloden, inloppstemperatur och och lufttemperatur. En cylindersym-
metrisk modell anvéandes vid simuleringen.

Nar den genomsnittliga effektiva varmeledningsférmagan 0.20 anvandes som vérde
for hela isoleringen erhélls genomgaende for 1aga temperaturer i lagret. Under perioder
utan vattenpumpning genom tanken sjunker de berdknade temperaturerna i lagrets
Oversta del for snabbt. De simulerade varmefdrlusterna genom tankens topp var for
stora.

For isoleringen i tankens dveryta ansattes i stéllet den nominella varmelednings-
formagan 0.04 W/mK. En ny analys av de uppmatta tankforlusterna under de tva
perioderna utan vattenpumpning gav vardet 0.32 for den effektiva varmeledningsfor-
magan i tankens vagg. Resultat fran simulering med dessa forandrade varden visas i
figur 13.7.4.

Niva (m)

Temperatur (‘C!

Figur 13.7.4. Jamforelse mellan uppmétta (X, o) och berdknade temperaturprofiler i
lagringstanken i Ingelstad.

Figuren visar att 6verensstdmmelsen &r mycket god. Den storsta avvikelsen &r cirka
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1 °C. Ojamnheter i beréknade temperaturprofiler néra tankens dveryta kan hanforas till
datormodellens forenklade sétt att med hjélp av buffertar beskriva vattenflédet genom
tanken. Tidsskalan for utjamningen av dessa introducerade felaktigheter ar s& kort att
det langsamma forloppet i hela lagervolymen endast forsumbart paverkas.

Simuleringsresultaten indikerade att de for stora varmeforlusterna skedde genom
tankens védggar. Den kraftiga okningen kunde endast forklaras med en konvektiv vér-
metransport genom 6ppna eller slutna system av springor eller spalter i isolerkonstruk-
tionen, vilken var utférd sa att isolerskivor staplats pad varandra. Overslagsrakningar
visade att spaltvidder pa nagra fa millimeters storlek skulle racka for att forklara den
Okade varmetransporten. Effekten av fri konvektion ar vidare mycket kraftigare i en
vagg med horisontell temperaturgradient &n i ett tak med vertikal temperaturgradient
enligt det betraktade fallet. Detta stdder anvandningen av olika effektiv varmeled-
ningsférmaga i tak respektive vagg.

En senare inspektion (1983) bekraftade den antagna forklaringen. Vertikala dréne-
ringskanaler vid betongvaggens yttersida var ej tatade uppat. Man fann centimeterbre-
da spalter innanfor isolerskivorna. Man fann i isolerkonstruktionen vertikala luftrérelser
med orimligt héga temperaturer.

13.7.4 Jamforelse med ett bergrumslager i Avesta

I Avesta byggdes ett bergrum for att anvandas vid korttidslagring av véarme.
Overskottsvirme fran en sopférbranningsanlaggning skulle lagras under vardagar for
att anvandas nattetid och under veckoslut. Normala drifttemperaturer skulle ligga i
intervallet 70 till 115 “C. Dessa planer modifierades senare. Bergrummet har mat-
ten 42x19x21 m3 (langd, bredd och hgjd). Volymen &r 15000 m3. Avstandet mellan
bergrummets tak och markytan &r 25 m.

Lagrets termiska funktion simulerades med hjélp av den tredimensionella dator-
modellen. Bergets varmeledningsformaga och varmekapacitet sattes till 3.5 W/mK
respektive 2.16 + 106 J/m3K. Starttemperaturen i berakningsomradet sattes till 8 °C.
Uppmatta data anvandes for att bestamma varden pa volymfléde och inloppstempe-
ratur. Simuleringen utférdes av Bengt Vasseur, Vattenfall. Den simulerade perioden
omfattar tiden maj 1982 till december 1983. Perioden omfattar en inledande anvérm-
ningsperiod foljd av tre cykler med laddning, vila, urladdning och vila. Varje cykel
omfattade cirka 4 manader [Vasseur, 1986].

Figur 13.7.5 visar uppmatta och beraknade temperaturprofiler fran maj och juni
1983. Ingen pumpning férekom mellan de tva tidpunkterna. Vid den forsta tidpunk-
ten aterges temperaturprofilen korrekt for de tva sprangskikten mellan varmt och kallt
vatten pa nivaerna 72 respektive 78 m. Efter viloperioden till den 7 juni &ar Gverens-
stammelsen fortfarande utmarkt bade vad galler férandringar i det stora sprangskiktet
och vad géller temperaturutjdmningen i lagrets dvre del.
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Figur 13.7.5. Jamforelse mellan uppmatta och berdknade temperaturprofiler i berg-
rummet i Avesta [ Vasseur, 1986],

Den enkla modellbeskrivningen av dessa mycket komplicerade termiska processer
fungerar bra for det beskrivna fallet. Vidare atergavs uppmatta temperaturprofiler i
berget ovanfér och nedanfor bergrummet (centralt och vid mitten av en kortsida) med
god noggrannhet.

13.7.5 Jamforelse med ett gropmagasin i Stuttgart

Vid Universitetet i Stuttgart har man byggt ett gropmagasin i form av en stympad
kon. Lagret, som har volymen 1050 m3 (medelradie « 9m och hdjden = 4m) ar fyllt av
en blandning av sten och vatten. Lagret &r inkopplat i uppvarmningssystemet for en
universitetshyggnad och anvands for bade lang- och korttidslagring av varme. Systemet
har varit i funktion sedan 1985. Detaljerade data om lagret ges i [Giebe et al., 1986,
1987] och [Hahne, Fisch, 1988] samt i IEA-rapporter (Task VII), da& projektet &r ett
tyskt bidrag till IEA.

| ett bidrag till IGASTOCK 88 [Hahne et al., 1988]redovisas en jamforelse mellan
matningar och berdkningar, vilka utforts med hjélp av den beskrivna datormodellen.
Under en laddningsperiod om 144 timmar pumpades 50-gradigt vatten med flédet 4000
kg/tim in i lagrets topp. Under foljande 110 timmar hojdes volymflodet kontinuerligt
till 14000 kg/tim. Under hela perioden extraherades samma mangd vatten fran lagrets
botten. Efter laddningen féljde omedelbart en atervinningsperiod om 208 timmar.
Temperaturen pa det utpumpade vattnet varierade i intervallet 50 - 36 °C. Massfldet
varierade mellan 2000 och 2700 kg/tim.

Figur 13.7.6-7 visar métta och berdknade temperaturer i lagret under laddning
respektive atervinning.
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t=252 h

t=96h
t=48h

Symbols : meosurtd

Chorging: fromt=0 to t*254h Curves  calculated

Height above Bottom

Figur 13.7.6. Jamforelse mellan uppmatta och berdknade temperaturprofiler i grop-
lagret i Stuttgart, laddning [Hahne et al., 1988\

Symbols : meosurtd

Discharging; fromt= 255h tot«462h Curvts : calculated

Height above Bottom

Figur 13.7.7. Jamforelse mellan uppmatta och berdknade temperaturprofiler i grop
lagret i Stuttgart, atervinning [Hahne et al., 1988].
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Man métte laddad och atervunnen varmemangd till 34.7 respektive 5.5 MWh. For-
lorad varmemangd under laddning var 24 %. Motsvarande siffror frdn berakningen var
35.6, 5.5 respektive 23.4 %. Forfattarnas slutsatser ar att det jamfdrelsevis enkla berak-
ningsprogrammet klarar att berdkna temperaturer i gropmagasin och att det fungerar
val vid berdkning av energimangder.

Det kan tillfogas att forfattarna till den refererade skriften inledningsvis betonar
att temperaturforhallandena runt lagret ar svarkontrollerade pa grund av den oregel-
bundna omgivningen vilken innefattar gator och hus. Vid datorberdkningen beskrivs
omgivningens temperaturer utan nagra oregelbundenheter. De berdknade lagertempe-
raturerna svarar darfor mot en utjdmnad medelvardesrepresentation av omgivnings-
temperaturen varfor viss avvikelse fran de verkliga lagertemperaturerna kan forvantas.
Betydelsen av dessa avvikelser minskar nar det géller energibetraktelser. Dessa bygger
pa tids- eller volymintegraler och forandringar i lagrets temperaturprofil pa grund av
namnda oregelbundenheter spelar darfér mindre roll.

13.7.6 Beradkning av ett bergrumslager i Skarvik

I [Claesson, Wallentén] beskrivs ett system for korttidsvarmelagring i fyra parallella
bergrum i Skarvik, Goteborg. Bergrummen, som &r lika stora, har tidigare anvants for
oljelagring. Varje bergrum har formen av en parallellepiped med langd 180 m, bredd
30 m och hojd 18 m. Bergrummens tak ligger 30 m under markytan. Avstandet mellan
bergrummen &r 40 m.

| referensen bestdms med olika metoder bergrummets termiska funktion vid olika
laddningsstrategier med periodlangder fran nagot dygn och upp till en manad. Bland
metoderna ingar forenklade analytiska beskrivningar och numeriska berakningar for
vissa delforlopp.

Bland de delar som bestdmts med numeriska metoder &r den stationdra forlusten
frdn bergrummen. Detta varde beskriver den langsiktiga varmeforlusten fran bergrum-
men. Det &r proportionellt mot bergrummens tidsmedeltemperatur.

I det allmanna fallet kan arsmedeltemperaturen i bergrummen vaxa olika. Lat
temperaturen vid markytan och i de fyra bergrummen ges av 2b, Tj ,22 ,2b respektive
T4. Tillampning av superpositionsprincipen medfor en forenkling sa att ett allmant fall
kan beskrivas som en linjar kombination av tva grundfall. Dessa ges av de konstanta
temperaturerna (0,1,0,0,0) och (0,0,1,0,0) dar temperaturerna &r givna i ordningen
(70... 14). Resultatet av berdkningarna kan sammanfattas i en varmestrémningskrets
enligt figur 13.7.8.
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K >0. CW kW/K

Figur 13.7.8. Varmestréomningskrets for stationdra forluster for de fyra bergrummen
i Skarvik [Claesson, Wallentén],

Man far féljande formler for varmeflodet Qi (kW) fran en temperaturpunkt i:

Qi= E ki —-T>)  (=°1.2-34) (i3-7-1)

Vid tredimensionella berékningar av de stationdra forlusterna har i det visade fallet
60 000 berékningsceller anvénts. De minsta cellerna hade storleken 2-2-2 m3.
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Kapitel 14

KORT OM ANDRA NUMERISKA LOSNINGSMETO-
DER

Den i framstallningen beskrivna ldsningsmetoden innebdr en tydligt fysikaliskt for-
mulerad varmebalans for de enskilda gittercellerna.

Metodens egenskaper 6verensstimmer med den metod som inom omradet numerisk
analys kallas explicit framatdifferens. Den i dessa sammanhang vanliga formuleringen
av metoden framhéver inte den bakomliggande fysikaliska processen. Se formulering-
arna (4.2.1-3).

Det vanliga sattet att losa varmeledningsproblem &r att utga fran den analytiskt
formulerade varmeledningsekvationen och att forsoka hitta en numeriskt formulerad
I6sningsmetod som &r s& allmangiltig som mojligt. Den traditionella metoden att I6sa
varmeledningsekvationen bygger pa att ingdende derivator ersétts med dilferenskvoter.
Den kontinuerliga temperaturfordelningen ges en diskret beskrivning dér temperaturen
definieras i ett &ndligt antal punkter. Det ligger emellertid utanfor framstéllningens
ram att i detalj ga in pa alla de angreppssatt som utvecklats. For narmare beskriv-
ning hanvisas till de manga standardverk som utmérkt och detaljerat behandlar olika
sadana metoder. Se till exempel [Ames\ [Smith\ [Minkowycz et al., 1988] och [Mitchell,
Griffiths],

Gemensamt for metoderna &ar problemet med den diskreta formuleringen av tids-
derivatan. Ett syfte med pagdende utveckling ar att astadkomma formuleringar som
ger mojlighet att forlanga tidssteget sa mycket som mojligt. | kapitel 5 visas att det
finns valgrundade termodynamiska skal for den tidsstegsgrans som erhélls med framat-
differensens stabilitetstidssteg. Man kan darmed forvénta sig att dverskridande av
denna grans kostar berakningsarbete dd man med nddvandighet maste infora en mer
komplicerad beskrivning av temperaturforloppets mekanism.

Det &r darfor intressant att gdra en jdmforelse mellan vinsten i tidsstegslangd och
forlusten i motsvarande berakningsarbete nér tidsderivatan beskrivs med olika metoder.
I syfte att belysa detta skall kortfattat resultatet i [Thibault, 1985] aterges.

Thibault betraktar foljande problem. En parallellepiped av koppar har konstant
begynnelsetemperatur. Tre olika randvillkor studeras: sprangtemperatur vid randerna,
konstant varmefléde genom randerna samt sprangtemperatur med ett konstant var-
memotstand langs ytorna. Temperaturfordelningen efter fem sekunders forlopp skall
bestammas.

Det beskrivna tredimensionella transienta problemet l6ses med nio olika beskriv-
ningar, M1-M9, av tidsderivatan. Dessa kan delas in i tre olika kategorier. Metoderna
M1-M3 ar explicita metoder vilket innebdr att den nya temperaturen i en gitterpunkt
efter tidssteget kan uttryckas direkt med hjalp av de gamla temperaturerna fore tidsste-
get. MI &r metoden med explicita framatdifferenser vars egenskaper dverensstammer
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med den metod som beskrivs i denna framstéllning. 1 M2 och M3 anvénds mellansteg
vid berdkningen av de nya temperaturerna i slutet av ett tidssteg.

M8 och M9 &r implicita metoder. Med dessa metoder erhalls stabila lésningar oav-
sett tidsstegets 1angd. Metoden innebér att for varje tidssteg loses ett ekvationssystem
omfattande lika manga ekvationer som man har temperaturpunkter. Losningen kraver
lang berakningstid och stort minnesutrymme. M8 &r en ren implicit metod och M9 &r
Crank-Nicolsons metod.

M4-M7 &r ADI-metoder (Alternating-Direction-Implicit). Dessa metoder &r utveck-
lade for att reducera de implicita metodernas stora datorkraftbehov. Ett tidsstegs fo-
randringar genomfors i tre endimensionella steg innebdrande implicit 16sning i de tre
koordinatriktningarna i tur och ordning. Ekvationssystemet reduceras da till en for-
mulering med tridiagonala koefficientmatriser. M4 &r en ren ADI-metod. M5 (Brian)
och M6 (Douglas) innebdr modifikationer vid genomforandet av de tre stegen. M7
(Thibault) &r en metod som bygger pa superpositionsprincipen.

For varje metod bestdmdes felet i den berdknade temperaturfordelningen efter fem
sekunder. Medelvardet av kvadraten pa avvikelsen i varje temperaturpunkt beraknades.
Medelfelet bestdmdes som kvadratroten ur detta medelvarde.

Figur 14.1 visar typiska berékningsfel i resultaten for de olika berdkningsmetoder-
na. Metoderna M8 och M9 saknas da de pa grund av mycket stora berakningstider
av Thibault ans3gs vara ointressanta. Det framgar att s lange MI, metoden med
explicit framatdifferens, uppfyller villkoret for tidsstegslangden fungerar den utmarkt i
jamforelse med Gvriga metoder. Nar stabilitetstidssteget 6verskrids blir felet omgaende
kraftigt. Risken for att en 16sning skall vara behéftad med ett "smygande” fel &r liten.

Berakningstider for de olika metoderna aterges i tabell 14.1. Tiderna (medelvérden
for de studerade fallen) ar givna relativt tiden fér metod M.

Metod Relativ CPU-tid

Ml 1.00
M2 1.82
M3 185
M4 4.45
M5 4.47
M6 451
M7 251
M8 >15000
M9 >15000

Tabell 14.1. Relativt tidsbehov for de olika metoderna [Thibault].

Thibault kommenterar resultatet pa féljande satt:

"Ml is a very good three-dimensional numerical method. It is the most
economical with respect to computation time and core storage, the easiest to
program, and one of the more accurate methods.” Tidsstegsvillkoret ndmns
som en nackdel.
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Medeltemperaturfel som funktion av tidssteget [Thibault],
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M2 déms ut eftersom dess Idsning inte konvergerar med minskande cellstor-
lek. M3 &r ovillkorligt stabil, men vid for stora tidssteg ar dess l6sning inte
representativ for det aktuella fysiska problemet. M7 &r enkel att hantera
men har begransad tidstegslangd for stabil 16sning (tre ganger sa lang som
for MI). M4 har begransat tidssteg (tre ganger MI). M5 och M6 é&r o-
villkorligt stabila men tidssteget bor begransas for att halla felet 1agt (4-6
ganger MI). Deras algoritmer ar svara att programmera. M8 och M9 ar
ointressanta pa grund av tidsbehovet.

Thibault rangordnar metoderna enligt M6, M5, Ml, M4, M7, M3, M2, M8
och M9,

Har kan tillaggas att M6 och M5 &ar bedémda som svara att hantera i ett datorpro-
gram. Jamfort med MI kraver de 4.5 ganger sa lang raknetid oavsett gitterstrukturen
(pa grund av begransningen av tidssteget). M4 kraver 4.5 ganger s lang raknetid.
Med M7 foljer de begransningar som sammanhénger med superposition samt att tids-
atgangen ar 2.5 ganger sa lang.

Det framgar att Ml ur manga synvinklar ar en attraktiv metod och att 6vriga
betraktade metoder inte har nagra sjalvklara fordelar.

Thibaults undersokning innehaller ndgra osakra punkter sasom:

« ar respektive losningsmetod formulerad pa ett optimalt satt for att mojliggora en
shabbt arbetande I6sningsalgoritm?

« ar programkoden skriven pa ett rationellt satt?

Thibaults syfte ar att forutsattningslost jamfora olika 16sningsmetoder bland vilka
hans egen ingar. Den hamnar i mitten av faltet vid hans utvardering. Hans valda
tillampning med dess enkla formulering och anvandandet av samma gitterstruktur for
de olika metoderna okar trovardigheten for att resultatet verkligen &r belysande vid en
jamforelse av just l6sningsmetodernas tidsbehov.

Auvslutningsvis innebér implicita metoder 16sning av ekvationssystem for varje tids-
steg. Detta medfor behov av storre datorkraft (mer minne fér matrisbeskrivning av
ekvationssystemet och mer berdkningstid for att I6sa det) &n vad explicita metoder
kraver. For en- och tvadimensionella problem har detta mindre betydelse men svarig-
heterna blir stora vid berdkning av tredimensionella problem [Minkowycz et al., 1988,
13.6]. Minkowycz uppger att stora FEM-program (finita element-metoden, vilken har
en inbyggd implicitet) inte ryms i primarminnet pa ens de storsta datorerna (1988)
varfor yttre minnesenheter maste tas i bruk.

Det kan ndmnas att den i inledningen ndmnda forskargruppen utfort berdkningar
for tredimensionella stationdra temperaturférdelningar omfattande upp till 1000000
temperaturpunkter med den i framstallningen beskrivna metoden. Berékningarna har
utforts pa persondator men &r for narvarande ej dokumenterade. Se &ven avsnitt 13.7.6.
Det stora antalet temperaturpunkter kan ocksa anvandas vid transienta berakningar da
dessa har en explicit formulering som &r mycket lik den som anvénts vid de stationéra
berékningarna.
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Kapitel 15

EXEMPEL PA ANDRA PROCESSER MED PARABO-
LISK DIFFERENTIALEKVATION

Kapitel 1-14 behandlar temperaturibrlopp. Grunden for framstallningen &r vér-
meledning i fast materia, dar temperaturforloppet i kontinuerlig form beskrivs av vér-
meledningsekvationen (3.3.7). Avsikten med detta kapitel &r att ge exempel pa andra
processer som kan hanteras enligt de i rapporten beskrivna metoderna.

Den betraktade processen avser en konserverad storhet a som kan vara energi
eller massa. Storhetens fordelning i rummet ges av en densitetsfunktion pa. Man har
ett flode ga som paverkar densitetsfunktionen pa. Konservation av den betraktade
storheten ger:

(15.1)
Ekvationen uttrycker att tidsandringen av storheten a i en punkt &ar lika stor som
nettoinflodet till punkten. Nettoutflodet frAn punkten ges av divergensen av flodet,
Ve,
Empiriskt har man ofta féljande typ av relation for flédet ga:
ga — (15.2)
Ekvationen uttrycker att man har ”potential”, dvs en tillstandsvariabel, vars gradient

driver flodet ga. Storheten Ka &r en proportionalitetsfaktor. Inséttning av uttrycket
for flodet i (15.1) ger foljande balansekvation:

N = V-(KQV$a) (15.3)

Sambandet mellan pa och ges av pa — pa(4>a). Man kan definiera en kapacitet
enligt:

(15.4)

Balansekvationen (15.3), uttryckt i $0J hlir da:

Canjf = v 1s3)
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Detta ar en parabolisk partiell differentialekvation dar man har en tidsderivata av fdrsta
ordningen och rumsderivator av andra ordningen.

Nedan ges exempel pa nagra processer som kan beskrivas enligt ovan.

Varmeledning

Storheten a star for energi. Storheten pa motsvarar energitatheten e (J/m3), ga
varmeflddet g (W/m2) och temperaturen T (°C). Varmeflddet ges av Fouriers lag:

q= -AVT (15.6)

Proportionalitetsfaktorn Ka blir varmeledningsformagan A (W/mK). Varmebalans-
ekvationen ar:

d

e
gt = V' (AVT) (15.7)

Véarmekapaciteten C (J/m3K) ges av:

d
A (15.8)

Denna formulering motsvarar sambandet (12.2.7). Véarmebalansekvationen uttryckt i
T ges av:

C™ = V-(AVT) (15.9)
Detta &r den formulering som ges i (3.3.7).

Diffussion

Processen avser diffusion av ett 10st &mne i en stillastdende fluid. Storheten a star
for det diffunderande &mnets massa. Storheten pa motsvarar koncentrationen ¢ (kg/m3)
av dmnet, ga den diffusiva masstransporten qc (kg/smz2) och koncentrationen ¢
(kg/m3). Massflodet ges av Ficks lag:

9 = —DCVe (15.10)

Proportionalitetsfaktorn Ka motsvarar diffusiviteten Dc. Massbalansekvationen &r:
dc
— = V-(2?cVc) (15.11)
Kapacitetsfaktorn Ca blir 1. Man har:

(15.12)
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Fuktforlopp

Processen avser diffusion eller transport av fukt i ang- eller vatskefas i ett pordst
material. Storheten a star for massan av det transporterade dmnet H20. Storheten pa
motsvarar fukthalten w (kg H20/m3 pordst material), ga fuktflodet qw (kg H20/sm?
pordst material) och <a relativa fuktigheten $ (%). Fuktflodet ges av ett samband av
typen Ficks lag:

qw = (15.13)
Proportionalitetsfaktorn Ka &r fuktflédeskoefficienten D<s. Balansekvationen &r:

N = V-(Z7*V$) (15.14)

Sambandet w = u>($) ges av sorptionsisotermen, dvs jamviktssambandet mellan fukt-
halt och relativ fuktighet vid konstant temperatur.

Vid beskrivningen kan man i stallet se fukthalten w som den tillstandsvariabel vars
gradient driver massflodet qw. D& motsvaras av fukthalten w. Fuktflodet ges av:

qw = -DwVw (15.15)
Proportionalitetsfaktorn Ka &r en ny fuktflodeskoeffxcient Dw. Balansekvationen &r:

=V (DwVw) (15.16)
Sambandet mellan de tva fuktflodeskoefficienterna D$ och Dw ges av:
qw = -D”"™wv = (15.17)

dvs

D« = Dw%o (15.18)

Grundvattenrorelse eller luftrdrelse i isolermaterial

Processen avser transport av grundvatten eher av luft i isolermaterial. Storheten
a star for fluidens massa. Storheten pa motsvarar fluidhalten pj (kg fluid/m3 pordst
material), ga fluidens massfléde qj (kg fluid/sm2 porést material) och trycket p
(Pa). Massflodet ges av Darcys lag (densitetsdrivna fléden behandlas ej har):

gs = -A'Vp (15.19)

Proportionalitetsfaktorn Ka &r den hydrauliska konduktiviteten K. Balansekvationen
ar:
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£ =v.(rv,) (15.20)
Om fluiden ar inkompressibel erhalles:

V +{KS/p) = 0 (15.21)

Denna rapport behandlar framforallt transienta processer. Aven stationara virme-
ledningsproblem kan I6sas med den beskrivna metoden antingen genom att det transi-
enta forloppet foljes tills det klingat av eller genom att lsningsmetoden modifieras sa
att programmet réknar enligt en dverrelaxationsmetod. Se tilldampning i avsnitt 13.7.6
och kapitel 14. Stationéra problem av potentialtyp kan l6sas.

Man har allmént en ekvation av typen:

V-(A'aV$a) = 0 (15.22)

Vid ett varmeledningsproblem motsvarar $Q temperaturen T och Ka vdrmelednings-
formagan A. Se ekvation (3.3.11).

Om man har en kallterm ha, vilken beskriver ett externt volumetriskt extratillskott
av den betraktade storheten a, erhalles:

Ve (AVS$I +ha=0 (15.23)

Vid vérmeledningsproblem motsvarar ha en volumetrisk varmeutveckling h (W/m3).
Se ekvation (3.3.12).

Vissa typer av stromningsprocesser beskrivs av ekvationer av typen (15.22) [Hughes
and Brighton, kap 6], Se ekvation (15.21).

En annan typ av tillampningar &ar elektrostatiska problem. Den elektriska potenti-
alen betecknas V (V). Man erhaller féljande ekvation:

Vi@VV) +pc=0 (15.24)

Haér &r e dielektricitetskonstanten och pc laddningstatheten. Programvara, konstrue-
rad av den i inledningskapitlet ndmnda forskargruppen, har anvéants bland annat till
vidareutveckling av munstycken till blackstraleskrivare [Rydgren, Thesis] | munstycket
astadkommes droppavlankningen med elektrostatiska krafter. Man har en komplicerad
geometri med blackstralen och dess uppdelning i laddade droppar i kombination med
det omgivande munstycket med dess olika spanningsnivaer.
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