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Forord

Jag vill ge min handledare Mattias Sundén ett stort tack for hans vigledning och intressanta

perspektiv som gjort studien till det béttre.

Abstract

The term “random walk in random environment” can have several different meanings. In this
study, random walks in three different types of environments will be examined: a non-random
environment, used as a reference point, and two variations of random environments referred to

as a static random environment and a dynamic random environment.

The study investigates random walks in one- and two dimensions. Random walks ind = 1 can

described as occurring on an integer line, while in d = 2 on an integer grid.

Random walks can be described by their long-term behavior where recurrence refers to how
the random walker tends to return to the origin while transience refers to how the random walker

moves away from the origin without returning.

Theoretical results for recurrence and transience have been derived in all dimensions for the
non-random environment, as well for the static random environment in d = 1. However, for
random walks in random environments in d = 2 general theoretical results for these behaviors

have not yet been derived.

This study uses a simulationbased method to investigate how bias affects recurrence and
transience in dimensions d = 1 and d = 2 across different environment types. The results
showed that dimension has a great influence on tendencies for these behaviors. Under
symmetry, i.e. at bias level 0, random walks in the non-random and dynamic random
environment held similar results. In the static random environment certain areas affected how
the random walker was able to move. The results also showed that as the level of bias increased,

the movement became more directed, and the effect from the bias took over.



Sammanfattning

Uttrycket slumpvandringar i slumpmassiga miljoer kan ha flera olika betydelser. I denna studie
undersoks slumpvandringar i tre olika typer av miljder: en icke-slumpmaéssig miljo, som
anvinds som referenspunkt, samt tvd varianter av slumpméssiga miljoer som hér kallas for en

statisk slumpmaéssig miljo och en dynamisk slumpmissig miljo.

I studien undersoks slumpvandringar i en- och tvd dimensioner. Slumpvandringarna i d = 1

kan beskrivas ske pd en heltalslinje och i d = 2 pa ett heltalsrutniit.

Slumpvandringar kan bland annat beskrivas utifran sina ldngsiktiga beteenden dér rekurrens
beskriver hur slumpvandraren aterkommer till ursprungspunkten och transiens som beskriver

hur slumpvandraren avldgsnar sig och inte atervénder.

Det finns teoretiska resultat for rekurrens och transiens for alla dimensioner i icke-
slumpmaissiga miljoer samt for statiska slumpmaéssiga miljoer i d = 1. For slumpmaéssiga

miljoer i d = 2 saknas generella teoretiska resultat for dessa beteenden.

I denna studie anvinds en simuleringsbaserad metod for att undersoka hur forskjutning paverkar
tendenser for rekurrens och transiens i d = 1 och d = 2 {or de olika miljotyperna. Resultaten
visade att dimensionen har en stor paverkan for tendenser till dessa beteenden. Vid symmetri,
dvs forskjutningsniva 0, uppvisade slumpvandringarna i den icke-slumpmassiga miljon och den
dynamiska slumpmissiga miljon liknande resultat. I den statiska slumpmaéssiga miljon
paverkades slumpvandrarens rorelsemojligheter av vissa omrdden i miljon. Resultaten visade
ocksa att ndr forskjutningsnivan dkade blev rorelsen mer riktad, och effekten av forskjutningen

tog over.
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Disposition

I avsnitt 1 ges en introduktion slumpvandringar och vad studien i stort kommer att undersoka.
Vidare i avsnitt 2 presenteras teoretiska resultat och relevant forskning pa omradet. I avsnitt 3
ges en mer ingdende beskrivning av hur de olika miljétyperna kommer att undersokas. Avsnitt
4 tar upp studiens avgransningar. I avsnitt 5 beskrivs och motiveras metoden. I avsnitt 6 och 7
presenteras de uppmaitta resultaten samt en diskussion som anknyter till studiens syfte och

forskningsfragor. Avslutningsvis fors en kritik kring studien samt forslag pa vidare studier.



1. Introduktion

1. 1 Bakgrund

En slumpvandring kan beskrivas som en sekvens av steg dér riktningen av varje steg bestims
av sannolikheter. I en dimension, d = 1, kan en slumpvandrare rora sig ett steg 4t hoger med
sannolikhet P(X; = +1) = p eller ett steg at vinster med sannolikhet P(X; = —1) =1 —p =
q, dédr X; dr oberoende och identiskt fordelade slumpvariabler. Slumpvandringen sker pa en
heltalslinje och borjar vid ursprungspunkten S, = 0. Stegen ar lika ldnga och tas mot nérmsta
granne. Positionen efter n steg, S,,, kan beskrivas som summan av dessa pd varandra foljande
steg:
n
Sh=X1+ X+ + X, =ZXi

=1

(Bogachev, 2006).

I d = 1 kan slumpvandringen dven beskrivas med foljande diagram:

(Norris, 1997, s. 29).

Slumpvandringar kan ske i olika miljotyper dar miljon haller sérskilda forutséttningar, villkor

eller regler som pdverkar slumpvandrarens beteende.

En slumpvandrare i en icke-slumpmissig miljo moter en miljo dir sannolikheterna for riktning
ar forutbestimda och fasta, alltsa icke-slumpmassiga. I en slumpmaissig miljo kan istillet vissa
omrdden eller positioner i miljon har en storre eller mindre sannolikhet for rorelse 1 vissa
riktningar, dd beroende pd miljoforhéllandena. Hiar kommer slumpvandraren alltsd dven
paverkas av den slumpmaéssiga miljon. Slumpvandringar i slumpmaéssiga miljoer kan ha flera
olika betydelser. I en statisk slumpmaissig milj6 &r miljon initialt slumpmissigt genererad men

halls fast under slumpvandringens gidng (Bogachev, 2006).



En dynamisk slumpmaéssig miljo beskriver en miljo dér sannolikheterna inte bara varierar
beroende pé position utan ocksa kan fordndras under slumpvandringens géng. Dessa miljoer
kan varieras pad manga olika sitt diar exempelvis sannolikheterna for riktning kan uppdateras

vid varje steg, med vissa intervall eller med nigot annat villkor (Avena, 2010).

Slumpvandringar i icke-slumpmassiga miljoer kan vara fullt symmetriska, vilket innebér att
sannolikheten for att slumpvandraren ror sig i en viss riktning dr densamma Overallt, dér ar

P(X; =+1)=P(X; =—1) = 0.5 for alla i.

I slumpmaéssiga miljoer kan den lokala sannolikheten for ett steg i en viss riktning variera, det
vill sdga vara lokalt asymmetrisk, beroende pé milj6forhallandena. Sannolikheterna for att ta
ett steg at hoger P(x, x + 1, w) och at vénster P(x, x — 1, w) kan vara olika vid varje position x

1 miljoén w.

Dock kan en global symmetri uppstd dver ett stort antal steg som:

n
1
lim —z(P (t,x+1,w)— Px,x—1,w))=0
i=1

n-on

Slumpmaéssiga miljoer innehaller alltid ett visst matt av lokal asymmetri for att kunna anses

vara just slumpmassiga (Bogachev, 2006).

Slumpvandringar kan dven ske i olika dimensioner. I denna studie kommer det endimensionella
och tvddimensionella fallet att undersdkas. Nar d = 1 kan slumpvandraren ses rora sig pa en
linje av heltalspositioner, dér rorelsen sker i tvd mdjliga riktningar: hoger eller vénster (Norris,
1997, s. 29). Nédr d = 2 kan slumpvandraren ses rora sig pa ett rutndt av heltalspositioner, dér

rorelsen sker i fyra riktningar: hoger, vinster, upp eller ner (Norris, 1997, s. 31).

I denna studie kommer slumpvandringarna i de olika miljétyperna och dimensionera dven att
utsdttas for olika nivder av forskjutning. Forskjutningen kan beskrivas som en typ av bias da

den innebdr att sannolikheten for rorelse i en viss riktning &r storre dn for andra riktningar.



Slumpvandringars langsiktiga beteenden undersoks oftast genom rekurrens och transiens.
Rekurrens betyder att slumpvandraren terkommer till ursprungspunkten och transiens betyder

att slumpvandraren ror sig bort fran ursprungspunkten.

Rekurrens och transiens dr dirav intressant att undersoka for att forstd hur en slumpvandring

paverkas av miljotyp, dimension och forskjutningsnivéa (Bogachev, 2006).

1. 2 Problemformulering

Det finns teoretiska resultat gillande rekurrens och transiens for slumpvandringar i
symmetriska icke-slumpmaissiga miljoer for alla dimensioner (Norris, 1997, s. 29-32) och for
genomsnittligt symmetriska statiska slumpmaéssiga miljoer i en dimension, d = 1 (Bogachev,
2006). Diaremot é&r statiska slumpmadssiga miljéer i hogre dimensioner samt dynamiska
slumpmaissiga miljoer ett mer komplext omrade dir exakta teoretiska resultat for rekurrens och

transiens saknas (Avena, 2010).

1. 3 Syfte

Syftet med studien dr att med en simuleringsbaserad metod undersdka hur olika nivder av paford
systematisk forskjutning paverkar slumpvandringarnas beteende for rekurrens och transiens i
de olika miljotyperna och dimensionerna, d = 1 och d = 2. Detta sker genom en jaimforelse
av en icke-slumpmaéssig miljo, en statisk slumpméssiga milj6 samt en dynamisk slumpmassig

miljo dér sannolikheterna for riktning uppdateras i varje steg.

Genom att se till resultat gillande slutpositionshastighet, som &r genomsnittet av
slutpositionernas avstdnd fran ursprungspunkten over alla slumpvandringar, medelavstdndet
som dr det genomsnittliga avstandet fran ursprungspunkten under hela slumpvandringen samt
aterkomstfrekvensen till ursprungspunkten (Bogachev, 2006) kan tendenser for rekurrens och

transiens undersokas.



1. 4 Forskningsfragor

e Hur paverkar dimension tendenser for rekurrens och transiens?
e Hur paverkar olika forskjutningsnivder tendenser for rekurrens och transiens?

o Skiljer sig resultaten dat mellan miljétyper?

2. Teor1 och tidigare studier

I avsnitt 2.1 ges en definition av begreppen rekurrens och transiens. I avsnitt 2.2 redovisas for
teoretiska resultat gillande slumpvandringar i icke-slumpmaéssiga miljoer och vidare i avsnitt

2.3-2.7 presenteras tidigare studier och ytterligare viktiga resultat pd omradet.

2. 1 Rekurrens och transiens

Noll-ett-lagen séger att sannolikheten for en hdndelse antingen &r O eller 1. I sammanhanget

kan alltsa en slumpvandring vara antingen rekurrent eller transient (Bogachev, 2006).

Rekurrens betyder att slumpvandraren atervinder till ursprungspunkten, och éven alla andra
positioner, oidndligt ménga ganger. Transiens betyder att slumpvandraren inte atervénder till
ursprungspunkten oédndligt ménga ganger. Detta innebdr att slumpvandraren s& sméningom

kommer att rora sig bort fran ursprungspunkten och inte atervénda.

For att undersdka rekurrens och transiens anvénds f,,, som &r sannolikheten for att atervinda
till ursprungspunkten 0 for forsta gdngen vid steg n, samt u,,, som dr sannolikheten att vara vid

ursprungspunkten efter n steg, oavsett om det &r forsta aterkomst eller inte.

Summan av alla sannolikheter for forsta aterkomst vid varje steg n ar f = Y.;_; fn- Av detta

foljer att sannolikheten for aterkomst till ursprungspunkten ndgon gang under slumpvandringen



ar f och sannolikheten for att inte aterkomma till ursprungspunkten ndgon gang under

slumpvandringen dr 1 — f.

For slumpvandringari d = 1 och d = 2 som sker pa en heltalslinje kan aterkomst bara kan ske

efter ett jamnt antal steg, alltsa &r u,, = 0 for udda n.

Sannolikheten att vara vid ursprungspunkten efter n steg, u,, kan beskrivas som:

u; = fouy + filo

U = fouyx + f1 ug + faug

Un = foun +f1 Up_1 T+ "'+fnu0

Exempelvis u,, sannolikheten att vara vid ursprungspunkten efter tvé steg, berdknas som: u, =

fouz + fiug + fou,.

For f, géller att u, = 0 eftersom f, = 0. Detta beror pé att det inte & mdjligt att atervinda till
ursprungspunkten utan att ta nagra steg. Vidare ar fyu; = 0 eftersom u; = 0 vilket innebér att

det inte 4r mdjligt att atervinda till ursprungspunkten efter ett udda antal steg.

faug = f, * 1 = f, eftersom uy, = 1, da slumpvandringen alltid borjar vid ursprungspunkten
vilket gor att sannolikheten att vara dir vidn =0 &ar 1. Detta innebdr att u, = f, da
sannolikheten att vara vid ursprungspunkten efter tva steg, u,, dr lika med sannolikheten att

atervinda till ursprungspunkten for forsta gangen vid n = 2, vilket &r f,.

Vidare kan sannolikheterna for att vara vid ursprungspunkten efter olika antal steg, u,,

respektive sannolikheterna for forsta dterkomst, f,,, beskrivas som:

U(s) = ug + uys + ups? + -+ + u,s™

F(s) = fo+ fis+ fos? + -+ fus™

10



Har ar U(s) den genererande funktionen for u,. Varje term i U(s) é&r alltsd sannolikheten att
vara vid ursprungspunkten efter n steg. F(s) ar den genererande funktionen for f,,. Varje term
i F(s) ér sannolikheten for att atervinda till ursprungspunkten for forsta gangen vid steg n.
Dessa genererande funktioner anvinds for att sammanfatta sannolikheterna som en enda
ekvation. Genom att anvénda s behalls ordningen pé dessa sannolikheter da varje exponent pa

s™ anger vilket steg sannolikheten géller for.
Det finns ett samband mellan sannolikheterna att vara vid ursprungspunkten och
sannolikheterna for forsta dterkomst som kan uttryckas av produkten av de tvd genererande

funktionera.

Produkten av U(s) och F(s) ger alla mgjliga sitt att vara vid ursprungspunkten efter olika steg

som:

U(S)F(s) = uofy + (uifo + upfi)s + (uafo + usfi + upfa)s? + -+

Eftersom slumpvandringen alltid borjar vid ursprungspunkten, uy = 1, géller:

U(s)F(s)=U(s) -1

1=U(s)(1 —-F(s))

Detta visar att sannolikheten att vara vid ursprungspunkten efter olika steg, U(s), beror

pé sannolikheten for forsta aterkomst, F(s).

For att bestimma om en slumpvandring &r rekurrent eller transient anvénds foljande sats:

Om Y7, u, = oo, dr f = 1 och slumpvandringen &r rekurrent.

Om Y7 ou, < oo, ir f < 1 och slumpvandringen &r transient.

11



Om Y guU, = o ar linll U(s) = oo sa:
S—

lim1—F(s) =lim 0
s—1

s->1U(s) -

limF(s) =1
s—1

Om en slumpvandring dr rekurrent maste sannolikheten att dtervinda till ursprungspunkten
ndgon ging under slumpvandringen f vara 1, alltsd f = 1. Detta dr en fOrutséttning for
rekurrens men vidare méste slumpvandraren dven dtervinda till ursprungspunkten oédndligt
ménga génger vilket visas av att summan av sannolikheterna for att vara vid ursprungspunkten

vid varje steg dr odndlig.

Om Y7o u, < oo siger det att lin} U(s) < oo sa:
S—

>0

i 1) = im
£1_r}r11 F(s)<1
f<1
Om en slumpvandring &r transient dr sannolikheten for att atervdinda ndgon gang under

slumpvandringen mindre &n 1, alltsd f < 1. Summan av sannolikheterna for att vara vid

ursprungspunkten vid varje steg dr hér alltsa dndlig (Zhu, 2016).

2. 2 Polyas rekurrensteorem

Polyas rekurrensteorem siger att en symmetrisk slumpvandring i en icke-slumpmassig miljo ar

rekurrent ndr d = 1, 2 och transient nar d = 3 (Zhu, 2016).
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For en symmetrisk slumpvandring i d = 1 kan sannolikheten for rorelse ett steg at hoger

beskrivas som p och sannolikheten for rorelse ett steg &t vinster som 1 —p = g, dir p = q.

Sannolikheten for rorelse ett steg dt hoger dr dad p = % och sannolikheten att rorelse ett steg at

vanster q = % Vid varje steg kan alltsa slumpvandraren antingen rora sig &t hoger eller vénster

dér bada riktningarna ir lika sannolika. Stegen &r lika langa och tas mot ndrmsta granne.

2n
Vid totalt 2n steg dr sannolikheten att ta en viss sekvens av steg G) . For att komma tillbaka

till ursprungpunkten 0 efter 2n steg maste slumpvandraren rora sig lika manga steg at hoger

som at vénster, det vill sdga n steg dt vardera héll. Antalet mojliga sitt att vélja n steg fran 2n
(Zn)
1)2

steg dr d& 22™ eftersom varje steg kan vara antingen at hoger eller vénster.

steg ges av binomialkoefficienten som (2") . Det totala antalet mdjliga sekvenser av 2n

For att f4 sannolikheten att atervdnda till ursprungspunkten efter 2n steg beréknas

sannolikheten for en viss sekvens genom antalet sekvenser som leder tillbaka till

) )

For att berdkna (2:) = Enrll))z anvinds Stirlings approximation av n! nir n —» oo som, n! =

ursprungspunkten:

\21n * (Z)n, dar:

(2n)! N V21 * 2n (z?n)zn _ V2«21 22™ « (g)zn _ 72n
) )

2n 22n 1

e ()

S

(Zhu, 2016).



Eftersom denna summa divergerar innebér det att slumpvandringen dr rekurrent enligt ovan

definition.

Ford = 2 finns fyra mojliga riktningar. Sannolikheten for en viss sekvens av 2n steg ar

2n
da G) eftersom varje steg har sannolikheten i.

For att atervénda till ursprungspunkten 0,0 efter 2n steg maste antal steg 4t hoger vara lika med

antal steg at vanster och antal steg uppat maste vara lika med antal steg nedat.

Rorelserna i de fyra riktningarna maste alltsa fordelas dver totalt 2n steg. Antalet sétt att fordela

dessa steg berdknas som summan av alla mojliga fordelningar av stegen mellan de olika

n (2n)!

riktningarna och kan uttryckas som Zi=0m'

(2n)! &ar alla mojliga sétt att

fordela 2n steg pa, utan att ta hdnsyn till riktningarna. Om i &r antal steg at hoger och (n — i)
steg at vénster riknar i! alla mojliga stt att fordela de i stegen at hoger och (n — i)! rédknar alla
mojliga satt att fordela de (n — i) stegen at vénster. Detta gors sedan pa samma sitt for antal
steg uppat och nedat. Det handlar alltsd om att rdkna alla mojliga sétt att fordela stegen i varje

riktning.
Sannolikheten att dtervédnda till ursprungspunkten efter 2n steg ér:

2n 2

= ()Y e = () COX ) - ()

n

Genom att anvdnda den kombinatoriska identiteten att summan av produkten av

binomialkoefficienter uppfyller X1t o(*1) (") = (2:)2 kan uttrycket forenklas.

Med Stirlings approximation blir detta:

2n\2  42n
(n) ~mn

14



_— —_ — —_—

<1)2" 42n 1 4 1

4 n 42" @n 7©n

[0e]

(o)
Z :
uz =~ — = 0
n mn
n=0

n=0

Aven denna summa divergerar vilket betyder att slumpvandringen dr rekurrent i d = 2
(Kempton, 2018). For vidare forklaring till varfér summorna divergerar hénvisas till (Mansson,

2011, s. 322).

. . . . 1. 1.
Varfor sannolikheten for aterkomst minskar som 7= 1 d = 1 och snabbare, som —1i d=
V3 T

2, skulle dven kunna forklaras av den centrala grinsvérdessatsen. Dessa resultat ar viktiga men

kommer inte att redogoras for 1 denna studie (Bogachev, 2006).

Nér d > 3 kommer denna summa att konvergera vilket innebér att slumpvandringen blir

transient (Norris, 1997, s. 32).

I en symmetrisk icke-slumpmassig miljo avgor alltsd dimensionen om slumpvandringen ar
rekurrent eller transient. I en slumpmassig miljo, dir sannolikheterna dven varierar beroende pa
position, fungerar inte dessa metoder eftersom sannolikheten dven kommer att bero pé
miljoforhéllandena. Hir anvénds istdllet Solomons teorem som analyserar den globala

asymmetrin 1 miljon for att avgora rekurrens och transiens (Bogachev, 2006).

2.3 Solomon

Solomons teorem anvinds for att beskriva ndr en slumpvandring i d =11 statiska

slumpmaissiga miljoer dr rekurrenta eller transienta.
Den slumpmadssiga miljon representeras av w, som &r en uppséttning sannolikheter for varje

position. Miljon &dr initialt slumpméssigt genererad men forblir fast under hela

slumpvandringen. Stegen &r lika langa och tas mot ndrmsta granne

15



Sannolikheten att slumpvandraren ror sig frdn position x till positiony 1 ett steg givet

sannolikheterna for rorelse 1 den specifika miljon w ges av:

p(x,y, (‘)) = Pw(5n+1 = yISn = x)

Sannolikheten p(x,y,w) beror alltsa bade pa position och miljon w. Den betingade
sannolikheten P® (S, = y|S, = x) dr sannolikheten att slumpvandraren befinner sig i

position y vid steg n + 1 givet att den &r i position x vid steg n i miljon w.

Sannolikheterna for rorelse ett steg 4t hdger p, och ett steg at vinster q,, vid positionxid =1
kan beskrivas som:

px:Pw(Sn+1:x+1|Sn:x)' dx =1 —py

Py dr alltsa sannolikheten att slumpvandraren ror sig ett steg at hoger, fran position x till x + 1
givet miljon w. g, dr sannolikheten att slumpvandraren ror sig ett steg at vinster, fran

position x till x — 1 givet miljon w. Det finns alltsd tva mdjliga riktningar, hdger p, och vénster

x =1 —py.

For att analysera asymmetrin i miljon anvénds kvoten p, som beskriver forhallandet mellan

sannolikheterna for rorelse at vanster g, = 1 — p,. och at hoger p,:

=
Px

Px

For att sedan undersoka asymmetrin i miljon globalt sett anvinds vantevirdet av logaritmen
av Py

n = E(lnp,) = z p(x)Inp,

Summan tas dver alla mojliga positioner x 1 miljon dér p(x) ar sannolikheten att befinna sig
vid position x och Inp, beskriver forhéllandet mellan sannolikheterna for rorelse at vénster
eller at hoger vid position x. Vintevirdet av logaritmen E(Inp,) sammanfattar alltsd

asymmetrin over hela miljon och fungerar som ett matt pd dess globala férdelning. Dédrmed ger
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n en uppfattning kring hur asymmetrin i miljéon paverkar slumpvandringen och om den ar

rekurrent eller transient (Solomon, 1975).

Om miljon dr slumpmissig méste det alltsa finnas en viss lokal asymmetri. Sannolikheterna for
rorelse dt hoger eller vénster varierar da fran position till position. Om det inte fanns ndgon

lokal asymmetri skulle miljon vara forutsdgbar vilket skulle gora den icke-slumpmassig.

Trots denna lokala asymmetri kan miljon som helhet vara globalt symmetrisk. Detta innebér att
pa lang sikt kan den totala sannolikheten for rorelse at hoger eller vénster jamna ut sig. Enligt
Solomons teorem é&r alltsd slumpvandringar i symmetriska statiska slumpmaéssiga miljoer

rekurrenta (Bogachev, 2006).
For att uppskatta osdkerheten i en slumpmissig process kan d@ven informationsteori och diri
sdrskilt entropi anvéndas. For en diskret slumpvariabel X med mgjliga utfall x4, x; ... x,, och

en sannolikhetsmassfunktion p(x) diar p(x;) dr sannolikheten for utfallet x;, definieras

entropin H(X) som:

HOO = = ) pGlogs p(x)

Dir log, ér logaritmen med basen 2.
For en symmetrisk slumpvandring i en icke-slumpmassig milj6 dér sannolikheten for rorelse
ett steg t hoger ar lika stor som sannolikheten for rorelse ett steg &t vénster skulle entropin
H(X) beréknas som:

H(X) = —(0.5l0g,0.5 + 0.5l0g,0.5)
D4 log,0.5 = —1 eftersom 271 = 0.5:

H(X) = —(0.5 * (=1) + 0.5 * (—=1)) = 1 bit

Entropi mits i ”bitar” och detta resultat innebér att varje steg ger 1 bit av information, vilket ar

det storsta mojliga vérdet av entropi for tva mojliga utfall (Cover och Thomas, 2006, s. 14).
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Anvindningen av logaritmen for att beskriva den genomsnittliga asymmetrin 1 miljon liknar
anvindningen av logaritmen i berdkningen av entropi. Bada méitten sdger nagot om osékerhet,
och den genomsnittliga asymmetrin 1 miljon kan alltsd tdnkas p& som osékerheten kring

riktningen i slumpvandringen.

For en slumpvandring i en slumpmissig miljo kan alltsd entropi anvéndas for att beskriva hur
osédkerheten kring riktningen okar. Eftersom sannolikheterna varierar pa ett slumpmassigt satt
ger n = E(Inp,) ett matt pa den genomsnittliga osékerheten i miljon. Ju storre variation i
sannolikheterna for att rorelse at hoger eller vénster, desto hogre blir entropin, vilket innebér att

osédkerheten kring riktningen okar.

2. 4 Asymptotisk hastighet

Den asymptotiska hastigheten kan beskrivas som den ldngsiktiga genomsnittliga

hastigheten for en slumpvandring och definieras som:

. n
v = lim —
n—-oo N

Dir S, dr slumpvandrarens position vid steg n. Detta gransvirde existerar med sannolikhet 1:

I en icke-slumpmaéssig miljo kan den asymptotiska hastigheten v beréknas som:
v=p—4q
Dir p dr sannolikheten for rorelse ett steg at hdger och g dr sannolikheten for rorelse ett steg at

vénster. Denna formel beskriver inte bara den asymptotiska hastigheten utan dven driften. I en

icke-slumpmissig miljo dr drift och asymptotisk hastighet samma sak eftersom sannolikheterna
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ar fasta. Den asymptotiska hastigheten v konvergerar alltsd motp — g nédrn — oo med

sannolikhet 1.

Likheten visar alltsé att slumpvandraren ror sig med en asymptotisk hastighet som p — q. Om
p — q # 0 kommer slumpvandringen att driva mot odndligheten, mot +c0 om p — q > 0 och
mot —0 om p—q<0. Om p=q =0.5 dr slumpvandringen symmetrisk och den

asymptotiska hasigheten blir dd v = 0.

For statiska slumpmaissiga miljoer ser berdkningen av den asymptotiska hastigheten annorlunda

ut. Istéllet for att baseras pa fasta sannolikheter anvinds vintevérdena E (p,) och E (pg1).

I denna miljo varierar sannolikheterna p,. och g, med positionen x. For att beskriva den lokala

asymmetrin anvinds p, = % och p;l = Z—x‘ Vidare beskriver vintevirdena E (p,) och E(pz1)

den globala asymmetrin dver alla positioner x i miljon.

I en statisk slumpmaéssig miljo beréknas den asymptotiska hastigheten v som:

1—FE
—pxompr<1,

0 annars

Det finns alltsd tre mojliga fall, om Ep, < 1, om Epz! < 1 eller om inget av dessa villkor dr

uppfyllda vilket leder till att v = 0. Som exempel, for varje position berdknas p, och dess

1-Epy
1+Epy

véintevirde Ep,. Om Ep, < 1 ges hastigheten av formeln v =
Som beskrivs ovan dr den asymptotiska hastigheten i en icke-slumpmaéssig miljé lika med
driften. I en slumpmaissig miljo leder ddremot variationen i p, och g, till en ligre hastighet.

Detta diskuteras vidare i foljande avsnitt om Jensens olikhet.

Den asymptotiska hastigheten kan alltsd paverkas av den slumpmissiga miljon. I den
slumpmaissiga miljon kan det uppstd omrdden som gor det ldttare eller svarare for

slumpvandraren att rora sig. Exempelvis kan s kallade féllor uppstd som dr lokala omréden dér
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asymmetrin i miljon gor det svart for slumpvandraren att [imna omradet. Dessa fallor kan sdnka

hastigheten, men behdver inte nddvéndigtvis gora sd att drift forsvinner helt.

Rekurrenta slumpvandringar 1 statiska slumpméssiga miljéer i d = 1 kan &ven drabbas av
Sinai-lokalisering. Sinai-lokalisering innebér att slumpvandringen, trots att den &r rekurrent, ror
sig med en extremt lag hastighet och blir "lokaliserad" vid en slumpmadssig position som
bestdms av de rddande miljoforhallandena. Dessa forhallanden kan alltsa leda till att fallor
uppstdr som far slumpvandraren att fastna vid vissa positioner, vilket i sin tur paverkar

hastigheten (Bogachev, 2006).

2. 5 Jensens olikhet

Jensens olikhet kan anvéndas for att forklara varfor den asymptotiska hastigheten dr lagre dn

driften.

En funktion f &r konvex over intervallet l om allax,y € loch0 <A < 1:

fOx+ (1A =Dy) <Ax) + A =-Df ()

Den réta linjen mellan de tvd positionerna x och y pé grafen av funktionen f kommer alltid

att ligga ovanfor eller pa grafen mellan dessa tva positioner. Funktionen bdjer alltsd uppat och
varje position mellan x och y ér ldgre dn eller lika med linjen som forbinder dessa tva positioner.
Om funktionen f har en positiv andraderivata dver intervallet [ kan sdgas att funktionen ar strikt

konvex. For en konkav funktion géller omvind olikhet (Cover och Thomas, 2006, s. 25-27).

Med Jensens olikhet jamfors véntevirden for funktioner av slumpvariabler. Om f &r en konvex

funktion och X dr en slumpvariabel géller enligt Jensens olikhet:

fEX) < E(f(X)

Om f dr konkav géller omvéand olikhet:

fEX) = E(f(X))
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Eftersom Inp, &r en konkav funktion (Cover och Thomas, 2006, s. 25) blir Jensens olikhet:

E(lnpy) = In(E(px))

Detta innebér att den véntevirdet av logaritmen av p,, dr mindre &n eller lika med logaritmen
av vintevérdet av p,. Skillnaden mellan dessa visar pa effekten av variationen i1 p,. Denna
variation leder till att rorelsen blir ldngsammare jaimfort med fallet dir endast genomsnittet
E(p,) anvands. Darfor blir den asymptotiska hastigheten ldgre d4n den genomsnittliga driften

(Bogachev, 2006).

Vidare bevis for Jensens olikhet kan aterfinnas i (Cover och Thomas, 2006, s. 27).

2. 6 Kalikow och Sznitman

Tidigare forskning har visat att en slumpvandring i en symmetrisk icke-slumpmadssig miljo
uppvisar diffusion. Detta innebdr att rorelsen sprider ut sig slumpmaéssigt under
slumpvandringens gang. I symmetriska statiska slumpmaissiga miljoer i d = 1 kan exempelvis
sannolikheten for rorelse 4t hoger vara nagot storre dn at vénster vid vissa positioner. Detta kan
leda till en gradvis drift bort frdn ursprungspunkten, vilket kallas for sub-diffusion. Sub-
diffusion innebér att spridningen sker langsammare @n i vanlig diffusion. De specifika

miljoforhéllandena kan alltsd begrénsa slumpvandrarens rorelser.

Om slumpvandraren har en tydlig tendens att rora sig i en viss riktning kan detta resultera i ett
ballistiskt beteende. Ballistiskt beteende beskriver en slumpvandring som visar en asymptotisk
hastighet tydligt skild frdn noll. Detta innebér att slumpvandraren har en rorelse i en viss
riktning snarare dn att forbli nédra ursprungspunkten eller sprida ut sig slumpmissigt som 1

diffusion (Bogachev, 2006).

Kalikow visade att for slumpvandringar i statiska slumpmaéssiga miljoéeri d = 1 finns ett villkor
for att bevisa ballistiskt beteende. Villkoret dr baserat pa att driften méste 6vervinna effekten av
eventuella fallor i den slumpmaissiga miljon. Detta innebér att om en slumpvandring i en statisk
slumpmaissig miljo har en forskjutning i en viss riktning, till exempel p, > g, globalt sett, s&

kommer slumpvandraren rora sig bort fran ursprungspunkten och bli transient. Om det ddremot

21



inte finns ndgon forskjutning och p, = q, kommer slumpvandraren alltid att atervdnda till

ursprungspunkten i d = 1, vilket dr en foljd av rekurrensen (Kalikow, 1981).

Sznitman utvecklade senare ett mer generellt kriterium for ballistiskt beteende i hogre

dimensioner, d > 2 (Sznitman, 2002).

2.7 Avena

Dynamiska slumpmissiga miljoer 4r mindre utforskade én statiska slumpmaéssiga miljoer. Det
finns olika varianter pd dynamiska slumpmaissiga miljoer men generellt kan sdgas att miljon
tillats fordndras dynamiskt pd négot satt under slumpvandringens gang, vilket Okar

komplexiteten.

For en dynamisk slumpmassig miljo i d = 1 kan sannolikheterna for riktning beskrivas som:
Px(@n) = P®(Sns1 = x + 1[S, = x, wy), Gx(@n) =1 — px(wn)

Dir p,(wy,) och q,(w,) dr sannolikheterna for rorelse ett steg at hoger respektive vanster fran

position x, beroende pa den dynamiska miljon w,,. Miljon w,, kan exempelvis fordndras globalt

vid varje steg n, vilket innebér att sannolikheterna for rorelse i en viss riktning, p,, och q,, beror

bade pa positionen x och pa miljon w,,.

I en dynamisk slumpmadssig miljé kan slumpvandringen uppvisa varierande hastigheter som

svar pa fordndringarna i miljon. Detta gor att hastigheten kan bli mer komplex att analysera

(Avena, 2010).
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3. Implementering

3. 1 Markovkedjor

Markovkedjor besitter Markovegenskapen som innebér att nésta tillstdnd endast beror pa det
nuvarande tillstindet och dd adr oberoende av tidigare tillstdnd (Kalos och Whitlock, 2008, s.
107).

En Markovkedja definieras av sin dvergangsmatris P = [pxy] dér py, dr sannolikheten for
rorelse frdn x till y 1 ett steg. For allax,y giller attp,, =0, alltsa att alla
Overgingssannolikheter &r icke-negativa, samt att Y7_;py, =1, x =1,2..,n (Kalos och

Whitlock, 2008, s. 108).

Utifrdn detta kan sdgas en slumpvandring i en icke-slumpmissig miljo dr en klassisk
Markovkedja eftersom Overgangssanolikheterna &dr fasta under hela slumpvandringen och

sannolikheten for rorelse bara beror pa den nuvarande positionen.

Vidare kan slumpvandringar studeras under quenched och annealed lagen. Om miljon hélls fast
under slumpvandringarna anvénds quenched lagen dd denna metod ser till en enskild realisation
av miljon. Om miljon varierar mellan eller under slumpvandringarna anvinds annealed lagen
som genomsnittsberdknar dver alla mojliga realisationer av miljoer. I den icke-slumpmaéssiga

miljon sammanfaller quenched och annealed lagen eftersom miljon inte varierar.
I denna studie undersoks de slumpméssiga miljoerna under annealed lagen. Om miljon
fordndras mellan eller under slumpvandringarna giller dérav inte Markovegenskapen eftersom

nésta rorelse da bade beror pa den nuvarande positionen och pa den specifika miljon som géller

vid varje tillfdlle (Bogachev, 2006).

3. 2 Slumpvandringar
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For alla slumpvandringar i studien dras ett tal mellan 0 och 1 for att bestimma
rorelseriktningen. For d = 1, om talet ar storre dn 0.5 véljs riktningen hoger och om det ar
mindre &n 0.5 viljs riktningen vénster. Slumpvandringarna sker pa en heltalslinje och stegen dr

lika langa och tas mot ndrmsta granne.

For alla tre miljotyper pafors olika nivéer av forskjutning i 6vergdngssannolikheterna. Med en
forskjutning kommer sannolikheten for rorelse at ena héllet att skilja sig frdn sannolikheten for
rorelse 4t motsatt hall. Detta innebér att sjélva slumpvandringen inte ldngre dr symmetrisk utan
att det finns en systematisk forskjutning i rorelseriktningarna, vilket gor att slumpvandraren
tenderar att rora sig mer at ena héllet 4n det andra. Denna systematiska forskjutning kan ocksa
ses som “hinder” d& mdjlighet for rorelse i en viss riktning begrinsas. De olika
forskjutningsnivdaerna [0, 0.25,0.5,0.75,1] fordndrar berdkningen av sannolikheterna for

rorelseriktning och deras paforande i Overgangssanolikheterna beskrivs nedan.

3. 3 Icke-slumpmassig miljo

For modellering av den icke-slumpmaissiga miljon i d = 1 har varje position en fast sannolikhet

for rorelse 1 en viss riktning.

Vid varje forskjutningsniva justeras sannolikheterna for rorelse. Berdkningen for ett steg at

forskjutningsniva

hoger ar 0.5 + . Dérefter anvinds komplementet for att berdkna sannolikheten

at vanster.

Exempel pa dvergéngssannolikheter for forskjutningsniva 0:
0.5 0.5
P=105 05

Vid steg 1: Sannolikheten att rora sig &t hoger dr 0.5, vanster dr 0.5.
Vid steg 2: Sannolikheten att rora sig &t hoger dr 0.5, vanster dr 0.5.

Och sa vidare...
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Detta resulterar i en symmetrisk slumpvandring.
Vid forskjutningsniva 1 blir sannolikheten for rorelse 4t hoger 1 och at vanster 0 som:

Vid steg 1: Sannolikheten att rora sig &t hoger ér 1, vénster &r 0.
Vid steg 2: Sannolikheten att rora sig &t hoger dr 1, vénster ér 0.

Och s vidare...

I detta fall kan alltsa slumpvandraren bara rora sig at hoger.

3. 4 Statisk slumpmaéssig miljo

I den statiska slumpmaéssiga miljon i d = 1 genereras en uppsittning sannolikheter for
rorelseriktningar en gang i bdrjan av varje slumpvandring. Genom att dra sannolikheterna for
riktning slumpmassigt fran en uniform fordelning inom intervallet [0.5 — 0.1,0.5 + 0.1] =

[0.40,0.60] skapas en slumpmissig milj6 med en liten variation pd + 0.1 kring 0.5.

forskjutningsniva

Sannolikheten f{or rorelse ett steg at hoger berdknas som 0.5 + +

slumpmassig variation. Darefter anvinds komplementet for att berdkna sannolikheten at

vanster.
Sannolikheterna for varje position forblir fasta under hela slumpvandringen vilket innebér att
om slumpvandraren besdker samma position flera ganger moter den samma sannolikheter i den

specifika positionen.

Exempel pa dvergéngssannolikheter for forskjutningsniva 0:
0.54 0.46
P=1042 0.58

Vid steg 1: Sannolikheten att rora sig 4t hoger i en viss position dr 0.54, vénster dr 0.46.
Vid steg 2: Sannolikheten att rora sig 4t hoger i en viss position dr 0.42, vénster dr 0.58.

Och sa vidare...
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Denna slumpvandring &r alltsd genomsnittligt symmetrisk eftersom sannolikheterna for rorelse
at hoger och vénster 1 genomsnitt dr lika. Ddrmed kommer slumpvandraren inte att tendera att

rora sig 1 nagon specifik riktning under slumpvandringen.

Vid exempelvis forskjutningsniva 1 blir sannolikheten for rorelse at hoger ndstan alltid 1 men
med sméd slumpmaissiga variationer inom intervallet [0.9,1.0], eftersom sannolikheten
begrénsas till [0, 1] for att forhindra ogiltiga sannolikheter. P4 samma sitt blir sannolikheten

for rorelse at vinster nara 0 med variationer inom intervallet [0.0, 0.1].

3. 5 Dynamisk slumpmassig milj6

Den dynamiska slumpmaéssiga miljon i d = 1 {forédndras miljon globalt och det genereras nya
sannolikheter for rorelse 4t hdger och vénster vid varje steg under slumpvandringen. Detta

innebdr att miljon ar 1 stindig fordndring.
Aven hiir varierar sannolikheterna for rorelse at hoger eller vinster slumpmissigt runt 0.5,
justerat med variationen £0.1, precis som i den statiska slumpmaéssiga miljon. Skillnaden &r att
sannolikheterna uppdateras vid varje steg istdllet for att vara fasta. Inflytandet av de olika
forskjutningsnivderna ar implementerade pd samma sétt som i den statiska slumpméssiga
miljon.
Exempel pa dvergéngssannolikheter for forskjutningsniva 0:
Vid stegn = 1:
0.52 0.48

P,-1 =10.50 0.50

Vid stegn = 2:

0.43 0.57
P,-, =10.49 0.51
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I den dynamiska slumpmaéssiga miljon som modelleras i studien uppdateras alltsa dessa i varje
steg. Om slumpvandraren skulle dtervénda till en tidigare position kan sannolikheterna for
rorelse at hoger eller vénster ha dndrats. Denna stéindiga fordndring innebir att slumpvandraren
inte kan forvinta sig samma sannolikheter for riktning dven om den skulle komma tillbaka till

samma position.

Denna variant av en dynamisk slumpmaéssig miljo kan alltsa ge resultat kring hur frekventa

miljouppdateringar paverkar tendenser for rekurrens och transiens.

Nird = 2

Nér d = 2 finns istdllet fyra riktningar: hoger, vinster, upp och ner. For att slumpvandringarna
hér ska dterspegla att det finns fler riktningar kommer forskjutningsnivderna fordelas over
riktningarna hdger och upp medan riktningarna vénster och ner blir mindre sannolika. Detta

leder till att forskjutningen blir mer utspridd énid = 1.

Genom att fordela forskjutningen Over tvd riktningar behdlls den tvadimensionella

komplexiteten samtidigt som den ger en tydlig effekt.

4. Metod

Med utgingspunkt i definitionerna av rekurrens och transiens samt teoriavsnittet redovisas hér
for vad den simuleringsbaserade undersdkningen kommer att mita samt hur resultaten kan

anvindas for att besvara syftet och forskningsfragorna.

4. 1 Slutpositionshastighet

For att uppskatta den asymptotiska hastigheten berdknas slutpositionshastigheten for varje
forskjutningsnivd som genomsnittet av slutpositionens avstand frén ursprungspunkten dver alla

slumpvandringar. Slutpositionshastigheten definieras som:
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59|

oyt

Dir N ir antal slumpvandringar, A ar antal steg i varje slumpvandring och |S /Ei) | ar absolutvérdet

av slutpositionen. Absolutvdrdet av slutpositionerna anviands hir for att forhindra att positiva
och negativa slutpositioner tar ut varandra och ger ddrmed ett matt pa hur langt slumpvandraren
faktiskt har rort sig frdn ursprungspunkten.

I en symmetrisk slumpvandring kommer slumpvandraren i genomsnitt att halla sig kring
ursprungspunkten och hastigheten kommer att vara nédra noll. D& denna hastighet 4r néra noll

tyder det pa att slumpvandringen &r rekurrent.

Niér sannolikheterna for rorelse ar forskjutna kommer slumpvandraren rora sig mer i en viss
riktning. Till exempel, om sannolikheten for rorelse at hoger dr betydligt storre dn &t vénster,
uppstér en tydlig tendens for rorelse at hoger. Denna riktade rorelse resulterar i en hastighet

som ar storre dn noll.

Hur hog hastigheten dr beror pé forskjutningsnivan, eftersom varje steg i genomsnitt bidrar med
en rorelse som dr proportionell mot denna niva. Om denna forskjutning ar tydligt skild frén noll
finns en hastighet vilket i sin tur tyder pa att slumpvandraren tenderar att rora sig bort fran

ursprungspunkten.

4.2 Medelavstand

Medelavstindet berdknas for varje forskjutningsnivad som det genomsnittliga avstandet fran
ursprungspunkten vid varje steg dver alla slumpvandringar. Medelavstindet sidger alltsd nagot
om hur ldngt slumpvandraren typiskt befinner sig frdn ursprungspunkten vid varje steg.

Medelavstandet definieras som:

=
»
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S éi) ar absolutvardet

Dir N ér antal slumpvandringar, A &r antal steg per slumpvandring och

av positionen vid steg a.

Vid hogre forskjutningsnivder blir rorelsen mer tydligt riktad, vilket resulterar i1 att
medelavstandet frén ursprungspunkten 6kar. Denna 6kning blir alltmer pataglig i takt med att

forskjutningsnivéan okar.

Skillnaden mellan medelavstdindet och slutpositionshastigheten &r alltsd  att
slutpositionshastigheten paverkas direkt av forskjutningsnivan, vilket tydligt kommer visas i
resultaten, medan medelavstdndet mer beskriver den genomsnittliga spridningen fran

ursprungspunkten.

4. 3 Aterkomstfrekvens

Aterkomstfrekvensen beriiknas som andelen slumpvandringar dir slumpvandraren atervinder
till ursprungspunkten for forsta gangen efter att ha ldmnat den. Endast den forsta aterkomsten
rdknas, medan eventuella efterfoljande aterkomster under samma slumpvandring inte rdknas

med.

Om slumpvandraren kommer tillbaka till ursprungspunkten en gang visar det pa en tendens att
aterkomma. Om & andra sidan ingen forsta aterkomst sker tyder det pd att slumpvandraren inte

befinner sig kring ursprungspunkten.

Eftersom de teoretiska resultaten relevanta i denna studie kring rekurrens géller for symmetriska
slumpvandringar i icke-slumpmaissiga miljoer i d = 1,2 och for symmetriska statiska
slumpmaissiga miljoer i d = 1 kommer aterkomstfrekvensen i dessa fall anvindas som en
referenspunkt. For resterande fall kan den anvédndas for att forstd om eller 1 vilka fall en

aterkomst sker.
Detta métt kan alltsd ge tendenser for rekurrens eller transiens men viktigt att podngtera ar att

enligt definition kan en slumpvandring vara transient dven om &terkomst till ursprungspunkten

sker.
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4. 4 Metodval

Syftet med studien dr att undersdka det genomsnittliga beteendet hos slumpvandringar och
jamfora resultaten mellan olika miljotyper. Darfor kommer de uppmitta resultaten fran

slumpvandringarna i de olika miljotyperna att genomsnittsberdknas.

For att undersoka forskningsfrdgorna genomfordes simuleringarna i Python med hjélp av Monte
Carlo-metoden. Monte Carlo-simuleringar dr ldmpliga for att analysera slumpvandringar
eftersom de mojliggdr for modellering av slumpmaéssiga processer med ett stort antal upprepade
forsok. Metoden kan anvédndas nér teoretiska resultat blir svarhanterade (Kalos och Whitlock,

2008, s. 2), i detta fall for slumpvandringar 1 slumpmaéssiga miljoer.

For att sékerstélla tillforlitliga simuleringsbaserade resultat kommer 10.000 slumpvandringar

om 100.000 steg att simuleras (Bogachev, 2006).

En begriansning med metoden dr dock att simuleringarna aldrig kan utfora ett odndligt antal steg
for slumpvandringarna vilket innebér att resultaten endast kan troliggora eller pavisa tendenser
for rekurrens och transiens. Till exempel kan en symmetrisk slumpvandring i d = 1, dér
teoretiska resultat for rekurrens finns, aldrig med full sdkerhet visa rekurrens for alla positioner

eftersom metoden héller dessa begrinsningar.

Resultaten kan dirmed visa pd tendenser for rekurrens och transiens i de olika miljotyperna

vilket gor det mdjligt att undersoka studiens forskningsfragor.

5. Avgransningar

Gillande miljotyp skulle andra typer av slumpmaéssiga miljoer kunna undersdkas men studien
avgransar sig till den en typ av statisk slumpmassig milj6 och en typ av dynamisk slumpmaéssig

miljs.
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Studien ser till de fem forskjutningsnivaerna [0,0.25,0.5,0.75,1] och till de tre matten
slutpositionshastighet, medelavstind och aterkomstfrekvens for att analysera tendenser for

rekurrens och transiens.
Slumpvandringarna sker i d = 1 och d = 2. Hogre dimensioner, d > 2, undersoks inte.

Det finns dven viktiga teoretiska resultat kring den centrala grinsvérdessatsen och lagen om
stora tal (Bogachev, 2006) men dessa berdrs endast dversiktligt. Matematiska harledningar av
dessa teorier genomgas inte da denna studie héller sig till en simuleringsbaserad analys snarare

an en teoretisk.

6. Resultat

I detta avsnitt presenteras studiens resultat f{or samtliga miljotyper med

implementeringsmetoden som beskrevs i avsnitt 3.2-3.5.

6. 1 Presentation av resultat

Icke-slumpmassig miljo, d = 1:

Forskjutningsniva: 0.00

Slutpositionshastighet: 0.00

Medelavstand: 164.23

Aterkomstfrekvens: 1.00

Forskjutningsniva: 0.25

Slutpositionshastighet: 0.26

Medelavstand: 12 812.12

Aterkomstfrekvens: 0.75

Forskjutningsniva: 0.50

Slutpositionshastighet: 0.50

Medelavstand: 24 732.66

Aterkomstfrekvens: 0.57

Forskjutningsniva: 0.75

Slutpositionshastighet: 0.74

Medelavstand: 38 382.05

Aterkomstfrekvens: 0.24

Forskjutningsniva: 1.00

Slutpositionshastighet: 0.99

Medelavstand: 49 950.00

Aterkomstfrekvens: 0.00

En symmetrisk slumpvandring i en icke-slumpmassig miljo i d = 1 ar rekurrent enligt Polyas
rekurrensteorem. Resultaten for forskjutningsniva 0 stdmmer Overens med teoremet da

slutpositionshastighet dr 0, medelavstandet lagt och aterkomstfrekvensen 1.
Nér forskjutningen 0kar blir slumpvandringen mer riktad och dterkomstfrekvensen minskar.

Vid forskjutningsnivd 1 dr dterkomstfrekvensen O eftersom det endast tillats rorelse i en

riktning.
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Som forvéntat visar resultaten att slutpositionshastigheten beror pa forskjutningsnivan.

Aven medelavstindet dkar med forskjutningsnivderna och slumpvandraren befinner sig i

genomsnitt ldngre och ldngre bort fran ursprungspunkten.

Statisk slumpmassig miljo, d = 1:

Forskjutningsniva: 0.00 Slutpositionshastighet: 0.00 Medelavstand: 193.87 Aterkomstfrekvens: 0.93
Forskjutningsniva: 0.25 Slutpositionshastighet: 0.24 Medelavstand: 12 012.67 Aterkomstfrekvens: 0.79
Forskjutningsniva: 0.50 Slutpositionshastighet: 0.49 Medelavstand: 24 427.33 Aterkomstfrekvens: 0.55
Forskjutningsniva: 0.75 Slutpositionshastighet: 0.74 Medelavstand: 37 126.19 Aterkomstfrekvens: 0.20
Forskjutningsniva: 1.00 Slutpositionshastighet: 0.95 Medelavstand: 47 334.87 Aterkomstfrekvens: 0.03

Den statiska slumpmaéssiga miljon vid forskjutningsniva 0 &r rekurrent enligt Solomons teorem.

Slutpositionshastigheten

ar 0 och

dven hir

liknar

respektive

forskjut

ningsniva

slutpositionshastigheten medan medelavstdndet dkar och dterkomstfrekvensen minskar.

Dynamisk slumpmaéssig miljo, d = 1:

Forskjutningsniva: 0.00 Slutpositionshastighet: 0.00 Medelavstand: 168.51 Aterkomstfrekvens: 0.96
Forskjutningsniva: 0.25 Slutpositionshastighet: 0.25 Medelavstand: 12 433.69 Aterkomstfrekvens: 0.78
Forskjutningsniva: 0.50 Slutpositionshastighet: 0.50 Medelavstand: 24 905.94 Aterkomstfrekvens: 0.52
Forskjutningsniva: 0.75 Slutpositionshastighet: 0.75 Medelavstand: 37 330.81 Aterkomstfrekvens: 0.20
Forskjutningsniva: 1.00 Slutpositionshastighet: 0.96 Medelavstand: 47 401.38 Aterkomstfrekvens: 0.05

For den dynamiska slumpmadssiga miljon i d = 1 finns inga teoretiska resultat gillande

rekrurrens.

Vid jamforelse av resultaten for den icke-slumpmassiga miljon, statiska slumpmaéssiga miljon

och den dynamiska slumpmaissiga miljon vid forskjutningsniva 0 dr medelavstdndet ldgst for

den icke-slumpmaéssiga miljon. Detta beror pa att vid forskjutningsniva 0 forstirker de

slumpmaissiga miljoerna denna spridning.

Vid hogre forskjutningsnivder dr medelavstandet och slutpositionshastigheten for den icke-

slumpmaissiga miljon nagot hogre jaimfort med de slumpméssiga miljoerna. Detta beror pé att

forskjutningen blir starkare i den icke-slumpmassiga miljon medan det i slumpmaéssiga miljoer

kan finnas lokala asymmetrier.
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Medelavstindet dr som hogst for den statiska slumpmaissiga miljon vilket kan forklaras av att
slumpvandraren kan ha mott omradden som dr svéra att ta sig ur. D4 uppdateringen i den
dynamiska slumpmassiga miljon sker sa pass frekvent kan eventuella féllor kanske uppsta och

forsvinna vilket gor att slumpvandraren inte blir lika paverkad av detta.

Béde slutpositionshastigheten och medelavstdndet 6kar med hogre forskjutningsnivaerid = 1.
Detta dr som forvéintat dd en okad forskjutning generellt leder till en snabbare och storre
spridning eftersom slumpvandraren har en tydlig riktning att rora sig i. Trots liknande resultat
vid hogre forskjutningsnivder for de slumpmaéssiga miljoerna tenderar den dynamiska

slumpmaissiga miljon att ge en nagot hogre slutpositionshastighet och medelavstand.

Icke-slumpmassig miljo, d = 2:

Forskjutningsniva: 0.00 Slutpositionshastighet: 0.00 Medelavstand: 184.14 Aterkomstfrekvens: 0.78
Forskjutningsniva: 0.25 Slutpositionshastighet: 0.17 Medelavstand: 8 838.23 Aterkomstfrekvens: 0.44
Forskjutningsniva: 0.50 Slutpositionshastighet: 0.35 Medelavstand: 17 680.53 Aterkomstfrekvens: 0.26
Forskjutningsniva: 0.75 Slutpositionshastighet: 0.53 Medelavstand: 26 517.00 Aterkomstfrekvens: 0.11
Forskjutningsniva: 1.00 Slutpositionshastighet: 0.70 Medelavstand: 35 356.05 Aterkomstfrekvens: 0.00

En symmetrisk slumpvandring, alltsd vid forskjutningsnivé 0, i en icke-slumpmassig miljo 1

d = 2 @r dven den rekurrent enligt Pdlyas rekurrensteorem.

Slutpositionshastigheten och medelavstdndet ©kar med forskjutningsnivderna medan

aterkomstfrekvensen minskar.

Statisk slumpmassig miljo, d = 2:

Forskjutningsniva: 0.00 Slutpositionshastighet: 0.00 Medelavstand: 265.65 Aterkomstfrekvens: 0.64
Forskjutningsniva: 0.25 Slutpositionshastighet: 0.17 Medelavstand: 8 737.60 Aterkomstfrekvens: 0.43
Forskjutningsniva: 0.50 Slutpositionshastighet: 0.35 Medelavstand: 17 194.60 Aterkomstfrekvens: 0.18
Forskjutningsniva: 0.75 Slutpositionshastighet: 0.52 Medelavstand: 26 008.29 Aterkomstfrekvens: 0.19
Forskjutningsniva: 1.00 Slutpositionshastighet: 0.63 Medelavstand: 31 657.35 Aterkomstfrekvens: 0.06

I d = 2 finns inga teoretiska resultat géllande rekurrens men som observerats i tidigare resultat

Okar

aterkomstfrekvensen minskar.

33

slutpositionshastigheten och medelavstdindet med forskjutningsnivierna medan



Dynamisk slumpmassig miljo, d = 2:

Forskjutningsniva: 0.00 Slutpositionshastighet: 0.00 Medelavstand: 187.75 Aterkomstfrekvens: 0.75
Forskjutningsniva: 0.25 Slutpositionshastighet: 0.17 Medelavstand: 8 654.78 Aterkomstfrekvens: 0.45
Forskjutningsniva: 0.50 Slutpositionshastighet: 0.35 Medelavstand: 17 351.75 Aterkomstfrekvens: 0.32
Forskjutningsniva: 0.75 Slutpositionshastighet: 0.52 Medelavstand: 26 127.82 Aterkomstfrekvens: 0.18
Forskjutningsniva: 1.00 Slutpositionshastighet: 0.64 Medelavstand: 32 628.49 Aterkomstfrekvens: 0.03

Aven for den dynamiska slumpmissiga miljon i d = 2 saknas teoretiska resultat men de
observerade resultaten dr konsekventa med en dkande slutpositionshastighet och medelavstdnd

samt en minskande aterkomstfrekvens.

Jamforelse melland = 1 och d = 2

Vid forskjutningsniva 0 tenderar medelavstandet for d = 2 vara storre dn i d = 1. Detta beror
pa att slumpvandraren i d = 2 har fler mojliga riktningar att rora sig i vid varje steg. Detta 6kar
sannolikheten for rorelse lidngre bort frdn ursprungspunkten vilket resulterar i en storre

spridning.

For hogre forskjutningsnivéer fordelas forskjutningen i d = 2 6ver fler riktningar dn i d =
1 vilket gor att effekten sprider sig Over ett storre antal riktningar vilket minskar medelavstandet

och slutpositionshastigheten i en viss riktning.

Nér dimensionen okar fran d = 1 till d = 2 visar samtliga miljotyper att aterkomstfrekvensen
tydligt minskar. Detta tyder pa att slumpvandraren inte &terkommer lika ofta till

ursprungspunktenid = 2somid = 1.

Négot som sticker ut i resultaten &r medelavstdndet i den statiska slumpmaissiga miljon vid
forskjutningsniva 0 for bdde d = 1 och d = 2. Detta beror troligtvis pd slumpvandraren i denna
miljotyp kan ha fastnat i vissa omradden. Om omradet ligger langt frin ursprungspunkten kan

alltsd medelavstandet f3 ett utstickande resultat.

De uppmidtta resultaten for den icke-slumpmaissiga miljon och den dynamiska slumpmaissiga

miljon vid forskjutningsniva 0 dr liknande.
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Vid forskjutningsnivd 1 &dr aterkomstfrekvensen ar inte heller exakt 0 i de slumpmissiga
miljoerna pa grund av just slumpmissigheten som nu finns i miljon. Detta pavisar en av de
grundlidggande skillnaderna mellan den icke-slumpmaissiga miljon och de slumpmissiga

miljéerna.

Mellan alla forskjutningsnivderna sker en oOkning i medelavstdndet och effekten av

forskjutningen ser vidare ut att ta over.

Diffusion och ballistiskt beteende

I teoriavsnittet beskrevs att en slumpvandring uppvisar diffusion nér slutpositionshastigheten
ar noll. Detta innebér att slumpvandraren inte ror sig 1 ndgon bestimd riktning utan snarare
sprider sig slumpmassigt, vilket dr typiskt for diffusion. Nér slutpositionshastigheten ér nira
noll befinner sig slumpvandraren vid ursprungspunkten och detta kan ses som tendenser for

rekurrens.

Nir slutpositionshastigheten dédremot &r betydligt storre &n noll innebér det att slumpvandraren
har en hastighet i en bestamd riktning. Detta tyder pd ett ballistiskt beteende och uppstir nar
forskjutningen ar tillrickligt stark for att en tydlig drift ska uppstd och dvervinna eventuella
féllor 1 en slumpmaéssig miljo. Néar hastigheten dr storre dn noll tenderar slumpvandraren att
forflytta sig ldngre bort fran ursprungspunkten. Detta kan i sin tur ses som tendenser

fOr transiens.

6. 2 Genomsnittliga slumpvandringar

For att visa hur olika miljotyper paverkar symmetriska slumpvandringars riktning och spridning
berdknas vid varje steg medelpositionen. Dessa medelpositioner utgdr tillsammans en

genomsnittlig slumpvandring i respektive miljotyp.
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Icke-slumpmassig miljo Statisk slumpmassig miljo Dynamisk slumpmassig miljo
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Genomsnittliga slumpvandringar, d = 1

I den icke-slumpmissiga miljon haller sig den genomsnittliga slumpvandringen ndrmare
ursprungspunkten. I de slumpmaissiga miljoerna visar de genomsnittliga slumpvandringarna pa

en nagot storre spridning vilket beror pa just slumpmaéssigheten i miljon.

Dessa grafer dver de genomsnittliga slumpvandringarna i de olika miljotyperna i d = 1 visar
alltsa att ingen tydlig riktning uppstér och att de haller sig kring ursprungspunkten. Samtidigt
blir det tydligt att de faktiska rorelsemdnstren skiljer sig at.
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Genomsnittliga slumpvandringar, d = 2
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De genomsnittliga slumpvandringarna i d = 2 visar att det inte heller hér uppstar nagon tydlig

riktning.

Dessa genomsnittliga slumpvandringar dr baserade pa annealed lagen men kan samtidigt ses
som ett mellanting mellan annealed och quenched lagen. Graferna fingar det dvergripande
rorelsemonstret hos slumpvandringarna i varje miljotyp enligt annealed lagen. Samtidigt visas
effekterna av lokala och tillfdlliga variationer i miljéerna vilket pAminner om resultat som
quenched lagen skulle gett. P4 sé sitt ger dessa grafer en forstielse for bade det genomsnittliga

beteendet och hur variationer i miljon kan pdverka de faktiska rorelserna.

7. Diskussion

I detta avsnitt hélls en avslutande diskussion kring resultaten i studien. I avsitt 7.1 presenteras
de viktigaste resultaten for att sedan i avsnitt 7.2 besvara studiens syfte och forskningsfragor. I

avsnitt 7.3-7.4 halls en kritisk diskussion kring studien samt forslag pd vidare studier.

7. 1 De viktigaste resultaten

Noll-ett-lagen séger att en slumpvandring antingen &r rekurrent eller transient. Resultaten ovan
visade att en 6kad forskjutningsnivé paverkade slumpvandringarnas tendenser for rekurrens och

transiens, dir tendenser for transiens 6kade med forskjutningsnivéerna.

For icke-slumpmaéssiga miljoer visade Polyas rekurrensteorem att symmetriska
slumpvandringarid = 1 och d = 2 érrekurrenta. Detta redovisades i avsnitt 2.2 men kan ocksé

antydas i1 de simuleringsbaserade resultaten.

Enligt Solomons teorem kan slumpvandringar i d = 11 statiska slumpméssiga miljoer forbli
rekurrenta vid smé forskjutningar, men blir transienta vid tillrackligt hog forskjutning. For
statiska slumpmassiga miljoer i d = 2 finns inga teoretiska resultat gillande rekurrens. Som en
konsekvens av forskjutning i 6vergingssannolikheterna kan drift uppstd men detta leder alltsa

inte nddvindigtvis till en drift som gor att slumpvandringen blir transient.
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For dynamiska slumpmaéssiga miljoer blir rekurrens och transiens mer komplext. I denna studie
undersoktes en variant av dynamisk slumpmadssig miljo didr sannolikheterna for riktning
uppdaterades i1 varje steg. Detta gav, vid forskjutningsniva 0, simuleringsbaserade resultat
liknande den icke-slumpmaéssiga miljon. I graferna 6ver genomsnittliga slumpvandringar i

respektive miljotyp visades dock att de faktiska rorelsemonstren skiljde sig at.

Jensens olikhet framtridde ocksd i resultaten da slutpositionshastigheten var ligre &n
forskjutningsnivdn for de slumpméssiga miljoerna. Enligt teorin bor dock den icke-
slumpmaissiga miljon visa att slutpositionshastigheten &r lika med forskjutningsnivan men de
berdkningsmissiga begrinsningarna i den simuleringsbaserade metoden leder till att resultaten

inte exakt kan stdimma Overens med de teoretiska.

Resultaten visade dven att dimensionen har en stor pdverkan géllande tendenser for rekurrens
och transiens. Som forvintat tenderar slumpvandringen att bli transient i hogre dimensioner, da
det finns fler riktningar och ett storre omrdde, vilket minskar dterkomstsfrekvensen. Daremot,
eftersom forskjutningen fordelades Over fler riktningar i d = 2 dédmpades effekten av
forskjutningen i en specifik riktning samtidigt som tendensen for transiens Okade sett till

aterkomstfrekvensen.

Fortsatt sett till terkomstfrekvensen kan antydas att transiens sker tidigare i icke-slumpmaissiga

miljoer jamfort med i de slumpméssiga miljéerna.

Studien visar dven pad for- och nackdelar med genomsnittsberdkningar. I detta fall kan

skillnaderna mellan miljétyperna genomsnittsbildas ut och blir mindre tydliga.

7. 2 Studiens syfte och forskningsfragor

Syftet med studien var att med en simuleringsbaserad metod undersoka genomsnittliga
beteenden hos slumpvandringar i1 olika miljotyper och analysera hur olika dimensioner och

forskjutningsnivéer paverkar tendenser for rekurrens och transiens.
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Forskningsfragorna Hur pdverkar dimension tendenser for rekurrens och transiens?, Hur
paverkar olika forskjutningsnivder tendenser for rekurrens och transiens? och Skiljer sig

resultaten dt mellan miljotyper? besvaras pa foljande sitt:

De teoretiska resultaten frdn Polyas rekurrensteorem visade att symmetriska slumpvandringar i
icke-slumpmissiga miljéer i d = 1och d = 2é&r rekurrenta. For slumpvandringar i
symmetriska statiska slumpmaéssiga miljoer i d = 1 beskrevs resultat for rekurrens enligt
Solomons teorem. De simuleringsbaserade resultaten visade att dimensionen har en stor
paverkan pa tendenser géllande rekurrens och transiens. Resultaten for de olika
forskjutningsnivéerna visade att det i d = 1 krévs en lidgre forskjutningsniva jaimfort med d =
2 giéllande tendenser till transiens. Trots att effekten av forskjutning spred sig over fler
riktningar 1 d = 2 visade dterkomstfrekvensen att slumpvandraren dr mindre bendgen for

aterkomst vid hogre forskjutningsnivéer.

De uppmitta resultaten i studien genomsnittsberdknades vilket ledde till att resultaten blev
likande for de olika miljotyperna. Dock framtridde slumpmaéssigheten i de slumpmaéssiga
miljoerna i de simuleringsbaserade resultaten. Detta visades genom att den icke-slumpmaissiga
miljon péverkades mer av forskjutning dn de slumpméssiga miljoerna. Mellan den statiska
slumpmaissiga miljéon och den dynamiska slumpméssiga miljon kunde det antydas att
slumpvandraren i1 den statiska slumpméssiga miljon fastnade i1 vissa omrdden medan
slumpvandraren i den dynamiska slumpmaéssiga miljon inte utsattes for detta 1 samma

utstrdckning, troligen pa grund av att sannolikheterna uppdaterades sé pass frekvent.

7. 3 Kritik

Resultaten genererades med 10.000 slumpvandringar om 100.000 steg. Detta ger tillforlitliga
resultat for syftet med studien men for mer detaljerade analyser kan fler slumpvandringar och

fler steg behovas.

Det finns @ven en diskussion kring hur vdl Monte Carlo simuleringar faktiskt kan efterlikna
verkligt slumpmaéssiga processer. Monte Carlo metoder anvédnder algoritmer som baseras pa
slumpmassighet och dessa implementeras genom simuleringar (Gobet, 2016, s. 3). Tanken

kring dessa grundar sig i anvdndningen av slump men eftersom datorer dr deterministiska
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maskiner som fOljer fasta regler anvinder de sig av sd kallade pseudoslumptal. Dessa
pseudoslumptal dr oftast tillrdckligt komplexa for att framstd som slumpmaéssiga men om
algoritmen bakom dem é&r kénd ar de alltsa forutsdgbara (Gobet, 2016, s. 31). Darmed uppstar

fragan om hur slumpméssig denna pseudoslumpmassighet egentligen ar.

7. 4 Andra metoder och forslag till vidare studier

Ett komplement till studien skulle kunna vara att analysera resultaten for de slumpmissiga
miljoerna under quenched lagen, vilket gor att tillfilliga och specifika variationer i miljéerna
tydligare kan framtrdda. Samtidigt blir analysen mer komplex och resultaten mindre
generaliserbara (Avena, 2010), dessutom blir det svérare att jamfora resultaten mellan olika

miljotyper pa grund av de stora variationerna som kan uppsta mellan olika realisationer.

De slumpmaéssiga miljéerna kan varieras pa minga olika sétt. Ett intressant omrade att
undersoka skulle vara slumpmaéssiga miljoer med lokala beroenden. Detta innebér att
sannolikheten for rorelse vid en viss position kan férédndras beroende pa tillstinden i de
nérliggande positionerna. Ddrmed kan vissa omraden bli léttare eller svarare att rora sig

igenom beroende pé de nérliggande omradenas tillstdnd.
I vidare studier skulle dven forskjutningsnivaerna kunna ligga inom tétare intervall, sérskilt

kring 0.00 och 0.25, och ddrav ge mer detaljerade resultat kring tendenser for rekurrens och

transiens.
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