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Forord

I denna uppsats presenteras grundliggande teori om booleska funktioner och undflyende. Vi vill
tacka var handledare Jeffrey E. Steif for vigledning, tillgdnglighet men &ven forslag av &mne till
uppsatsen. Arbetet har utférts som ett gruppprojekt men varje individ har haft huvudsakliga
ansvarsomraden. Dessa omraden presenteras nedan. Dagbok och tidslogg har forts fér en mer
detaljerad beskrivning av utfort arbete.

Sebastian Jansson: Popularvetenskaplig presentation, Inledning, Avsnitt 2, Avsnitt 5.2, Ap-
pendix B

Sebastian Persson: Avsnitt 2, Avsnitt 5.1, Avsnitt 5.2, Avsnitt 5.4, Appendix B, Appendix C

Samuel Plumeyer: Abstract och Sammandrag, Avsnitt 4, Avsnitt 5.2, Appendix A.2, Appen-
dix B

Victor Tisell: Inledning, Avsnitt 2, Avsnitt 3, Avsnitt 4, Avsnitt 5.4, Appendix A.2, Appendix
B

Philip Ostholm: Populirvetenskaplig presentation, Avsnitt 3, Avsnitt 5.3, Appendix A.1, Ap-
pendix B, Appendix C



Popularvetenskaplig presentation

Téank dig att du sitter pa en bar med en besvirlig bartender som heter Stefan. Du har tre vanner
vid namn Bengt, Goran och Torsten som du brukar ga ut med. Bartendern serverar endast 6l om
Bengt dr med. Denna situation kan representeras med vad som i matematiken kallas for en boolesk
funktion. En boolesk funktion &r en funktion som tar in ett antal variabler som antar virdet 1
eller 0 och returnerar 1 eller 0. I fallet ovan kan det till varje person associeras en variabel, dar
variabeln antar virdet 1 om personen &r med i baren och 0 annars. Att funktionen returnerar 1
symboliserar att ditt séllskap blir serverat, det vill sdga att variabeln associerad med Bengt ar 1.

Om baren &r tillriackligt stor och du &r tillrickligt social finns det ingen begrénsning pa hur manga
vianner du kan ta med dig. Bartenden hade ocksa kunnat ha en annan beslutsregel for nér ni blir
serverade 6l. Genom att dndra pa antalet personer och bartenderns beslutsregel hade faktiskt alla
booleska funktioner kunnat representeras. Antag nu att du och bartendern spelar ett spel. Du far
forst reda pa bartenderns beslutsregel och bartendern férsoker sedan ta reda pa om regeln ar upp-
fylld eller inte genom att stilla fragor pa formen: “Ar person x med?”. Efter varje fraga bartendern
stiller far du vélja om du slédpper in personen eller inte. Du vinner om du kan tvinga bartendern
till att stdlla alla mojliga fragor. Bartendern vinner om han vet om regeln &r uppfylld eller inte
innan han stillt alla fragor. En boolesk funktion kallas undflyende om det finns en metod som ga-
ranterar att du alltid vinner och icke-undflyende om det finns nagot sdtt for bartendern att alltid
vinna. Det forsta exemplet dr icke-undflyende ty bartendern behévde endast fraga efter Bengt. Om
bartendens regel istéillet hade varit: “Ol serveras om minst tio personer ar med”, hade funktionen
varit undflyende. Detta foljer da du alltid kan svara ja pa de forsta nio fragorna och dérefter svara
nej pa resterande. Darmed tvingas bartendern till att stilla alla fragor.

En fraga man kan stédlla sig d&r om det finns nagra kriterier som garanterar att en boolesk funk-
tion dr undflyende. Arnold Rosenberg foreslog i borjan av 1970-talet en férmodan som rérde detta
men som sedan kom att motbevisas. Efter att flera liknande formodanden stéllts, allteftersom de
bevisades eller motbevisades, formulerades den generaliserade Andeera-Karp-Rosenberg férmodan
eller GAKR-férmodan forkortat. Denna presenterades for forsta gangen i A topological approach to
evasiveness av Khan J., Saks M. och Sturtevant D. GAKR-férmodan séger att varje icke-trivial,
monoton och transitiv boolesk funktion &r undflyende och &r fortfarande, drygt 40 ar efter att den
férst publicerats, ett olést problem.

Dér var det mycket matematisk jargong, vad betyder alla de dér termerna? Icke-trivial innebér att
funktionen inte &r konstant. Med andra ord att bartenderns regel inte ar att han alltid serverar 6l
eller att han aldrig serverar 6l. Att en funktion &r monoton innebér att bartendens regel &r sadan
att om regeln uppfylls d& en viss konstellation av personer &r med kommer den forfarande vara
uppfylld om du lagger till fler. Fallet ovan da bartendern serverade 61 om minst tio personer var
med ir ett exempel pa en monoton funktion. Det spelar ingen roll hur méanga fler &n tio ni &r, sa
lange ni &r minst tio sd &r regeln uppfylld.

Transitivitet &r ett lite klurigare koncept och inte helt l&tt att forsta for de oinsatta. I 16sa termer
ségs en boolesk funktion vara transitiv om all indata spelar samma roll. Antag att Bengt och Go-
ran ar tva personer i din vinkrets. Transitivitet inebdr med andra ord att om Bengt dr med eller
inte skall spela samma roll som att Goéran dr med eller inte. Ett exempel pa en transitiv boolesk
funktion &r funktionen i férgaende stycke ty funktionen bertr endast hur manga personer det &r i
séllskapet och inte vilka som &r med. I ett sélskap med Goéran, men inte nédvandigtvis Bengt, sa
kan vi byta plats pa Goran och Bengt utan att det paverkar beslutsregeln.

Exemplet ovan bildar saledes en samling av booleska funktioner som uppfyller kraven i GAKR-
férmodan och &ar undflyende. Med andra ord s& utgor alla funktioner som representeras av besluts-
regeln “Ol serveras om minst tio personer &r med”, for ett visst antal personer i viinkretsen, en
sadan grupp. Med hjélp av olika smarta metoder har matematiker lyckats ta fram andra klasser
av funktioner for vilka férmodan stdmmer. Rivest och Vuillemin visade till exempel 1978 att om
antalet variabler funktionen tar in, antalet personer i din vankrets, &r ett primtal upphdjt till ett



godtyckligt positivt heltal sa ar funktionen undflyende.

Problemet ovan med séllskapet och bartendern kan generaliseras till problem dér vi behover fast-
stidlla om négonting dr sant genom att fraga ett antal ja eller nej fragor. Med andra ord séger
férmodan att alla problem som uppfyller vissa forutsdttningar i virsta fall kréver att varje fraga
stills. Inte minst dyker problem pa denna form upp inom datavetenskap. Om férmodan &r sann
skulle det innebéra att for varje funktion som uppfyller villkoren finns det ingen algoritm som alltid
kan ta reda pa funktionens véirde innan den gatt genom alla variabler. Att faktiskt verifiera att
férmodan dr sann kommer med storsta sannolikhet krdva ratt avancerad matematik, men for att
bevisa att den &r falsk behover vi bara hitta ett motexempel. Nar och vem kommer i sddana fall
att hitta detta, kanske kan det bli du?



Sammandrag

Aanderaa-Karp-Rosenberg férmodan ar en féormodan angdende hur vissa egenskaper hos
booleska funktioner relaterar till undflyende. Aven om férmodan inte bevisats &n har man
lyckats visa att formodan &r sann om man antar vissa ytterligare krav pa funktionen.

Denna uppsats kommer presentera den relevanta teorin kring férmodan samt simplicial-
topologi som ett tillvigagangssiatt att angripa problemet. Forkunskaperna arbetet antar av
lasaren dr de som man lar sig under de forsta tre aren pa matematikprogrammet. Darav for-
vintas ingen kunskap inom grafteori samt endast grundldggande kunskap inom topologi och
darmed kommer dessa &mnen presenteras med detta i atanke. Efter den relevanta teorin pre-
senterats kommer teorin tillimpas péa ett antal booleska funktioner i en resultatdel. Resultaten
som presenteras kommer till stérsta del besta av att visa att en boolesk funktion agerande pé
en graf adr undflyende eller icke-undflyende.

Abstract

The Aanderaa-Karp-Rosenberg conjecture is a conjecture regarding how certain properties
of Boolean functions relate to evasiveness. Even though the conjecture has not been proven
yet, it has been proven with some added assumptions.

This thesis presents the relevant theory behind the conjecture and simplicial topology as
an approach the problem of evasiveness. The reader is assumed to have the mathematical
knowledge equivalent to the first three years of the mathematics program. Therefore the
reader is not assumed to have any prior knowledge of graph theory as well as only a basic
understanding of topology and therefore these topics will be presented with this in mind. After
presenting the relevant theory, it will be applied on a number of boolean functions in a result
section. These results will for the most part consist of proving that a boolean function on a
graph is evasive or non-evasive.
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1 Inledning

1.1 Motivering och bakgrund

Denna uppsats utforskar en sérskild egenskap hos booleska funktioner kallad undflyende. En boo-
lesk funktion tar in en strédng av ettor och nollor, kallad bitstrdng och returnerar ett eller noll.
Undflyende karaktariserar kompleziteten hos en boolesk funktion i termer av minimala ldngden pa
beslutstrdd. Informellt innebédr undflyende att den mest effektiva algoritmen for att bestdmma en
boolesk funktions vérde i varsta fall méaste utvérdera alla bitar.

Booleska funktioner ér grundliggande inom berdkningsvetenskap och logik i allménhet. Logiska
grindar kan till exempel betraktas som booleska funktioner. Teorin om undflyende &r dock inte
enbart intressant utifran dess praktiska tillimpningsomrade utan ocksa fran en ren matematisk
synvinkel. Till exempel sa medfor icke-undflyende starka topologiska krav da det kan associeras
med ett dndligt topologiskt rum som kan deformeras kontinuerligt till en punkt. Denna koppling
belyser samspelet mellan topologiska och kombinatoriska egenskaper och illustrerar djupet bakom
teorin om undflyende.

Teorin om undflyende inleddes 1972 nér Richard Holt [I] visade att tiden for att bestdmma om
en graf ar sammanhédngande ar proportionell mot kvadraten av antalet vertex i grafen. Detta in-
spirerade Arnold Rosenberg i [2]| att utforska potentiella generaliseringar av Holts resultat. Under
kommunikation med Stal Aanderaa foreslog Rosenberg att tiden for att bestdmma om en graf upp-
fyller en s& kallad monoton grafegenskap ocksa skulle vara proportionell mot kvadraten av antalet
vertex. Detta bevisades av Ronald Rivest och Jean Vuillemin i [2]. T samma artikel visade de ocksé
att alla monotona och transitiva booleska funktioner dar antalet variabler &r en primtalspotens
ar undflyende. Dérefter introducerade Kahn med flera [3] den topologiska teorin for undflyende,
vilken har blivit grundldggande inom detta fortfarande aktiva forskningsomrade [4], [5], [6]. Kahn
och hans kollegor introducerade &ven, vad som hér i kallas, den generaliserade Aanderaa-Karp-
Rosenberg formodan. De bekriftade ocksa att formodan stdmmer for grafegenskaper da antalet
vertex dr en primtalspotens, men dven for sex vertex genom att anvénda deras topologiska metod.

1.2 Problemformulering & Avgransningar

Malet med denna uppsats ar tudelat. Dels &mnas teorin bakom undflyende funktioner presenteras
pa ett sjalvstandigt och tillgdngligt sdtt for nagon som gatt tredje aret pa matematikprogrammet
eller motsvarande. Utéver den grundliggande teorin kommer sdrskilt fokus ldggas pa att forklara
teorins topologiska kopplingar. D& uppsatsen dr ténkt att tjdna som en introduktion till &mnet
uppstar vissa naturliga avgrédnsningar gillande uppsatsens omfattning. Vissa resultat, gillande
exempelvis slumpméssig komplexitet och vissa homologiska resultat inom topologin, utelamnas
da de anses vara utanfor uppsatsens omfattning. Uppsatsens andra mal &dr att presentera nagra
sjalvstandigt utarbetade resultat, vilka till forfattarnas vetskap inte omfattas av rddande teori.

1.3 Uppsatsens struktur

Avsnitt 2] introducerar ldsaren till studiet av undflyende booleska funktioner, dar de grundliaggan-
de definitionerna, satserna och relevanta formodanden presenteras. Avsnittet presenterar ockséa det
andra beviset fran [2] som ndmndes i En sérskild behéllning ar utliggningen av den annu olos-
ta generaliserade Aanderaa-Karp-Rosenberg férmodan. En kortare behandling av, for uppsatsen
relevant, grafteori ges i Avsnitt [3] Framforalt ger detta ldsaren den grafteoretiska bakgrund som
krivs for att forsta de resultat som etableras i Avsnitt [5} I Avsnitt [f] introduceras den topologiska
teorin som ursprungligen beskrevs i [3]. Avsnitt [5| presenterar specifika icke-triviala exempel péa
booleska funktioner och undersoker om dessa ar undflyende. Notera att dessa exempel, till forfat-
tarnas vetskap, inte har undersokts. Uppsatsen avslutas med en kort diskussion i Avsnitt [5.4}



2 Allméan teori & bakgrund till booleska funktioner

Detta avsnitt ar dgnat at att ge en sjalvstdndig introduktion till den grundlaggande teorin om
booleska funktioner och undflyende, samt en kort historisk bakgrund. I slutet av avsnittet bevisas
ocksa Rivest och Vuillemins sats om undflyende. Den teori som hér presenteras &r framforallt
hémtad fran [7] och [2].

2.1 Booleska funktioner & undflyende

For att forsta det forestdende d&mnet méste vi borja med att definiera de begrepp och satser som
ligger till grund dértill. Foljande delavsnitt &r inspirerat av Lovaszs utliggning av dmnet i |7,
s.5-15]. Vi borjar med att ge en formell definition av en boolesk funktion.

Definition 2.1. En boolesk funktion f &r en avbildning f : {0,1}"™ — {0, 1}.

I datalogiska termer kan detta ses som en funktion som tar in n bitar och sedan returnerar sant
eller falskt, betecknat som 1 respektive 0.

Beroende pa funktionens egenskaper &ar det inte alltid nédvandigt att ha vetskap om samtliga
virden i en given bitstring x € {0,1}™ for att bestdmma funktionens virde f(x). Detta illustreras
av foljande exempel.

Exempel 2.1. Lat f:{0,1}*> — {0, 1} vara diktatorfunktionen definierad som

f(xla'rQ) =T,
dir (z1,72) € {0,1}2. Notera da att x; fullstéindigt bestimmer funktionens viirde.

Bit x5 i Exempel ar vad som kallas ovdsentlig for att bestaimma virdet av f(z1,x2), det
vill sidga att f(z1,0) = f(z1,1) for varje z; € {0,1}.

Lat f:{0,1}™ — {0,1} vara en boolesk funktion. D& ségs bit z;, fér j < n, vara vdsentlig for
f om det existerar ett z = (z1,...,2j-1,%j11,...,2,) € {0,1}""! sadant att

Flo o @) # Fl,_y (@). (1)

Att en boolesk funktion saknar ovésentliga bitar &r som vi kommer att se ett nédvéandigt vill-
kor for att den ska vara en sa kallad undflyende funktion. Undflyende &r uppsatsens mest centrala
begrepp men for att kunna ge en definition méaste vi forst betrakta konceptet berdkningskomplexitet.

Ett beslutstrdd &r en representation av en algoritm som borjar med att stilla fragan: Vilket vdirde
har bit x;2. Om svaret dr 0 gar vi vidare och fragar bit x; och om svaret blir 1 fragar vi bit zy.
Vi forsétter denna process fram tills dess funktionens véarde &r ként. Vi kallar x; fér beslutstradets
rot. P liknande sétt kallas x; och xj, for rot till det vénstra respektive hogra deltrédet. Om nagon
gren i tradet slutar i bit x; kallas biten for ett [gv. Langden fran roten till ett 16v ar lovets djup.
Djupet av det lidngsta 16vet i ett givet trad blir beslutstradets mazrimaldjup. Vi sdger att en boo-
lesk funktions berdkningskomplexitet &r det minsta maximaldjupet av alla méjliga beslutstrad och
betecknar detta med D(f). Funktionens berikningskomplexitet &ar alltsd antalet fragor som den
mest effektiva algoritmen maste fraga i det vérsta fallet for att veta vilket viarde f antar. Det ar
uppenbart att D(f) <n, d& n ar antalet bitar funktionen tar in. Vi r nu redo att ge definitionen
av undflyende.

Definition 2.2 (Undflyende). En boolesk funktion f : {0,1}" — {0,1} kallas undflyende om
D(f) =n.Om D(f) < n kallas f {or icke-undflyende.

Exempel 2.2. Lat f:{0,1}® — {0,1}, diir f(z) = (21 + 22 + z3) mod 2. D4 #r f undflyende
ty for varje algoritm beror funktionen pa den sista biten som tillfragas. Se Exempel for en
funktion som &r icke-undflyende.

Ett intuitivt sitt att se pa undflyende &ar att betrakta ett spel med tva personer dér, givet
en boolesk funktion f, spelare 1 forsoker att lista ut funktionens virde och spelare 2 vill tvinga
spelare 1 att fraga sd manga fragor som mojligt. Spelare 1 kan stélla fragan: vilket vdrde har bit



x; 2. Motparten far svara 1 eller 0. Om spelare 2 kan tvinga spelare 1 att fraga om virdet pa
alla bitar sa ar funktionen undflyende. For att se att den hér definitionen ar ekvivalent med den
tidigare, antag att funktionen f, som tar in n bitar, &r undflyende. Om spelare 1 fragar om bit x;
s& kommer minst en av fl|;,—1(z) och f|,,—o(z) att vara undflyende, ty annars finnas det minst
ett beslutstrad till f, i vilket roten ar x;, med maximaldjup < n vilket &r en motsigelse. Men
samma argument kan anvindas for nésta bit som tillfragas. Det récker saledes for spelare 2 att
vélja 0 eller 1 sadant att den resulterade funktionen fortfarande &r undflyende. Da detta alltid kan
goras kommer spelare 1 behdva fraga alla bitar innan funktionens virde &r givet. Antag & andra
sidan att spelare 2 kan tvinga spelare 1 att stélla alla fragor oavsett ordning. For varje beslutstrad
finns d& minst en gren dér 16vet har djup n varfér funktionen &r undflyende. Detta perspektiv
pé undflyende, som vi hidanefter kallar motstindare argumentet, ger omedelbart att visentlighet,
introducerat i Ekvation , ar ett nédvandigt villkor for undflyende. Vi sammanfattar ovanstaende
resultat i féljande proposition.

Proposition 2.1. Lat f : {0,1}" — {0,1} vara en undflyende boolesk funktion. Dé dr varje x;
for j < mn wvdsentlig for f.

Villkoret &r dock inte tillrdckligt, vilket kan ses i f6ljande exempel.

Exempel 2.3. Lat f:{0,1}* — {0, 1} bestimmas av

fz) =

1 om zix9 =1 eller zox3 =1 eller 2324 =1
0 annars ’

Det l&dmnas som en &vning at ldsaren att visa att alla bitar &r vésentliga och att funktionen &r

icke-undflyende.

Motstandare argumentet kan &ven anvéndas for att visa ett tillréckligt villkor fér undflyende,
vilket ses i beviset till Sats [2.2]1 Appendix [B-1]

Sats 2.2. Lat f: {0,1}" — {0,1} vara en boolesk funktion och A = {xz € {0,1}"|f(z) = 1}. Om
|A| dr udda, déd dr f undflyende.

2.2 Bakgrund & Generaliserade Aanderaa-Karp-Rosenberg formodan

En av de mest naturliga fragestéllningarna &ér vilka allménna egenskaper som en boolesk funktion
maste besitta for att garantera undflyende. Grafteori ger ett verktyg for att konstruera manga
booleska funktioner i allménhet och beskriva deras symmetriegenskaper i synnerhet. Héri kom-
mer det ges en minimal introduktion till grafteori nodvéndigt for att beskriva den generaliserade-
Aanderaa-Rosenberg férmodan och den allménna Aanderaa-Karp-Rosenberg formodan. Grafteori
beskrivs mer detaljerat i Avsnitt [3] Forst presenteras dock algebran nédvéndig for att beskriva
symmetriegenskaper hos booleska funktioner.

Lat S, = Sym{l,...,n} vara den symmetriska gruppen av ordning n. Stabilisatorn av en boolesk
funktion f dr méngden av permutationer o € S, sadana att de lamnar f invariant under verkan
pa positionerna av dess variabler. Rivest och Vuillemin ger i [2] en formell definiton och detta
fortydligas med ett exempel.

Definition 2.3 (Stabilisator). Lat f : {0,1}" — {0,1} vara en boolesk funktion och beteckna
stabilisatorn av f som I'(f). Vi definierar stabilisatorn som

I(f):={o €S, | flre,zn) = f(Ze)s - Tom)), Yo €{0,1}"

Exempel 2.4. Lat f: {0,1}3 — {0,1} vara diktatorfunktionen sidan att f(z1,z2,73) = z1. Da
ar stabilisatorn av f, I'(f), méngden av alla permutationer o € S3 sadan att x; = x,(;). Det vill
siga alla permutationer som under verkan lamnar z; invariant. I detta fall blir I'(f) = {id, (23)}.

Definition 2.4 (Transitivitet). Lat G C S,, verka pd méngden {1,...,n}. G sigs vara transitiv
om det for alla par 4,5 € {1,...,n} existerar en permutation o € G sadan att o (i) = j.



Anméarkning 2.1. Vi kommer vidare att kalla funktionen f transitiv om dess stabilisator ar
transitiv.

Notera att om I'(f) dr transitiv innebar detta att for en given algoritm (beslutstrad), som
testar olika bitar x; ¢ € {1,...,n}, finns det ingen specifik bit som algoritmen foredrar att borja
med. Detta eftersom om algoritmen exempelvis skulle borja med bit x; s& existerar det for alla
j €{1,...,n} en permutation o € I'(f) sadan att x; = 2, ;).

Definition 2.5 (Enkel riktad graf). En (4ndlig) enkel riktad graf G = (V, E) utgors av tva dndliga
miéngder, dir V #r en vertexmdngd och E C V2 &r en kantmdngd. Mingden V2 dr en samling av
alla ordnade par (v;,v;) och E &r sddan att om (v;,v;) € E s& &r ¢ # j.

Fixera en enkel riktad graf G. Vi kan di koda huruvida ett godtyckligt e € V2, ligger i E genom
att tillsdtta 1 eller 0 for att indikera tillhorighet respektive avsaknad i E. Antag att |V| = v, vi
kan d& betrakta en boolesk funktion f : {0, 1}”2_“ — {0, 1} som en funktion pa alla mdjliga kanter
e € E, for ett givet V.

Lat V ={1,...,v} och G C S, vara en grupp av permutationer av V. D4 induceras en naturlig
grupp G? av permutationer pa E genom att for varje o € G lata o/ € G2 vara en permutation av
kanterna sadan att o’((x,y)) = (o(x),0(y)) for alla z,y € V.

Lat S2? vara ovan konstruerade permutationsgrupp da G = S,. En boolesk funktion f :
{0,1}”2’” — {0,1} kallas da fér en grafegenskap om S2 C T'(f). Notera sirskilt att da f r
en grafegenskap sa ar f ocksa transitiv. Vi har nu presenterat det nédvindiga teoretiska ramverket
for att introducera den ursprungliga formodan av Rosenberg [8] inom teorin for undflyende.

Formodan 1 (Rosenberg). Det existerar en konstant C > 0 sddant att komplexiteten for varje
icke-trivial grafegenskap pa v vertex dr atminstone Cv?.

I samma artikel presenterade Rosenberg &ven ett motexempel till Formodan [I] som resultat av
privat korrespondens med Aanderaa. Notera att detta motexempel ockséd innebér att det existerar
icke-triviala grafegenskaper som inte dr undflyende. Detta motexempel &r inte monotont, det vill
sdga vixande under den partiella ordningen < pa {0,1}™ dar 2 < y om och endast om z; < y;
for alla ¢ < n. Likasa uppfyller inte Exempel heller denna egenskap. For framtida anvidndning
samlas detta i en definition.

Definition 2.6 (Monotonicitet). Lat f: {0,1}" — {0,1} vara en boolesk funktion. Vi siger att f
ar monoton om, for alla z,y € {0,1}", < y medfor att f(z) < f(y), dir < y definieras genom
x; < y; for alla i < n.

Notera att diktatorfunktionen i Exempel #r monoton.

For att komma runt motexemplet till Férmodan [1| féreslog Aanderaa att begrdnsa férmodans
omfattning till monotona grafegenskaper. Aven detta presenterades i [§].

Foérmodan 2 (Aanderaa-Rosenberg). Det existerar en konstant C > 0 sddant att komplexiteten
for varje icke-trivial och monoton grafegenskap pé v vertex ér dtminstone Cv2.

Férmodanhar sedermera bevisats av Ronald Rivest och Jean Vuillemin i [2] Sats 6. Dér visade
de att det atminstone géller for C' = 1/16 och skattningen har darefter forbattrats till C = 1/91 [9).
I |2] introducerade Rivest och Vuillemin ocksé vad de kom att kalla den generaliserade Aanderaa-
Rosenberg formodan.

Foérmodan 3 (Generaliserade Aanderaa-Rosenberg). Varje boolesk funktion f : {0,1}" — {0,1}
sddant att T'(f) dr transitiv och f(0) # f(1) dr undflyende.

Motbevis till denna férmodan gavs av Norbert Illies i [I0]. Inspirerade av Férmodan |3| samt av
den s4 kallade Anderaa-Karp-Rosenberg formodan [8], som séger att varje icke-trivial och monoton
grafegenskap ar undflyende, presenterade Khan, Saks och Sturtevant i [3], s.298] den Generaliserade
Aanderaa-Karp-Rosenberg formodan. Denna har &nnu varken bevisats eller motbevisats.

Foérmodan 4 (Generaliserade Aanderaa-Karp-Rosenberg). Om f: {0,1}™ — {0,1} dr monoton,
icke-trivial och T'(f) transitiv sa dr f undflyende.



2.3 Rivest & Vuillemins sats om Undflyende

Aven om Férmodan [3{ motbevisades av Illies visade [2] att specialfallet d& n &r en primtalspotens
stammer.

Sats 2.3 (Rivest & Vuillemins sats om undflyende). Fdr en boolesk funktion f :{0,1}" — {0,1}
galler det att om T'(f) dr transitiv, n ar en primtalspotens och f(0) # f(1), sd dr f undflyende.

Notera att om vi ersiitter kravet att f(0) # f(1) med det starkare kravet att f & monoton och
icke-trivial s& géller satsen fortfarande.

Beviset av Sats [2.3] kriver en del forarbete. Vi borjar med att definiera banan av en vektor
x € {0,1}".

Definition 2.7 (Bana). L&t permutationsgruppen G C S,, verka pad méangden {0,1}" och lat
x € {0,1}™. Vi betecknar banan av 2 med avseende pd G som Gz och definierar den som:

Gz :={o(z)|o € G}.

Vidare definierar vi vikten av en vektor x € {0,1}" som antalet ettor i x och betecknar detta
med w(z).

Anmirkning 2.2. Notera att om y € I'(f)x s& ar f(y) = f(z) och w(y) = w(x).
Vi definierar nu viktpolynomet som introduceras i [2].

Definition 2.8 (Viktpolynom). Lat f : {0,1}" — {0,1} vara en boolesk funktion och lat f!(z)
beteckna viktpolynomet av f. Vi definierar viktpolynomet som

)= )0 willf)- 2

0<i<n

dér z € R och w;(f) := {z|(f(xz) = 1) A (w(z) = 4)}| vilket &r antalet vektorer = av vikten ¢ sddan
att f(z) = 1.

Fran Definiton 2.8]fas det att ett 1ov L som ger virdet 1 pa f och nés pa djupet k£ méaste bidra
med en term 27 (1 + z)"* till viktpolynomet f!(z) om j av de k bitarna som tillfragats pa viigen
till L gav vérdet 1. Detta foljer av att om ett 16v nas pa djupet k sa finns det resterande n — k
bitar som kan anta viarden utan att &ndra vardet pa f. Vardet pa dessa resterande bitar kan alla
véljas att vara antingen O eller 1. Vi far en binomialférdelning dédr m representerar antalet av de
resterande bitarna som antar virdet 1. Vi far saledes att varje 16v som nas pa djupet n — k bidrar

med en term
ik
J m _ i1 n—k
ng_()( m >z 21+ 2)

till viktpolynomet f!(z). Detta ger oss foljande sats.
Sats 2.4 ([2]). Om D(f) <k, da dr (1 + 2)""% en delare till f1(2).

Bevis. For det optimala beslutstradet, den bésta algoritmen, till f s& kommer varje 16v som ger
viardet 1 pa f att nas som mest pa djupet k, vilket medfor att alla dessa bidrar med en multipel
av (14 2)"7F till f1(z). O

Anmirkning 2.3. Fran Sats[2.4] fr vi en intressant observation. Om vi later k =n—1och z =1
i Sats fas f1(1) = [{z € {0,1}"|f(z) = 1}| och da siiger satsen att om f &r icke-undflyende #r
f1(1) jamn. Detta resultat ger ytterligare ett bevis for Sats

Notera att for en icke-undflyende funktion f géller det att alla 16v nas pa mindre &n n fragor,
varfor vi kan sétta k =n—11 Sats vilket medfor att viktpolynomet av f méaste delas av (14 z).
D& —1 &r ett nollstille till (1 + 2) och (1 + z) delar viktpolynomet f1(z), ger detta att —1 fiven &r
ett nollstiille till viktpolynomet. Alltsi, om f #r icke-undflyende sa giller det att f'(—1) = 0. Det
kontrapositiva resultatet beskrivs i foljande korollarium.



Korollarium 2.5. Lat f : {0,1}™ — {0,1} vara en boolesk funktion och f(z) dess viktpolynom.
Da gdller att

fH(=1) #0 = fundflyende.
Foljande lemma ges i [2].

Lemma 2.6. Lat f : {0,1}" — {0,1} vara en boolesk funktion ddr stabilisatorn T'(f) till f dar
transitiv. Dd gdller det for varje x € {0,1}™ att

w(z) - [D(f)x| = n - b(x) (2)

dir b(x) = {y € T(f)z|y1 = 1}, w(x) dr vikten av x och |U(f)x| dr mdngden element i banan till
x med avseende pa permutationsgruppen T'(f).

Se Appendix fér bevis av Lemma I [2] konstateras foljande korollarium vilket hér
bevisas.

Korollarium 2.7. Lat f: {0,1}™ — {0,1}. Om n = p® for ndgot primtal p och heltal o, T(f) ar
transitiv, och x € {0,1}" sddan att x # 0, x # 1, dd kommer p att dela |T(f)z|.
Bevis. Fran Lemma far vi att n = p® &r en delare till w(z) - |T(f)z|. Eftersom x # 1 medfér

detta att w(x) < p* — 1. Detta ger oss i sin tur att primtalsfaktoriseringen av w(z) som mest kan
innehalla en faktor p®~!. Dirav méaste p vara en delare till [['(f)z| i alla dvriga fall d& z # 0. O

Nu har vi alla verktyg som krivs for att bevisa Sats

Bevis av Sats[2.3. Vi borjar med att beriikna viktpolynomet f'(—1) mod p och far da

f{=1) modp= Y wi(f) (=1)" modp

0<i<n

=wo(f)+ D wilf) (=) +wa(f) - (=1)" mod p.
1<i<n—1
Vi tittar nu ndrmre w;(f) for 1 < i < n — 1. Fran Definition vet vi att w;(f) = [{z|(f(z) =
1)A(w(z) = i)}|. Lisaren pAminns om Anmérkning[2.2]som séiger att for varje y € I'(f)z géller det
att f(z) = f(y) och att w(z) = w(y). Darav kan vi dela upp méangden {z|(f(z) = 1) A (w(x) =14)}
i en partition av distinkta banor. Vi far saledes att {z|(f(z) = 1) A (w(z) = i)} = U, T'(f)z: dér
varje x; ar en representant for varje distinkt bana. Detta ger att

wi(f) = {z|(f(z) = ) A (w(z) =)} =

Uf(f)xt

=D Tl

Fran Korollarium [2.7] far vi att p delar [I(f)x| vilket medfor att w;(f) =0 mod p for alla 1 < i <
n — 1. Ddrav far vi att f1(—1) = wo(f) + w,(f) - (—1)™ mod p. Vi far nu tre mojliga fall.
(i) 1fallet f(0) =1, f(1) = 0 giller det att f1(—1) =1 mod p for alla primtal p.
(ii) T fallet f(0) =0, f(1) =1 och p = 2 giller det att f'(—1)=1-(~1)>" mod 2 =1 mod 2.
(#i) 1 fallet f(0) = 0, f(1) = 1 men p # 2, det vill séga p ar ett udda primtal, géller det att
fY(=1)=1-(=1)*" mod p = —1 mod p. Detta eftersom om p &r udda medfér det att p®
ocksa ar udda.
Vi noterar att om f1(—1) 0 mod p medfér detta att f1(—1) # 0. Vi far saledes att f1(—1) #0
i alla mojliga fall och drar ddrmed slutsatsen, med hjilp av Korollarium [2.5] att f maste vara
undflyende. O

3 Grafteori

Vi sag i avsnitt [2| hur riktade grafer kan anviindas for att konstruera booleska funktioner. I detta
avsnitt kommer vi att betrakta grafer utan riktning, vilka kommer spela en central roll i de resultat
som etableras i avsnitt 5} Vi kommer dessutom se att begreppet grafegenskap ocksé kan appliceras
pa grafer utan riktning. Majoriteten av materialet d&r himtat fran forsta kapitlet i boken Graph
Theory av Reinhard Diestel [I1] d& det inkluderar de vanliga definitionerna i grafteori.



3.1 Introduktion till Grafteori

En graf utan riktning, ofta bara kallad graf, skiljer sig fran en riktad graf i det att paren i kant-
maéangden inte dr ordnade. Vi ger hér en formell definition.

Definition 3.1 (Graf). En graf G = (V, E) bestar av en vertexméngd V samt en kantméngd E
som &r en delméngd av alla 2-element delméngder av V.

Vertex- och kantméngden till en graf G betecknas V(G) respektive E(G) men forkortas ofta
som V och E. Antalet vertex i G, betecknat |V|, kallas for ordningen av G och antalet kanter i G
betecknas |E|. Ett exempel pé en graf ges i Figur i Appendix

Beskrivningen av grafers egenskaper underlattas genom att introducera féljande terminologi.

Definition 3.2 (Incident). Ett vertex v € V sdgs vara incident med en kant e € E om v € e. Ett
vertex incident med en kant kallas ocksa for en dnde till kanten.

Andarna till en kant i en graf G kallas for grannar medan tva kanter kallas for grannar om de
har en dnde gemensamt. Antalet grannar till ett vertex v kallas for graden av v och betecknas d(v).
I fallet d& d(v) = 0 kallas v fOr ett isolerat vertex och om d(v) = k for alla vertex v kallas grafen for
k-reguljdr. Foljande definition &r anvéndbar i fallet da tva vertex kan antas ligga i separata delar
av en partition av V.

Definition 3.3. Lat G = (V,F) och X, Y CV, X NY = 0. En kant {z, y} kallas {6r en X-Y kant
omz € XochyeV.

3.2 Grafisomorfier & Grafegenskaper

I avsnitt 2] definierade vi grafegenskaper pa riktade grafer i termer av booleska funktioner. P4 sam-
ma sitt gar det att definiera grafegenskaper pé grafer utan riktning. Dérmed kan de férmodanden
som presenterades i[2] ocksa appliceras pa dessa grafer. D& grafegenskaper hidanefter diskuteras
ar det just grafegenskaper pa oriktade grafer som avses.

Grafegenskaper kan betraktas i grafteoretiska termer utan att referera till booleska funktioner.
For att kunna gora detta maste vi forst definiera ekvivalensrelationer mellan grafer.

Definition 3.4. En grafhomomorfi mellan tva grafer G = (V, E) och G’ = (V', E’) &r en avbildning
0V — V' sadan att {p(z),p(y)} € E' da {z,y} € E. Ifall  ér bijektiv och inversen ¢~ ocksa
ar en homomorfi kallas avbildningen for en grafisomorfi. I specialfallet da4 G och G’ ar samma graf
kallas isomorfin fér en grafautomorfi.

Anmirkning 3.1. Lat G och G’ vara grafer, som vanligt anses G' och G’ vara isomorfa forutsatt
att det finns en isomorfi emellan dem.

En homomorfi bevarar ddrmed kanterna mellan vertex men behdver inte avbilda pa en graf med
samma antal vertex och kanter. Ta till exempel G till att vara en 4-cykel och G’ som &ar samma
4-cykel men vi lagger till en isolerad vertex. Vi har ddrmed en homomorfi ¢ som skickar vertexen
i G till samma vertex i G’. Det har ar inte en isomorfi eftersom antalet vertex inte &r samma for
bada graferna. Detta ger féljande proposition som &r enkel att visa.

Proposition 3.1. En isomorfi bevarar antalet kanter och antalet vertex samt att d(v) = d(¢(v)),
YveV.

Lat G och G’ vara isomorfa grafer med n antal vertex. Antalet mojliga kanter i G och G’ ar
m = (3). Vidare lat f : {0,1}™ — {0,1} vara en boolesk funktion sidant att S2 C I'(f) dér S2 &r
symmetrigruppen inducerad av punktvis verkan av S, pé alla vertex i G och T'(f) dr stabilisatorn
till f, se Definition Tolka varje bit z; sddant att z; = 1 om det i:te paret {x,y} € V? ligger i
E. Lat {z,y} vara en kant till G. D& G och G’ &r isomorfa existerar en isomorfi ¢ : V' — V' sddant
att {¢(z),p(y)} € E' for varje {z,y} € E. Det foljer alltsa att ¢ € S2 och dirav ér f invariant
under . Saledes foljer det att for ett godtyckligt x € {0,1}" att f(x) = f(Zp)s-- -, Tpm)) och
da ¢ ar en isomorfi kan samtliga kanter i E’ uttryckas pa ovan form. Saledes foljer alltsd att med
tolkningen av varje bit som indikation pa forekomst av en kant i en graf, sa medfor S2 C T'(f) att
f ar invariant under grafisomorfier. Detta leder naturligt till den grafteoretiska definitionen av en
grafegenskap.



Definition 3.5 (Grafegenskap). En klass av grafer som &r slutna under isomorfier kallas for en
grafegenskap.

Notera att ovan diskussion visar att definitionen av grafegenskap i Avsnitt 2] medfér den graf-
teoretiska versionen i Definition Omvénda implikationen kan ocksé visas [2], s. 7] varefter de
introducerade definitionerna for grafegenskap &r ekvivalenta. Specifika exempel pa klasser av grafer
med en grafegenskap ges i Appendix [A]

Exempel 3.1. Ett enkelt exempel pa en grafegenskap &ér att en graf pa tre vertex har minst en
kant. Det &r enkelt att se att det &r slutet under isomorfier eftersom dem bevarar antalet kanter
enligt Proposition Vi observerar hiir att T'(f) = S2 fér den associerade funktionen. Observera
att bitstrangarna som ger virde 1 &r totala antalet bitstrdngar minus losningen med bara nollor,
det vill siiga 23 — 1 = 7. Men det foljer da fran Sats att funktionen ar undflyende.

Grafer uppkommer som 1-dimensionella simplicialkomplex, vilka har en naturlig association till
booleska funktioner och utgér grunden fér den topologiska teorin om undflyende, vilket presenteras
i ndstkommande avsnitt.

4 Simplicialtopologi inom teorin for Undflyende

Kahn m.fl. [3] illustrerade kopplingen mellan undflyende av booleska funktioner och topologi. De
bevisade att varje icke-undflyende monoton boolesk funktion medfér s& kallat kollapsbarhet av
ett sérskilt topologiskt rum, bestdmt av positionen pa ettorna i bitstrdngarna som avbildas pa
noll. Dessa rum, som kallas simplicialkomplex, ger ett satt att beskriva ett topologiskt rum endast
genom kombinatorisk data och unikt bestdmmer funktionen. Detta angripssitt har gett upphov
till manga resultat inom teorin for undflyende av booleska funktioner. Manga av de grundlaggande
resultaten relaterar symmetriegenskaper av monotona booleska funktioner till undflyende [12], [4],
[5]. Kahn m.fl. [3], anvéinder &ven den topologiska teorin fér att bevisa Formodan [4]i specialfallet
pé grafegenskaper dir antalet vertex &r en primtalspotens, likt Sats [2:3]

Detta avsnitt &r dgnat till att introducera den nédvandiga topologin som kravs for att beskriva
de grundldggande resultaten inom den topologiska teorin for undflyende. Avsnittet férutsdtter
saledes viss familjaritet med grundléggande topologi. Lasare utan grundlaggande bakgrund inom
topologi rekommenderas att ldsa standardtexter s som exempelvis [I3]. Trots detta finns flera
resultat av den topologiska metoden som enkelt kan beskrivas utan nagon bakgrund inom topologi,
se Avsnitt [4.3]

4.1 Simplicialkomplex

Lat f : {0,1}" — {0,1} vara en boolesk funktion och = € {0,1}". Som tidigare anmérkt, se
Definition 2.2} definieras undflyende hos f av att dess deterministiska komplexitet ar n, det vill
siga att det minsta maximaldjupet av alla associerade beslutstrad ar n. Lat = € {0,1}", sitt
o, ={j € {1,...,n}|x; = 1}. Det vill séga o, betecknar positionen pa bitarna i  som &r ett.
Exempelvis om =z = (1,0,1,0,...,0) sd dr o, = {1,3}. Notera att o, entydigt bestimmer = och
omvant att x entydigt bestdmmer o, forutsatt att lingden pa bitstringen &r kdnd. Lat A beteckna
samlingen av alla o, for vilket den associerade bitstrdngen z, avbildas pa noll av f. Da bestdmmer
A entydigt f.

Vi kan &dven karaktérisera undflyende i termer av dessa A. Lat o C {1,...,n} vara en okéind
méngd, med A ként och antag att vi vill bestimma huruvida o € A genom att stéilla fragor pa
formen "&r j € 07", och erhalla ja/nej svar av ett orakel. D& kallas A undflyende om det for alla
utfragningsstrategier kravs n fragor for att bestimma huruvida ¢ € A i vérsta fall. Detta leder oss
till féljande proposition.

Proposition 4.1. Lat A CP({1,...,n}) vara komplexet definierat ovan och f : {0,1}"™ — {0,1}
dess inducerade booleska funktion. Da dr A undflyende om och endast om f ar undflyende.

Vi kan &ven karaktérisera egenskaper sa som monotonicitet (se Definition [2.6) av en given
boolesk funktion f i termer av samlingen A.



Proposition 4.2. Ldt f : {0,1}"* — {0,1}. Dd dr f monoton om och endast om A dr sluten under
delmdngder, det vill sdga att for alla o € A sd gdller att 6 C o medfor att § € A.

For bevis av Proposition [£.2] se Appendix [B:2] Sadana samlingar A som &r slutna under del-
mangder kallas simplicialkomplexr och ar ett anvindbart verktyg inom topologi i allménhet, se
exempelvis [14]. Dessa utgor grunden for den topologiska teorin for undflyende ursprungligen be-
skrivet i [3]. Vi samlar detta i en definition.

Definition 4.1 (Simplicialkomplex, [15]). Ett dndligt (abstrakt) simplicialkomplex &r en andlig
méngd A med en samling A C P(A) sadant att om o € A och 7 C o d& dr 7 € A.

Anmirkning 4.1. Man brukar kalla A for ett simplicialkomplex istéllet for att referera till (A, A)
som ett simplicialkomplex dir A &r underforstatt. Hadanefter behandlas oftast fallet d4 A ar en
dndlig delméangd av Z.

Givet ett simplicialkomplex A och ett element v € A sddant att {v} € A sa kallas v ett vertex
till A. Méngden av alla vertex till A betecknas V(A). Om ¥ C A uppfyller Definition kallas
Y for ett delkomplex till A. Nar A = P(A) kallas A ett simplez till A. Ett element § € A kallas
ocksa for ett simplex till A. Kozlov i [15] s.8] anser att anledningen till att termen anvinds for att
bade beteckna ett sérkilt simplicialkomplex och element i ett simplicialkomplex &r att alla 6 € A
ger upphov till ett delkomplex A® av A genom att ta A% = P(4).

Da o € A, si definieras dimensionen av o som dim(o) = card(c) — 1 och vi kallar o for ett
n-simplex om dim(o) = n. Om det hogsta dimensionella simplexet i A dr av dimension n sigs A
vara ett n-dimensionellt simplicialkomplex.

Fran Definition ser vi att Proposition kan omformuleras till att siga att ett komplex A
pa {1,...,n} &r ett simplicialkomplex om och endast om dess inducerade booleska funktion f &r
monoton. f och A relateras genom

Ay :={oc C{l,...,n}| f(z%) =0},
darz7 =1dajeoochzf =0omyj ¢ o. Vi noterar foljande konsekvens av Sats

Proposition 4.3. Lit A vara ett simplicialkomplez pd {1,...,n} for ndgot n. Om card(A) dr
udda sd dr A undflyende.

Bevis. Lat f : {0,1}" — {0,1} vara den inducerade booleska funktionen. Om f(z) = 0 for ett
udda antal x, sd ar f(z) = 1 {or ett udda antal = ty det existerar 2™ antal bitstrangar av lingd n,
varefter f dr 1 pa ett udda antal bitar d4 summan av ett jamnt tal och ett udda tal &r udda. Sats
ger d& att f &r undflyende och Proposition ger att A undflyende. O

Lat f vara en monoton boolesk funktion pa {0,1}" och lat j € V/(A[). Betrakta d& de monotona
booleska funktionerna go : {0,1}"~! — {0,1} och g; : {0,1}"~1 — {0,1} dér go = flu;—o Och
g1 = f},._,- Da f & monoton s& dr Ay, C Ay ett delkomplex for varje i. I synnerhet s& erhalls Ay,

genom att radera alla simplex o fran Ay som innehaller j medans A, ges av alla simplex 0 € Ay
som inte innehéller j men o U {5} € A [1].

Dessa delkomplex uppkommer i synnerhet inom teorin for undflyende men &ven péa manga
stillen inom simplicialkomplex i allménhet. Vi samlar dessa inom en definition for allménna sim-
plicialkomplex. Féljande definition #r hamtad ur [I5] s.10-11]

Definition 4.2 (Radering & ldnk). Lat A vara ett simplicialkomplex och 7 ett simplex av A. Da
ar

(i) raderingen av 7 fran A dr delkomplexet betecknat dla(7) och definieras som
dia(r) :={ceA| T ¢}
och
(ii) linken av 7 i A betecknat lka(7) och definieras som

ka(r):={oc€eA|onT=0, cUT € A}.



Definition .2 kan anviindas for att som tidigare karaktérisera de simplicialkomplex som uppstér
nir man ansétter att en given samling bitar ska vara ett eller noll. Detta ar i synnerhet anvandbart
nér en boolesk funktion f uppvisar vissa egenskaper, s som att varje bit ar vdsentlig, introducerat
i Avsnitt 2| Ekvivalent till Ekvation (1) s& &r varje bit z; € {0,1} vésentlig for f : {0,1}" forut-
satt restriktionen tillfredsstéller f |Ij:0 £ f] Om f 4 monoton och alla bitar visentliga sa
fljer det att for varje j < n existerar ett © = (z1,...,2j-1,%j41,...,2,) € {0,1}""! sddant att
fla,=0 (®) =0o0ch f[, _; (z) = 1. Man kan da omformulera denna egenskap i termer av raderingen

T;=1"

och lanken. For varje j < n existerar ett 0 € Ay sadant att o € Af\mj:o och o ¢ Af‘mj:l. Men
Ag, , =dla(g) och Ap  =1ka(j), se [T, 5.18]. '

Detta gor det lampligt att kalla ett simplicialkomplex A pa {1,...,n} for visentligt forutsatt
att for varje j < n, existerar ett o € A sidant att o € dla(j) och o ¢ lka(j). Det vill siga det
existerar ett o € dla(j) sddant att c U{j} ¢ A. Om j ¢ V(A) &ar detta trivialt ty dla(j) = A.
Antag darfor att 5 € V(A). D& j inte dr vésentlig, giller att for alla o € dIa(j), o U {j} € A.
Detta villkor innebér da att dla(j) = lka(y). Enligt tidigare diskussion dr detta ekvivalent med
att Af|w_:0 = Af|m-:1'

Fran JPropositioil 2] &r vésentlighet ett nddvéndigt villkor pa den kombinatoriska strukturen
pé undflyende simplicialkomplex.

Givet tva simplicialkomplex A; och Ay kallas de relevanta morfierna ¢ : V(A1) — V(Asy) for
simplicialavbildningar.

Definition 4.3 (Simplicialavbildning). Lat A; och Ay vara simplicialkomplex. D& kallas ¢ :
V(A1) = V(Ay) for en simplicialavbildning om for varje simplex o € Ay, sd dr bildméngden (o)
ett simplex i As.

Lat A; och Ag vara simplicialkomplex och ¢ : V(A1) — V(A3) en bijektiv simplicialavbildning.
D4 &r ¢ en isomorfi mellan simplicialkomplex forutsatt att p=! : V(Ag) — V(A1) ocksi #r en
simplicialavbildning. Om A; = As kallas ¢ ovan for en automorfi och méngden av alla automorfier
betecknas med Aut(A). Vidare kallas Ay och Ay for isomorfa simplicialkomplex om det existerar
en isomorfi mellan dem.

Anmirkning 4.2. Lat ¢ € Aut(A). Da &r ¢ en permutation av V(A) genom Definition A
andra sidan sa géller att om ¢ ar en godtycklig permutation av V(A) sddant att {6r den naturliga
verkan pa ett simplex o € A, ¢-0 = {p(v) | v € o} ar ett simplex i A s& &r det en automorfi pa A.
Saledes ges gruppen Aut(A) av permutationer verkande pa V(A) som &r simplicialavbildningar.
Notera &ven att om f &r den associerade booleska funktionen sé foljer att Aut(A) C I'(f) déar T'(f)
ar stabilisatorn av f, se Definition [2.3]

4.2 Simplicialtopologi & Booleska funktioner

Det finns ett naturligt sdtt att generera ett topologiskt rum fran ett abstrakt simplicialkomplex,
genom en sa kallad geometrisk realisation. Lasare som saknar bakgrund i grundlaggande topologi
rekommenderas att lasa exempelvis [I3] for en introduktion till &mnet.

Konstruktionen av en geometrisk realisation kraver nagra definitioner, vilka ldsaren har paminns
om. Det affina héljet av ett dndligt S C R™ dr definierat som

aff(9) = {Zavv Zavzl, Qy ER},

veES veES

och S C R™ kallas affint oberoende om varje v € S medfor att v ¢ aff(S’) for varje S" C S\
{v}. Vidare &ar det konvexa héljet av S, som betecknas conv(S), den minsta konvexa méingden
innehallande S. Tva topologiska rum kallas f6r homeomorfa om det existerar en homeomorfi, en
kontinuerlig bijektion med kontinuerlig invers, mellan dem. Detta leder till f6ljande definition taget
fran [7].
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Definition 4.4 (Geometrisk realisering). Lat A vara ett simplicialkomplex med vertex V(A) och
lat |- |: V(A) — Red(V(A) vara en avbildning sadant att [V (A)| &r en affint oberoende samling
av card(V (A)) antal vektorer. D& ges den geometriska realiseringen av A, betecknat |A[, genom

Al= | lol, 3)

gEA

dér |o| = conv ({|v| | v € o}). Om |V (A)| &r standardbasen pa Rerd(V(A)) s kallas |A| for standard
geometriska realiseringen av A.

Anmirkning 4.3. Definition [£.4] ger oss ett sitt att till varje simplicialkomplex associera ett
topologiskt rum. Darfor refereras det ofta till topologiska egenskaper av ett simplicialkomplex, nér
det som faktiskt menas ar topologiska egenskaper av dess associerade geometriska realisering.

Varje simplicialavbildning ger upphov till en kontinuerlig avbildning mellan de geometriska
realiseringarna:

Proposition 4.4 ([I5]). Ldt Ay och Ay wara simplicialkomplex och ¢ : V(A1) — V(Az) en
simplicialavbildning. Da existerar en kontinuerlig avbildning || : |A1| — |Agl.

Bevis. For varje o € Ay sa géller att |o| = conv({|v| | v € o}). Saledes foljer att {or varje x € |o],

T = Z ti|’Ui|,

V€0

dar Zmeo t; = 1 och t; > 0. Satt

S taloil 25 3t (4)

v €0 v; €0

D& ¢ ar en simplicialavbildning &r (o) ett simplex i Ay och sdledes &r |p(|o|)| ett geometriskt
simplex, ty |¢(|o])| = conv(p(o)). Fixera o € Ay och 1at z,y € |o|. Da f6ljer att tx + (1 —t)y € |o]
varefter Ekvation (4)) ger att |p|(tx + (1 —1t)y) = tlp|(z) + (1 —t)||(y) s& || ar styckvist linjar pa
varje linjesegment i |o| och séledes kontinuerlig pa varje |o| € |A|. Varefter |¢| &r kontinuerlig pa
|Al. O

Notera att fran Ekvation (3) foljer att [p o] = |¢| o [¥h| och |p|™! = |p~1| om ¢, € Aut(A) .
Det giller dven att om tva simplicialkomplex &r isomorfa sa &r deras geometriska realiseringar ho-
meomorfa. Det bor ddrmed noteras att vi kan anvinda topologiska invarianter for att skilja mellan
simplicialkomplex upp till isomorfi.

Som tidigare ndmnt visar det grundliaggande arbetet av Kahn m.fl. [3] att undflyende hos ett
simplicialkomplex har vissa topologiska konsekvenser. Detta &r ett aktivt forskningsomréde och
manga resultat har etablerats, se exempelvis [4]. Har presenteras bakgrunden till den teori som
krévs for att beskriva resultaten i [3], dess omedelbara konsekvenser och &dven vissa vriga resultat
som ir av intresse. Aterigen forutsitts viss familjaritet med topologi i allménhet, i synnerhet ho-
motopi, d& det inte dr inom ramverket for denna tes att introducera den nédvindiga bakgrunden.
Dérfor rekommenderas ldsare utan bakgrund i topologi att lasa exempelvis [I3] och [14].

Lat A vara ett simplicialkomplex och lat o,7 € A vara simplex. D& kallas 7 for en fasett av
o om 7 C o och o kallas for en mazimal fasett om for varje § € A, o ¢ 6. En fri fasett av A
ar ett simplex 7 € A sadant att det existerar en unik maximal fasett o for vilket 7 C o. Lat
7 vara en fri fasett och o den associerade maximala fasetten. En kollaps av A med avseende pa
T &r avldgsningen av alla 6 € A sadant att 7 C § C o och kallas for en elementdr kollaps om
dim(7) = dim(o) — 1 [I5, s.94]. Vi séiger att A kollapsar till ett delkomplex ¥ om det existerar en
foljd av elementéira kollapser fran A till ¥ [3]. Detta leder till foljande definition

Definition 4.5 (Kollapsbarhet). Lat A vara ett simplicialkomplex. Da kallas A for kollapsbart
om det kollapsar till ett vertex.

11



Definition [£.5] utgor en grundliggande definition for f5ljande byggsten inom den topologiska
teorin for undflyende introducerat i [3]:

Sats 4.5 (Kahn-Saks-Sturtevant). Varje icke-undflyende och icke-trivialt simplicialkomplex dr kol-
lapsbart.

For att bevisa [1.5] behovs foljande lemma.

Lemma 4.6 ([3]). Lat (X,A) vara ett icke-trivialt och icke-undflyende simplicialkomplex. Dé
existerar ett x € X sadant att lka(x) och dia(x) dr icke-undflyende.

Se Appendix for bevis av Lemma [4.6] och Sats

I allménhet kan kollapsbarhet vara svart att arbeta med, medans foljande svagare villkor, kal-
lat sammandragbarhet, &r ofta enklare. Se Appendix [A21] for en mer detaljerad beskrivning av
sammandragbarhet.

Definition 4.6 (Sammandragbarhet). Ett topologiskt rum X &r sammandragbart om det finns
en kontinuerlig avbildning ® : X x [0,1] — X sadant att {or alla € X finns ett y € X for vilket
®(z,0) = x och ®(z,1) =y.

Léanken mellan sammandragbarhet och kollapsbarhet ges av féljande standard sats.
Proposition 4.7 ([15]). Varje kollapsbart simplicialkomplex dr sammandragbart.

Notera att varje simplex ar sammandragbart ty varje simplex realiseras som en konvex delmangd
C av R" vilka dr sammandragbara ty, for varje o € C ar F(z,t) = txo + (1 — t)z en homotopi,
se Appendix for detaljer, mellan identiteten pa C och konstanta avbildningen g(x) = z( for
varje x € C. Sammandragbarhet i allmidnhet medfor enkelt sammanhéngande och ddrmed att varje
sammandragbart simplicialkomplex dr sammanhéngande [I3].

En av anledningarna att det &r enklare att hantera sammandragbarhet inom simplicialtopologi
ar att det finns ett enkelt nodvandigt villkor fér sammandragbarhet, baserat pa féljande kombina-
torisk konstruktion kallat Fulerkaraktdristiken.

Definition 4.7. Lat A vara ett simplicialkomplex och 1at k,, beteckna antalet n-simplex i A. Da
ar Eulerkaraktdristiken av A, x(A), den alternerande summan

X(A)Zlﬁ—k’2+k’3—|—"'+(—1)n71/{3n—|—”'.

Notera att Eulerkaraktaristiken for simplicialkomplex endast ar definierad i termer av kombi-
natorisk data, varfor Eulerkaraktéristiken i allménhet &r enkel att berdkna for dndliga topologiska
rum. Exempelvis har simplicialkomplexet {0, a} Eulerkaraktéristik 1. Fran Appendix och i
synnerhet Lemma vet vi att Fulerkaraktéaristiken &r invariant under homotopiekvivalens. D&
ett sammandragbart rum dr homotopiekvivalent med en punkt erhéalls féljande proposition.

Proposition 4.8. Varje sammandragbart simplicialkomplex har Eulerkaraktdristik 1.

Notera att fran Proposition 4.8] erhalls att varje icke-undflyende simplicialkomplex har Euler-
karaktaristik 1. Da A &r ett 1-dimensionellt, icke-undflyende simplicialkomplex, det vill siga en
icke-undflyende graf, sa innebér detta att det maste ha ett fler vertex dn kanter. Saledes maste
grafen vara acyklisk (se Definition , ty varje sammandragbart rum dr sammanhingande. Vi
konstaterar darfor féljande korollarium.

Korollarium 4.9. Varje cyklisk graf dr ett undflyende simplicialkomplex.

Anmirkning 4.4. Om Ay ar en cyklisk graf innebar det att den associerade booleska funktionen
f avbildar lika manga bitstréangar med tva ettor som bitstrangar med en etta pa 0.

Lat X vara ett topologiskt rum, d& sidgs X ha fixpunktsegenskapen om varje kontinuerlig av-
bildning f : X — X har en fixpunkt.

Sats 4.10 (Brouwers fixpunktssats). Den slutna enhetsbollen B = {x € R™|||z|| < 1} ¢ R™ har
fixpunktsegenskapen.
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Se Appendix [A:2:2] for en mer ingdende behandling av konsekvenserna av Sats [£.10]1 termer av
simplicialtopologi.

Vad som kallas i [7] for Lefschetz fizpunktssats ar en generalisering av Korollarium och
utgor lanken mellan fixpunkter for simplicialavbildningar och sammandragbarhet.

Sats 4.11 (Lefschetz fixpunktssats). Varje sammandragbart simplicialkomplex har fixpunktsegen-
skapen.

I synnerhet f6ljer av Sats [4.11]1 kombination med Sats [£.5] samt Proposition [£.7] att varje sim-
plicialavbildning pa ett icke-undflyende simplicialkomplex har en fixpunkt. Lat f vara en boolesk
funktion och lat ¢ € I'(f), dar Aut(Ay) = I'(f) &r stabilisatorn till f, se Definition och |p]
den geometriska realiseringen av ¢ (se Proposition |4.4). Da f6ljer att ¢ har en fixpunkt. Denna
konstruktion ger existensen av fixpunkter for symmetrier av en boolesk funktion, beskrivningen
och tillimpningen av vilka &r &mnet for ndstkommande delavsnitt.

4.3 Fixpunkter for Simplicialavbildningar & Tillampningar till undfly-
ende

Lat A vara ett simplicialkomplex och ¢ € Aut(A) en simplicialavbildning. Lat |¢| vara dess
geometriska realisering beskrivet genom Ekvation (). Det féljer att da v € V/(A) &r en fixpunkt
till o, s& &r |v| en fixpunkt for |p|. Saledes ar alla fixpunkter till en simplicialavbildning fixpunkter
till dess geometriska realisering. Lat (p) C Aut(A) beteckna gruppen genererad av ¢. Med den
naturliga punktvist definierade gruppverkan blir d& &ven varje bana av (p) en fixpunkt for |¢|,
forutsatt att banan ligger i A. Lat {vx} vara representanterna for banorna av () och lat {(@)vg, }
beteckna de banor av ¢ som ligger i A. Definiera masscentrum av simplexet (p)vy; att vara

wi= e 3l )

card({p)vy;) oo,
J

Dé u € (p)vx; om och endast om u = ™y, for nigot m foljer att p(u) = " vy, € (p)uvy,. Dirav
foljer av Ekvation (b)) att |¢|(w;) = w;. Varefter masscentrum for banorna av ¢ i A &r en fixpunkt
for |¢|. Genom att aterigen konsultera Ekvation , ser vi att konvexa kombinationer av dessa
masscentrum w; &r fixpunkter for |¢| [7]. Det omvénda géller &ven varefter foljande proposition
erhélls. Se Exempel

Proposition 4.12 ([7]). Lat A vara ett simplicialkomplex och ¢ € Aut(A). Dé dr fizpunkterna
for || konvera kombinationer av masscentrum for de banor av (@) som ligger i A.

Se Appendix for bevis av Proposition

Lat w;, j < n beteckna masscentrum fér banorna {{;} av ¢ som ligger i A och lat S C {w;}
vara en godtycklig delsamling. D4 &r varje konvex kombination x av S en konvex kombination av
samlingen {w;}. Proposition ger att x dr en fixpunkt till ||, forutsatt att x € |A|, vilket
endast dr fallet om UqesQ € A enligt [7]. Satt

AP =dscf1,...om} | |JQen ;. (6)
jeES
Da dr Al?! ett simplicialkomplex 6ver {1,...,m} sadant att |Al¥!| innehaller fixpunkterna for |¢|.

For o € Al 1at 0 v Uje,Q; € A och lat AY = {0 € A | p(0) = o}. Da foljer att ¢ ir en en-till-en
inklusionsbevarande avbildning med den huvudsakliga skillnaden att AlY! &r ett simplicialkomplex
medans A¥ inte nodvandigtvis ar det [16].

Ovan karaktérisering av fixpunkter for automorfier generaliserar naturligt till grupper av au-
tomorfier. Foljande mer allminna icke-abelska fixpunktssats bevisat i [I7] ger mojligheten att
karaktérisera ndr delgrupper av automorfierna éver ett simplicialkomplex har fixpunkter.
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Sats 4.13 (R.Oliver, [I7]). Ldt A vara ett kollapsbart simplicialkomplex och T' C Aut(A) en grupp
sddant att det existerar en normal p-delgrupp Ty for vilket T'/Ty dar cyklisk. Dé foljer att

XAy =1
och i synnerhet AT £ (.
Foljande Korollarium av Sats etableras 1 [16].

Korollarium 4.14. Lit A vara ett sammandragbart simplicialkomplex och ¢ € Aut(A). Dé foljer
att x(Al#l) = 1.

Vi har introducerat tillréckligt omfattande metodik for att bevisa undflyende av allménna
klasser pa booleska funktioner, genom att analysera bankomplexet A7,

Sats 4.15 ([7]). Lat f : {0,1}™ — {0,1} vara en icke-trivial, monoton boolesk funktion som dr
mwvariant under cykliska permutationer. Da dr f undflyende.

Bevis. Antag med anledning av motséigelse att det existerar en icke-undflyende, icke-trivial och
monoton boolesk funktion som &ar invariant under en cyklisk grupp. Da ger Proposition @ att Ay
dr sammandragbart och enligt Lefschetz fixpunktssats har Ay fixpunktsegenskapen. Antag

utan forlust av generalitet att f &r invariant under permutationen ¢(i) = ¢ + 1 mod n. Det
ger oss att {(p)og;} = {0,{1,...,n}} C Ay, men da Ay &r ett simplicialkomplex sa foljer att
Ay =P{1,...,n}) varefter f maste vara trivial, vilket &r en motségelse. O

Lat (X UY, E) vara en bipartit graf, se Deﬁnition med kantméngd E och 14t ¢ € Sym(X)
vara en permutation pa vertex méngden X. Sitt o = (¢,idy ), verkande naturligt pA X x Y och
14t (o) vara permutationsgruppen genererad av o. Notera da att bipartita grafen ar (o) —invariant
forutsatt att (0)F = E. D& ¢ ar en cyklisk permutation pa X foljer att (p)X = X varifran
villkoret (0)E = E &r ekvivalent med att det existerar en delméngd S C YV sddant att F =
{(z,y) | x € X, y € S}. Beskrivningen av hur en allmén monoton grafegenskap f verkar pa sddana
(o)—invarianta bipartita grafer &r att det existerar nagot k < card(Y') sadant att (X UY, E) har
egenskapen f om och endast om k < card(S), det vill siga att méngden S &r tillrackligt stor.
Ty om vi raderar kanter fran kantmingden kan vi endast avldgsna grafegenskapen, da denna &r
monoton. Denna karaktérisering av bipartita grafegenskaper &r central i beviset for féljande.

Sats 4.16 (Yao, [12]). Varje icke-trivial, monoton, bipartit grafegenskap dr undflyende.

Bevis. Detta bevis foljer [16], Sats 5.3], anpassat till var notation och kontext. Antag med anledning
av motsigelse att det existerar en monoton icke-undflyende bipartit grafegenskap f och lat (X U
Y, E) vara en bipartit graf. D& f &r en grafegenskap s& ar i synnerhet f invariant under kant
permutationen o = (¢,idy) dér ¢ ar som ovan en cyklisk permutation av vertexméngden X och
lat G C Aut(Ay) beteckna permutationsgruppen genererad av o. Lat AlC! vara givet av Ekvation
(6). Da féljer av Korollarium att AlG1 £ () och att x(Al®l) = 1. Notera att banorna av o &r
H, = {(z,y) |x € X}, siledes har A card(Y) antal vertex. Varefter A% &r pa formen

Al=dAcy [ |JH,eA?,
yeA

det vill séga att fixpunkterna av |G| bestar av alla banor vars union inte har egenskapen f. Séledes,
genom tidigare anmérkning, dr detta ekvivalent med att det existerar ett k < card(Y) = n sddant
att AlG) &r samtliga delméngder av Y med som mest k element. Det foljer att vi kan berdkna
Eulerkaraktéristiken explicit,

o En( 1) - Eiewn () (7))o ()

=0 =0

vilket endast &r mojligt om k =n, s& Y € AlG varefter X x Y € A. Sa f méaste vara trivial. [
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Vi kan #dven ansétta att Aut(A) = G, dir G &r gruppen genererad av Sym{1,...,n} verkande
pa V(A). D4 erhalls att A inducerar en monoton och icke-trivial grafegenskap, se Definition
Ty automorfigruppen verkar trivialt transitivt pa {1,...,n}.

Vi paminner ldsaren om att Formodan [l medfor att samtliga monotona grafegenskaper dr undfly-
ende. Som illustrerat i Sats existerar specialfall av detta resultat. Kahn m.fl. [3], visar &ven att
varje monoton, icke-trivial grafegenskap pa 6 vertex dr undflyende. Liknande resultat har etablerats
i fallet d& antalet vertex ar 10 och 12 [15], s.230]. Vi illustrerar nedan hur den topologiska metoden
kan anvédndas for att bevisa specialfallet géllande primtalspotens antal vertex.

Sats 4.17 (Kahn-Saks-Sturtevant, [16]). Ldt f vara en monoton icke-trivial grafegenskap pd en
graf med p* antal vertez, dir p dr ett primtal. Da dr f undflyende.

Bevis. Antag att f &r en icke-undflyende monoton grafegenskap och 1at (V, E) vara en godtycklig
graf med p* antal vertex. Da &r det associerade simplicialkomplexet A kollapsbart. Vi kan utan
forlust av generalitet identifiera V' med den dndliga kroppen IF,» bestadende av p"* antal element.
Fixera a,b € F,» med a # 0. Lat

T ax +b

vara en affin avbildning pa F,» och lat I' = (¢) € Sym(V) vara den multiplikativa gruppen
generad av . Betrakta dérefter delgruppen I'y genererad av avbildningarna x + x + Fx, varifran
card(I'y) = p*. Vi noterar att I'y &r en abelsk grupp ty (z 4+ Fpr) o (x +Fpr) = 4+ Fpr + Fpr =
T+ IF’; och ar isomorf till den additiva gruppen over F,.. Vidare &r I'y en normal delgrupp ty
(ax+b)o(x+TF ) = ax+F e och (z+F,r)o(az +b) = ax+TF k. Genom [I8, Sats IV.1.9] ar I' /T
isomorf till multiplikativa gruppen 6ver F,x, vilket &r cyklisk. Notera &ven att I' verkar transitivt
pa kanterna E, ty d& (x,2'), (y,y’) € E déar « # 2’ och y # ' har ekvationssystemet

y=axr+b
Yy =ax’ +0b,

dir axz + b € T en 16sning. Detta ger alltsé att (y,y’) = a(x,2’) + b {6r ndgot ax + b € T.
Déarav foljer av Sats att A') £ (. Varefter det existerar en kant e € Al och da I &r
transitiv pa kanterna med I' C Aut(A), foljer att £ C A, varefter f maste vara trivial. O

5 Resultat

I detta avsnitt framfors olika exempel pa undflyende och icke-undflyende booleska funktioner.

5.1 Schackbridesproblemet

Exempel 5.1. Lat oss ha ett vanligt schackbride av storlek 8 x 8. Antag sedan att varje ruta
representerar virdet 1 eller 0, dir 1 ger firgen svart, 0 ger firgen vit. Ar den booleska funktionen
f: “Det finns en viig for ett torn att ta sig fran botten till toppen av bradet genom att endast aka
over svarta rutor” undflyende?

Svaret ar ja och detta visas nu. Forst presenteras tva konfigurationer av briddet som skulle
ge virdet 1 respektive 0 pa f. En konfiguration som ger virdet 1 pa f maste innehalla en sam-
manhdngande vig, fran toppen till botten av bréadet, bestaende av svarta rutor som ar kopplade
i vertikalt eller horisontalt ldge. En konfiguration som ger virdet 0 pa f far trivialt inte innehalla
en sadan vig. Se Figur [C.4] respektive [C-5] for en visuell representation av sddana konfigurationer.

Vi kan skriva var booleska funktion som f : {0,1}%* — {0,1} dér varje = € {0,1}%* &r en
konfiguration av bradet och f(z) = 1 for alla x siddan att det existerar en vig over bradet for
tornet. Vi séiger att en konfiguration som innehaller en vég ar en ldsning till bradet. Om vi kan
bevisa att méngden 16sningar till bréidet, det vill siga [{z | f(x) = 1}|, &r udda sdger Sats att
f maste vara undflyende.

Vi betecknar méngden av alla 16sningar till 8 x 8-bradet som Xgus := {x | f(z) = 1}. Vi
noterar att bradet &r symmetriskt kring mitten och med hjélp av denna symmetri kan vi skapa en
partition av Xgxg i form av tvad méngder innehallande alla asymmetriska l6sningar respektive alla
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symmetriska losningar. For vart 8 x 8-brade betecknar vi méngden av alla asymmetriska losningar
som Agyg och méngden av alla symmetriska 16sningar som Sgxs.

Definition 5.1. En symmetrisk 16sning dr en 16sning som ar invariant under spegling kring mitt-
linjen som symmetrilinjen medan en asymmetrisk 19sning &r en 16sning som ger upphov till en
annan l6sning under spegling.

Eftersom en 16sning alltid maste vara antingen symmetrisk eller asymmetrisk far vi att AgxgN
Sgxs = 0 och Agys U Sgxg = Xgxg. Vi noterar dven att for varje asymmetrisk 1osning x € Agys
existerar det exakt en annan 16sning y € Agxg som &r den speglade versionen av x med avseende
pa mittlinjen, se Figur [C.6] och [C.7] f6r exempel pé tva sddana 16sningar.

Vi noterar hér ar att varje asymmetrisk 16sning x € Agys kommer i ett par med en speglad
version y € Agxg. Alltsd méaste det finnas ett jamt antal asymmetriska 16sningar i Xgyg vilket
medfor att |Agxs| dr jAmn.

Anmirkning 5.1. Argumentet att asymmetriska 16sningar kommer i par av tva med avseende
pa spegling genom mittlinjen pa bradet géller for generella m x n-briden dér m,n € Z,. Detta
innebér att |A,,xp| dr jimn for alla m,n € Z.

Vi sétter nu Sgxg 1 fokus och noterar, genom att endast kolla p& halva bréadet (vinster sida), att
varje symmetrisk 16sning till 8 x 8-bradet innehaller exakt en 16sning till det mindre 8 x 4-bradet,
se Figur och Eftersom andra halvan av 8 x 8-briadet (hoger sida) &r en direkt spegling av
vanster sida med avseende pa symmetrilinjen medfor detta att det existerar en bijektion mellan
méngden av alla symmetriska 16sningar Sgyg till 8 x 8-bradet och méngden av alla l6sningar Xgy4
till det mindre 8 x 4-bradet.

Detta ger oss saledes att |X8><8| = ‘ngg @] Agxgl = ‘ngg‘ + ‘Agx8| = |X8><4| + |A8><8|~ Pa
samma sétt kan vi dela upp Xgx4 1 en partition av symmetriska och asymmetriska 16sningar med
en ny symmetrilinje for 8 x 4-bradet vilket ger Xguq = AgxaUSsx4- Aterigen finns det en bijektion
mellan alla symmetriska l6sningar Sgx4 for 8 x 4-bradet och alla 16sningar Xgxo for 8 x 2-bradet.
Vi far |Xsxa| = |Ssxa U Asxa| = |Ssxal + |[Asxa| = |Xsxz| + |Asxa|- Genom att iterera en sista
gfoll’lg far vi att |X8><2| = ‘ngg UA8X2| = |Sg><2| + |A8><2‘ = ‘X8><1‘ + ‘A8><2|» dar X8><1 ar méingden
av alla 16sningar till 8 x 1-bradet. Detta 8 x 1-briade har endast den triviala l6sningen, det vill sdga
|Xsx1| = 1. Vi konstaterar nu att kardinaliteten av méngden av alla losningar till 8 x 8-bridet
kan skrivas som |Xgxg| = |Asxs| + |Asxa| + |Asx2| + 1. Enligt Anmérkning ar 2 en delare till
|A8><8|7 |A8><4| och ‘A8><2| vilket medfor att |A8><8| + ‘A8X4| + |A8><2| = 2C for nagot Ce Z+. Detta
ger oss att |Xsgxg| = 2+ C + 1. Enligt Sats far vi att den booleska funktionen f méste vara
undflyende.

Anméirkning 5.2. Bréidet i ovanstaende exempel kan ersdttas med en graf dir varje ruta re-
presenteras av en vertex, se Figur Vi anvéinder oss dock vidare av bréidet for enkelhetens
skull.

Man kan generalisera ovanstéende resultat till ett briade av storlek m x n dar m,n € Z. Innan
vi visar detta behover vi forst forsta hur fallet da n dr ett udda heltal hanteras. Vi borjar med ett
exempel.

Exempel 5.2. Lat oss ha ett 4 x 3-bridde med en symmetrilinje i mitten av bridet, se Figur
Varje symmetrisk 16sning till detta bride innehaller, i halva briadet (vénster sida) inklusive
kolumnen i mitten, en 16sning till det mindre 4 x 2-brédet, se Figur [C.12} Detta eftersom kolumn
3 dr en direkt kopia av kolumn 1 och kolumn 2 ldmnas invarint under spegling. I sin tur medfor
detta att varje symmetrisk 16sning till 4 x 3-brédet har exakt en representant i méngden av alla
16sningar till 4 x 2-bradet.

Antag nu vi har ett godtyckligt m x n-bride déar m,n € Z,. Vi betecknar méngden av alla
l6sningar till bradet som X,,x, och anvinder mittlinjen genom brédet som var symmetrilinje.
Méangden symmetriska l6sningar betecknas som S,,x,. Med samma resonemang som anvands i
Exempel och far vi att for varje symmetrisk 16sning o € Sy, xn till m x n-bridet existerar
det exakt en representant i méngden X,,x,+ av alla 16sningar till det mindre m x n*-brédet dar
n* = [5]. Detta innebér i sin tur att det existerar en bijektion mellan méngderna S,,x, och
Xinxn+ vilket medfor att |Sy,xn| = |Xmxn+|- Vi sammanfattar ovanstiende slutsats i ett lemma
och presenterar darefter Sats
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Lemma 5.1. For varje m x n-bride och m x n*-bride dir m,n € Zy och n* = [ %] gdller det att
|Sm><n| = |Xm><n*

Sats 5.2. En boolesk funktion f : {0,1}™" — {0,1} ddr funktionen dr: “Det finns en vig frdn
botten till toppen av en rektanguldr m x n graf” dr undflyende for alla m,n € Z .

Bevis. Vi anviander oss av stark induktion 6ver n for att bevisa att varje m x n-bride ger ett udda
antal 16sningar till en boolesk funktion f definerad som ovan, det vill sdga att |X,, x| dr udda. Vi
fixerar ett godtyckligt m € Z och ansédtter

P(n) : | Xmxn| dr udda.

Basfall: Vi visar att pastaendet giller fér n = 1 och far m x 1-brédet som endast har den triviala
16sningen vilket implikerar | X,,,»1| = 1, P(1) stdmmer.

Vi vill nu visa att (P(1) AP(2)A...AP(k)) = P(k+1), for k > 1.

Induktionssteg: Lat k € Z och antag P(i) &r sant for alla 1 < i < k. Vi skapar en partition
av Xy, x (k+1) med avseende pa mittlinjen som symmetrilinje och far att X, (x41) = Smxk+1) U
Apx (k41)- Detta ger oss att | Xo, o1y = [Smx(et1)| + [Amx k41)|- Enligt Lemmahar vi att
|Smx (b4 1)| = [ Xmxog1)+| dir 1 < (k4 1)* <k vilket innebér att | X, x41)+| dr udda enligt vart
antagande. Vi far att | X, x v41)| = [Amxbr1)| + [ X o1y | dr [Ap,x og1)| 81 ett jamnt heltal
enligt Anmérkning Detta ger oss saledes att | X, (x+1)| &r ett udda heltal och enligt induktion
far vi att | X, x| ar udda for alla n € Z,. Eftersom m € Z, valdes godtyckligt innebér det att
| Ximxn| 8r udda for alla m,n € Z4 och vi far vart onskade resultat enligt Sats O

Om vi istéllet for ett bride i R? har ett ritblock i R? sa kan vi med ett liknande resonemang
visa att den booleska funktionen f: “Det finns en vég fran botten till toppen av en rektangulér
m x n x k graf” ar undflyende.

Vi borjar med att skapa en partition av X,,x,x till méngderna av symmetriska och asym-
metriska 16sningar med avseende pa ett plan som delar blocket vertikalt i mitten. Pa detta vis kan
vi iterativt reducera ner ett block i R? till ett bride i R? genom samma metod som anvindes i
Exempel fast istéllet anvinda oss av ett symmetriplan. Vi far att | X, xnxx| ar ett jamnt antal
asymmetriska 16sningar plus antalet 16sningar till X, «x,x1 som bara &r méngden av 16sningarna
till ett brade av storlek m x n. Detta briade vet vi har ett udda antal 16sningar enligt beviset till
Satsvilket medfor att | X, xnxk| = 2C + | Xpmxn| dr ett udda heltal dar C' € Z ... Enligt Sats
ger detta oss att f #r undflyende dven for ett ritblock i R?. Vi sammanfattar ovanstaende resultat
i ett korollarium.

Korollarium 5.3. En boolesk funktion f : {0,1}™"* — {0,1} dir funktionen dr, “Det finns en
vag fran botten till toppen genom en graf © form av ett rdtblock av storlek m xn x k7 ar undflyende
for alla myn,k € Z.

Anmiérkning 5.3. Sats[5.2 och Korollarium [5.3] géiller &ven om man tillater diagonala steg, sdsom
om en dam skulle anvéndas istéllet for ett torn. I detta fall blir den underliggande grafen som i

Figur

5.2 ACB-problemet

En generalisering av ovanstaende resultat dr att lata funktionen agera pa en mer generell graf
an ett schackbride. Generaliseringen vi kommer att undersdka &r grafer dir varje bit &r visentlig
och dér vertexméngden delas upp i tre disjunkta delméngder A, B och C. Funktionen &r 1 om
det existerar en delgraf som dr en véig fran A till B genom C och 0 annars, se Appendix [A]
for definition av delgraf. Huruvida alla sddana funktioner &r undflyende kommer att kallas ACB-
problemet. Det finns tva olika sitt funktionen kan agera pa grafen, antingen péa dess vertexméngd
eller dess kantméangd.

Ett exempel pa nér funktionen ar icke-undflyende, da den agerar pé vertexméngden, dr da den
agerar pa grafen i Figur[C.14] Funktionen pa denna graf 4r icke-undflyende enligt foljande algoritm:

1. Fraga a och b, som maéste vara 1 (annars ar vi klara).

2. Fraga co, som maste vara 1 (annars behover vi inte fraga cy).

3. Fraga c3, om c3 ar 1 ar vi klara och om cg dr 0 behover vi inte fraga c;.
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Ett ytterligare motexempel till ACB-problemet &r funktionen agerande pa vertexen i grafen till
Figur[C.15]som vi kallar den modifierade schackbrides-funktionen. Notera att hornen av Figur [C.15]
har grafen i Figur som delgraf. Efter lite test av mojliga algoritmer som anvinder liknande
taktik som algoritmen ovan kan vi konstatera foljande.

Proposition 5.4. Den modifierade schackbrides-funktionen av storlek 4 x 4 dr icke-undflyende.

Bevis. Lat grafens vertex vara namngivna enligt Figur [C.15] Funktionen &r icke-undflyende enligt
féljande algoritm:

1. Fraga bit a och b, som méste vara 1 (annars ar vi klara).

2. Fraga bit c3, c10, ¢5 och 12, som maste vara 1 (annars behéver vi inte fraga bit ¢g och ¢g).

3. Fraga bit ¢; och ¢z som ocksé méste vara 1 (annars behover vi inte fraga bit ¢g och cg).
Efter dessa fragor dr vi klara, eftersom att ¢, co, c3 och ¢5 dr 1 medfér att vi inte behova veta
vardet pa cy. O

Anvindning av samma algoritm ger dven att vi kan tvinga fram 1:or pa vertexen lings de Gvre
sidorna av ett 5 x 5 schackbride, vilket ger foljande resultat.

Korollarium 5.5. Den modifierade schackbrides-funktionen av storlek 5 x 5 dr icke-undfiyende.

Algoritmen kommer inte fungera pa ett schackbréde av storlek 6 x 6 eftersom algoritmen bygger
pa att tvinga fram ettor langs 6vre kanterna, vilket inte gar att géra pa ett schackbride av storlek
storre dn 5 x 5. Ingen algoritm har &nnu hittats for att visa om funktionen dr undflyende eller
icke-undflyende.

Inga liknande motexempel har hittats da funktionen agerar pa kantméngden i ACB-problemet,
vilket leder oss till f6ljande férmodan.

Férmodan 5. En boolesk funktion f :{0,1}™ — {0,1} agerande pd kantmdngden till en graf dar
funktionen ar “Det finns en vig fran A till B genom C” dr undflyende for alla grafer ddir varje bit
ar vasentlig samt A, B och C dr disjunkta vertexmdangder.

Proposition 5.6. Det existerar minst en graf sidan att den booleska funktionen f, sasom presen-
terad i Formodan [3, dr undflyende men |{z | f(z) = 1}| dr jimnt.

Se Appendix [B:3| for ett bevis av Proposition [5.6}

Ett naturligt sétt att forsdka bevisa Férmodan [5] skulle vara att anvénda Sats sasom det
gjordes i beviset av Sats Detta visar sig dock inte fungera fér generella grafer da det enligt
Proposition [5.6] existerar minst en graf sddan att nér f agerar pa denna ér f undflyende men antalet
16sningar dr jimnt, se Figur [C.16] for ett exempel pé en sidan graf.

5.3 Undflyende av Narliggande ettor

Foljande funktion dr hdmtad frin opublicerade anteckningar av Steif J. E. och Kahn J. [19].
Vi betraktar &ven fallet da grafen G inte &r vertextransitiv, se Appendix for definition av
vertextransitiv.

Exempel 5.3. Lat G = (V,E) vara en graf med n vertex betecknade 1,2,3,...,n. Lat f :
{0,1}™ — {0, 1} vara en boolesk funktion pa vertexen i G dér:

1om 3k, l€{1,2,...,n}: 2, =2, =1dar {z,z;} € E

0 annars

f(xlafz,...,xn) :{

Ta exempelvis funktionen pé en vig av ldngd ett. D& har vi tva vertex och en kant mellan dessa
s& funktionen &r endast 1 om all indata &r 1. Dirmed &r funktionen undflyende enligt Sats [2.3]

Steif och Kahn visar f6ljande sats i [19].

Sats 5.7. Den booleska funktionen i Exempel ar undflyende dé G dr en cykel (se Appendiz
[A.]] for definition av cykel).
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Beviset av Sats bygger pé foljande lemma, introducerat i [I9], och proposition. Funktionen
i propositionen kallas for en eller-sats mellan olika funktioner.

Lemma 5.8. Lit G vara en vig med n vertex (se Appendix for definition av vag). Dé ar
funktionen i exempel [5.3 icke-undflyende om och endast om n =1 mod 3.

Proposition 5.9. Lit f = f1V fa V...V fo,n € Zy, dir funktionen antar virde 1 om nédgon av
fi antar vdrdet 1. Antag att varje f; tar in olika indata. Dé dr f undflyende om och endast om f;
ar undflyende Vi € {1,2,...,n}.

Bevis av Proposition[5.9. Antag f undflyende och det 3j : f; &r icke-undflyende. Darmed kan
motstandaren fraga indatan i f; sadana att de inte behoéver fraga all indata. Detta leder till en
motségelse ty varje f; tar in olika indata. Det aterstar att visa andra riktningen. Antag f; ar
undflyende Vi € {1,2,...,n}. Eftersom funktionerna ar undflyende kan vi svara pé ett sddant sitt
att sista fragan bestdmmer om funktionen antar virdet 1 eller 0. Vi later f; anta virdet O efter
sista fragan for varje i, vilket medfér att f &r undflyende ty varje f; tar in olika indata. O

Anmirkning 5.4. Notera att ovan proposition ocksa héller fér och-satser, det vill siga da alla f;
maste vara 1 for att f skall vara 1. Det visas enkelt med faktumet att for varje undflyende funktion
kan vi under motstandare argumentet vélja funktionens virde med sista fragan.

Fér att bevisa Lemma [5.8 behovs ett annat resultat, introducerat i [19].

Lemma 5.10. Antagn # 1 mod3 ocha+b=n—1ddra,beN. Oma=1mod3 sd drb—1#1
mod 3.

Bewis av Lemma 510 Lat n # 1 mod 3 och a +b = n — 1 dér a,b € N samt att a = 1 mod 3.
Eftersoma+b=n—-1<b—-1=n—a—-2=n—-3mod3# —2mod3 < b—1#1mod3. O

Med hjilp av Lemma kan Lemma bevisas, se Appendix for beviset. Vi kan nu
anvinda Lemma [5.8] for att bevisa Sats

Bevis av Sats[5.7 Lat G vara en cykel med n vertex och antag att motstandaren forst fragar
vertex i. Om n — 1 # 1 mod 3 s& &r f|,,—o undflyende enligt Lemma Omn—1=1mod3
s kan f|,,—1 ses som en eller-sats mellan tva diktatorfunktioner och en funktion som uppfyller
negationen av Lemma [5;8] ty vi svarar alltid 0 om x;_; eller z;11 fragas. Darmed &r funktionen
undflyende. O

Vi visar nu flera resultat géllande funktionen i Exempel [5.3]

Proposition 5.11. Ldt f vara funktionen i Efcempel dar grafen dr Petersen grafen (se Figur
. Funktionen dr i detta fall undflyende.

Bevis. Vi visar att f ar undflyende med motstandare argumentet. Eftersom grafen &r vertex tran-
sitiv sa spelar det ingen roll vart motstandaren borjar fraga. Vi kan ddrmed anta att motstandaren
forst fragar ett vertex kallad ;. Vi svarar 1 och far att f|, _, kan ses som en eller-sats mellan 3
diktatorfunktioner och f pa en 6-cykel eftersom vi alltid svarar 0 da grannar till z; fragas efterat.
Men detta &r undflyende enligt Sats [5.7] Diarmed &r funktionen undflyende. O

Proposition 5.12. Lat f vara funktionen givet z' dir G bestar av tva cyklar C* och C' samt
exakt en C* — C! kant (se Appendz’:cfb’r definition av cyklar). Om k =2 mod 3 och I = 2 mod
3 sd dr funktionen icke-undflyende. (Se Figurfé'r illustration.)

Bewvis. Vi anvinder motstandare argumentet. Fraga vertexet i C* som har en granne i C' och
kalla vertexet for ¢. Enligt maste vertexet anta virdet 1 eftersom f|,,—o &r en eller-sats som
innehaller fallet i Lemma réga nu grannen i C'. Om de svarar 1 ir vi firdiga. Om de svarar 0
far vi en eller-sats som inkluderar fallet i Lemmal[5.8] Dérmed blir funktionen icke-undflyende. [J

Proposition 5.13. Funktionen given i Exempel dr undflyende di G = K™ (se Appendix
for definition av K™) ddrn > 2.
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Bevis. Antag att motstandaren forst fragar en vertex vi kallar x1. Vi svarar 1 pa forsta fragan. Da
kan f|;,—=1 ses som en eller sats mellan n — 1 diktatorfunktioner vilket &r undflyende enligt O

Proposition 5.14. Funktionen i Exempel[5.3 dr undflyende dda G dar en av féljande:
1. K1, (se Appendixfb’r definition av K, ) ddrn > 3.

2. G(l1,12) vilket bestar av Ky, och Ky ,, ddirli,la > 3, som delar exakt ett vertex som inte
ar center i ndagon stjarna.

Beviset av Proposition ges i Appendix

Proposition 5.15. Ldt f vara som i Exempel[5.3 dir G dr grafen i Figur[C.3. Dé dr funktionen
undflyende.

Bevis. Svara 1 pa forsta fragan vilket inducerar en ny boolesk funktion. Eftersom vi kommer svara
0 pa vertexen bredvid vertexet vi tilldelade virdet 1 kan funktionen ses som en eller-sats mellan 2
diktatorfunktioner och f pa Kj 3. Men detta &r undflyende enligt punkt 1.

O

5.4 Diskussion

ACB-problemet, som diskuteras i Avsnitt och i synnerhet Férmodan 5] fértjanar vidare utforsk-
ning. Om det skulle visa sig att Férmodan [p| &r korrekt illustrerar ACB-problemet en intressant
situation dir en boolesk funktion f &r undflyende for alla grafer da den agerar pa kantméngden,
men icke-undflyende for vissa grafer dar den agerar pa vertexméngden. Detta &r av intresse da det
till varje graf G = (V, E) existerar en sé kallad linjegraf L(G) = (V', E’) i vilken kanterna i G ar
representerade som vertex i L(G). Till varje funktion f, definerad som i Férmodan [5| agerande
pad kantméangden till G kan det séledes associeras en funktion f’ som agerar pa vertexmangden
till L(G). Detta genom att partitionera vertexen for en linjegraf L(G) sadan att alla kanter till
G som ér incident med en vertex tillhérande A C V (respektive B C V) representeras som ett
vertex tillhérande A" C V' (respektive B’ C V’). Resterande kanter later vi representeras som
vertex tillhorande C’. For att garantera att en sddan partition kan skapas kravs det dock att det
inte existerar en kant mellan vertexméngderna A och B i grafen G. En uppdelning av vertex pa
detta sétt skulle mojligtvis kunna medfora att klassen av linjegrafer L(G), till alla grafer G som
uppfyller kraven i Formodan [5| med det ytterligare kravet att det inte existerar en kant {u,v} € E
dér u € A och v € B, ar undflyende under f'.

Vi spekulerar att Férmodan [f] dr sann och foreslar en preliminér idé for en algoritm:

1. Tillfraga en godtycklig kant i grafen. Tilldela viardet 0 om en kantsammandragning medfor
att det skapas en eller flera ovésentliga kanter, annars tilldela vérdet 1 och utfér en kantsam-
mandragning.

2. Upprepa steg 1 pa den nya grafen.

Notera att efter en kantsammandragning kan det uppsta en multigraf dven om den ursprungliga
grafen var en simpel graf. Se [20, s.7 och s.93] for formella definitioner av multigraf, kantsamman-
drag och linjegraf.

En relevant fragestillning som uppstar fran Sats och ir mojligheten att specificera
Aut(A) som en specifik delgrupp av den symmetriska gruppen for att dérigenom identifiera en
klass av undflyende simplicialkomplex. Specifikt, med anledning av Sats [5.2] uppstar fragan om
alla monotona reflektionssymmetriska booleska funktioner adr undflyende. Figur presenterar
ett motexempel som visar att detta inte alltid &r fallet. Det &r viktigt att observera att alla vari-
abler i detta motexempel &r visentliga. Varefter motexemplet inte trivialt kan uteslutas genom att
begrinsa omfattningen till endast visentliga simplicialkomplex.

Sats [£:13] och Korollarium [£.17] tillater att relatera symmetriegenskaper av en boolesk funktion
till topologiska egenskaper hos det associerade simplicialkomplexet. I synnerhet kan motségelser
hérledas genom att faststélla att fixpunktskomplexet i Ekvation @ dr tomt, vilket skulle strida
mot Sats Det ar fortfarande oként under vilka svagare symmetriegenskaper och potentiella
andra forutsittningar denna metod kan vara effektiv.
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A Appendix 1 — teori

Detta appendix kompletterar den huvudsakliga texten genom att tillhandahalla ytterligare teo-
retiskt stod till de &mnen som diskuteras i varje avsnitt. Det innehaller detaljerade resultat och
framstallningar som erbjuder en férdjupad forstéelse av specifika aspekter av den behandlade te-
orin. Inom bilagan finns bland annat bevis for vissa sekundéra resultat som dr vésentliga for att
erhélla en mer omfattande forstaelse av det studerade &mnet.

I Appendix presenteras specifika grafteoretiska koncept som bland annat utnyttjas i avsnitt
kompletterat med relevanta exempel. Vidare tillhandahaller Appendix en utforlig bakgrund
till vissa av teoretiska begrepp som introduceras i avsnitt [4] i synnerhet homotopiska definitionen
av sammandragbarhet och fixpunktsegenskaper for simplicialkomplex.

Appendix [B] innehéller detaljerade bevis for vissa av de satser och propositioner som framfors
1 avsnitt och [f] Slutligen inkluderar Appendix [C] illustrationer av grafer som refereras till i
texten.

A.1 Olika klasser av grafer

Som illustrerat i[3.2] ger varje grafegenskap upphov till en boolesk funktion som har starka sym-
metriegenskaper. I detta avsnitt introduceras nagra exempel pa grafegenskaper och vanligt f6-
rekommande klasser av grafer. Syftet med detta avsnitt dr saledes att introducera flera av de
grafteoretiska verktygen som anvinds i avsnitt [p| for att konstruera exempel pa booleska funktio-
ner. Majoriteten av definitionerna &r hdmtade fran boken Graph Theory av Diestel [I1].

En av de mest naturliga exemplet pa en sddan klass av grafer ar sa kallade fullstdindiga grafer.

Definition A.1 (Fullstindighet). En graf G séigs vara fullstindig om varje vertex i G ar granne
till alla andra vertex i G. En fullstindig graf pa n vertex betecknas K™.

Exempel pa nagra fullstindiga grafer ges i Figur [A.I] Notera att ekvivalensklassen under iso-
morfi av en fullstdndig graf ar trivial, varefter booleska funktionen som indikerar huruvida en graf
ar fullstdndig &r trivialt en grafegenskap.

Figur A.1: Graferna K3, K4, K® samt K6.

Nésta klass av grafer som kommer betraktas ar r-partita grafer. Dessa dr av sarskilt intresse
da de utger en av dem grundliggande klasserna av undflyende booleska funktioner, se Sats [1.16]

Definition A.2 ( r-Partit graf). En graf G = (V, E) séigs vara r-partit om det existerar en partition
av V ir separata méangder sadana att varje kant har sina &ndar i tva separata mangder i partitionen.
En r-partit graf kallas fullstdndig om varje vertex &r granne till alla punkter i de andra méangderna
i partitionen. Fullstdndiga r-partita grafer betecknas Ky, ., vart varje n;,i =1,2,...,r star for
antalet vertex i en av mingderna. I fallet da n; = s, Vi =1,2,...,r betecknas grafen som K vart
varje del av partitionen har exakt s vertex.

En 2-partit graf kallas ocksa for bipartit. K, dir n > 3 kallas for stjirnor vart vertexet
med grad n kallas for center till stjirnan. Booleska funktioner konstruerade med hjilp av stjarnor
betraktas i avsnitt[5l Se Figur for exempel pa r-partita grafer och fullstandiga r-partita grafer.
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Figur A.2: En bipartit graf, 3-partit graf, K2, K3.

En annan typ av graf dr s& kallade vdgar, se avsnitt [5] for exempel pa booleska funktioner
konstruerade med vigar. Vagar ar viktiga for att definiera sammanhdngande grafer.

Definition A.3. En graf P = (V, E) kallas for en vdg av lingd k om V = {xg,x1,...,2} och
E = {{zo,z1},{z1, 22}, {22, 23}, ..., {xk-1,2x}}. 2o och xy kallas for vigens dndar, medan de
andra punkterna kallas inre punkter.

For att definiera sammanhéngande grafer behévs ocksa definitionen av delgraf.

Definition A.4 (Delgraf). Lat G = (V, E) och G’ = (V', E'). Grafen G’ séigs vara en delgraf till
GomV'CVoch E'CE.

Definition A.5 (Sammanhingande graf). En graf G = (V, E) sdgs vara sammanhéngande om
det Vx,y € V existerar en delgraf som &r en viig mellan x och y.

Notera att till exempel fullstéindiga grafer, vigar och stjdrnor ar alla sammanhéngande grafer.
En annan typ av graf som dr sammanhéngande ar sé kallade cyklar.

Definition A.6 (Cykel). En graf C = (V,E) sidgs vara en cykel av lingd k om C = P U
{{zg—1,z0}}, vart P &r en vig av langd k > 3 fran z¢ till 2x_;. En cykel av lingd k kallas
for en k-cykel och betecknas C*.

Definitionen av cyklar ger upphov till féljande definition.

Definition A.7 (Skogsgraf). En graf G som saknar cyklar kallas for en skog. Ifall G &r samman-
héngande kallas den for ett trid. Vertex som endast dr incident med exakt en kant kallas for ett
lov och andra punkter kallas for inre punkter.

Exempel pa en klass av grafer som definieras med hjélp av grafens automorfier ar vertextran-
sitiva grafer.

Definition A.8 (vertextransitiv graf). En graf G = (V| E) sigs vara vertextransitiv om det for
varje v,w € V existerar en automorfi som avbildar v pa w.

Observera att om det finns v, w € V sddant att d(v) # d(w) s& kan grafen inte vara vertextran-
sitiv eftersom det inte existerar en automorfi som avbildar v pa w enligt Proposition [3.1] Notera
att om alla vertex i en graf har samma grad, sa ar inte nédvéandigtvis grafen vertextransitiv. Ta
till exempel en graf som bestéar av en 4-cykel och en 3-cykel. Vi kan inte avbilda ett vertex fran
4 cykeln till ett vertex i 3-cykeln med en automorfi. For att se det, lat ¢ vara en automorfi pa
grafen som skickar ett vertex fran 4-cykeln till 3-cykeln. Bendmn vertexen i 4-cykeln till 1,2,3 och
4 kopplade i ordning, och p& samma siitt vertexen i 3-cykeln till 5,6 och 7. Antag ¢(1) = 5, andra
fall foljer analogt. Enligt definitionen av isomorfi méaste antingen ¢(2) = 6 och ¢(4) = 7, eller
»(2) =7 och p(4) = 6. Per definition av isomorfi méste vi fa att ¢(3) = 5 vilket &r en motségelse.

Exempel A.1. Ett exempel pa en vertextransitiv graf dr Petersen grafen, se Figur Petersen
grafen ar vertextransitiv ty vi kan rotera grafen och byta den inre cykeln och den yttre cykeln med
permutationen (1748)(2936)(510).
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Figur A.3: Byte av inre och yttre cykel i Petersen grafen.

A.2 Simplicialtopologi

Denna bilaga téicker vissa detaljer refererade till i Avsnitt [4] I synnerhet técks den homotopiska
definitionen av sammandragbarhet och detaljer gillande de relevanta fixpunktssatserna for den
topologiska teorin fér undflyende.

A.2.1 Homotopi

Lat X vara ett topologiskt rum och f och g vara kontinuerliga avbildningar pa X. Vi siger da att
f och g &r homotopiska, om det existerar en kontinuerlig avbildning F': X x [0,1] — X sadant att
F(-,0) = f och F(-,1) = g och vi skriver f ~ g. Man kan enkelt se att ~ &r en ekvivalensrelation
pé de kontinuerliga avbildningarna pa X, se exempelvis [I3] eller [I4] for detaljer. Fran Definition
ser vi att en definition karaktérisering av sammandragbarhet &r att identitetsavbildningen &r
homotopisk till en konstant avbildning.

Lat X och Y vara topologiska rum. D4 kallas ett par (f,g) {6r en homotopiekvivalens mellan
XochYomf:X—=Yochg:Y — X samt go f ~idx och fog~idy dér id betecknar iden-
titetsavbildningen. Lat X vara sammandragbart, da existerar ett o € X saddant att idx ~ f dér
fx) =xp forallaxz € X. Satt Y = {zp} och lat g : Y — X, g(x) = x¢. D4 foljer att (idx,g) dr en
homotopiekvivalens mellan X och zy. Darav ar ett sammandragbart rum homotopiekvivalent med
en punkt. Omvéinda implikationen kan ocksa visas [I3] s.362]. Saledes dr sammandragbara rum,
de rum som &ar homotopiekvivalenta med en punkt. Intuitivt innebar detta att X kan krympas
kontinuerligt till en punkt i X.

Exempel A.2. Lat Aj vara ett tre dimensionellt simplex. Da &r randen JA3 inte sammandragbart
[7]. dla,(1) &r sammandragbart och lka (1) &r inte sammandragbart.

Med definitionen av homotopiekvivalens kan vi formulera féljande standard lemma géllande
Eulerkaraktéristikens homotopiinvarians [21} s.82].

Lemma A.1. Om X och'Y dr tvd homotopiekvivalenta rum sa dr x(X) = x(Y).

A.2.2 Fixpunktssatser for simplicialkomplex

Fran Brouwers fixpunktssats foljer dven att alla topologiska rum homeomorfa till den slutna
enhetsbollen i R™ har fixpunktsegenskapen. Ty da X &r homeomorft med den slutna enhetsbollen
B och ¢ : X — B &r en homeomorfi och vi later f : X — X vara en godtycklig kontinuerlig
avbildning. D& &r po f oo~ ! : B — B en kontinuerlig avbildning och har dirmed en fixpunkt
xo € B. Da foljer att ¢! (20) = (f o™ 1)(wg) s& ¢~ (zo) € X dr en fixpunkt for f.

Lat A vara ett simplicialkomplex och ¢ € A ett simplex. Da &r standard geometriska realisa-
tionen |o| det konvexa holjet av vektorerna associerade med vertexen v € o (se Definition [4.4). For
varje x € |o| existerar unika Aj,..., A, > 0 sadant att >, A\ < 1och x =), Av]. Viser
da att [|z|| < 1 forutsatt att ||v;|| < 1 for alla i. Séledes erhalles att |o| C B dédr B &r den slutna
enhetsbollen i R™. Bland annat foljer att varje simplex i ett simplicialkomplex &r kompakt och
att ett (dndligt) simplicialkomplex &r kompakt. Foljande standard lemma hjalper att konstruera
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en simpel projektionsavbildning till konvexa delméngder i R™ med standardnormen och bevis kan
finnas i [22, Sats 3.13].

Lemma A.2. Lit C C R™ vara en sluten konvex delmdngd. Lat d(-,C) : R™ — R ddr

d(z,C) = inf [l ~ .

Da ar d(-,C) en kontinuerlig funktion sidant att det for varje x € R™ existerar ett unikt y € C for
vilket ||z — y|| = d(z, C).

Lat B C R™ vara den slutna enhetsbollen och o € A ett simplex. Sétt r : B — |o| dir r(z) =y
for y € |o| valt enligt Lemma D4 ar r en véldefinierad kontinuerlig avbildning ty |o| &r en
konvex och sluten delméngd. Vidare foljer att for varje x € |o|, r(z) = x ty d(z,|o|) = 0. Dérav
erhalles att om ¢ : |o| — B dr inklusionsavbildningen, sa &r r o ¢ = id|,|. Notera da att genom
Brouwers ﬁxpunktssatssé har varje kontinuerlig avbildning pa B en fixpunkt. Lat f : |o| — |o|
vara en kontinuerlig funktion, da &r co for : B — B en kontinuerlig funktion fran B till sdg sjélv,
vilket genom Sats har en fixpunkt. Saledes existerar ett xo € B sadant att (1o f or)(zg) = zo
varefter r(xg) = (vo f)(r(zo)), men f(r(xo)) € |o| s& (vo f)(r(xo)) = f(r(zo)) och saledes &r r(xo)
en fixpunkt till f. Vi kan séledes konstatera féljande korollarium.

Korollarium A.3. Varje geometrisk realisation av ett simplex o € A har fizpunktsegenskapen.

Exempel A.3. Ett illustrativt exempel till innehallet av Proposition [£.12) r permutationen ¢ =
(123) € Aut(A{123}), || verkande pa |A{12:3}| » roterar alltsa triangeln som skapas av linjerna
mellan basvektorerna i R?, si fixpunkten av |p| borde vara zg = % (e1, €2, e3). Om vi nu kollar pa
banorna till () ser vi att den énda banan (p) har dr {(p)vx, } = {0,{1,2,3}}, vars masscentrum
Ar % (e1,e2,€3).

B Bevis av Satser, Propositioner & Lemmor

Hér presenteras vissa bevis for resultat etablerat i vardera avsnitt som har valts att uteldmnas.

B.1 Bevis fran Avsnitt 2l

Bevis av Sats[23. Notera att da f : {0,1}" — {0,1} s& dr antalet bitstringar m = 2". Antag
att spelare 1 fragar om vérdet pa z;. Lat A,,—1 = {z|s,=1 | f(x) = 1} och definiera A,,—¢ pa
motsvarande sitt. D& |A| 4r summan av antalet element i ovanstdende méngder och |A| &r udda,
maste antingen |A,,—1| eller |A,,—o| vara udda. Spelare 2 kan alltsd vilja att svara si att antalet
bitstrangar som returnerar 1 fortfarande dr udda. Antalet mdjliga bitstrangar givet z; = 1, eller
x; = 0, ar dock alltid jAmnt s& det maste finnas nagon strang for vilken f returnerar 0. Funktionens
varde ar ddrmed inte kdnt. Spelare 2 kan fortsdtta att svara pa detta vis tills dess att alla variabler
har fragats, s& funktionen méste darmed vara undflyende, se [7] s.9]. O

Bevis av Lemma[2.0. Fixeraett z € {0,1}" och1at M vara en matris dir raderna i M &r vektorerna
i I'(f)z. Pa vanster sida i Ekvation berdknar vi antalet ettor i M genom raderna och pa hoger
sida berdknar vi antalet ettor i M genom kolumnerna. P& grund av att I'(f) &r transitiv innehaller
varje kolumn i M b(z) ettor. Detta eftersom en permutation av kolumnerna i M av ett element
o € I'(f) &ar ekvivalent med en permutation av raderna i M. O

B.2 Bevis fran Avsnitt (4

Bevis av Proposition[[.2 Antag att f & monoton och § C o € A. Lét 2%, 27 € {0,1}" beteckna
de associerade bitstréangarna. Da § C o foljer att om ac‘; =1sddraf =1 Ifal 6 =0 € A finns

inget att bevisa. Antag dirfor att det existerar ett j € o sidant att j ¢ J. Da foljer det att 20 =
(9, ... ,x?, o2l dér x? = 0 annars &r x‘; = 7. Da f &r monoton foljer att f(®) = f(z°) =0,
s& 0 € A. Antag omvéant att A dr sluten under delméngder. Lat 27 € {0,1}" vara godtyckligt och

o € A vara dess associerade mangd. D& A &r sluten under delméngder foljer att varje 6 C o ligger

iv



i A, sa f(z°) = 0 for varje 2° som kan erhallas fran 2% genom att vinda ettor till nollor. Detta
innebér att f(x?) inte kan forindras till ett genom att viinda ettorna i 2 till noll, det vill siga f
ar monoton. O

Bevis av Lemma[{.6, Da A ar icke-undflyende, existerar ett x € X sidant att "dr x ¢ o ?dd-
dr o C X &r en bra forsta gissning, det vill séga att det existerar en algoritm som bestdmmer
huruvida o € A pa firre &n n fragor. Ifall svaret x ¢ o erhalls sd 4r ¢ € A om och endast om
x € dla(z). Ifall svaret dr x € o sd &r 0 € A om och endast om o \ {z} € lka(x). I bada fallen
erhélls en strategi vilket bestdmmer medlemskap i dla(z) eller lka(z) pa farre &n n — 1 fragor.
Varefter dla(x) och lka(x) méaste vara icke-undflyende. O

Bevis av Sats[{.5 Givet foljer resultatet av induktion pa |X|. Ifall | X| = {z} d&r A = {0,}
vilket dr trivialt kollapsbart. For induktionssteget, vilj @ € X sadant att bade dla(z) och lka(z)
ar icke-undflyende och antag att bada &r kollapsbara varefter det existerar en f6ljd oq,...0% av
fria fasetter vilket kollapsar dla(x). Da &r o; U {z} en f6ljd av fria fasetter vilket kollapsar A till
Ika (2) vilket &r kollapsbart varefter A méste vara kollapsbart. O

Bevis av Proposition[[.13. Lat x vara en fixpunkt for |¢|. D4 foljer av Ekvation att

= D Av= Y Agwle(v)

vEV(A) vEV(A)

dér 0 < A, och > A, = 1. Notera att bada representationerna ar unika, varefter det foljer att for
alla v € V(A), Ay = Agv)- Lat {{p)vy, }j<n vara banorna av ¢ som ligger i A. Da &r {(0)v; }j<n
en partition av V(A). Vidare sa har vi att for varje v € (p)vg;, ¢(v) € (p)v,, si koefficienterna
A, ar konstanta 6ver varje bana, med > . )\U = Ajcard((p)vy,) for nagot A;. Det foljer att

vE(p)v
Z Ay|v| = Z Z Aylv] = Z)\jcard(<<p>vk].)wj,
veV(A) J<nve(p i<n

dér w; &r masscentrum av (p)og, och 3., Ajcard({@)vk;) = > ey (a)Av = 1. Dérav ér z en
konvex kombination av masscentrum fér banorna av ¢ som ligger i A. O

B.3 Bevis fran Avsnitt [l

Detta avsnitt &r dgnat at bevis av négra resultat som ndmns i Avsnitt [5]

Bevis av Proposition[5.6 Beviset utférs med D-grafen, se Figur[B.1] som den underliggande grafen
och delas upp i tva delar.

Figur B.1: D-grafen.

Forsta delen visar, med en algoritm, att f dr undflyende da D-grafen dr den underliggande
grafen. Andra delen visar att antalet konfigurationer av D-grafen som ger vardet 1 pa f ar jamnt.
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Figur B.2: D-grafen utan kant {c1,ca}. Figur B.3: D-grafen utan kant {a,c; }.

Del 1: Den forsta kanten som tillfragas ges alltid vardet 0. Dérefter kan det uppsta tva fall:

Fall 1: Kanten {c1,cq} tillfragades forst i vilket fall vi tar bort denna kant, se Figur Nu
far vi alltsa4 en graf som har tvad mdjliga vigar fran a till b. Den resulterande grafen inducerar
den booleska funktionen f. = (f1 A fa) V (fs A fu) dér fi representerar kant {a,c;}, fo repre-
senterar kant {cy,b}, f5 representerar kant {a,c2} och f; representerar kant {co,b}. Notera att
varje fi, © € {1,2,3,4}, ar diktatorfunktionen for en variabel, det vill siga f;(x1) = x1, som ar
trivialt undflyende. Enligt Anmérkning ar fi A fo och f3 A fy undflyende. Vi far saledes att
fe = (fiAf2) V(f3 A f1) &r undflyende enligt Proposition [5.9] vilket innebér att i fallet kant {cy, co}
tillfragades forst ar f undflyende.

Fall 2: Nagon av de andra fyra kanterna tillfragades forst. Alla dessa fyra fall behandlas pa
ett ekvivalent sdtt med den enda skillnaden i namngivningen av vertex varpa endast ett av fallen
presenteras hir och de resterande tre lamnas som en 6vning at 14saren. Lat kanten {c;, a} vara den
kanten som tillfragades forst. Vi tar bort denna kant och far en graf som i Figur Den resulte-
rande grafen inducerar den booleska funktionen f. = (fi A f2) V (fi A f3 A f4) dér fi representerar
kant {a,ca}, fo representerar kant {cq, b}, f3 representerar kant {co, 1} och fy representerar kant
{c1,b}. Notera att varje f;, i € {1,2,3,4}, ar diktatorfunktionen f;(z1) = z1 som &r undflyende.
Vi far nu nagra olika delfall beroende pa vilken den andra kanten som tillfragas &r:

Delfall 1: Om f; tillfragades tilldelas denna virdet 1 och vi far fi; = foV (f3 A f4) dar (fs A f4) &r
undflyende enligt Anmérkning[5.4} Vi far saledes att foV (f3 A f4) ér undflyende enligt Proposition
och vi ar klara.

Delfall 2: Om f; tillfragades tilldelas denna vérdet 0 och vi far f.o = fi A fs A fy som ar undflyende
enligt Anmérkning [5.4] och vi &r klara.

Delfall 3: Om f3 (eller f4) tillfragades tilldelas denna vérdet 1 och vi far fis = (f1 A f2)V(f1 A fa)
(eller fiz = (f1 A f2) V (f1 A f3)). Vi far ytterligare tre fall beroende pa vilken den tredje kanten
som tillfragades &r:

3a: Om f; tillfragades tilldelas denna véirdet 1 och vi far f.3, = fo V fy (eller fizq = fo V f3) som
ar undflyende enligt Proposition [5.9 och vi &r klara

3b: Om f5 tillfragades tilldelas denna véirdet 0 och vi far f.sp = f1 A fa (eller fisp = f1 A f3) som
ar undflyende enligt Anmérkning och vi &r klara.

3c: Om fy (eller f3) tillfragades tilldelas denna vérdet 0 och vi far f.s. = f1 A f2 som &r undflyende
enligt Anmérkning [5.4] och vi &r klara.

Med denna algoritm fas att den booleska funktionen f, som ges i Formodan [5] &r undflyende
da D-grafen dr den underliggande grafen. Detta eftersom varje kant maste tillfragas for att avgora
ifall det finns en viig mellan a och b eller inte.

Del 2: For att visa att antalet konfigurationer av D-grafen som ger viardet 1 pa f ar jamnt
anvinder vi oss av inklusion-exklusions principen. Vi borjar med att identifiera alla méjliga vigar
mellan a och b i den ursprungliga D-grafen. Vi far fyra olika mdjligheter till vigar mellan a och
b, dessa ar foljande: VAg 1 som gar igenom kanterna {{a,c1},{c1,b}}, VAg 2 som gar igenom
kanterna {{a,ca}, {c2,b}}, Vig 3 som gar igenom kanterna {{a,cs},{c2,c1}, {c1,b}} och Vig 4
som gér igenom kanterna {{a,c1}, {c1, 2}, {co,b}}.

vi



Vi betecknar méngden av alla konfigurationer av D-grafen som innehaller VAg i som X; for
i €{1,2,3,4}. For att f ska anta virdet 1 maste minst en av Vig 1,2,3 och 4 vara en del av kon-
figurationen. Med hjilp av inklusion-exklusions principen kan kardinaliteten av X7 U XU X3U Xy
beréknas, vilket &r antalet konfigurationer av D-grafen som innehaller minst en av vdgarna.

Vi borjar med att berdkna kardinaliteten av X;. Antalet kanter med obestamt virde i D-grafen da
Vig 1 innehalls éir 3, vilket innebir att | X;| = 23 = 8 eftersom det inte spelar nagon roll vilket vér-
de dessa tre resterande kanter antar. Pa samma siitt fas att | Xs| = 8 och | X3] = | X4 = 22 = 4. Nu
beréknas kardinaliteten av X; N X, dér i # j € {1,2, 3,4}, det vill sédga antalet konfigurationer som
innehéaller bide Vig i och Vg j. Dessa kardinaliteter verifieras enkelt och fas till | X; N X5| = 2,
|X1 OX3| = 27 |X1 OX4| = 27 |X2 n X3| = 2, |X2 N X4| = 2 och ‘Xg N X4| = 1. P4 samma sétt
for antalet konfigurationer som innehaller tre respektive fyra av vigarna fas: | X; N Xy N X3| = 1,
|X1 ﬂXQﬂX4| = 1, |X1 ﬂX3QX4| = 1, |X2PIX30X4‘ =1 och |X1 ﬂXQﬂX3 ﬂX4| =1.

Vi far saledes enligt inklusion-exklusions principen att

IXiUXoUX3UXy|=84+84+4+4-2-2-2-2-2-14+1+1+14+1-1=16.

Alltsa ar f undflyende pa den underliggande D-grafen, enligt var framtagna algoritm, fast
{a | f(x) = 1}] ér jimn.
O

Bevis av Lemma[528 . Vi anvinder motstindare argumentet och bérjar med att visa om riktning-
en med induktion med basfallet n = 4. Antag utan forlust av allméngiltighet att vertexen i vigen
ar kopplade i nummerordning. Fraga xo vilket maste vara 1 eftersom vi annars inte behovt fraga
x1. Fraga nu x3. Om z3 = 0 behover vi aldrig fraga 4 medan om x3 = 1 sa blir funktionens vérde
1. Darmed &r f inte undflyende pé en vig med 4 vertex. Antag att det ar sant for upp till och med
n — 3 vertex. Fraga xo vilket maste bli 1 ty annars behovs inte x; fragas. Fraga direfter x; och
x3 vilka maste bli 0. Men nu har vi kvar en viig med n — 3 vertex. Darmed blir f icke-undflyende
enligt induktionsantagandet och Proposition |5.9

Det aterstar att visa endast om riktningen. Vi visar att n # 1 mod 3 implicerar att funktio-
nen ar undflyende med induktion. Vi visade fall n = 2 i Exempel Dan = 3 ar flz,=1 en
eller-sats mellan diktatorfunktioner for x; och x3. Vi har ocksd att f|,,—o och f|.,—0 dr samma
som f pa en vig med tva vertex. Det foljer fran Proposition [5.9| att f &r undflyende da n = 3.
Antag det haller Yk < n. Om z; eller x,, fragas forst svarar vi 0 om n — 1 # 1 mod 3 ty vi far
kvar en vig pa n — 1 vertex. Om n — 1 =1 mod 3 svarar vi 1 pa x; eller x,,. Eftersom vi inte vill
fa tva ettor bredvid varandra far vi att f|;, =1 samt f|;, —1 kan betraktas som eller-satser mellan
en diktatorfunktion och en vig pa n — 2 vertex. Men det &r undflyende enligt antagandet och
Proposition Om x5 eller z,,_1 fragas forst svarar vi 1. Likt ovan kan f|,, och f|, _, betraktas
som eller-satser mellan tva diktatorfunktioner och funktionen pa en vig med n — 3 vertex vilket ar
undflyende enligt antagandet och Proposition

Vi visar nu fallet om en inre punkt férutom zs och x,_; fragas forst. Lat a,b € N sadana att
a+b=n—1o0chn—32>a>2. Vihar féljande fall:

Fall 1: a =1 mod 3 eller b =1 mod 3
Fall 2: @ # 1 mod 3 och b # 1 mod 3.

Vi observerar att i fall 2 &r f|,,,,—o en eller-sats mellan f pa tva vigar som &r undflyende enligt
antagandet och Proposition[5.9} Utan forlust av allméngiltighet kan vi anta a = 1 mod 3 i fall 1. D&
kan f|g,.,—1 ifall 1 pa samma sétt som ovan ses som en eller-sats mellan tva diktatorfunktioner och
f pa tva vigar med antal vertex a — 1 respektive b— 1. Men fran Lemma[5.10} induktionsantagande
och Proposition [5.9|far vi att f|,,,,—1 &r undflyende. Vi har ddrmed fran induktion att n # 1 mod
3 implicerar att funktionen ar undflyende. O

Bevis av Proposition[5.14 Vi anvinder motstandar tillviigagangsittet dar motstandaren forst fra-
gar vertex ¢. Vi visar forst 1. Om ¢ &r stjdrnans center kan f|,,—1 betraktas som en eller-sats mellan
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n — 1 diktatorfunktioner, vilket &r undflyende enligt Proposition [5.9] I fallet d& ¢ inte &r center och
n = 3 ar f|;,—o samma som f pa en vig pa tre vertex vilket dr undflyende enligt I fallet da
n > 4 far vi att f|;,—o dr samma som f pa K; ,_; vilket &r undflyende enligt induktion.

Vi visar nu punkt 2. Antag att motstindaren forst fragar vertexet vi kallar i. 1 fallet d& i &r
ett center far vi att f|;,—1 kan betraktas som en eller-sats mellan [y eller [ diktatorfunktioner och
f pa en stjarna eller en viag pa 3 vertex. Men det &r undflyende enligt resultatet ovan, Lemma [5.8
och Proposition Om ¢ ar det sammankopplade vertexet far vi féljande fall: [ > 4 och Iy > 4,
Iy =3o0chly >4samt l; =3 ochly =3.1fall 1 &r f|,,—0 en eller sats mellan f péa tva stjarnor.
Fall 2 ger att f|,,—o &r en eller sats mellan en vig av ldngd 2 och en stjirna. I fall 3 &r f|,,—o en
eller sats mellan f pa tva vigar av langd 2. De tre fallen blir alla undflyende likt det tidigare fallet
da ett center fragades.

I fallet da ¢ &r ett 16v svarar vi 0. Vi far nu féljande fall: [y > 4 ochly > 4,1y =3 ochils > 4,15 =3
och iy > 4,13 =3 och l; = 3.1 alla fall far vi att f|,,—o 4r samma som f med grafen G(I; — 1,13)
eller G(I1,l3 — 1). Det ricker att visa att for G(I; — 1,12) &r funktionen undflyende. Fall 1 och 3 &r
samma som det vi vill visa och féljer av induktion.

I fall 2 svarar vi likt da grafen dr G(l1,l3) men dér vi svarar 1 da det sista 16vet som endast
ar kopplat till center i K o fragas forst. Detta fallet blir en eller-sats mellan en diktatorfunktion
och f pa K ,, vilket &r undflyende enligt Proposition @ och resultatet ovan. Notera att da ett
annat 16v fragas forst maste vi svara 0, vilket gor att vi antingen dr i samma fall eller i fall 4.
Men fall 4 &r en vig pa 5 vertex vilket ger att béde fall 2 och 4 &r undflyende enligt Lemma [5.8|

Resultatet foljer nu.
O

C Figurer

Figur C.1: Exempel pa en graf med 8 vertex och 6 kanter.

Figur C.2: Exempel pa graf vart Proposition ar tillampbar. Har ar k =1 = 5.
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Figur C.3: Grafen i Proposition [5.15
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Figur C.4: En konfiguration som ger virdet Figur C.5: En konfiguration som ger virdet
1 pa den booleska funktionen f som beskrivs 0 pa den booleska funktionen f som beskrivs
i Exempel i Exempel

Figur C.6: En asymmetrisk 16sning som &r Figur C.7: En asymmetrisk 16sning som &r
en speglad version av 16sningen i Figur [C27] en speglad version av 16sningen i Figur [C.0]
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Figur C.8: En symmetrisk 16sning for ett 8 x Figur C.9: En I6sning for ett 8 x 4-brade
8-bride. (vanster sida av ett 8 x 8-bride).

Figur C.10: Schackbréde representerat som graf.

Figur C.11: En symmetrisk 16sning for ett Figur C.12: En l6sning for ett 4 x 2-briade
4 x 3-brade. (vinster sida av ett 4 x 3-bride inklusive
mittkolumn).

Figur C.13: Schackbréde representerat som graf med diagonala steg.
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Figur C.14: Forsta motexemplet pa ACB-problemet pa vertex.

Figur C.15: Underliggande graf till modifierade schackbrides-funktionen.

@e@

Figur C.16: D-grafen.
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