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Sammanfattning

Denna litteraturstudie syftar till att undersdka nollans historiska utveckling samt lérares,
lararstudenters och elevers forstielse av division med noll. Fortsdttningsvis behandlas fragan
om matematikhistoria kan anvédndas 1 undervisningen for att gynna elevers forstaelse for noll
och division med noll. Materialet utgdrs av vetenskapliga artiklar, svenska
matematiklarobocker for mellan- och hogstadiet samt den svenska laroplanen [Lgr22].
Metoden &r en kvalitativ litteraturstudie som innefattar historisk granskning, analys av
didaktiska studier och en liroboksundersokning. Inledningsvis kartldggs den historiska
utvecklingen av nollan, frén dess tidiga anvdandning som platsmarkor hos babylonierna och i
mayakulturens kalendermatematik till dess erkédnnande som ett sjalvstandigt tal 1 det
hindu-arabiska talsystemet. Vidare fokuserar studiens resultat pa att identifiera olika
forklaringsmodeller och missforstdnd kring division med noll bland lérare, lrarstudenter och
elever. Fem olika forklaringsmodeller identifieras for hur division med noll i ndmnaren
tolkas. Dessa fem dr foljande: att kvoten blir ett tal, att den blir noll, att den blir odndlig, att
operationen dr omojlig, eller att den dr odefinierad. Slutligen presenterar resultatet om
matematikhistoria kan ge en pedagogisk vinst 1 undervisningen i matematik. Vidare
diskuteras matematikhistoriens potentiella bidrag och risker for forstaelsen av noll och
division med noll 1 undervisningen. Diskussionen inkluderar dven en analys av hur historiska
talsystem, naturliga tal och division med noll presenteras i svenska larobdcker i matematik, i
forhéllande till laroplanen [Lgr22]. Slutligen foreslas konceptuella undervisningsstrategier
som bygger pd sambandet mellan multiplikation och division samt gransvirdesbegreppet for
att forklara varfor division med noll dr odefinierad.



Forord

I vart arbete har vi strévat efter att kritiskt granska och sammanstilla information fran olika
kéllor for att skapa en dvergripande bild av forskning inom omradet. Fran detta arbete tar vi
med oss viktiga insikter 1 hur vi kan hantera noll och division med noll i var framtida roll som
dmnesldrare 1 matematik. Ett varmt tack riktas till vir handledare Carl-Joar Karlsson vars
engagemang, vigledning och konstruktiva dterkoppling har varit vardefull under hela
processen med detta examensarbete.
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1 Inledning

Talet noll stoter vi pd dagligen. Den forekommer i telefonnummer, anvinds vid avrundning
och finns pé savél prislappar som tidtabeller. Nér lérare, ldrarstudenter och elever stdter pa
noll i matematiken kan det 4ndé bidra till stor forvirring. Att addera eller subtrahera noll i
matematiska rdkneoperationer kdnns intuitivt, men vad hdnder egentligen nir vi forsoker
dividera med noll? Matematiker, fysiker och filosofer har genom historien brottats med
nollan som ett tal och operationen division med noll '. Svarigheter med division med noll kan
ha sin grund i forstaelsen av nollan som koncept, som har utvecklats genom historien. Fran
att forst vara franvarande i talsystem har noll kommit att fungera som en utfyllnad, en
platsmarkor och en viktig komponent i kalendermatematik. Slutligen har den blivit en
integrerad del av vart talsystem och erkdnd som ett sjdlvstindigt tal som ocksé fort
aritmetiken och algebrans utveckling framat.

I skolvérlden dr brak ett omrade som kan vara svart att forsta. Clarke, Roche och Mitchell
(2010) diskuterar att brak ar ett utmanande omrade att savél undervisa om som att l4ra sig.
Under var verksamhetsforlagda utbildning, VFU, i ldrarutbildningen har vi som forfattare till
denna litteraturstudie observerat elever och lirare som bekriftar svarigheterna med brik och
division. Vid undervisning av division forekommer ofta konkreta argument diar man delar upp
exempelvis pizzor eller chokladkakor. Vi kom darfor att fundera 6ver hur elever skulle
hantera division d& exempel med noll forekommer, ndr man inte kan forlita sig pa det synliga
och konkreta. Dir siffran noll blir representant for ingenting. Detta dr ett fenomen vi inte stott
pa under vara VFU-perioder dé det séllan presenteras i larobocker. Vidare ville vi undersoka
hur eleverna ténker och resonerar vid division med noll. Under véra VFU-perioder pa
lararutbildningen har vi sett ett tydligt monster att elever gérna forhéller sig till formler och
regler som skrivs ut i larobocker eller ges av ldraren. Exempelvis kan eleverna nér de rdknat
en uppgift hitta svaret langst bak i laroboken. Har de ritt 4r de n6jda medan om de har fel
ifragasétter hur de hanterat rikneregeln. Detta véickte for oss en fraga for hur elever tdnker
vid division med noll i ndmnaren eftersom kvoten inte blir ett numeriskt tal utan blir
odefinierad. Artiklar som analyseras i denna litteraturstudie presenterar resultat dér
regelbaserade forklaringar ofta forekommer. Att elever och ldrare anvinder regelbaserade
forklaringar samt fysiska modeller for att beskriva brak blir problematiskt nir divisionen
innehaller noll i ndmnaren. Resultaten av litteraturstudien pekar pa att fysiska modeller kan
ge en intuitiv forstielse och en dverdriven tilltro som kan hindra forstaelsen av abstrakta
matematiska begrepp som division med noll.

Vi som framtida matematiklarare behover stor forstéelse for division med noll for att kunna
forklara det utan konkreta argument eller fysiska modeller sa att eleverna utvecklar en storre
konceptuell forstielse for division med noll. I dessa situationer blir det centralt att koppla
undervisningen till kursplanen i matematik dir det under det centrala innehallet for arskurs 7
till 9 star "Rimlighetsbedomning vid uppskattningar och berdkningar." (Léroplan for
grundskolan, forskoleklassen och fritidshemmet [Lgr22], 2022, s. 57). Eleverna behdver ges
utrymme att diskutera och forstd varfor vissa operationer inte fungerar med de matematiska
regler vi anvédnder idag. Litteraturstudien har identifierat fem olika forklaringsmodeller f6r
hur division med noll i nimnaren tolkas av larare, lararstudenter och elever. Dessa fem ar
foljande: att kvoten blir ett tal, att den blir noll, att den blir odndlig, att operationen &r
omgjlig, eller att den ar odefinierad.

"I denna studie avses division med noll till en division d4 nollan ér i nimnaren om inget annat anges.



Utover den historiska utvecklingen av noll samt ldrare, lararstudenter och elevers forstaelse
av division med noll, &r en av fragestillningarna som undersoks i denna litteraturstudie
huruvida en historisk implementering i undervisningen kan ge en pedagogisk vinst. I svensk
undervisning, som hirleds av ldroplanen (Lgr22, 2022, s. 54), nimns foljande:

Undervisningen ska ge eleverna fOrutsdttningar att utveckla kunskaper om
historiska sammanhang dir viktiga begrepp och metoder i matematiken har
utvecklats. Genom undervisningen ska eleverna dven ges mojligheter att reflektera
over matematikens betydelse, anvindning och begriansning i vardagslivet, i andra
skoldmnen och under historiska skeenden och dérigenom kunna se matematikens
sammanhang och relevans.

Syftet for denna litteraturstudie samt hur artiklar har valts ut presenteras i kapitel 2 respektive
kapitel 3. Denna litteraturstudie kommer 1 avsnitt 4.1, 4.2 och 4.3 att granska den historiska
utvecklingen av nollans betydelse inom matematiken. Det innefattar utvecklingen av noll som
symbol, som siffra och tal samt den konceptuella forstaelsen av talet noll genom historien.
Direfter kommer 1 kapitel 5 resultatet av studier gjorda pa ldrare, ldrarstudenter och elever att
undersokas for att ge en bild av forstaelsen for division med noll inom skolvérlden. I avsnitt
5.2 redogors det for fem olika forklaringsmodeller till division med noll frén lérare,
lararstudenter och elever. Vidare i avsnitt 5.3 till 5.6 kommer missforstdnd, svarigheter samt
felaktiga och korrekta forklaringar att presenteras. Kapitel 5 innehéller ocksé resultat fran
studierna om hur hur lingden av ldrares yrkeserfarenhet paverkar undervisningen av division
med noll 1 avsnitt 5.7, didaktiska undervisningsstrategier 1 avsnitt 5.8 samt hur inldrning
paverkas av forstaelsen av talet noll i avsnitt 5.9. Kapitlet avslutas med en genomgang av hur
historiska talsystem, naturliga tal och division med noll representeras i svenska lirobocker
fran var laroboksundersokning i avsnitt 5.10. I kapitel 6 kommer implementeringen av
matematikhistoria i undervisningen att undersokas och diskuteras mer djupgaende i det
avslutande kapitlet av denna litteraturstudie.



2 Syfte

Syftet med litteraturstudien &r att undersoka begreppet noll och division med noll ur ett
historiskt respektive matematikdidaktiskt perspektiv. Litteraturstudien besvarar tre
huvudsakliga fragestillningar: en om nollans matematiska utveckling, en didaktisk om
forstaelse och hantering av division med noll, och en som sammanbinder dem om huruvida
historiska inslag kan stddja elevers larande. Fragestéillningarna formuleras enligt nedan:

e Hur har nollans symbol, dess anviandning som siffra och tal samt den konceptuella
forstaelsen av noll utvecklats genom historien?

e Vilka forklaringsmodeller finns det for division med noll bland matematiklérare,
lararstudenter och elever samt vilka vanliga svarigheter och missforstdnd moter elever
1 samband med detta?

e Finns det nagon pedagogisk vinst med att anldgga ett historiskt perspektiv av noll och
division med noll i undervisningen?



3 Material och metod

Detta kapitel beskriver tillvigagangsséttet for litteraturstudien. Studien bygger pé en
kombination av systematiska databassokningar och snobollsurval for att identifiera relevanta
vetenskapliga artiklar. For att analysera undervisningspraktiker har en genomgang av svenska
larobocker genomforts. Datainsamlingen baseras pé kéllkritiska principer med fokus pa
dkthet, relevans och vetenskaplig granskning.

3.1 Metod for den historiska fragestillningen om nollans utveckling

Genom instruktionerna till denna litteraturstudie som sjélvstandigt arbete hanvisade
kursledare Johanna Pejlare till en webbsida som skrev om historien bakom noll, skriven av
O’Connor och Robertson (2000a). Denna webbsida inneholl historisk fakta om utvecklingen
av noll samt division med noll. O’Connor och Robertson (2000a) hanvisade till en annan av
sina texter om den mayanska matematiken (O’Connor och Robertson, 2000b) samt refererade
till en bok The Nothing That is: A Natural History of Zero skriven av Kaplan (1999) som vi
lanade frén Goteborgs universitetsbibliotek. Forfattaren till boken undervisade i matematik pa
Oxford University. Denna metod av urval, ett sd kallat sndbollsurval, innebér att vi har hittat
relevanta artiklar i referenslistor till de redan valda artiklarna.

Vi gjorde ddrefter en skning i Goteborgs universitets databas supersok. Vi angav s6korden:
"history" och "division by zero" 1 block med AND-funktionen. S6kningen gav fyra triaffar diar
vi léste alla fyra artiklarnas abstract men valde en av dem, Romig (1924), som var
peer-rewied enligt supersok. Vid ldsning av Romig (1924) fran Journal Storage (JSTOR)
hinvisade den databasen till tio relaterade artiklar dér vi ldste abstract av fem och valde tva
peer-rewied artiklar som var relevanta till vart studerade omrade: den historiska utvecklingen
av noll och division med noll. Dessa tvé artiklar var Boyer (1944) och Henry (1969) som
analyserades 1 den didaktiska delen, se tabell 2 och 3. Nir vi liste Boyer (1944) fann vi en
refererad artikel skriven av Blake och Verhille (1985). Flera av dessa artiklar refererar till
varandra och pa sa sitt far de starkare dkthet, som &r en av de kéllkritiska aspekterna. I figur 1
nedan illustreras hur vi hittade artiklarna genom sokningen. De blda visar antalet abstract som
lastes, de gula visar artiklar som inte var relevanta for syftet med denna studie och de grona
rutorna visar de vi valde.
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Figur 1. lllustration av kedjan frén sdkorden 1 databasen till artiklar som valdes.



3.2 Sokningar i databaser for den didaktiska fragestillningen

For att undersoka litteratur 1 databaser formade vi en sokning som inkluderade alla typer av
bojningar och bindningar av uttrycket division med noll for att inkludera sa ménga artiklar
som mojligt. Det visade sig snabbt att det inte ar ett vilutforskat omrade da artiklar som
inkluderar division med noll inte fick manga antal triffar, se tabell 1. Det bidrog i sin tur till
att manga av artiklarna refererade till varandra. Vi begrinsade de lasta artiklarna till studier
som genomforts pa larare, ldrarstudenter och elever i motsvarande mellan- och hogstadiet. Se
tabell nedan for fullstdndig redogdrelse av databassokningar. Utdver dessa artiklar
analyserades Skolverkets laroplan for grundskolan (Lgr22, 2022). Detta gjordes for att
undersoka hur begreppet noll och division med noll ska behandlas i matematikundervisning i
skolan.

Tabell 1

Tabellen beskriver vilken databas och sokord som anvindes samt hur manga trdffar
sokningen fick. Tabellen visar ocksa hur mdanga av trdffarna vars abstract ldstes, hur mdnga
av artiklarna som granskats oversiktligt och till sist vilka artiklar som valdes.

Tabell 6ver sokningar med valda artiklar

Databas Sokord Antal Antal Antal oversiktligt JAntal utvalda
traffar lasta granskade publikationer
abstract |publikationer

ERIC "division by zero" OR 26 25 10 5
"dividing by zero" OR (Karakus & Aydin, 2019;
"divisions by zero" OR Crespo & Nicol, 2006;
"division by zero’s" OR Quinn m.fl., 2008;
"divisions by zero’s" OR Tsamir & Sheffer, 2000;
"divide by zero" OR Juter, 2022)
"dividing with zero"

Supersok "division by zero" OR 20 16 4 2
"dividing by zero" OR (varav 4 (Lajoie & Mura, 1998;
"divisions by zero" OR redan Juter, 2019)
"division by zero’s" OR valda)

"divisions by zero’s" OR
"divide by zero" OR
"dividing with zero" AND
"education"

ERIC "concrete representations" [10 3 0 0
OR "concrete
representation” AND

"division"
Scopus "divide by zero" OR 8 1 0 0
"division by zero" AND (varav 2
"education" redan
valda)
ERIC "natural numbers" AND 9 3 1 0
Ilzeroll




3.2.1 Snébollsurval som metod for den didaktiska fragestillningen

Likt metoden for att soka artiklar till frigestdllningen om historian bakom noll anvénde vi oss
delvis av ett snobollsurval. I Karakus och Aydins (2019) studie hénvisas det till tvd relevanta
artiklar som vi inkluderade i denna litteraturstudie. Dessa tva var Ball (1990) och Wheeler
och Feghali (1983). Vid ldasning av Wheeler och Feghali (1983) fann vi Grouws och Reys
(1975b) studie och i referenslistan till Tsamir och Sheffers (2000) artikel fann vi Grouws och
Reys (1975a) som ocksa genomforde en studie pa elever, likt Tsamir och Sheffer (2000).
Artiklarna kompletterade tidigare valda artiklarna, se tabell 1.

Till den didaktiska fragestéllningen, vilka forklaringsmodeller finns det for division med noll
bland matematikldrare, ldrarstudenter och elever samt vilka vanliga svarigheter och
missforstand méter elever i samband med detta?, var nistan alla artiklar som studerades 1
denna litteraturstudie peer-reviewed. Grouws och Reys (1975a) och Grouws och Reys
(1975b) var inte peer-reviewed, men de har citerats 17 respektive 42 ganger enligt Google
Scholar (2025-03-31) samt refererades till i Tsamir och Sheffer (2000) respektive Wheeler
och Feghali (1983) och ar darfor inkluderade i litteraturstudien.

3.3 Metod for fragestillningen om historisk implementering i
undervisningen

For att undersoka hur samarbetet med den historiska utvecklingen av noll och forstielsen for
division med noll i undervisningen kan fungera eller inte anvdndes Brating och Pejlare (2015)
studie. Det var 1 borjan av denna litteraturstudie som Johanna Pejlare (personlig
kommunikation, 21 februari, 2025) beskrev studien som diskuterar hur implementeringen av
matematikhistoriska inslag i undervisningen kan bidra till att eleverna skapar en storre
forstaelse for &mnet eller inte. Denna beskrivning skapade nyfikenhet hos oss dér vi ville
undersoka specifikt om historia om noll kan vara fordelaktigt for elever vid undervisning om
division med noll. Historia om noll i undervisning &r dven ndgot som Blake och Verhille
(1985) diskuterar med fokus pd hur ordet, siffran och talet blandas 1 vardagligt sprik och
vardagliga sammanhang samt hur det kan bidra till svarigheter for elever i
matematikundervisningen.

3.4 Laroboksundersokning

Nationellt centrum for matematikutbildning, NCM, har ett bibliotek med bland annat ett stort
urval av svenska ldrobdcker inom matematik. Vi gjorde ett besok dar for att undersdka hur
larobdckerna i mellan- och hogstadiet tar upp och behandlar: historiska talsystem med noll,
definition av naturliga tal samt division med noll i tiljaren eller nimnaren, se tabell 4.
Undersokningen av hur ldrobdcker behandlar och presenterar naturliga tal dr relevant for
litteraturstudien da det centrala innehéllet 1 kursplanen 1 matematik for arskurs 4 till 6, siger
att eleverna ska utveckla kunskaper om "De fyra rdknesdtten och regler for deras anvéindning
vid berdkningar med naturliga tal" samt "Metoder for berdkningar med naturliga tal och enkla
tal 1 brdk- och decimalform vid dverslagsrakning, huvudriakning och skriftlig berdkning"
(Lgr22, 2022, s. 57). Detta var relevant {or att undersoka om ldrobdckerna inkluderade talet
noll som ett naturligt tal eller inte.



4 Historisk utveckling av noll

I detta kapitel utforskas den historiska utvecklingen av noll och dess roll i matematikens
vérld. Kapitlet inleds med noll som symbol och siffra forst anvindes som platsmarkdr och
funktion inom kalendermatematik. Vidare redogors det for den historiska utvecklingen av
noll fran siffra till ett tal och dess vérde. Slutligen presenteras den konceptuella forstaelsen av
talet noll och de ménga matematiska utmaningarna som har uppstétt genom historien, sérskilt
nér det géller operationer som involverar division med noll.

4.1 Nollans representativa symbol genom historien

Foljande avsnitt utforskar nollans utveckling som symbol genom olika kulturer och historiska
perioder. Det belyser hur nollans symbol har foridndrats till att f4 den cirkuldra form som vi
anvénder idag.

4.1.1 Babyloniernas anvindning av noll som platsmarkor

Fran tidig anvéndning som platsmarkor till den fullstindiga utvecklingen av noll som ett tal 1
matematiken, har nollans symbol genomgatt betydande fordndringar i olika kulturer och
kontexter genom historien (O’Connor & Robertson, 2000a). En av de tidigaste
civilisationerna, babylonierna, hade omkring ar 1700 f.Kr. ingen sirskild symbol for att
markera tomma positioner 1 sitt sexagesimala talsystem med bas 60. Istéllet forlitade de sig
pa kontexten for att korrekt tolka talen. Trots avsaknaden av en symbol ledde detta inte till
nagra storre missforstdnd. Exempel pa tal som utan en notation for noll skulle se likadana ut
ar talen 125 och 7205. I det sexagesimala talsystemet skulle det skrivas som foljande:

2 1 0
720510—20560—2-60 +0-60 +5-60

125 =25 =2-60 +5- 60
10 60
Det som skiljer &r alltsa en term med en multiplikation innehéllande noll. Utan att skriva ut
den termen skulle talen skrivas exakt likadant. Men eftersom sammanhanget gav tillracklig
information kunde de forstds korrekt utan forvirring. Det var inte forrdn omkring ar 400 f.Kr.

som babylonierna bdrjade anvidnda sdrskilda symboler for att markera tomma positioner.
Dessa var i form av tva sneda kilformade symboler, se figur 2.
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Figur 2. Figuren visar tva tal déir det dversta talet 7205 i babyloniernas
motsvarighet, 20560. Den tomma positionen representeras av tva sneda

kilformade symboler, markerade i r6tt. Talet har basen 60 och ér beréknat enligt

foljande: 2 - 60° + 0 - 60" + 5 - 60°. Det nedre talet 125 = 2560 beskriver

hur det ser ut utan den tomma positionen och berdknas enligt: 2 - 60" +5- 60",

Béda talen skrevs ut som det nedre talet innan de borjade anvénda en symbol for
att markera en tom position.



Senare anvindes tre sneda kilformade symboler pd en lertavla fran Kish, en forntida
mesopotamisk stad, medan andra tavlor frdn samma period visade en enda sned kilformad
symbol. Ett gemensamt drag for dessa symboler var att de aldrig placerades i slutet av ett tal
utan endast mellan tva siffror, vilket antyder att babylonierna fortfarande forlitade sig pa
kontexten fOr att forsta det exakta vardet av storre tal (O’Connor & Robertson, 2000a).
Exempelvis hade talen i vart tiobassystem 1 080 000 och 5 skrivits precis likadant, med

endast fem stycken kilar, 5 - 60° och 5 - 60°. Babylonierna kunde d4nda med hjilp av
kontexten forstd vilket av talen som det syftades pa.

4.1.2 Nollans roll i mayakulturens kalendermatematik

I en annan del av vérlden, i den forntida mayacivilisationen cirka ar 400 e.Kr., utvecklades
ocksé en symbol for noll i deras vigesimala talsystem med bas 20. Det var dock i en helt
annan form &n de babyloniska tecknen. Kaplan (1999) beskriver hur mayafolkets nollsymbol
skiljde sig fran det tidigare exempel genom sin tydliga form och &terkommande anvindning.
Symbolen var ofta cirkelformad, men kunde ocksa féorekomma i andra stiliserade former,
sasom ansikten eller snickskal, se figur 3. Symbolerna var avgorande for deras
kalendermatematik och mdjliggjorde exakta astronomiska och kronologiska berdkningar

@ ® &

Figur 3.1 figuren visas tre exempel pd symbolen for noll enligt mayakulturen.
Figuren dr inspirerad av Kaplan (1999, s. 82).

Istéllet for att antyda ett tomt virde enbart genom kontext, som babylonierna ofta gjorde,
markerade mayafolket det explicit med sina unika symboler. Symbolerna var sarskilt viktiga i
deras kalender, dér de noggrant riknade tid genom att ange exakta tidsavstand fran en fast
nollpunkt. Badde Boyer (1944) och Kaplan (1999) lyfter fram att dessa symboler hade en
djupare betydelse utover sin matematiska kalenderfunktion. Den anvandes till och med for att
markera den forsta dagen i varje manad, vilket antyder att mayafolket inte bara sag noll som
en tom plats utan som en aktiv del av tidens gang.

4.1.3 Ursprung och utveckling av den cirkulira symbolen

Enligt Kaplan (1999) ér den vanligaste teorin att ursprunget for den cirkulira symbolen for
noll kommer fran antikens Grekland. Grekerna fick enligt teorin inspiration av ordet 0ddév,
som betyder ingenting. Dock skriver Kaplan (1999) att den teorin avslas av en person, vars
titel Kaplan (1999) beskriver som leading authority on greek astronomical texts, att den
symbolen anvindes till omikron som hade vérdet 70 {for grekerna. Kaplan (1999) beskriver
ddaremot att cirkeln som symbol for noll troligen har sitt ursprung i den sa kallade
sandldde-teorin. Enligt denna teori anvinde indiska matematiker, cirka 500 e Kr., stenar pé
raknebrador placerade 1 sand. Nér en sten lyftes bort lamnade den ett cirkuldrt avtryck, vilket
sd sméningom blev en representation for en tom méngd. Rent bildligt talat &r symbolen precis
som ndr man ldmnar en tom plats efter att ha lyft bort stenen, se figur 4. Denna cirkulédra form
utvecklades senare till en symbol for noll i det indiska talsystemet.
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Figur 4. Figuren ska representera en sandlada dér det, enligt sandlade-teorin,
bildades en cirkuldr symbol nér en sten lyftes upp och ldmnade en tom plats.
Symbolen som uppstod var en tidig representation for noll 1 det indiska
talsystemet.

I senare tid, nér den arabiska kulturen tog efter det indiska talsystemet, liknade den cirkulédra
nollan arabiskans symbol for siffran fem, ©. For att undvika forvaxling fick nollan istéllet en
prick som symbol (Blake & Verhille, 1985). I TV-programmet Den nodvindiga nollan av
Sveriges Television (2023) och i Boyers (1944) artikel ndmns det att nédr de arabiska siffrorna
introducerades 1 Europa av den italienske matematikern Fibonacci pa 1200-talet, métte noll
till en borjan motstand. Motstdndet berodde pa att det romerska talsystemet som dé var
aktuellt i Europa inte hade ndgon symbolisk motsvarighet for noll. Det drdjde innan noll
accepterades som en integrerad del av matematiken 1 Europa och fick sin egen symbol, vilken
anvinds an idag (Boyer, 1944).

4.2 Historiska utvecklingen av noll fran siffra till tal

Foljande avsnitt redogdr for hur historiska civilisationer har hanterat noll som siffra och hur
utvecklingen av noll gétt frén att vara en symbol som representerar en tom plats, till att bli ett
etablerat tal med ett specifikt numeriskt virde.

4.2.1 Nollans roll i positionssystem

De symboler som ndmnts i tidigare avsnitt forekom forst for att representera tomma platser i
tal. Boyer (1944) forklarar att babylonierna och dess kilformade symboler 1 deras
sexagesimala talsystem var det forsta exemplet pa ett positionssystem som inforde det efter
ménga ar utan. De hade i tidigare fall inte haft ndgot behov av en symbol, dé sa kallade
tomma platser 1 ett system med basen 60 vildigt sdllan forekom. Runt ar 400 f.Kr. kom detta
att dndras och symbolen lades till, vilket skulle kunna tolkas som den forsta anvindningen av
noll. Med tanke pa syftet med symbolen, att den representerar just en tom plats, behdver den
finna sig mellan tva tal for att kunna tydas (Boyer, 1944). Exempelvis skulle babylonierna
skriva talet 18 023, som:

5.60°+0-60" + 23 -60°

dir 0 - 60" representeras av sa kallade sneda kilformade symboler. Detta kan liknas med
dagens talsystem dér nollan 1 18 023 motsvarar att det ar tomt pa hundratals-positionen.

Mayakulturens vigesimala talsystem, baserat pa talet 20, utmérkte sig genom anvéndningen
av flera olika symboler for att markera tomma positioner snarare dn en enhetlig symbol for
noll. Trots variationen i1 symbolernas utseende fyllde de alla samma funktion: att indikera



frdnvaron av ett véirde i en viss position (Boyer, 1944). Talsystemets variationer och bristande
regelbundenhet kan till stor del forstés i relation till den specifika kalenderlogik som
mayafolket tillimpade. Som O’Connor och Robertson (2000b) forklarar raknade
mayakalendern dagar fran 0 till 19, vilket bidrog till att nollan fick en specifik och
framtradande roll i just kalendersammanhang.

Grekerna hade inte ett talsystem likt babylonierna eller mayafolket men kom att ta inspiration
av det sexagesimala talsystemet nir det kom till brékdelar inom astronomin (Boyer, 1944).
Med detta kom ocksé systemet med en symbol f6r tomma platser. For grekerna blev detta
symbolen o.

Det var i Indien som det talsystem vi anvinder idag med sévil positionssystem som
funktionen av noll som tal véxt fram (Blake & Verhille, 1985). Forst med den indiska
matematikens utveckling omkring 500 e.Kr. kom en verklig forstaelse av noll som ett
sjalvstandigt numeriskt virde, vilket lade grunden for det moderna talsystemet, med basen 10
(SVT, 2023). Senare under medeltiden kom araberna att sprida dem till Europa (Boyer,
1944). Det var dock inte forrdn pd 1800-talet som tiobassystemet blev normen runtom i
Europa (Blake & Verhille, 1985). O’Connor och Robertson (2000a) beskriver att det finns
flertalet kdllor som pekar pa att &ven Kina tog del av positionssystemet, med basen 10.
Talsystemet harstammar egentligen fran Indien, men det spreds till Europa genom religionen
Islam. Eftersom Islams officiella sprak &r arabiska, blev det ként som det arabiska
talsystemet. Ursprunget dr dock fran Indien och idag beskrivs det som det hindu-arabiska
talsystemet (SVT, 2023).

4.2.2 Fran symbol och siffra till tal

Blake och Verhille (1985) redogor att med det hindu-arabiska systemet kom det fler
mojligheter for aritmetik inom matematiken. Nollans funktion utvecklades fran en enbart
numerisk platsmarkor till en fundamental komponent inom matematiska operationer, vilket
mojliggjorde abstrakta berdkningar bortom konkret upprikning och etablerade grunden for
algebraiska metoder.

Till en borjan har nollans roll, precis som hos babylonierna eller mayafolket, varit for att
positionellt markera en tom plats. Detta har man kommit fram till d4 man vid upprikning
placerar nollan efter siffran nio, alltsd som den tionde siffran i ordningen, istéllet for framfor
ettan, som den forsta siffran i ordningen (Boyer, 1944). Enligt O’Connor och Robertson
(2000a) &r den tidigaste sdkra kédllan som anvénder noll som ett tal frdn r 876 e.Kr. Det ar en
lertavla som forestéller en utrdkning for antalet blommor pa en dng som kan skénkas till det
lokala templet. Tal som 50 och 270 framkommer pa lertavlan och dér skrivs alltsa nollorna ut
dven om de ir 1 slutet av talen. Al-Khawarizmi, en persisk matematiker som levde pé
800-talet e.Kr., beskrev det hindu-arabiska talsystemet och erkidnde samtliga siffror: 1, 2, 3,
4,5,6,7,8,9 och 0 (O’Connor & Robertson, 2000a).

Att nollan sé linge undgick grekerna hade att géra med deras uppfattning om den
matematiska vérlden (Blake & Verhille, 1985). Grekerna hade svart for det abstrakta och
valde att hélla sig till det konkreta. Deras matematik grundades i geometri (O’Connor &
Robertson, 2000a). Endast tal som gick att representera med hjélp av geometri och linjer var
av virde. Dérav ansdgs inte noll och negativa tal ha ndgon mening. Boyer (1944) pipekar att
grekerna forstod bade konceptet och symbolen for noll, men ansdg édndé att det var utan
mening att betrakta noll som ett sjélvstandigt tal.

10



Till f6ljd av hindu-arabiska talsystemets spridning var det flera historiska matematiker som
borjade utfora aritmetiska berdkningar med talet noll. Ménga av berdkningarna och
antaganden var korrekta men det fanns flera svéarigheter med hanteringen av noll.
Brahmagupta, en indisk matematiker fran 600-talet e.Kr., var en av de forsta att systematiskt
beskriva anviandningen av noll i matematiska berdkningar, sérskilt med addition, subtraktion
och multiplikation. Han fann dock svérigheter med berdkningar av division som involverade
noll, ndgot som vi far anledning att terkomma till i kapitel 5 (SVT, 2023; O’Connor &
Robertson, 2000a). Brahmagupta beskrev dven nollan som ett tal pé tallinjen mellan de
negativa och positiva talen. Detta var avgorande for utvecklingen av det hindu-arabiska
talsystemet (SVT, 2023). I Europa spelade Fibonacci en stor roll i att inféra nollan som en
symbol. Han hade svart att acceptera noll som en av de andra siffrorna och beskrev noll som
ett tecken istéllet for ett tal. O’Connor och Robertson (2000a) forklarar hur det bidrog till att
han inte kunde nd samma resultat eller forklaringar i sina berdkningar. Detta skilde honom
frén de indiska och arabiska matematikerna som behandlar noll likt de andra talen.

Idag betraktas nollan som ett tal med ett virde. Nér den dyker upp mitt i tal representerar den
inte bara en tom plats vilket man ansag forr. Den har ocksa funktionen som erséttare eller
utfyllnad for tal vi inte har nagot exakt viarde for. Henry (1969) ger ett exempel pa hur
utfyllnad for tal anvinds nér vi avrundar till miljontal. Om talet & 93 000 000 skulle det utan
nollor endast skrivas som 93 miljoner. Har fungerar alltsé nollorna som utfyllnad, vid
avrundningar ersétter nollorna de ursprungliga siffrorna som exempelvis kan vara

93 127 904. I detta exemplet fran Henry (1969) visar han tydligt hur nollorna bidrar till en
forstaelse for om talet tolkas som ett miljontal och inte som till exempel ett tusental. Nollan
ar alltsa inte heller, 1 var tid, entydig till sin funktion d&ven om det skiljer sig frén den
historiska anvéndningen. I det icke avrundade exemplet ovan finns d4ven noll med inuti talet
som visar att talet inte har nagot tiotal.

4.2.3 Ursprung av ordet noll

Det vi idag sprakligt kallar noll har véxt fram med tiden. Fran 300-400 e.Kr. finns det indiska
skrifter som visar pa anvindandet av ordet for tomhet, sunya, samt ordet for punkt, bindu.
Tillsammans bildade de uttrycket sunya-bindu som kan 6versittas till en punkt som markerar
en tom plats (Blake & Verhille, 1985). Araberna, som anammade indiernas system savil {or
position som for anvdndningen av noll, 6versatte ordet till as-sifr eller sifr som for dem
betyder tomhet. Nér araberna spred kunskapen om noll i Europa dversittattes det pa latin till
zephirum eller sephyrum. Detta kom med éren att forandras och leda upp till det som anvénds
idag inom engelskan, zero (Blake & Verhille, 1985). Latinet hade ocksa ett annat ord som
stod for ingenting, null 'us. Det dr darifran noll fick sitt namn i svenskan som anvénts sedan ér
1716 (Svenska Akademiens Ordbdcker, 2021).

4.3 Den historiska konceptuella forstielsen av noll

Den historiska utvecklingen av symbolen och siffran samt talet noll ligger till grund for
forstaelsen av dess anvdndning (Boyer, 1944). Som tidigare presenterats i kapitlet kan nollan
anvindas som utfyllnad och som positionsmarkoér (Henry, 1969). Nollans unika egenskaper
har gett upphov till matematiska utmaningar, sirskilt nir det géller division, dér dess roll blir
langt mer problematisk an 1 andra rdkneoperationer.

Den historiska utvecklingen av division med noll menar Romig (1924) startar med den
indiske matematikern Brahmagupta &r 628 e.Kr. Enligt Romig (1924) kom Brahmagupta inte
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fram till ndgot resultat vid sina forsok att definiera division med noll. O'Connor och
Robertson (2000a) beskriver dock att Brahmagupta gav ett resultat till att noll dividerat med
noll ger kvoten noll. O'Connor och Robertson (2000a) redogoér ocksa for hur en annan indisk
matematiker, Mahavira ar 830 e.Kr., forsoker sig pa att definiera division med noll. Mahavira
kommer fram till att talet som divideras med noll f6rblir oforédndrat. Vidare i Romigs (1924)
artikel konstaterar Bhéaskara, som likt Mahavira och Brahmagupta var en indisk matematiker,
pa 1100-talet e.Kr att kvoten till en division med noll dr odndlig. Romig (1924) beskriver att
det dr forst i mitten av 1600-talet som matematikern Wallis introducerar symbolen oo, for
odndligheten, och anger den som kvoten av en division med talet ett i tdljaren och noll 1
namnaren, det vill siga 1 = 0 = oo (Romig, 1924). Samtidigt som Wallis ger ovanstdende
forklaring till divisionen med noll papekar han ocksé att noll inte &r ett tal. Han far medhall
av matematikerna Berkley och Landen som dessutom kallar nollan for absolut ingenting. Det
var forst i Berlin ar 1828 som fysikern och matematikern Ohm helt och hallet utesluter
mojligheten att anvénda noll som ndmnare i en division (Romig, 1924). Ohm definierar
division med noll genom att definiera noll som &« — o = 0 och att kvotenava + b
multiplicerat med b ger a. Vidare citeras Ohm i Romigs artikel (1924, s. 388):

“If a is not zero, but b is zero, then the quotient a/b has no meaning” for the
quotient “multiplied by zero gives only zero and not a, as long as a is not zero”

Romig (1924) beskriver vidare att matematikern Farkas Bolyai, ar 1832, presenterar att
division med noll dr en omojlig operation och ger en forklaring till Wallis uttryck att

1 + 0 = oo. Farkas Bolyai forklarar att kvoten blir odndlig om ndmnaren narmar sig 0, det
vill sdga att om z gar mot noll s kommer 1 <+ z gd mot odndligheten, co. Daremot ar
operationen omdgjlig d ndmnaren &r noll. Denna slutsats utgar fran att han definierade 0
enligtl — 1 = 0.

Boyer (1944) presenterar den troligtvis forsta referensen till det vi idag definierar division
med noll som fran lagar om rorelse skriven av den grekiska filosofen Aristoteles. Aristoteles
beskriver att det inte finns ndgot forhallande mellan noll och andra tal. Han refererar noll till
vakuum och att det inte finns ett forhallande sa att vakuumet 6vertréffas av en kropp eller en
massa. Boyer (1943) beskriver att Aristoteles, trots att han inte anvinde en symbol for noll
utan istéllet skrev ordet ovdev, tinkte pa den aritmetiska nollan utan att faktiskt definiera den.
Aristoteles visar forstaelse for att divisionen dr omojlig flera hundra &r innan den indiske
matematikern Bhéaskara beskriver den som odndlig (Boyer, 1944).
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5 Didaktiska perspektiv pa division med noll

Foljande kapitel redogor for granskade studier och for division med noll 1 undervisningen.
Olika forklaringsmodeller som ldrare, lararstudenter och elever anvénder sig av for att
forklara olika svar till divisioner med noll 1 nimnaren beskrivs. Det redogors vidare om
vanliga missforstand och didaktiska utmaningar med att undervisa om division med noll.

5.1 Redogorelse av granskade studier

Artiklar som har granskats i denna litteraturstudie presenteras i tabell 2 och tabell 3. Tabell 2
beskriver kort om vilket land artikelns studie 4r genomford i, hur manga ldrare, ldrarstudenter
eller elever som deltog i1 studien samt beskrivning av grupperna. Tabell 3 beskriver hur
ménga tillfdllen da data har samlats in samt hur studien har genomforts, med skrivtester eller
intervjuer.

Tabell 2

Nedanstdende tabell beskriver linder, populationer och deltagare i de inkluderade studierna.

Tabell 6ver artiklarnas land, population och deltagare

Artikel Land Population Deltagare

Forsta gruppen: 105 blivande larare mot lag- och
mellanstadiet med grundlaggande matematikbakgrund
Juter (2019) Sverige 137 (Matematik B?). Andra gruppen: 32 studenter med bredare
matematikbakgrund (Matematik D?), varav 24 fran en
teknisk utbildning och 4 fran amneslararutbildningen.

Juter (2022) Sverige 78 Blivande larare for grundskolans mellanstadium, arskurs 4-6
Crespo och Nicol |USA och 32 Fran kurs A: 18 lararstudenter och fran kurs B: 14
(2006) Kanada lararstudenter.

- o 3
Ball (1990) USA 19 10"Iararstudenter meq |n.r|kt.n|ng mot elementary schosol och

9 lararstudenter med inriktning mot secondary school
\é\;r;ehe;ﬁr(fg%) USA 52 52 lararstudenter med inriktning mot elementary school
Tsamir & Sheffer 39 elever i arskurs 9, 58 elever i arskurs 10, 56 elever i
Israel 153 .

(2000) arskurs 11
:(zzl:la;()us & Aydin Turkiet 82 82 larare med varierande lang yrkeserfarenhet
Quinn m.fl. (2008) | USA 35 35 larare i elementary school

Elever fran arskurs 4, 6 och 8. Studien bestod av tva

Grouws & Reys lektionsupplagg. Forsta gruppen gick forst igenom division

(1975a) USA 672 och sedan den inversa multiplikationen, andra gruppen
tvartom.

Grouws & Reys .

(1975b) USA 60 Se raden fér Grouws och Reys (1975a).

Lajoie & Mura Kanada 49 Lararstudenterna var inskrivna i kandidatprogrammet i

(1998) forskole- och grundskolepedagogik.

2 Matematik A-E, dir matematik A &r den forsta matematikkursen pa gymnasieniva.
? Elementary school och secondary school anvinds hir eftersom en exakt motsvarighet i svenska skolan saknas.
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Tabell 3

Nedanstdende tabell sammanfattar metoderna som anvdnts i de analyserade studierna.

Tabell over studiernas metod

Reys (1975a)

uppsamlingstest.
Direkt efter
eftertestet
intervjuades fyra
elever per klass.

namnaren.

Artikel Datapunkter Skrivtest Intervju
Ett tillfalle 14 pastaenden varav tre ar
Juter (2019) relatgrade till division med ngll, 4.—6 i
ordningen med svarsalternativen:
agree, do not know eller disagree
Tva datainsamlings- |Tva tester. Forsta, Q1, efterfragade |Individuella kompletterande
perioder I6sning och forklaringsmodell till intervjuer med atta studenter vid
Juter (2022) division med noll. Andra, Q2, en forsta tillfallet och sex vid andra. De
enkat med samma 14 pastaenden |[tvd som saknades vid andra
som Juters tidigare studie fran intervjutillféllet IAmnade
2019. utbildningen.
Tva olika tillféllen for |Skriftliga individuella svar pa Inspelade gruppdiskussioner. Kurs
de olika kurserna. I6sningsforslag och forklaring till en |A fick se en video och darefter
division med noll samt fran kurs B |individuellt, i grupp och i helklass
Crespo och samlades studenternas analysera och diskutera. Kurs B fick
Nicol (2006) matematikjournaler in. individuellt, i grupp och i helklass
analysera och diskutera samt
fortsatta undersdka och skriva ner
tankar i matematikjournaler.
Ett tillfalle. Spelades in och transkriberades.
Ball (1990) Tre fragor med fokus pa forklaring
inom omradet division.
Tva tillfallen, ett for | Anvander samma divisionstest som |Bestod av fyra kategorier med
Wheeler & skrivtestet och ett for | Grouws och Reys (1975a) samt tre |fokus pa noll: 1: Nominal
Feghali intervjun. extra resonemangsfragor. anvandning av noll, 2: matematisk
(1983) anvandning av noll, 3: klassificiering
och 4: férdelning.
Tva tillfallen. Tvadelad individuell skrivtest; 20
Tsamir & m"ultlpllkatl?n'och divisionsuppgifter
Sheffer (2000) dar nollan ar inkluderad, samt fem
matematiska textpastaenden med
division med noll
Ett tillfalle. Individuella skrivtest bestaende av
Karakus & tva fragor; vad ar 7/0 respektive
Aydin (2019) 0/0, och hur skulle du forklara det
for dina elever?
Ett tillfalle. Individuell skrivtest med enbart en
Quinn m.fl. fraga: Hur hade du besvarat en elev
(2008) som fragar vad 7 dividerat med noll
ar?
Fyra tillféllen for alla | Tre tester med samma upplagg: 18
elever: Ett fortest, en |divisionsoperationer. Sex av dem
lektion, ett eftertest |utan noll, sex stycken med noll i
och ett taljaren och sex stycken med noll i
Grouws &
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Se raden for Grouws Fyra divisionsoperationer lastes
och Reys (1975a) upp av intervjuaren i bestamd
ordning. Intervjuaren stéllde
foljdfragor for att fa en tydlig bild av
elevens forstaelse. Fragorna
liknade de som eleverna fatt se
under lektionen.

Grouws &
Reys (1975b)

Tva tillfallen 47 studenter skulle utvardera tva En videoinspelad intervju med
Lajoie & Mura elevsvar och beskriva hur de skulle |ytterligare tva blivande
(1998) pedagogiskt vagleda utefter grundskollarare.

elevernas forklaringar

5.2 Fem olika forklaringsmodeller

I den didaktiska fordjupningen ligger fokus 1 denna litteraturstudie pa huruvida operationen
division med noll kan forklaras. Artiklar som inkluderas i denna litteraturstudie har
kategoriserats till fem olika forklaringsmodeller till operationer av division med noll 1
ndmnaren. Féljande avsnitt analyserar studier pd hur ldrare, ldrarstudenter och elever
anvinder foljande fem forklaringsmodeller for att forklara att division med noll blir: ett tal,
noll, odndligt, &r omdjligt eller odefinierat.

5.2.1 Division med noll blir ezt tal

Det kan finnas en intuitiv forestéllning om att alla matematiska operationer ska resultera i ett
numeriskt tal. Detta leder till potentiella utmaningar for forstaelsen att division med noll ar
odefinierad och inte ett tal.

Juters (2019) studie visade pé stora skillnader mellan tva grupper av lararstudenter med olika
forkunskaper och antagningskrav for utbildningarna. I den forsta gruppen med
forkunskapskrav matematik B var det 69% som holl med om att division med noll blir ett tal
medan 1 den andra gruppen med hogre forkunskapskrav var det 28%. Det var 27% 1 den
forsta gruppen som inte holl med om att division med noll blir ett tal och 66% i1 den andra
gruppen. For ett av de 14 pastdenden i studien, "Two divided by zero is a number" (Juter,
2019, s. 74), var det 5. 1% som inte visste om division med noll blir ett tal eller inte av alla
137 studenter. I Juters (2022) andra studie vid den forsta datainsamlingen, var det 50% som
initialt gav svar som antydde att resultatet var ett tal, inklusive noll som ett specifikt tal 1 vissa
resonemang inledningsvis. Till den andra datainsamlingen, var det tva av de étta
lararstudenter som stod fast vid att svaret pé divisionen blev ett tal. Bada svarade 2, dd det
var det tal som stod i tdljaren i pastaendet. Att svaret till en division med noll 1 nimnaren
besvaras med det tal som stér i téljaren visar ocksé studien av Crespo och Nicol (2006). Dir
svaret att divisionen 5 =+ 0 var lika med 5, ett tal, givits av 9. 4% av lararstudenterna.

5.2.2 Division med noll blir noll

I minga av studiernas resultat kategoriseras svaren med ett tal som alla tal inklusive noll.
Juters (2019) studie r ett exempel pa detta dir det inte redovisas ndgra exakta andelar for om
deltagarna svarar att division med noll blir noll. Pastaendet "Two divided by zero is a
number" (Juter, 2019, s. 74) dr dock en kombination av tva vanliga svar pa division med noll,
ett tal och just noll. Dérav kan foregdende avsnitt 5.2.1 om hur deltagarna 1 studien stéller sig
till division med noll blir ett tal e/ler noll representeras. I Juters (2022) andra studie visades
det under den forsta perioden att det var tva lararstudenter som svarade att division med noll
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blir noll. De dndrade sig under den andra perioden till att det inte gar att svara alls pd
divisionen. Under andra perioden var det tre ldrarstudenter som @ndrade &sikt at andra hallet.
Tva hade tidigare svarat att det inte gar att besvara divisionen och en att kvoten blir ett tal. De
svarade nu istillet att svaret blir noll (Juter, 2022). I studien av Crespo och Nicol (2006) var
andelen som svarade att divisionen 5 = 0 var lika med noll stérre dn 1 Juters (2022), 43. 8%
respektive 37. 5%. Balls (1990) studie pd lararstudenter har ocksé visat att en andel, 26. 3%,
svarade att division med noll blir noll.

Quinn, m.fl., (2008) undersokte, till skillnad fran Juters studier (2019; 2022) samt Crespo och
Nicols (2006) studie, om hur ldrare svarar pd operationen 7 <+ 0. Dér besvarade 40% av dem
att kvoten blir noll. Studiens deltagare visade ingen forstielse for operationen, och ansag
darfor att eftersom ndmnaren &r noll sa bor kvoten ocksa bli noll (Quinn, m.fl., 2008).

5.2.3 Division med noll blir odindligt

Som tidigare beskrivits i avsnitt 4.3 konstaterade den indiske matematikern Bhaskara att
kvoten till en division med noll blir odandlig. Wallis forklarar att detta stimmer endast om
ndmnaren ndrmar sig noll, och inte d& den &r noll (Romig, 1924). Att kvoten ar odndlig till
operationen division med noll var vanligt férekommande dven i studierna som denna
litteraturstudie behandlar.

Pastédendet "Two divided by zero is equal to infinity" 1 Juters studie (2019, s. 74) visar att en
storre andel av gruppen med hégre matematikutbildning trodde att division med noll
resulterar i odndlighet jamfort med gruppen som har grundlaggande erfarenhet, 41%
respektive 7. 6%. En fjardedel, 25%, svarade att de inte visste och 1. 5% svarade inte alls.
Det ger en indikation pa att ldrarstudenterna inte dr séikra pd forhallandet mellan oéndlighet
och division.

Lirare med varierande 14ng yrkeserfarenhet fick frigan om om vad 7 -+ 0 blir 1 Karakus och
Aydins (2019) studie. En av ldrarna som hade mellan 11 till 15 ars yrkeserfarenhet angav att
"7/0 = oo, I express this is a rule." (Karakus & Aydins, 2019, s. 32). Denna forklaring
reflekterar en uppfattning dér division med noll ses som oédndlig, och att detta dr en etablerad
regel, se mer i avsnitt 5.3.1. I studien presenteras att 9% av deltagarna forklarade att division
med noll dr odndligt (Karakus & Aydins, 2019).

I Tsamir och Sheffers (2000) studie med elever i arskurs 9, 10 och 11 som motsvarar Sveriges
arskurs 9 och forsta respektive andra aret pd gymnasiet, argumenterade nagra av deltagarna
for att division med noll dr kopplad till odndlighet. En andel av eleverna (13% 1 arskurs 9,
10% 1 arskurs 10 och 16% i arskurs 11) menade att "division by zero is undefined because it
is infinity, and infinity is undefined" (Tsamir & Sheffers, 2000, s. 99). En av eleverna i
arskurs 10 utvecklade resonemanget genom att beskriva hur kvoten vixer mot odndligheten
nér en tiljare divideras med allt mindre tal, och ansig darfor att division med noll borde ge
odndlighet som resultat. Utover detta svarade 12% av alla eleverna i studien helt enkelt
odndlighet utan att ge en motivering. Det antyder en misstanke om att eleverna sag
odndligheten som ett faktiskt tal, da instruktionen i uppgiften var att endast motivera om
resultatet inte var ett tal.

5.2.4 Division med noll dr omdjlig

Att division med noll &r omgjlig undersoktes 1 bland annat Juters (2019) studie genom
enkidten och péstadendet "You cannot calculate two divided by zero" (Juter, 2019, s. 74). I den
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forsta gruppen var det en majoritet, 71%, som inte holl med om péstdendet och alltsa tyckte
att det gdr att rdkna ut en division med noll 1 ndmnaren. Nistan lika stor majoritet av den
andra gruppen, 78%, svarade istéllet att de haller med om pastaendet, att det inte gar att
rdkna ut en division med noll i ndmnaren (Juter, 2019). Detta tyder pa att 1drarstudenter med
djupare forkunskaper inom matematik 1 hogre grad forstod att division med noll inte &dr en
operation som kan berdknas i jamforelse med gruppen med lagre forkunskaper. Att divisionen
med noll inte gar att svara pa drog dven 50% av ldrarstudenterna i Juters (2022) andra studie
som slutsats efter den andra perioden av datainsamlingen. Vissa ldrarstudenters svar och
resonemang i Juters (2022) studie utvecklades mer under intervjuerna. Kategoriseringen av
den studien ar baserad pé deras huvudsakliga slutsats vid respektive datainsamlingstillfélle.
Det fanns fall av osikerhet och motstridiga tankar under intervjuerna. Over tid verkade det
ske en viss utveckling mot en storre insikt om att division med noll inte &r mojlig, men
missuppfattningar kvarstod hos ménga dven vid den andra datainsamlingen (Juter, 2022).

I Crespo och Nicols (2006) studie var det 46. 9% som angav att division med noll 4r omdjlig
att berdkna varav 31. 3% svarade att den var odefinerad for att den inte gar att berdkna. Likt
Crespo och Nicols (2006) studie visar ocksé resultatet for Balls (1990) studie pa exempel dir
bade svaret omojlig och odefinierad laggs i samma kategori. I Balls (1990) studie ar det

63. 2% som svarat att det dr odefinierat eller omgjligt. Studien presenterar inte alla
lararstudenters svar utan enbart exempel. Det presenteras inte exakt hur manga som svarat att
det dr omojligt respektive odefinierat. Under denna kategori ér det alltsa mellan 5. 3% -
36.8% av lararstudenterna som kan svarat att operationen dr omojlig.

I Karakus och Aydin (2019) studie, dir lirare med varierande lang yrkeserfarenhet
undersoktes, stilldes frigan om vad 7 <+ 0 blir. Vissa ldrare gav forklaringen att division med
noll dr omojlig. Till exempel beskrev en av ldrarna, som har mellan 11 till 15 érs
yrkeserfarenhet, en beréttelse dar en mor forsoker dela 7 dpplen mellan 0 barn och darmed
forklarar att divisionen inte gar att genomfora. Med exemplet indikerar ldraren att det ar
omdjligt att dela nagot med noll.

Med hjélp av en konkret delningsprocess tolkade en elev fran Tsamir och Sheffers (2000)
studie division med noll. Eleven argumenterar for att det &r omdjligt att fordela ett antal
objekt mellan noll mottagare. Eleven uttryckte detta genom: "12 + 0 means sharing 12
cookies in equal parts among no kids. It is impossible to share 12 cookies among no kids, and
therefore 12 + 0 is practically meaningless" (Tsamir & Sheffer, 2000, s. 100).

5.2.5 Division med noll blir odefinierat

Syftet med samtliga artiklar har varit att undersoka huruvida ldrare, lararstudenter och elever
har en forstaelse for den mest matematiskt korrekta forklaringsmodellen, att division med
noll dr odefinierad. Svar som division med noll 4r odefinerad kan visa pd en djupare
matematisk forstaelse jimfort med att svara att operationen dr omojlig. Att svara att
operationen dr omdojlig eller motsvarande inte gdr att berdkna kan grunda sig i anvindandet
av exempelvis konkreta modeller, vilket aterkommer 1 avsnitt 5.4.1.

Juters (2019) studie anvénde inte specifikt termen odefinierat i sina pastaenden. Daremot ar
pastaendet "You cannot calculate two divided by zero" (Juter, 2019, s. 74) nira besldktat med
idén att division med noll dr odefinierad. Som nédmnts i tidigare avsnitt, instimde en storre
andel av den andra gruppen, med djupare forkunskaper inom matematik, i detta pastaende
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jamfort med den forsta gruppen. Detta antyder att de med mer matematisk bakgrund i hogre
grad forstod att division med noll inte leder till ett definierat numeriskt svar.

Som namnts i tidigare avsnitt, var det 15. 6% i Crespo och Nicol (2006) studie som svarade
med en korrekt resonerad forklaring, dér de anvénde logiskt resonemang till varfor det ar
odefinierat, utan att anvénda regler. Motsvarande andel som svarade att division med noll ar
odefinierad och anvinder en matematisk forklaring fran Balls (1990) studie var 26. 3%.

I Karakus och Aydins (2019) studie var den vanligaste forklaringen bland ldrare att division
med noll dr odefinierad. Ett exempel fran studien nér en av deltagarna, en ldrare med 1 till 5
ars yrkeserfarenhet, forklarade matematiskt att uttrycket 7 = 0 - a inte har nadgon 16sning,
och diarmed ar divisionen med noll odefinierad. En annan ldrare, som har mellan 11 till 15 ars
yrkeserfarenhet, anvénde en griansvirdesforklaring och uttryckte att eftersom kvoten véixer
mot odndligheten nér ndmnaren gar mot noll &r 7 + 0 odefinierat. Vidare angav 29 % av
lararna att division med noll dr odefinierad med forklaringen "because this is a rule in
mathematics" (Karakus & Aydin, 2019, s. 31).

Det var 74% av eleverna i Tsamir och Sheffers (2000) studie som ansag att division med noll
ar odefinierad. Dessutom visade studien att elever i de hogre arskurserna i storre utstrackning
kopplade division till dess inversa operation, multiplikation. De argumenterade for att
division med noll leder till en motségelse och kan dirfor inte vara definierad.

5.3 Missforstind med regelbaserade forklaringar inom division

Foljande avsnitt presenterar hur undervisning av matematiska regelbaserade forklaringar kan
paverka elevers forstaelse och tillimpning av kunskap om division med noll. Vidare redogdrs
for hur regelbaserade och konceptuella forklaringar anvénds i undervisningen samt vilka
utmaningar och mojligheter som uppstar nir elever moter detta matematiska fenomen.

5.3.1 Regelbaserade och konceptuella forklaringar

Att anvinda regelbaserade forklaringar var den vanligaste forklaringsmodellen i Crespo och
Nicols (2006) studie. Det var 71. 9% som motiverade sitt svar med en regel eller hdnvisning
till exempelvis larare, minirdknare eller ldrobok (Crespo & Nicol, 2006).

Karakus och Aydin (2019) lyfter hur ldrare kan hantera fragan om division med noll ur ett
didaktiskt perspektiv. De belyser skillnaden mellan s kallade regelbaserade och konceptuella
forklaringar. En regelbaserad forklaring kan exempelvis vara "7/0=co, I express this is a rule"
(Karakus & Aydins, 2019, s. 32) medan en konceptuell forklaring snarare utgar fran
betydelsen av division, exempelvis: "By the definition of rational numbers, the denominator
cannot be zero. So we cannot calculate this operation." (Karakus & Aydins, 2019, s. 32).
Karakus och Aydins (2019) studie visar att en konceptuell forstaelse dr avgoérande for att man
ska kunna tilldimpa matematisk kunskap i nya sammanhang, snarare dn att enbart memorera
regler.

Ett fenomen som forekommer bade hos lararstudenter och elever dr anvéindandet av
multiplikation for att utveckla resonemang kring division med noll. (Crespo & Nicol, 2006;
Grouws & Reys, 1975b; Karakus & Aydin, 2019; Wheeler & Feghali, 1983). Istéllet for att
anvédnda den korrekta inversa multiplikationen till divisionen flyttar man talen sa att svaret
tillfredsstdller forutfattade meningar. I Grouws och Reys (1975b) studie forekommer exempel
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dér eleverna for att nd kvoten noll i exemplet 4 +~ 0 = x felaktigt skriver den inversa
multiplikationen som 4 - x = 0 istéllet for den korrekta inversen 0 - x = 4. Under
intervjuerna fick eleverna ledande frigor som vigledde dem till att skriva ner den korrekta
inversen. Trots den initiala motstridigheten kom eleverna efter en tids reflektion fram till att
svaret var odefinierat (Grouws & Reys, 1975b). Under Crespo och Nicols (2006, s. 90) studie
var det en av lararstudenterna som uttryckte foljande resonemang som svar till divisionen
5+ 0:

The trick I used was the answer times the number of groups the number is being
divided equals that original number. Wow, that sounds confusing but it works!
5+0=? Therefore 0 x ? = 5 But there is no answer?!?

Att lararstudenten 1 sitt resonemang drar slutsatsen att det inte finns nagot svar indikerar att
den forvantade sig ett numeriskt tal som 16sning till divisionen.

5.3.2 Anvindning av regelbaserade forklaringar

Larare far aldrig sdga ndgon matematisk regel som inte stimmer oavsett vilken arskurs de
undervisar i menar Grouws och Reys (1975b). Det har identifierats i1 studierna (Ball, 1990;
Crespo & Nicol, 2006; Grouws & Reys, 1975b; Karakus & Aydin, 2019) att det finns sdvil
larare som lararstudenter och elever som finner noll som ett undantag. De besvarar
operationer innehéllande noll med regelbaserade forklaringar dir resonemang anses
overflodigt. Exempelvis i en intervju med en fjardeklassare fran Grouws och Reys (1975b)
studie forklarade eleven att ldraren beréttat att allt som divideras med noll blir noll och att
eleven tror pa det da eleven uttryckt "I believe what the school says" (Grouws & Reys,
1975b, s. 603). Liknande forklaringar dir ldrarstudenter uppgav att "my teacher taught me
that." uppticktes i Crespo och Nicols (2006, s. 84) studie dir de svarade att kvoten till
divisionen 5 < 0 blir noll. Balls (1990) studie visar ocksé exempel dir ldrarstudenter
anvinder regler for att berdkna division med noll med flera exempel pa svar. Studien
presenterar exempel dér det i svaren forekommer regler for att division med noll &r noll,
odefinierat eller omdjligt samt antyder att ldrarstudenter vet att det finns en regel men inte
minns den.

I Grouws och Reys (1975a) studie utforde eleverna ett skrivtest som bestod av 18
brikoperationer jimnt fordelat sé att sex av dem inte innehdll noll, sex uppgifter hade noll 1
taljaren och sex uppgifter hade noll i nAmnaren. Nér noll inte forekom i divisionen var det
hoga och jdmna resultat for alla tre testerna i1 studien som genomfordes pé elever 1 arskurs 4,
6 och 8. Med noll i ndmnaren kom resultatet i medelvardet for antalet rétt att 6ka fran

0.32 (5.3%) i fortestet till 3. 00 (50%) i eftertestet. I uppsamlingstestet sex veckor senare
var resultatet 2. 46 (41%). Studien visar att elever i arskurserna som testades kan lira sig att
hantera division med noll. Ddremot kan yngre elever som inte forstdr konceptet tendera att
forlita sig pa en regel (Grouws & Reys, 1975a).

5.4 Svérigheter med olika didaktiska forklaringar for division med noll

I detta avsnitt beskrivs huruvida division med noll kan vara en didaktisk utmaning som kan
leda till missforstand inom matematiken. Vid planering for hur larare bast kan undervisa om
division med noll spelar valet av konkreta och abstrakta aspekter in. Vidare diskuteras
aspekternas for- och nackdelar samt svarigheterna som uppstér vid undervisningen om
division med noll.

19



5.4.1 Konkreta argument som forklaring

Likt Karakus och Aydin (2019) i avsnitt 5.3.1 diskuterar Tsamir och Sheffer (2000) om varfor
division med ett tal som inte ar noll, dividerat med noll dr odefinierad, och menar att man kan
forklara det med hjélp av bade konkreta och formella argument. De konkreta argumenten
bygger pa vardagliga exempel for att forklara varfor division med noll &r en operation som
inte gér att berdkna. Ett exempel pa ett konkret argument ir att tinka pd division som en
uppdelning av nagot i lika stora delar. Exempelvis om man forsoker dela ett antal objekt
mellan noll personer, menar Tsamir och Sheffer (2000) att det uppstér en paradox eftersom
det inte finns nagon att fordela objekten till. Crespo och Nicol (2006) beskriver i likhet med
Tsamir och Sheffer (2000) att denna idé bygger pd en intuitiv kinsla att en operation ddr man
inte gor ndgot, att dela med ingenting, inte borde fordandra det ursprungliga talet. Juter (2022)
diskuterar dven liknande felaktiga resonemang hos lararstudenter, dér exemplet som anvinds
ar 2 dividerat med 0. Vissa lérarstudenter i studien fokuserade pa att antalet objekt som skulle
delas ut fanns kvar eftersom det inte fanns nagra grupper att dela ut dem till. En av
lararstudenterna i Juters (2022) studie holl initialt med om att om man har tva &pplen och inte
delar med négon, sa har man tva kvar. Juter (2022) beskriver att lararstudenten med exemplet
med dpplen 1 sjdlva verket dividerar med ett och inte med noll om talet ska forbli of6riandrat.

5.4.2 Formella argument som forklaring

De formella argumenten bygger, till skillnad fran de konkreta argumenten, istillet pa
matematiska principer. Division dr motsatsen till multiplikation vilket innebdr att en division
med noll séger att det finns ett tal som, nér det multipliceras med noll, ger resultatet i téljaren.
Eftersom ett tal multiplicerat med noll alltid ger noll, leder detta till en logisk motsdgelse
(Tsamir & Shefter, 2000). Elevers forstaelse for formella argument okar i hogre aldrar och
arskurser vilket medfor att de med storre matematisk erfarenhet dr mer mottagbara for
abstrakta matematiska fenomen, menar Grouws och Reys (1975a).

5.4.3 Konkreta modeller jéimfort med abstrakta aspekter

Artikeln The danger of being overly attached to the concrete: The case of division by zero av
Lajoie och Mura (1998) undersoker hur en dverdriven tilltro till konkreta representationer kan
hindra forstaelsen av abstrakta matematiska begrepp med division med noll som exempel.
Lajoie och Muras (1998) studie visar att manga blivande larare kdmpar med att forsta och
forklara division med noll eftersom de forsoker hitta en fysisk modell f6r divisionen. Studien
visar att de flesta lararstudenter gav regelbaserade eller intuitiva svar, ofta grundade pa
vardagliga situationer, men fa anvinde matematiskt korrekta metoder som exempelvis att se
divisionen som inversen av multiplikationen. Aven nir studenterna forstod den formella
forklaringen, kimpade de med att acceptera den eftersom den saknade en konkret bild eller
representation. Lajoie och Mura (1998) argumenterar for att konkreta modeller ar viktiga,
men har begriansningar. For att forstd matematik pa djupet maste studenter inse att vissa
begrepp saknar fysisk eller konkret representation och att matematiska regler inte alltid kan
forklaras genom vardagliga analogier anpassade till vardagliga situationer. Detta har enligt
Lajoie och Mura (1998) viktiga pedagogiska implikationer. Blivande larare méste kunna
balansera konkreta och abstrakta aspekter av matematik och hjilpa elever att forsta nar
modeller dr anvéndbara och nér de blir missvisande. Exemplet de lyfter dr division med noll
och att konkreta modeller kan bidra till missforstand och svérigheter.

Tsamir och Sheffer (2000) lyfter tre didaktiska utmaningar som uppstod kring elevers

forstaelse av division med noll i sin studie. Inledningsvis visar studien att manga elever har
en intuitiv forestéllning om att alla matematiska operationer maste ge ett numeriskt svar.
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Denna didaktiska utmaning kallade de for "Awareness of intuitive belief" (Tsamir & Sheffer,
2000, s. 103-104). Detta innebér att elever forvéntar sig att &ven 5 <+ 0 ska ha en definierad
numerisk kvot. Studien betonade ocksé vikten av att forstd nér olika argument for division
med noll dr applicerbara, en didaktisk utmaning som beskrevs som "Awareness of
applications of concrete and formal arguments" (Tsamir & Sheffer, 2000, s. 103-104). De
beskriver att elever ofta anvdnder konkreta argument, som att det 4r omojligt att dela 6 kakor
mellan 0 personer, for att forklara varfor division med noll inte fungerar. Aven om detta
resonemang kan vara intuitivt och létt att forstd, blir det problematiskt nar elever borjar arbeta
med mer abstrakta matematiska begrepp. Darmed behover de utveckla en forstaelse for nir
sddana argument dr mojliga att tillimpa och nir de inte dr det menar Tsamir och Sheffer,
(2000), vilket ocksé Lajoie och Mura (1998) poédngterar. Slutligen identifierade Tsamir och
Sheffer (2000, s. 103-104) en tredje didaktisk utmaning, "Concrete arguments: To be or not to
be?". Det handlar om tvé olika perspektiv, dir det ena menar att konkreta argument bor
anvéndas tidigt 1 undervisningen eftersom de hjilper elever att fa en intuitiv forstaelse for
operationen division med noll redan fran borjan. Dérefter kan eleverna gradvis introduceras
till mer formella matematiska resonemang for att forsta den matematiska definitionen av
division och varfor division med noll dr odefinierad. Det andra perspektivet argumenterar for
att konkreta argument kan leda till missuppfattningar och att det darfor ar béttre att enbart
anvinda formella forklaringar frén borjan (Tsamir & Sheffer, 2000).

Grouws och Reys (1975b) forklarar att det finns fordelar med att anvénda konkreta laborativa
uppgifter for att forstd grunderna 1 division och koppla det till multiplikation. Detta kan
representeras symboliskt i matematiska operationer. Grouws och Reys (1975b) visar ocksé ett
alternativ med att enbart anvénda olika symboler dir tal ska sta for att elever ska kunna gora
korrekta kopplingar mellan hur platserna forflyttas beroende pa om det dr en multiplikation
eller division. Exempelvis: [1 - A =08 & + & =[],

Sammanfattningsvis visar studierna (Lajoie & Mura, 1998; Tsamir & Sheffer, 2000; Grouws
& Reys, 1975b) att bade konkreta och abstrakta metoder har en viktig roll 1
matematikundervisningen, men att en obalanserad anvindning av konkreta modeller kan leda
till missuppfattningar.

5.5 Division med noll i tiljaren

Som presenterats i tidigare avsnitt 5.3.2 visade elever i Grouws och Reys (1975a) studie
okad kunskap gillande division med noll i ndmnaren mellan for- och eftertestet. Detta skiljer
sig dock frén resultatet pa de uppgifter dér noll befann sig i tdljaren. Uppgifter med noll i
taljaren var medelvérdet for ritt svar 4. 79 av 6 (79. 8%) 1 fortestet och sjonk till

3.20 (53.3%) i eftertestet. Resultatet pd uppsamlingstestet lag pd 3. 16 (52.7%). For att
forklara detta redovisas i studien elevernas svar pa en av uppgifterna, 0 + 10, som férekom i
testen. I fortestet var det 73. 3% som angivit det korrekta svaret noll. Pa eftertestet hade
denna procent sjunkit till 49. 7%. Det som 6kade var andelen elever som svarade att 0 + 10
var odefinierat, fran 4. 0% till 41. 9%. Grouws och Reys (1975a) drar slutsatsen att detta &r
till f6ljd av att eleverna dvergeneraliserat att divisioner innehallande noll alltid ger svaret
odefinierat.

5.6 Division med noll i bide tiljaren och ndmnaren

I Karakus och Aydins (2019) studie undersoktes ldrare med varierande ldng yrkeserfarenhet.
Studien visar att 45% av lararna motiverade sina svar pa operationen noll dividerat med noll,
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medan 51% enbart svarade genom att anvdnda matematiska regler. Den mest anvinda
motiveringen till operationen var den multiplikativa inversen av noll dividerat med noll,
oavsett hur ménga ars yrkeserfarenhet lararna hade. Andra motiveringar som fanns var bland
annat med konkreta modeller eller med hjélp av logiska resonemang baserade pd matematiska
principer. Fler larare med 6 till 10 &rs och 16 till 20 ars yrkeserfarenhet gav forklaringar som
fokuserade pa betydelsen av noll dividerat pa noll. Ju langre tid ldrarna hade arbetat som
verksamma ldrare, desto fler konceptuella forklaringar gavs till operationen. Nagra larare
med bade 1 till 5 och 6 till 10 ars yrkeserfarenhet gav inget svar pa operationen noll dividerat
med noll.

Wheeler och Feghali (1983, s. 148) behandlade resonemangsfragan "What is zero divided by
zero?" 1 sin studie. Dér svarade 23. 1% av lararstudenterna att noll dividerat med noll dr
odefinierat. Det mest forekommande svaret var noll, 67. 3%. Resonemangsfrdgan innebar att
lararstudenternas tankegéang skulle forklaras vilket utfordes av 51. 9%. Utav de som
forklarade sin tankegang var det 18. 5%, som forklarade att man inte kan ha noll som
ndmnare och 7. 4%, anvénde sig av forhallandet till multiplikation, det vill sdga inversen.
Anvindningen av division som forklaring anvidndes av 55. 6%, dir den mest forekommande
forklaringen var att man inte kan dividera: "How can one divide nothing into nothing and
receive anything but nothing" (Wheeler & Feghali, 1983, s. 152).

5.7 Paverkan av lidrares yrkeserfarenhet

Karakus och Aydins (2019) studie undersokte larares forklaringar av divisionen 7 <+ 0 i
relation till antalet &r som de varit verksamma som ldrare. Resultatet visade att
yrkeserfarenhet hade en betydande korrelation med hur korrekt de forklarade den
matematiska operationen division med noll. Lararna med 1 till 5 ars erfarenhet hade den
hogsta andelen felaktiga forklaringar, 24%, medan ldrarna med 16 till 20 ars erfarenhet inte
alls anvinde felaktiga forklaringar. Andelen korrekta forklaringar var ocksa relaterad till
erfarenhet, med en 6kning fran de med 1 till 5 ars erfarenhet, 43%, till de med 16 till 20 &rs
erfarenhet, 82%. Studien visade att ju ldngre ldrarna hade arbetat inom yrket, desto mer
korrekt forklarade de division med noll och desto mindre vanliga blev felaktiga forklaringar.
Karakus och Aydin (2019) menar att detta resultat tyder pa att erfarenhet ger lirarna en battre
forstaelse for de abstrakta aspekterna av matematik och stirker deras formaga att ge
forklaringar som grundar sig pa matematiska principer snarare dn intuition.

5.8 Didaktiska undervisningsstrategier

For att forbattra ldrarnas forstaelse, som i sin tur paverkar elevernas forstaelse av division
med noll, foreslar Quinn m.fl. (2008) att undervisningen bor fokusera pé forklaringar med
hjilp av gransviarde samt sambandet mellan multiplikation och division. Detta innebér att
man borjar med ett tal som divideras med en stérre ndmnare och sedan gradvis minskar denna
ndmnare mot noll. D4 blir kvoten allt stérre och tenderar gd mot odndligheten, vilket
indikerar att ingen &ndlig 16sning existerar. Quinn m.fl. (2008) argumenterar for att
progressionen av division med allt mindre tal kan anvédndas som en ingdng for att forsta
varfor division med noll 4r odefinierad. Med sambandet av multiplikation och division menar
Quinn m.fl. (2008) att det ocksa kan forklara huruvida den multiplikativa inversen av division
med noll inte dr definierad, med den anledningen att 7 < 0 = a, ska ett tal, a, multiplicerat
med noll bli 7, vilket &r omgjligt eftersom multiplikation med noll alltid resulterar 1 noll.
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Grouws och Reys (1975a) studie delade upp elever genom att anvénda sig av tva olika
strukturer i den lektion som holls dagen mellan fortestet och eftertestet. Fordelningen var
jamn s§ att det i varje arskurs var lika ménga klasser som fick vardera lektionsstruktur. Forsta
gruppen elever fick forsta typen av lektionsstruktur och introducerades till division och
dérefter divisionens inversa multiplikation. Efter introduktionen presenterades en
brékoperation med kvoten som en tom ruta och dess inversa multiplikation dar den faktor
som motsvarar kvoten ocksa skrivs som en tom ruta som eleverna skulle fylla i, exempelvis
15 + 3 = [, [J - 3 = 15. Det lades betoning pé att multiplikationen och divisionen
hinger ihop genom att de bestdr av samma tal. Efter att klassen fatt ett flertal liknande
exempel introducerades de till division med noll. Det konstaterades under lektionen att noll 1
ndmnaren ir odefinierat di dess inversa multiplikation inte har ndgon 10sning, samt att
division med noll 1 tdljaren gor att kvoten maste bli noll. Eleverna fick arbeta med ett
arbetshifte dir I6sningarna sedan diskuterades under lektionen (Grouws & Reys, 1975a).
Skillnaden under lektionen for andra gruppen var att multiplikationsoperationen alltid skrevs
ut forst for att darefter koppla det till motsvarande divisionen.

Resultaten av Grouws och Reys (1975a) studie presenterade en skillnad i for- och eftertestet .
En 6kad forstaelse hade skett i alla arskurser men en méarkbar skillnad visade sig mellan de
tva olika grupperna. Eleverna som forst haft fokus pa division for att darefter héarleda till
forhallandet med multiplikation, hade ett medelvarde pa 12. 4 av 18, vilket motsvarade

68. 9% ritt pa eftertestet. Medelvérdet for den andra gruppen 14g pa 11. 4 (63. 3%) ratt. Nar
det kom till uppsamlingstestet, sex veckor senare, hade bada grupperna ett medelvérde néra
11.2 (62.2%). Den forsta gruppen fick battre effekt direkt efter lektionen medan den andra
gruppen upprittholl sina kunskaper i storre utstrdckning. Trots uppsamlingstestets likvardiga
resultat drar Grouws och Reys (1975a) slutsatsen att det ar fordelaktigt att forst visa en
operation med division for att sedan koppla till dess inversa multiplikation da man ska
undervisa om division med noll. Med tanke pa att den forsta gruppens resultat sjonk mer dn
vad den andra gruppens gjorde i uppsamlingstestet uppmanar Grouws och Reys (1975b)
larare att kontinuerligt forklara konceptet av division med noll for att eleverna ska
uppritthélla forstielsen.

5.9 Forstaelse av noll paverkar inldrning

Begreppet noll har manga olika betydelser och definitioner i dagens vardagliga sprak (Blake
& Verhille, 1985). Blake och Verhille (1985) beskriver hur vi i vart vardagliga sprak syftar till
att noll betyder ingenting, ett tomrum. De kallar det for noll-dr-ingenting analogin
(zero-is-nothing analogy) och att det anvinds pa ett oprecist och tvetydigt sétt som gor det
svart att faststilla en exakt definition av ordet nol/ som ett begrepp inom matematiken. Att
uppné en djup matematisk struktur &r svart om det inte finns tydliga definitioner att bygga pa.
Blake och Verhille (1985) forklarar att noll-dr-ingenting analogin dnda leder till korrekta
16sningar och svar. Detta dock endast fram till métet med division med noll. Det dr forst nir
division med noll uppstar som analogins semantik blir en kélla till forvirring, vilket gor
resonemanget bade ologiskt och intuitivt otillfredsstéllande. I denna situation saknas en
logisk grund for att tillimpa analogin noll-dr-ingenting, och intuitionen leder konsekvent till
felaktiga 16sningar eller felaktiga resultat. Detta bidrar till att nir elever studerar matematik
uppstar stora svarigheter da de forvéxlar noll med ingenting (Blake & Verhille, 1985).
Liknande resonemang for Grouws och Reys (1975b) dér de uppmanar ldrare att pAminna
elever att sdga noll nér det dr passande matematiskt. Exempelvis under matcher om ett
idrottslag har noll podng och motstdndarna fyra podng ér det battre matematiskt att sdga att
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det stdr fyra - noll och inte fyra mot ingenting.

Vid {6rvirring 6ver konceptet noll &r division dir noll féorekommer svart att greppa som ett
tal, vilket Grouws och Reys (1975b, s. 601) beskriver genom f6ljande citat:

For example, consider those pupils who consider “zero not a number, but
just nothing.” Upon encountering a multiplication sentence which has no
solution, i.e. “nothing” works, it seems perfectly logical to conclude that
since “nothing” works in the multiplication sentence, the answer to the
related division sentence is zero.

Med detta menar Grouws och Reys (1975b) att nér elever ser en operation dir den
multiplikativa inversen inte har ndgon 16sning, bendmns det ofta som att inget tal fungerar
som losning. Elever som ser noll som ingenting kan darfor komma att dra den felaktiga
slutsatsen att kvoten pa division med noll blir noll.

5.10 Nérvaro av division med noll i liroplan och ldrobocker

I Tsamir och Sheffers (2000) studie som &r utford i Israel, beskrivs deras laroplan, israeliska
nationella matematikplanen (ISNM). Dér star det att larare for arskurs 4 forvantas forklara
division med noll som meningslost. Ett uttryck som 5 =+ 0 dr meningslést och uttrycket 0 = 0
ar ocksa meningslost. Laroplanen specificerar inte exakt hur division med noll ska undervisas
1 arskurs 4, dock beskriver Tsamir och Sheffer (2000) att populéra ldrobdcker och
lararhandledningar foreslar anvéindningen av konkreta argument for att forklara varfor
division med noll inte dr definierat. ISNM (Tsamir & Sheffer, 2000) ndmner division med
noll igen i arskurs 8. I denna érskurs, till skillnad fran i rskurs 4, forvintas lararna presentera
formella argument istéllet for varfor division med noll inte kan definieras, och sedan
uppmuntra eleverna att tillimpa denna kunskap nér det 10ser rationella ekvationer (Tsamir &
Shefter, 2000). Enligt den svenska ldroplanen (Lgr22, 2022) nimns det under det centrala
innehallet for kursplanen i matematik for arskurs 4 till 6, att eleverna ska utveckla kunskaper
om "De fyra rdknesétten och regler for deras anvindning vid berékningar med naturliga tal"
samt "Metoder for berdkningar med naturliga tal och enkla tal i bradk- och decimalform vid
overslagsrakning, huvudridkning och skriftlig berdkning" (Lgr22, 2022, s. 57). Under det
centrala innehéllet for arskurs 7 till 9 star det "Matematiska lagar och regler samt deras
anvandning vid berdkningar med tal i brak-, decimal- och potensform" och "Metoder for
berdkningar med tal i brak- och decimalform vid 6verslagsrakning, huvudrdkning och
skriftlig berdakning" (Lgr22, 2022, s. 58) dér division med noll kan inkluderas da det &r
berdkning av brak.

Av flertalet svenska ldrobdcker som undersokts i denna studie, se tabell 4, var det ingen som
presenterade definitionen av noll som ett naturligt tal for arskurs 4 till 6. Det forekom
daremot i larobdcker riktade mot arskurs 7 till 9 dir foljande definierade noll som ett naturligt
tal: Favorit matematik 7, Favorit matematik 9, Matte direkt 9, Mondo matte 7, Prio 8, Vektor
9 och X matematik. Se alla studerade ldrobocker i tabell 4.

I laroboken Favorit matematik 4 for arskurs 4 nimns det kort om division med noll i téljaren,
och att alla operationer dér noll dividerat med ett icke-noll tal blir 0. Det star inte djupare
forklaringar om varfor det blir sa, och inte heller exempel dér nollan finns i ndmnaren. I
laroboken Favorit matematik 7 for arskurs 7 ndmns det om operationer med noll i bade
taljaren och ndmnaren, med tillhdrande rdkneuppgifter. Det forklaras att noll dividerat med ett
icke-noll tal blir noll, och att man inte kan dividera tal med noll med den anledningen att talet
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blir odndligt, och att odndligheten inte &r ett tal. Dock skrivs det i en exempeluppgift att
15 =+ 0 inte dr definierat, och att divisionen inte gar att berdkna.

Alla larobocker som behandlade begreppet naturliga tal definierade dven noll som ett
naturligt tal, vilket framgar av tabell 4. Trots att ldroplanen for arskurs 4 till 6 (Lgr22, 2022)
beskriver att elever ska ldra sig berdkningar med naturliga tal dr det ingen av de studerade
larobdckerna for mellanstadiet som varken definierar eller presenterar naturliga tal. De
larobocker som har kryss i kolumnen for division med noll inneholl exempel dir noll
forekom i téljaren eller ndmnaren.
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Tabell 4

Tabellen visar vilka ldrobocker som undersoktes hos NCM samt huruvida de presenterade
foljande innehall: historiska talsystem (det babyloniska (B), mayanska (M) eller romerska
(R)), definitionen av noll som ett naturligt tal och exempel pa division ddr noll férekommer i
tiljaren och/eller ndmnaren. Markering i tabellen visar att det aktuella innehdllet behandlas
i en faktaruta eller genomgdng i ldroboken.

Tabell 6ver undersokta larobocker och innehall
Innehall
Larobok Arskurs | Historiska talsystem | Noll definieras som | ... = .
B, MochR ett naturligt tal
Matte direkt borgen 4
5 R
6
Favorit matematik 4 x*
5 B,M,R
6 B,M,R
Koll pa matematik 4
5
6 B,M,R
Vektor 7
8
9 B,M,R X
XYz 7 X
8
9
Mondo 7 X
8
9
Prio 7
8 X
9
Mattedirekt 7 M, R
8
9 X
Favorit matematik 7 R X x**
8
9 X

* =Noll i téljaren
** = Noll 1 tdljaren och/eller ndimnaren
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6 Inslag av matematikhistoria i undervisning

I detta kapitel presenteras hur historiska perspektiv kan paverka inlédrningen, med beaktande
av bade potentiella vinster och risker samt hur det kan paverka elevers matematiska
forstaelse. Vidare undersoks nédrvaron av historia i svenska ldrobocker i matematik.

6.1 Matematikhistoria i undervisning

Enligt Bréting och Pejlare (2015) frén artikeln On the relations between historical
epistemology and students conceptual developments in mathematics framhivs bade fordelar
och risker med att integrera matematikhistoria i undervisningen. Artikeln (Brating & Pejlare,
2015) syftar till att belysa fallgroparna med att anvinda matematikhistoria 1 undervisningen,
dé det kan leda till forvirring bland bade ldrare och elever. Forfattarna menar att det kan bli
sarskilt problematiskt att direkt forsoka parallellisera den historiska epistemologin med
elevers begreppsbildning. Vidare argumenterar de for att det dr problematiskt att férvinta sig
en historisk motsvarighet till elevers utveckling nir de fortfarande kimpar med att forsta ett
matematiskt begrepp. Trots fallgroparna understryker Brating och Pejlare (2015) att de tror
att matematikundervisningen kan dra nytta av bade history (historia) och heritage (arv), s
linge som dessa tva perspektiv inte blandas ihop. Dessa tva perspektiv grundar sig i en studie
av Grattan-Guinness som refereras till 1 Briting och Pejlares studie (2015). Perspektiven
skiljer sig at d4 historia handlar om att forsta det forflutna i sin egen kontext, medan arv
fokuserar pa hur det forflutna paverkar och anvinds i nutiden.

Bréating och Pejlare (2015) forklarar att historia innebér att man studerar en specifik
matematisk teori, definition eller ett koncept utifrdn ett historiskt perspektiv och fokuserar péa
detaljerna kring dess ursprungliga utveckling och dess forhistoria. Den historiska ansatsen
forsoker besvara fragan "what happened in the past?" men ocksa "what did not happen in the
past?" (Brating & Pejlare, 2015, s. 254). Den kan dven beakta skillnader mellan historiska
begrepp och modernare begrepp som vid forsta anblick kan verka liknande. Ett konkret
exempel som Brating och Pejlare (2015) lyfter dr att om man studerar Eulers
funktionsbegrepp med den historiska ansatsen, skulle fokus ligga pé att analysera hans
funktionsbegrepp baserat pa det matematiska sammanhanget under den specifika
tidsperioden, utan att paverkas av det moderna funktionsbegreppet. Att funktionsbegreppet
var annorlunda pa 1700-talet jamf{ort med idag skulle inte vara huvudpodngen.

Med arv refererar Bréating och Pejlare (2015) till inverkan pa utvecklingen av matematik i
efterfoljande tidsperioder av en viss matematisk idé, en teori, definition eller ett koncept.
Huvudfokus ligger vanligtvis pd den moderna formen av det studerade begreppet, med
uppmaérksamhet pa dess utvecklingsgang och, nér det dr ldmpligt, infogas moderna idéer i det
studerade begreppet. Anviandningen av arvs-ansatsen leder ofta till en modernisering av
gamla resultat for att visa deras nuvarande plats inom matematiken, men det historiska
sammanhanget tas inte alltid i beaktande. Brating och Pejlare (2015) menar att det ar legitimt
att anvinda arvs-ansatsen sd ldnge den inte blandas ithop med den historiska ansatsen. En
aspekt som artikeln lyfter ar att det ar viktigt att komma ihag att tidigare matematikers
definitioner baserades pa det konceptuella ramverk som var tillgidngligt vid den aktuella
tiden. Brating och Pejlare (2015) menar att man inte bor anta att historiska matematiker
nodvindigtvis strivade efter dagens moderna definitioner. Historiska matematiker och elever
idag har olika teoretiska ramverk, det vill sdga olika forutsittningar att forhélla sig till vid
motet med matematiken. Fortsdttningsvis menar de att historiska matematiker utvecklade
olika begrepp genom att successivt formulera, testa och vid behov omdefiniera sina begrepp,
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nerifran och upp for att béttre passa deras aktuella matematiska mél. Dagens studenter moter
daremot fardiga definitioner och forsoker forstd dem uppifran och ner, vilket kan leda till
missforstand och felberdkningar (Brating & Pejlare, 2015). Nér paralleller dras mellan
historisk och nutida matematik blandas ofta historia och arv ihop, vilket &r problematiskt
eftersom historiska definitioner maste tolkas i sitt ratta sammanhang. Brating och Pejlare
(2015) beskriver hur kulturella och lokala idéer varierar dver tid och paverkar
begreppsutveckling pa olika sétt, vilket gor det riskabelt att anta en platonsk syn pa
matematikens utveckling. Dessutom skiljer sig den kognitiva nivan mellan dagens
genomsnittliga student och historiens stora matematiker. Darfor finns det ingen sjalvklar vig
for hur matematiska koncept utvecklas och hur kulturella faktorer spelar en central roll i
denna process. Detta talar emot att okritiskt jamfora historisk utveckling med elevers
begreppsbildning, eftersom dessa sker i skilda kulturella och kognitiva sammanhang.

Béda perspektiven arv och historia kan berika matematikundervisningen, men det ar viktigt
att skilja dem at (Brating & Pejlare, 2015). Forfattarna menar att en historisk kontext kan ge
elever en djupare forstaelse for matematiska begrepp och dess utveckling, men att det
samtidigt finns en risk att om historia och modern matematik blandas samman kan det leda
till missforstand.

6.2 Nirvaro av historiska talsystem i laroplan och larobocker

I Lgr22 (2022) namns det under &mnets syfte om huruvida historiska skeenden kan vara till
stor fordel for eleverna for att forsta historiska sammanhang i matematiken. Det stér:
"Undervisningen ska ge eleverna forutséttningar att utveckla kunskaper om historiska
sammanhang dir viktiga begrepp och metoder i matematiken har utvecklats" (Lgr22, 2022, s.
54). I det centrala innehallet for arskurs 4 till 6 anges att undervisningen ska behandla "olika
talsystem och nagra talsystem som anvénts i olika kulturer genom historien" (Lgr22, 2022, s.
56). For arskurs 1 till 3 nimns "symboler for tal och symbolernas utveckling 1 nagra olika
kulturer genom historien". (Lgr22, 2022, s. 55). Under det centrala innehallet for rskurs 7 till
9 ndmns det ddremot ingenting om matematikens historia i undervisningen (Lgr22, 2022).

De larobocker som presenterade historiska talsystem visade ocksa exempel dér noll ingick, se
tabell 4. I de svenska ldrobockerna Favoritmatematik 5a, Favoritmatematik 6a,
Favoritmatematik 7, Koll pd matematik 6b, Matte direkt borgen 5a, Matte direkt borgen 6b,
Matte direkt 7 och Vektor dk 9 som anvénds i matematikundervisning inkluderas uppgifter om
historiska talsystem. Det presenteras olika historiska talsystem med dess ursprung och
utveckling. I majoriteten av ldrobockerna presenteras talsystemen, bland annat det
babyloniska, mayainska och romerska, med en tabell som visar motsvarigheten i det
hindu-arabiska talsystemet som anvénds idag. Darefter foljer ofta enstaka tillhdrande
uppgifter dér eleverna exempelvis far 1 uppgift att addera tva tal skrivna med babyloniska
symboler.
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7 Diskussion

Nollan har utvecklats fran att vara en symbol och siffra till ett tal som anvéinds bade i
vardagen och inom matematiken. I f6ljande kapitel diskuteras det om historian bakom noll
och division med noll samt hur den kan anvindas for att skapa djupare forstaelse 1
undervisningen. Vidare diskuteras det om matematikldromedel for mellan- och hogstadiet
med fokus pa hur historiska talsystem och division med noll behandlas, samt liromedlens
begrinsningar. Slutligen sammanfattar vi litteraturstudien genom att presentera tva
16sningsforslag som kan forklara varfor division med noll dr odefinierat och inget annat.

7.1 Noll: historia och tillimpning inom matematikamnet

Noll har utvecklats frén att enbart vara en platsmarkor till att bidra till utvecklingen av dagens
aritmetik och algebra. Den konceptuella forstaelsen for noll och dess anvéndning har varit
svr genom historien och &r dn idag. Babyloniernas anvéndning av noll som platsmarkor visar
att nollan var en 16sning for tomma platser. Genom att anvédnda sig av sneda kilformade
symboler for att markera den tomma platsen mellan siffror kunde de undvika tvetydigheter,
men de behandlade aldrig dessa symboler som ett eget numeriskt virde. En annan aspekt att
beakta &r att babylonierna aldrig placerade sina platsmarkor-symboler i slutet av ett tal, vilket
antyder att deras behov av tydlighet endast gillde inuti tal. De forlitade sig pa kontexten for
att forstd det exakta virdet. Med tanke pd hur linge babylonierna klarade sig utan de sneda
kilformade symbolerna, kan man diskutera hur viktiga de egentligen var. Detta kan tyda pa att
behovet av en platsmarkdr enbart uppstod nédr deras matematiska berdkningar blev allt mer
komplicerade och ddrmed behovde 6kad noggrannhet.

Det &r intressant att notera att babyloniernas anvandning av noll skiljer sig markant fran andra
civilisationers anvindning av noll. Mayafolkets system innehdll en tydlig nollsymbol som var
en del av deras kalendermatematik och hade dé en aktiv roll. Detta tyder pa att olika
samhillen hade skilda behov och matematiska synsitt beroende pa deras praktiska och
kulturella sammanhang. Virt att diskutera dr den kulturella och historiska spridningen av
noll. Resultatet i denna studie visar att noll inte alltid varit en sjélvklar del av matematiken
och att dess acceptans 1 olika delar av vérlden utvecklats olika snabbt. Spridningen av noll till
Europa métte motstand, och den ldngsamma acceptansen kan forklaras av att den romerska
matematiken inte hade en motsvarighet for noll, samt den filosofiska tveksamheten gentemot
att erkénna ingenting som ett numeriskt virde.

Nollans utveckling och forstéelse har varit en komplex process genom historien, och denna
komplexitet aterspeglas i elevernas och lirarnas svérigheter att hantera begreppet idag. En
central friga &r hur historiska inslag kan paverka forstielsen av noll. A ena sidan kan ett
historiskt perspektiv bidra till en djupare forstaelse genom att visa hur olika kulturer och
matematiska traditioner har nirmat sig nollan. A andra sidan kan det ocksa skapa forvirring
om det inte formedlas pé ett pedagogiskt genomtinkt sitt. En risk &r att elever 6vertolkar
dldre forestdllningar och applicerar dem i moderna sammanhang dér de inte langre &r giltiga.

7.2 Division med noll: historia och tillimpning inom matematikimnet

Vidare kan vi observera att de forklaringsmodeller som anvédndes av historiska matematiker
vid hantering av division med noll p&d ménga sitt dverensstimmer med de forklaringar som
larare, lararstudenter och elever anvédnder idag. Idéer som att talet 1 tdljaren ar svaret till
division med noll, att det resulterar i noll, att det dr odndligt, att det inte gar att berékna eller
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att det dr odefinierat har dterkommit genom historien och speglas fortfarande i moderna
resonemang. Trots att de konceptuella ramverken har fordandrats 6ver tid, fran historiska
matematikers synsitt till dagens didaktiska perspektiv, kvarstar utmaningarna i att forstd och
forklara division med noll. Vi ser frin resultatet av denna litteraturstudie att d&ven dagens
larare, lararstudenter och elever bygger sina forklaringar pa dessa grundlaggande idéer, trots
den matematiska utvecklingen och ett mer avancerat teoretiskt ramverk. Detta tyder pa att
vissa fundamentala tankemonster kring noll och division med noll dr djupt rotade 1 vart
matematiska tinkande och paverkar inldarningen. I undervisningssammanhang kan lararen
beskriva hur utvecklingen av tankar bakom berdkning av division med noll for eleverna. Med
detta kan eleverna skapa en uppfattning om varfor kvoten till division med noll inte blir ett
tal, noll, odndligt eller omojligt. Den blir odefinerad. Eleverna kan exempelvis studera
Brahmaguptas forsok till att definiera kvoten till division med noll och reflektera 6ver hur
han resonerade i1 forhallande till hur vi resonerar idag.

Bréting och Pejlare (2015) diskuterar hur matematikhistoriska inslag i undervisning kan bidra
med 0kad forstdelse eller mer forvirring kring &mnet. Just division med noll &r inget specifikt
de bendmner men deras teorier kan anpassas till vart exempel. Precis som nidmnts ovan har
larare, lararstudenter och elever idag ett annat teoretiskt ramverk &n vad historiska
matematiker hade. Matematiker har genom historien férsokt visa en losning pa division med
noll men det tog flera hundra ar innan de kom fram till 16sningen som idag anses korrekt, att
divisionen blir odefinerad. Begreppet odefinerad fanns inte for exempelvis Bhaskara,
Mahavira och Brahmagupta (Romig, 1924) och heller inte begreppet odndlighet som Wallis
beskrev (Romig, 1924). Att presentera historiska l6sningsforsok pé division med noll kan
skapa forvirring om eleverna inte tydligt ser skillnaden mellan historiska och moderna
matematiska ramverk. Brating och Pejlare (2015) betonar vikten av att sirskilja mellan
historia och arv, sa att elever forstar att 4ldre matematiker arbetade under andra
forutséttningar. Genom att elever till en borjan forstar nollans matematiska roll i1 division med
noll med formella argument innan de introduceras for dess historiska utveckling kan risken
for missforstdnd minska. De forutséttningar som finns for att 16sa division idag skiljer sig helt
fran hur det var forr. Historiska matematiker hade ett annat typ av konceptuellt ramverk dn
vad elever 1 hogstadiet har idag da matematiker enligt historien tillbringade en stor del av sitt
liv med matematiken. Eleverna i hogstadiet har matematik nagra timmar i veckan och
intresset eller engagemanget ar sillan jaimforbart. Genom att beskriva dessa skillnader skapas
en forstaelse hos eleverna hur de idag kan l16sa uppgifter som inte historiska matematiker for
hundratals ar sedan kunde 16sa. Att forsta nollans historia kan darfor vara viardefullt, men det
maéste kopplas till moderna matematiska definitioner for att undvika missforstand hos elever.

Dessa paralleller visar att vissa tankemonster kring noll verkar vara universella och
aterkommande, trots skillnader 1 tid, kultur och kunskapsniva. Det dr darfor intressant att
undersoka hur dessa idéer dverlevt. Precis som de historiska férsoken visar, kan begrepp som
odndlighet eller gar inte kdnnas mer intuitiva dn den formella definitionen odefinierad. Detta
pekar pé en viktig didaktisk utmaning, att forena elevers intuitiva forstdelse med det formella
matematiska ramverket. Ett exempel pa detta dr det ofta forekommande svaret pa att division
med noll skulle kunna resultera i odndlighet. Resultaten fran studierna visar att elever 4n idag
ofta svarar att division med noll dr odndligt. Detta resonemang gar att hérleda till dldre
matematiska idéer som presenterades av Wallis under 1600-talet. Utifrén ett didaktiskt
perspektiv innebér detta att undervisningen behover adressera bade de matematiska
definitionerna och de underliggande missforstdnden. Det &r inte tillrédckligt att bara slé fast att
division med noll dr odefinierad utan ldrare behover ocksa hjilpa eleverna att forstd varfor det
ar sé, och varfor det inte kan vara nagot annat. Hér finns ddrmed stora mojligheter att
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anvinda historiska exempel som en brygga mellan elevens vardagsforstéelse och
matematiken. Vi kan konstatera att ett historiskt perspektiv inte bara forklarar hur
uppfattningar om noll och division med noll vuxit fram, utan ockséa hur dessa idéer
fortfarande paverkar forstaelsen hos elever och ldrarstudenter idag. Den didaktiska
utmaningen ligger i att knyta samman dessa historiska exempel med den moderna
matematiken och dirigenom skapa en undervisning som inte bara formedlar rétt begrepp,
utan ocksa framjar djupare forstaelse och nyfikenhet hos elever. Det finns med andra ord en
stor pedagogisk vinst i att anldgga ett historiskt perspektiv i undervisningen om noll och
division med noll, men kréver att lararen sdrskiljer pa den historiska matematiken och dagens
moderna matematik.

7.3 Den pedagogiska paradoxen: Hur lir man ut ingenting?

Ordet noll har genomgatt en spriklig och konceptuell transformation som skapar bade
filosofiska och pedagogiska utmaningar. Ordet harstammar ursprungligen fran det indiska
ordet sunya som betyder tomhet vilket antyder att noll initialt inte bara var en numerisk
symbol utan ocksa en abstrakt idé om franvaro eller tomrum. Detta leder till en
grundldggande spriklig paradox: Hur kan ndgot som representerar ingenting &ndéd ha en egen
existens? I vardagligt sprak implicerar ingenting en total franvaro, medan noll inom
matematiken betraktas som ett tal med ett definierat virde, vilket kan orsaka
missuppfattningar sirskilt vid operationer med division. Som Juter (2022) och Tsamir och
Shefter (2000) papekar, kan denna sprékliga tvetydighet gora det svart att forstd varfor
division med noll dr odefinierad for lararstudenter och elever. Detta dilemma forstarks av
historiska skillnader i hur matematiska begrepp utvecklats.

Resultatet visar att elevers uppfattning om noll ofta priaglas av vardagliga forestillningar dér
noll ses som ingenting (Blake & Verhille, 1985). Denna forenklade analogi fungerar i vissa
sammanhang men leder till problem vid mer abstrakta begrepp/operationer/divisioner som
division med noll. Som Grouws och Reys (1975b) visar, tenderar elever att resonera att om
ingenting fungerar i en multiplikation, sa blir kvoten 1 motsvarande division noll. Detta dr en
slutsats som bygger pa intuition snarare 4n matematiska resonemang. Dock kan det finnas en
pedagogisk vinst i att anvdnda uttryck som exempelvis addera ingenting 1 undervisningen
sarskilt i tidiga &rskurser. Forklaringar dir det kan vara meningsfullt att sdga att om man har
fem dpplen och lagger till ingenting, sa har man fortfarande fem. Detta beskriver pa ett
intuitivt sdtt nollans effekt i en matematisk operation, dér noll-dr-ingenting analogin fungerar
som ett verktyg for att forsta berdkningen. Det finns som sagt bade pedagogiska vinster och
utmaningar med noll-dr-ingenting analogin. Ett exempel pd en utmaning ir nér elever moter
mer komplexa matematiska operationer dér noll har definierade egenskaper, och inte bara ar
ett tomrum. Detta tyder pd behovet av ett mer precist sprak i undervisningen. Att exempelvis
sdga “fyra - noll” 1 en idrottssituation istillet for “fyra mot ingenting” kan bidra till att befdsta
noll som ett tal snarare @n ett tomrum. For att undvika missforstdnd behdver eleverna inte
bara procedurkunskaper utan ocksé en begreppslig forstaelse for nédr vardagliga analogier inte
langre ar tillampbara. Samtidigt som ldrare kan man med fordel uppméarksamma for eleverna
att noll i ménga vardagliga sammanhang fungerar som en referens snarare dn som ett tecken
pa tomhet. I stillet for att signalera franvaro markerar noll ofta en neutral position eller ett
utgangsldge som exempelvis vaning noll i en byggnad eller havsnivan i h6jdmaétningar. |
dessa fall representerar noll ett faktiskt vérde i skalan, snarare &n ingenting. En nyanserad
undervisning av noll kan bidra till att eleverna erhaller en mer djupgdende forstielse av dess
betydelse i olika matematiska sammanhang.

31



Vidare framkommer det i resultatet av denna litteraturstudie att minga elever och dven
lararstudenter har bristande forstaelse for varfor division med noll dr odefinierad. Som
Clarke, Roche och Mitchell (2010) diskuterar ar brak ett utmanande omrade att undervisa om
och att lira sig. Enligt resultatet i denna litteraturstudie stimmer det inte minst nér nollan &r
inkluderad. En mojlig 16sning dr att f6lja en mer konceptuell undervisningsmodell dér elever
far arbeta sig uppat i sin forstaelse, snarare dn att borja med abstrakta regler. Att forst forsta
multiplikation, sedan division och dédrefter den inversa relationen kan hjilpa elever att gradvis
bygga upp en stabil forstaelse for varfor division med noll skapar problem. Att elever forstar
multiplikation och division innan de introduceras for division med noll 4r mer fordelaktigt dn
att mota det som en abstrakt regel utan kontext. Lararen bor aktivt arbeta med att fa elever att
ifragasitta och utforska matematiska regler snarare dn att bara acceptera dem. Detta dr en del
av den svenska ldroplanen (Lgr22, 2022) dir ldrare ska ge elever mdjlighet att gora
rimlighetsbedomningar vid berdkningar.

Vi har observerat att larare har anvént sig av regeln att division med noll dr odefinierad och
anvander forklaringen att det bara dr sd, utan att ge ett djupare resonemang. Detta kan vara
problematiskt eftersom det kan himma elevernas nyfikenhet, kritiska tdnkande och forstaelse
av matematiska koncept. Att forlita sig enbart pd matematiska regler kan ocksa leda till
ogrundade slutsatser. Ett exempel pa detta dr den generalisering som uppkom da elever
forstatt att noll i ndmnaren gjorde operationen odefinierad och dédrmed drog slutsatsen att
division med noll 1 tdljaren fick samma resultat (Grouws & Reys, 1975a). En viktig didaktisk
implikation dr dérfor hur ldrare presenterar och forklarar noll, sérskilt i relation till
divisionen. Det dr ocksé relevant att papeka att regelbaserade forklaringar som forekom ofta 1
de undersokta studierna kan ha en grund i att man anser att dagens matematik ar fullstédndig.
Genom att betrakta matematiken som ett stindigt pagaende arbete snarare dn en fardig
produkt kan det bli tydligare varfor det dr viktigt att forsta resonemang och bakomliggande
koncept dn att enbart forlita sig pa inldrda regler.

7.4 Liromedlens begrinsningar och det didaktiska ansvaret

I var undersokning av svenska larobocker i matematik for mellan- och hogstadiet pA NCM
fann vi inte att division med noll varken i téljaren eller nimnaren var en del av innehéllet. Det
var endast tva av alla bocker som tog upp det, se tabell 4. Detta innebdr i sin tur att 4nnu
storre ansvar laggs pa lararen att forklara division med noll bade nér noll star 1 tiljaren och
ndmnaren. Fran resultatet i denna litteraturstudie ser vi inte att ldrare och ldrarstudenter har
tillracklig forstaelse for att undervisa elever om vad division med noll dr och varfor det blir
odefinierat. Larare med Over tio ars yrkeserfarenhet kunde i storre utstrackning ge korrekta
vilgrundade forklaringar till varfor divisionen blir odefinierad. En frdga som vécks kring
detta dr vad det kan bero pé att endast lirare med léngre erfarenhet har djupare forstéelse
kring division med noll? Kan deras forstaelse utvecklas pa grund av att de genom aren mott
fragor och funderingar frin elever om division med noll? Genom att besvarat fradgor och
reflekterat djupare 6ver varfor division med noll dr odefinerad kan de skt mer
grundldggande forklaringar. En annan mdjlig forklaring &r att de med langre erfarenhet har
haft fler tillfdllen att sjdlva stota pa och diskutera amnet med kollegor, vilket kan ha bidragit
till en fordjupad forstaelse. Oavsett orsak pekar detta pd vikten av att integrera tydligare
undervisning om division med noll i bdde lararutbildning och fortbildning for att sdkerstilla
att alla larare, oavsett erfarenhet, har de kunskaper som krévs for att undervisa om dmnet pa
ett korrekt och begripligt sitt.
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En motsdgelsefull insikt vi identifierade under undersdkningen av svenska
matematikldrobdcker i forhdllande till ldroplanen (Lgr22, 2022) var nédrvaron av division med
noll. Laroplanen (Lgr22, 2022) beskriver att elever 1 arskurs 4 till 6 ska ldra sig "De fyra
raknesétten och regler for deras anviandning vid berékningar med naturliga tal" (Lgr22, 2022,
s. 57) dar division med noll &r inkluderat da noll &r ett naturligt tal enligt andra larobocker
fran undersokningen, se tabell 4. Att division med noll i tdljaren dr det enda exemplet i en av
bockerna ar vildigt motsdgelsefullt. Da larobocker ska vara ett hjdlpmedel for att underlétta
lararens undervisning kan man se det som essentiellt att de uppfyller det innehall som
forvantas ingd i undervisningen enligt laroplanen. Med avsaknad av uppgifter eller
forklaringar i 1drobdckerna till division med noll méste 14raren vara uppmérksam. Lararen
behover pé egen hand upptécka det laroplanen kraver som inte larobdckerna uppfyller och pa
ett pedagogiskt sétt forklara det for eleverna. Att hitta det innehall som ldrobdckerna inte
behandlar dr svart. Det ar darfor viktigt att lararen inte helt forlitar sig pa och utformar
undervisningen enbart efter laroboken.

Att anvinda fysiska modeller for att berdkna och forklara brék och division dr i ménga fall
vildigt pedagogiskt da det blir synligt och konkret for eleverna. I fallet med division med noll
kan dock fysiska modeller leda till forvirring, vilket Lajoie och Mura (1998) diskuterar. Detta
bidrar till stora svarigheter for ldrare da de inte kan forlita sig pa konkreta argument eller
fysiska modeller eftersom det kan bli forvirrande for eleverna. Samtidigt dterfinns endast ett
exempel med division med noll i ndmnaren i1 en av de undersokta larobockerna for hogstadiet.
I laroboken finns en exempeluppgift som forklarar att man inte kan dividera tal med noll da
det blir odndligt, och att odndligt inte ar ett tal. Det anges 1 en annan exempeluppgift i samma
larobok att division med noll inte dr definierat och att det inte gar att berdkna. Informationen 1
laroboken ar ddrmed motsédgelsefull. Det som ar intressant dr att samtliga svar i laroboken
sdger emot varandra, och kan dirfor bli mer forvirrande bade for elever som forsoker forstd
begreppet och for ldrare som ska formedla det pa ett tydligt sitt. Efter att ha granskat
resultaten i de undersokta artiklarna har vi som blivande lirare insett betydelsen av att ha
kunskap och forstaelse for division med noll for att kunna hantera det i
undervisningssammanhang. Vi ser dock utmaningar med att inkludera detta i undervisningen
eftersom det finns fa laromedel som behandlar &mnet. Det dr déarfor inte sjalvklart att larare
uppmaédrksammar det, om det inte lyfts pd annat sitt, till exempel genom fragor frdn nyfikna
elever.

7.5 Didaktiska losningsforslag

Studierna diskuterar olika 16sningsforslag till hur ldrare kan forklara division med noll. Vi
viljer att lyfta tva olika forslag som vi som framtida larare tar med oss. Dessa anser vi som
bade pedagogiska och effektiva for att forklara division med noll i nimnaren utan att anvinda
fysiska modeller eller regelbaserade forklaringar. Forklaringsmodellerna bidrar till en 6kad
konceptuell forstaelse di de baseras pd matematiska principer och metoder.

Det forsta 1osningsforslaget pa forklaringsmodell beskrivs av Grouws och Reys (1975a). De
menar att vid forklaringen av division med noll kan ldraren relatera till sambandet mellan
multiplikation och division. Vi resonerar pé liknande sétt som Grouws och Reys (1975a), att
elever kommer fa en storre forstielse for definitionen av division med noll genom att de forst
introduceras till divisionen for att sedan relatera till den multiplikativa inversen. Detta kan
genomforas under en genomgang med exempeluppgifter diar kvoten representeras av en tom
ruta eller symbol i bade divisionen och multiplikationen. Exempelvis divisionen

15 = 0 = U och den multiplikativa inversen [] - 0 = 15. Hér soker vi alltsa efter ett tal
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som multiplicerat med 0 blir 15. Enligt definitioner for multiplikation finns inget tal som kan
multipliceras, da alla tal multiplicerat med O blir O och kan ddrmed inte vara lika med 15.
Detta innebdr att division med noll i nimnaren dr odefinierad dé det inte finns négot tal som
multiplicerat med noll kan ge ett annat numeriskt varde &n noll. Ett missforstdnd som kan
uppsté dr ndr elever stoter pd divisionen 0 <+ 0. Ett tal dividerat med sig sjalv &r lika med 1,
exempelvis 5 = 5 = 1 och elever kan missforsta och dra slutsatsen att divisionen 0 <+ 0
ocksa maste bli 1. Detta missforstdnd kan forklaras med hjélp av sambandet mellan division
och multiplikation da divisionen 0 +~ 0 = [J och den multiplikativa inversen [] - 0 = 0.
Den multiplikativa inversen beskriver att ett tal multiplicerat med 0 blir O vilket géller for
alla tal, och dérfor dr denna division ocksé odefinerad da det inte finns ett entydigt svar. I det
fall, da lararen anvédnder sig av en tom ruta som representation, dr det en viktig aspekt att
reflektera Gver hur detta som fysisk modell kan vara kélla till forvirring som Lajoie och Mura
(1998) diskuterar. En mdjlig l6sning for att undvika de tomma rutorna som symbol dr att
anvéanda bokstadver for att representera hur talen i division och dess multiplikativa invers
relaterar, exempelvisa —~ b = ¢ © ¢ - b = a, eller med former som presenteras i exemplet
15.4.3.

Det andra 16sningsforslaget ar att anvénda grinsvirde som ett verktyg for att forklara for
elever varfor division med noll dr odefinierad. Att anvénda gransviarde som forklaring 1
undervisningen foreslar Quinn m.fl. (2008) som en metod for att forbéttra ldrarnas forstaelse
av division med noll och ddrmed deras mojligheter att undervisa om det. Vi anser att detta
dven dr nagot som elever kan dra nytta av. Genom att forklara hur kvoten i en division blir
storre och storre ju mindre talet i ndmnaren &r, kan elever fa en djupare forstaelse for att
division med noll inte kan ha ett entydigt resultat. Ett tydligt exempel &r att ta en serie tal som
narmar sig noll och underséka vad som hinder med kvoten. Om vi dividerar talet 1 med
successivt mindre positiva tal, som 1 <= 0.1, 1 = 0.01 och 1 =+ 0.001, ser vi att resultatet
blir 10, 100 och 1 000. Kvoten blir alltsa storre och storre. Om vi istillet dividerar 1 med
negativa tal som narmar sig noll, som1 + (—0.1),1 = (—0.01) och 1 + (—0.001), ser
vi att resultatet blir -10, -100 och -1 000, vilket innebér att talet 1 kvoten blir ett storre och
storre negativt tal. Detta visar att ndr nimnaren nérmar sig noll fran olika hall (positivt och
negativt), gar kvoten mot tva helt olika granser: positiv och negativ odndlighet. Granserna
kommer inte att ge ett entydigt svar och dirfor dr divisionen med noll i nimnaren inte
definierad. Detta kan med fordel visas visuellt med hjdlp av en graf for funktionen 1 + x,
som illustrerar hur kvoten av divisionen ser ut nir x nirmar sig noll frén bade positiv och
negativ riktning.

Ett missforstand som kan uppsta med detta 16sningsforslag dr om eleverna istillet tdnker att
kvoten till division med noll blir odndlig. Ett sétt att forhindra detta missforstand &r att ldraren
noggrant forklarar att om kvoten gar mot oéndlighet, innebér det inte att den nér ett specifikt
vérde, utan snarare att resultatet blir odndligt stort i bdde positiv och negativ riktning
beroende pad om vi ndrmar oss noll fran den positiva eller negativa sidan. Det dr da viktigt att
understryka for eleverna att odndlighet inte ar ett tal, utan ett sétt att beskriva nagot utan
grans. Att det fran positiv och negativ riktning mot noll drar sig mot positiv respektive
negativ odndlighet. Detta medfor att nar nimnaren dr noll finns inte ett bestimt resultat och
darfor inte kan definieras matematiskt. Anledningen till att elever dnda tror att kvoten blir
odndlig kan vara for att de har svért att se odefinierat som ett korrekt svar da det kan ge en
kdnsla av att det ar ofullstdndigt. Varken odndlighet eller odefinierat ar ett specifikt vérde.
Med tanke pd att odndligheten har en symbol, oo, till skillnad frdn odefinierat som inte har
det, kan det darfor ge kidnslan av att odefinierat inte ar ett fullstindigt svar.
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7.6 Vidare forskning

Vidare forskning kan undersoka hur olika pedagogiska metoder paverkar elevernas forstielse
av noll och division med noll. Att undersdka huruvida det finns fysiska modeller eller
visuella representationer som kan minska elevernas forvirring kring begreppet noll kan vara
fordelaktigt for att anvénda i ldgre arskurser som mellanstadiet da elever dér anvander
mycket figurer och symboler for att forstd division och brak. Det vore ocksa intressant att
jamfora hur laroplaner i flera olika linder behandlar detta &mne och hur det paverkar
elevernas begreppsforstaelse. Fran vira undersokningar av ldromedel dir division med noll
inte dr inkluderat anser vi att mer forskning kring hur moderna liromedel béttre inkluderar
forklaringar och uppgifter som ror division med noll dr nddvéndig.
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