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Forord

Forst och framst tackar vi var handledare Tobias Gebédck fér hans stdd och hans
insats. Vi vill &ven tacka vara opponenter och examinatorerna Ulla Dinger och Maria
Roginskaya. Vi vill dven tacka alla som bidragit med aterkoppling under fackspraksméten
och bibliotektstillfallen.

Under arbetets gang har en logghok forts éver de veckovisa framsteg som gruppen har
gjort och antal timmar projektet har tagit. Projektet har gjorts i grupp om tre personer,
i denna bidragsrapport kommer det framga hur gruppen har arbetat tillsammans for att
genomfora arbetet. Viktigt att tilldga &r att gruppen jobbat ndra och haft kontinuerlig
kontakt och alla beslut om innehéll har gemensamt diskuterats under processen.

Kapitel Avsnittsrubrik Huvudforfattare
Populédrvetenskaplig presentation Jessica
Sammandrag och Abstract Felicia

1 Inledning Felicia

1.1 Bakgrund Felicia

1.2 Syfte Jessica, Felicia

1.3 Problemformulering Jessica, Felicia

1.4 Avgrénsningar Jessica, Felicia

2 Sambhélleliga och etiska aspekter Jessica

3 Teori

3.1 Differentialgeometrin hos kurvor och ytor

3.1.1 Parametrisering av kurvor Christian

3.1.2 Bagléngdsparametrisering Felicia

3.1.3 Frenet-Serrets formler Christian

3.2 Geometriska floden Jessica, Felicia

3.2.1 Krokningsflode Jessica

3.2.2 Ytdiffusion Jessica

3.3 Utvecklingsmetoder for hyperytor

3.3.1 Nivaméngdsmetoden Christian

3.3.2 Fasfélts metoden Felicia, Christian

3.3.3 Cahn-talet Jessica

3.34 Diffusiv skalning Felicia

4 Metod Felicia

) Resultat

5.1 Berdkningar for geometriska floden Felicia

5.2 Numeriska berédkningar Jessica, Christian

6 Diskussion Jessica, Felicia

A Appendix 1 — Teori Felicia, Christian

B Appendix 2 — Numerisk Christian

C Appendix 3 — Felkéllor Jessica

D Appendix 3 — Kallkod Christian






Popularvetenskaplig presentation

Vad hinder nér vétskor trdnger in i torra material? Det &r en vanligt féorekommande
fragestéllning i tillverkningsindustrin for att kunna producera béttre produkter, till
exempel tabletter som tas upp snabbare av kroppen eller papperssugrér som héller langre.
Med matematikens hjélp kan detta fenomen studeras teoretiskt och ge en djupare férstaelse
for hur vitskor flédar 6ver ytor.

Inom matematiken beskriver geometriska floden dynamiken hos geometriska ytor, exempel
pa ett geometriskt fléde dr hur gransen mellan luft och vatten beter sig. Ett exempel pa
geometriskt flode ar ytdiffusion, som kan beskrivas som en process dar molekyler ror sig
med en hastighet som beror pa ytans geometri. Sadana typer av geometriska fléden har
en kort historia inom matematiken och har blivit ett aktuellt forskningsomrade de senaste
30 aren med hjilp av ny teknik och hégprestandaberidkning [1].

Ytdiffusion beskrivs matematiskt som en differentialekvation, vilket d4r en ekvation som
relaterar en eller flera okédnda funktioner med hur dessa funktioner &ndras 6ver tid.
Eftersom funktionerna ar okénda, krdvs ofta datorberdkningar for att losa ekvationen.
En differentialekvation som anvéinds for att studera ytdiffusioner dr den modifierade
Allen Cahn-ekvationen. Ordningen av differentialekvationerna &r skillnaden mellan den
modifierade Allen Cahn-ekvationen och den konventionella differentialekvationen for
ytdiffusion. Den modifierade Allen Cahn-ekvationen ar av andra ordningen, vilket ar tva
ordningar lagre och som gor ekvationen mindre berdkningstung for en dator att 16sa. Om
den modifierade Allen Cahn-modellen &dr en god approximation av ytdiffusion, skulle den
vara ett anvandbart verktyg for att studera ytdiffusion.

I arbetet undersdktes huruvida den modifierade Allen Cahn-modellen &ar en god
approximation av ytdiffusion. Det finns namligen inget bevis for att den modifierade
Allen Cahn-ekvationen beter sig som en ytdiffusion. For att den modifierade Allen
Cahn-ekvationen ska anses beskriva ytdiffusion, ska volymen av vétskan bevaras nir den
flédar 6ver ett material. For att sedan underséka sambandet utférde vi bade analytiska
och numeriska berdkningar for ytdiffusion.

Analytiskt studerades enkla geometriska former: cirklar och ellipser. Enligt vara studier
bevaras bade cirkelns och ellipsens area for ytdiffusion. Cirkeln &r stationdr under
ytdiffusion och dndrar inte form medan ellipsens form véixer langsamt pa trubbiga sidorna
och krymper snabbt pa de spetsiga delarna.

For numeriska berdkningar anvindes ett datorprogram med en berakningsmodell
dédr materialstrukturer utformas for att f& en kontrollerad diffusion. Med hjilp
av datorprogrammet simulerades geometriska floden for den modifierade Allen
Cahn-ekvationen 6ver ytor och volymféréndring. Efter vissa val av parametrar och
begynnelsevirden kan vi visa att de numeriska berdkningarna antyder att den modifierade
Allen-Cahn beskriver ytdiffusion val.

Detta &r ett omrdde som é&nnu inte &r val utforskat och vi har endast visat att
numeriska simuleringar tyder pa ett samband mellan ytdiffusion och den modifierade
Allen Cahn-modellen. Ett analytiskt bevis att den modifierade Allen Cahn-ekvation beter
sig som en fjirde ordningens differentialekvation skulle ytterligare visa pa modellens
anvindbarhet for att underldtta berdkningar for ytdiffusion.






Sammandrag

I detta arbete undersoks geometriska floden och hur dessa kan implementeras
numeriskt med fasfaltsmodeller. Speciellt ligger fokus pa ytdiffusion, som &r ett
geometriskt flode dér dndliga ytor i andra dimensionen konvergerar mot en cirkel
och arean bevaras. Berdkning av ytdiffusion kréver l6sning av fjirde ordningens
differentialekvation, och néar detta simuleras numeriskt krdvs hog upplésning av
initialdata, da derivator av hog ordning annars inte blir precisa. Datorprogram som
har hog upplosning av initialdata samt gér manga utrdkningar under flera iterationer
ar datorkrdvande, och det &r déarfor intressant att hitta en enklare ekvation som
numeriskt kan beskriva ytdiffusion, dérfér underséks en modifierad Allen-Cahn
ekvation i arbetet. Simuleringar med den modifierade Allen-Cahn ekvationen gors i
ett datorprogram som implementerar Lattice-Boltzmann metoden, och dessa jamfors
med teori samt analytiska berdkningar av ytdiffusion. Det visar sig att modifierade
Allen-Cahn ekvationen beskriver ytdiffusion vél vid val av parametrar och initialdata
d& arean bevarades samt deformeringen skedde i enlighet med teorin.

Nyckelord: Ytdiffusion, Krokningsflode, Modifierade Allen-Cahn ekvationen,
Geometriska floden, Fasfalt.

Abstract

This study investigates geometric flow and how it can be implemented as phase field
models. Surface diffusion is the main geometric flow of this study. Two dimensional
finite surfaces under surface diffusion will converge to a circle and have no change
in area. Calculations on surface diffusion are done by solving a differential equation
of the fourth degree, and when implemented numerically the input-data needs to
be of high resolution for the derivatives to be accurate. Computer programs with
such requirements are computer demanding, thus it is of interest to find a more
simple equation to use as substitute for the surface diffusion calculations. A modified
Allen-Cahn equation is evaluated for this purpose in this study. Simulations of
surfaces deforming according to the modified Allen-Cahn equation are made in a
computer program implementing the Lattice-Boltzmann method. These simulations
are then compared to theory and analytical calculations of surface diffusion, and it is
shown that the modified Allen-Cahn equation is a suitable equation when simulating
surface diffusion if parameters and input-data are chosen carefully.

Keywords: Surface diffusion, Mean curvature flow, Modified Allen-Cahn equation,
Geometrical flow, Phase field.
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1 Inledning

1 Inledning

Under 1980-talet borjade fasfaltsmetoden anvédndas i datorprogram for att 16sa problem
relaterade till krokning av randen till kroppar eller ytor. Fasfiltsmetoden anvdnds som
ett verktyg for simulering av materials fastvergangar under geometriska fléden, exempel
pa ett geometriskt flode som kan tillimpas med fasfaltsmetoden ar ytdiffusion. Trots att
omradet dr utforskat och valként dr sa kréaver numeriska tillimpningar av metoden mycket
datorkraft. Datorn utfor datorkrévande berdkningar vid simulering och dérav har numerisk
tillampning fortfarande utvecklingsmojligheter [1].

1.1 Bakgrund

Forskningsgruppen CoSiMa pa Matematiska vetenskaper vid Chalmers tekniska hogskola
och Goéteborgs universitet har ett pagaende projekt. De skapar ett digitalt verktyg for
materialutveckling for svenska foretag. Med verktyget ska foretag som forpackar vétskor
och 16sta d&mnen i material kunna designa materialstruktur och simulera dess funktion
samt masstransport [2].

Tidigare har CoSiMa arbetat med projekt som behandlar materialstruktur och molekylér
transport, exempelvis frisdttning av ldkemedel eller tédta livsmedelsférpackningar. De
har skapat verktyg for att ge foretag béattre kunskap om material de anvinder for sina
produkter [3].

I kandidatarbetet undersoks en fasfaltstillimpning av geometriska floden, speciellt
ytdiffusion, vilket i tvd dimensioner matematiskt beskriver hur ytor dndrar form. Om
omradet sedan vidareutvecklas for tillimpning i tre dimensioner kan vi simulera hur
kroppar deformeras under ytdiffusion. Dessa simuleringar kan dérfér vara anvidndbara
for produkten som CoSiMa utvecklar i sitt pagaende projekt.

1.2 Syfte

I detta arbete undersoks sambandet mellan ytdiffusion och den modifierade Allen-Cahn
ekvationen, som ar en fasfiltsekvation. Anledningen till detta ar att ytdiffusion kréver
16sning av fjarde ordningens differentialekvation, och nér detta simuleras numeriskt krévs
hog upplosning av initialdata, da derivator av hoég ordning annars inte blir precisa.
Datorprogram som har hég upplésning av initialdata samt gér manga utrdkningar under
flera iterationer ar datorkravande, och det dr darfor intressant att hitta en enklare ekvation
som numeriskt kan beskriva ytdiffusion, darfér underséks en modifierad Allen-Cahn
ekvation i arbetet.

1.3 Problemformulering

Arbetet gar ut pa att ta reda pa hur olika parametrar paverkar fasfaltsmodellen, och
utreda om den modifierade Allen-Cahn ekvationen implementerar ytdiffusion.

Differentialgeometri hos kurvor och ytor, geometriska floden som ytdiffusion, och
utvecklingsmetoder for ytor studeras. Sedan undersoks det hur enkla former deformeras,
samt om arean av dessa former bevaras. Slutligen utfors numeriska berdkningar dér olika
parametrar, former och upplosning av initialdata varieras.



3 Teori

1.4 Avgransningar

Arbetet avgrénsas genom att endast berdkningar och numeriska analyser sker i tva
dimensioner. Programmeringsverktyget som anvinds vid de numeriska berdkningarna
ar skapad av CoSiMa for tre dimensioner, men &r modifierat fér tva dimensioner. En
ytterligare avgriansning som goérs ar att Lattice Boltzmann metoden, som anvinds i
berdkningsprogrammet Gesualdo, inte redovisas.

2 Samhailleliga och etiska aspekter

Ett antal etiska och samhalleliga aspekter beaktas i samband med projektet.
Fragestallningen som besvaras i arbetet &r teoretisk och har ingen koppling till
nagot levande men pa sikt kan arbetets idéer tillampas i tre dimensioner fér simuleringar
inom materialutveckling i verkligt bruk.

Positiva foljder av dmnesomradet som kandidatarbetet behandlar finns bland annat
i ldkemedelsindustrin men &ven i olika typer av férpackningar. I likemedelsindustrin
kan matematiken anvidndas for att ta reda pa hur snabbt medicin frigérs i kroppen.
Matematiken skapar mojlighet for att dosera korrekt méngd ldkemedel, som gor
behandlingar for olika sjukdomar mer effektiva. Férutom de positiva aspekter inom
medicin, kan liknande metod anviandas for att ta reda pa hur olika typer av material
reagerar i kontakt med vétska. Detta ar sérskilt viktigt inom matindustrin vid férpackning
av livsmedel, till exempel mjolkpaket och papperssugror [4].

De negativa etiska aspekterna &r inte direkt kopplade till matematiska formler och
berdkningar, utan till foretag som anviander forskningen och hur foretagen tillampar
detta. Matematiken kan eventuellt anvindas for att veta hur snabbt medicin frigors i
kroppen, pa samma sitt som det kan anvindas for att reglera korrekt méngd ldkemedel
i kroppen, kan det anvidndas for att studera frisdttning av toxiska substanser. All
matematik kan eventuellt anvindas till ndgot icke etiskt i fel hdnder. Dédremot har var
understkning inte nagon direkt koppling till etiska aspekter eller negativ sambhéllelig
paverkan.

3 Teori

Detta kapitel syftar till att ge den teoretiska bakgrund som krévs for att forsta metoden
och resultatet. Kapitlet kommer behandla teori om differentialgeometri fér kurvor och
ytor, geometriska fldden och utvecklingsmetoder for ytor.

3.1 Differentialgeometrin hos kurvor och ytor

Kurvor kan definieras som odndligt deriverbara funktioner som avbildar ett intervall pa
en delmingd av ett rum, som exempelvis R™. I avsnittet behandlas R?, men sektionen
om geometriska fldden behandlar R?, dir samma begrepp ér tillimpbara.

En kurva i R?® definieras som f : I — M C R3. Det finns olika metoder for att
definiera kurvor, till exempel genom parametriska ekvationer, implicita ekvationer och
differentialekvationer.



3 Teori

3.1.1 Parametrisering av kurvor

Definition 3.1 (Parametrisering av kurvor). Betrakta kurvan

V(t) = (:J:(t),y(t),z(t)), tel, (3'1)

dér v dr en kurva i R3. Kurvans parameter t € I, I = (a,b) déir a, b € R.

Ett exempel pa en kurvparametrisering finns i appendix A (se A.1).

Definition 3.2 (Tangentvektorn). Tangentvektorn T till en kurva ~(t) i rummet
ar definierad som den forsta derivatan av y(t) med avseende pa t, nmormaliserad
till ldngden. Tangentvektorn visar rikiningen i en punkt pd kurvan vid tidpunkten t.
Enhetstangentvektorn uttryckas som

(3.2)

ddr | - | betecknar lingden av en vektor [5].

En punkt t pa kurvan v dir 4/(¢) = 0 kallas en singularitet [6]. Det betyder att kurvan vid
den punkten inte kan beskrivas som en sliat kurva, eftersom det inte existerar en definierad
riktning for kurvan vid punkten. Singulariteter kan uppsta om kurvan bildar en spets. En
kurva som ej har nagra singulariteter bendmns som reguljar.

Definition 3.3 (Reguljir kurva [6]). En kurva v : I — R3 dr reguljir om

Y(t)#0, Vtel. (3.3)

Definition 3.4 (Sluten kurva). En sluten kurva dr en kurva sidan att om man ror sig
lings kurvan dtervinder man till startpunkten. Alltsd dr v : I — R® sluten om:

I = [a,b] och y(a) = ~(b). (3.4)

Definition 3.5 (Periodisk kurva). Periodisk kurva dr en kontinuerlig funktion v : R — R™
sadan att det finns en positiv konstant T' kallad kurvans period, sa att v(t+T) = ~(t), Vt €
R. Detta innebdr att kurvan har ett repeterande monster, och dess varden vid tva punkter
som ar atskilda med en period T ar samma [5].

3.1.2 Bagliangdsparametrisering

Definition 3.6 (Baglingdsparametrisering). Bdglangdsparameteriseringen av en kurva
v =), t € e, ]

ar 4(s) om t
s = [ W or (35)

och
Y(s(t)) =~(t), Ve [a,p] (3.6)

dar s ar kurvans lingd mellan o och t [5].
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Baglangdsparametrisering anviands vid kroknings-berdkningar da det resulterar i att
tangentvektorn till kurvan alltid &r en enhetsvektor, eftersom omskrivning av (3.5) enligt
analysens fundamentalsats ger

ds ,
i t
5 = 17 ()]
som medfor Y )
— = . 3.7
55 = W) D
Kedjeregeln vid derivering av en kurva efter parameterbyte ger
Oy _ 9Oy ot
ds Ot 0Os
och darmed ,
oy _ A1)
9s )]

vilket visar att tangenten ar av lingd ett. Dérfér infor vi beteckningen T(s) = %Z for
enhetstangenten [5].

3.1.3 Frenet—Serrets formler

Innan Frenet—Serrets formler presenteras sa inleds sektionen med grundlidggande teori om
krokning och torsion, samt en hérledning av vektorbasen i formlerna.

Definition 3.7 (Krokning). Ldt v : I — R3 vara en kurva parametriserad av bdglingden
s € I. Dad definieras krokningen hos kurvan v i punkten s som |v"(s)| och betecknas som

k(s) [6].

Nagra observationer som kan goras med hénsyn till definitionen (3.7) ar att om k =
|7"(s)] = 0 for alla t € I, sa ar kurvan 7(s) en rak linje, eftersom kurvan inte har nagon
krokning [6]. Vid punkter s pa kurvan 7(s) dér k(s) # 0 dr normalvektorn vildefinierad. Da
kan féljande definition goras T’(s) = 7" (s) = k(s)n(s), diir n(s) ir enhetsnomalvektorn i

punkten s. For att visa att T'(s) L T(s) lat,

Givet att |T(s)|? = 1, har vi x(s)? + y(s)? + 2(s)? = 1. Vid derivering med avsende pa s
fas foljande enligt kedjeregeln,

0

95 T(s)]* = 2z(s)a’(s) + 2y(s)y'(s) + 22(5)2/(s) = 0.

Det betyder att (,;Z\T(s)]z =2(T(s)-T'(s)) = T(s)-T'(s) = 0 Saledes leder deriveringen
av |T(s)|> = 1 med avseende pa s till att T(s) dr ortogonal mot T'(s).

7" (s)

Vektorn n(s) kan skrivas som n(s) = e = T’(s)

s) och &r alltid riktad mot till
centern av kurvan (se figur 3.1). For att fa sista basvektorn till basen innehallande T\(s)
och n(s) introduceras bi-normalsvektorn B(s) = T(s) x n(s) [6]. Dessa tre vektorer bildar
ett hogerhédnt koordinatsystem med tre axlar och kallas fér Frenet-ramen. Den anvinds
for att beskriva orienteringen och rérelsen hos en kurva i rummet. Se exempel (A.1) samt
figur 3.1 for visualisering av Frenet-ramen i rummet.

4



3 Teori

Figur 3.1: En tredimensionell kurva som bildar en spiralform, beskriven av parametriseringen (A.1).
Samt dess vektorer fran Frenet-ramen, tangent (Bla vektor), normal (R6d vektor), och bi-normal (Grén
vektor).

Frenet—Serrets formlerna beskriver derivatorna hos T(s),n(s) och B(s). Den forsta
derivatan T’(s) ér given fran definitionen d&,

Lingden av derivatan till B(s) beskriver fordndringshastigheten av lutningen av
planet som gar genom vektorerna T(s) och n(s) [6]. Denna egenskap kallas for torsionen
hos en kurva. Vidare kan det observeras att B’(s) dr vinkelrit med B(s) enligt samma
hiirledning som for T’(s) L T(s), samt att B(s)-T(s) = 0 = B/(s)-T(s)+B(s)-T'(s) =0
dir B(s) - T'(s) = 0 eftersom T'(s) = x(s)n(s) alltsd att B(s) L an(s), Va € R. Saledes
kan det observeras att B'(s) L B(s) samt B'(s) L T(s) vilket leder till slutsatsen att
B’(s) ér parallel med n(s) och dr dirmed en multipel av n(s).

Definition 3.8 (Torsionen). Ldt~ : I — R3 vara en kurva parametriserad av bdglingden
s € I. Torsionen defineras som B'(s) = 7(s)n(s) och betecknas 7(s) [6].

Vidare beréknas derivatan till normalen n som féljande,
n(s) =B(s) x T(s)
= n'(s) =B/(s) x T(s) + B(s) x T'(s)
=7(s)n(s) x T(s) + B(s) x kn(s)
=7B(s) — T(s)k.
Frenet—Serrets formler definieras som foljande,
T'(s) = k(s)n(s)

n'(s) = —k(s)T(s) + 7(s)B(s) . (3.8)
B'(s) = —7(s)n(s)

I resterande delar studeras endast planet, da ar 7(s) =0, Vs € I. Frenet—Serrets formler
fér planet blir da féljande,
T'(s) = x(s)n(s)
{n’(s) — k(s)T(s) ° (3.9)

For krokningen i tva dimensioner sa tar vi héinsyn till tecken beroende pa
orientering.
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3.2 Geometriska floden

Geometriska floden beskriver en familj av kurvor, med andra ord en grupp av kurvor som
delar en eller flera gemensamma egenskaper.

Definition 3.9 (Geometriskt flode [1]). Givet en familj av parametriserade kurvor vy(p,t),
t €[0,T), p € I definieras det geometriska flodet som

v(y(pt),t) = %Z : (3.10)

Det geometriska flodet kan beskrivas med normalhastigheten

Vn(’y(p,t), t) = V(’}/(p,t), t) : l’l(’}/(p,t)), (311)
dér n € R™ &r den inatriktade normalvektorn for kurvan [1].
Exempel pa geometriska floden dr krokningsflode (Curvature flow), ytdiffusionsflode,

Willmore-flode, Hele-Shaw-flode och Stefan-problem [1]. Béade ytdiffusion samt
krokningflode ar en process déir ytan pa ett objekt utjaimnas over tid.

3.2.1 Krokningsflode

Definition 3.10 (Krokningsflode (Curvature flow)). Krokningsflode ar definierat som

o _
ot

dir n definieras som en inat riktad normalvektor [7].

KT (3.12)

Ytor under krokningsflode kommer att krympa till en punkt, exempelvis ar tidsderivatan

av arean A, for en cirkel med radie R och med nivékurva 7(s), s € [0,27) och k(s) = &

féljande,
A s 2m 27 1
— = —/ v-nds = —/ k(s)nds = —/ —ds = —2m. (3.13)

Eftersom normalen n ar indtriktad krymper ytan, alltsa ger den upphov till minustecknet
i utrdkningen for tidsderivatan [8].

3.2.2 Ytdiffusion

Definition 3.11 (Ytdiffusion). Ytdiffusion definieras

dry

i —Ak(t)n. (3.14)

ddr A, dr Laplace-operatorn pa kurvan/1].

Ytdiffusion kréver att normalhastigheten fér kurvan ar lika med Laplace av krékningen
vid varje punkt pa ytan for tiden ¢t > 0. Arean A innanfér en sluten kurva ~(s), s € [a,b)
under ytdiffusion dr konstant da tidsderivatan av arean ar

b b b 92
88? = / —v-nds = —/ Ayk(s)ds = — 88525(3)618 = —[+'(s)]; = #'(a) = K'(b) = 0,

eftersom kurvan ar sluten ar v(a) = v(b) — «/(a) = £'(b).
6
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3.3 Utvecklingsmetoder for hyperytor

Hyperytan I' representeras i det euklidiskt rummet R”. Utvecklingen av en hyperyta
refererar till en hyperyta som styrs av nagon geometrisk lag v som krokningsflode (3.10),
ytdiffusion (3.11) eller andra. For fallet R? representeras I' som en kurva och deformeras
enligt dessa lagar i enlighet med tidsparametern ¢.

3.3.1 Nivamiangdsmetod

Konceptet med nivaméngsmetoden ar att studera hyperytan I'y € R™ som nollnivan for
funktionen ¢ i R**!. Fallet dir I'; € R? kan féljande definition ges,

Iy :={xcR? ¢(x,t)=0} (3.16)
Foljande uttryck konstrueras for skapa en modell for hyperytan I't under geometriskt
flode (3.10), detta gors genom derivering av ekvationen ¢(x,t) = 0. Genom kedjeregeln

fas,

9¢

— — =0. 3.17
B +v6-2 (3.17)
Via hastighetsnormalen for geometriska floden (3.10) hérleds kurvans hastighet v = 8—?,
da skrivs (3.17),
o¢
= 1
5 +Veo-v=0. (3.18)

Ekvationen (3.18) kallas for nivaméngdsekvationen och definieras av hastighetsvektorn
v och begynnelsevillkoret ¢ s& att 'y := {x € R? ¢o(x) = 0}. Hastighetsvektorns
faktorer for krokningsflodet, enligt (3.10), blir da,

n=— och k = =V - n, (3.19)

dér n dr inatriktade normalen for T'; [1]. Ekvationen (3.18) ger att,

0¢ Vo

8
0=SF+Vo-v (% |V¢|n= - IVols =57 —IVOIV (o) (3:20)
Ekvationen blir da,
foler Vo
V- 0 3.21
B IV (o) = (3.21)

Ekvation 3.21 adr niviméngdsformuleringen for krokningsflodet[9][10][11].
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3.3.2 Fasfaltsmetod

Fasfaltsmetoden gentemot nivamédngdsmetoden beskriver inte den explicita hyperytan,
utan beskriver ett diffus gransskikt mellan nivaytor som karaktériseras av tangens
hyperbolicus (tanh). Parametern § bestdimmer bredden av det diffusa gransskiktet dér
I'; existerar [1]. Ett exempel pa hur fasféltsfunktionen ¢ beskriver kurvan I' ses i figur

3.2.
0O-phase
1-phase

=0 6=1 || ¢=0
- ]

Interface region Interface region

Figur 3.2: Ett exempel pa hur fasfiltsfunktionen ¢ kan beskriva tva olika faser enlighet fasfaltsmetoden.

Nedersta figuren visar tvarsnittet pa ¢ dar kurvan I' beskrivs som randen av ytan pa den Gversta figuren.

Reprinted from A brief introduction to phase field method written by R. Kobayashi, with the permission
of AIP Publishing [12].

Fasfaltsformuleringen fér krokningsfléde dr implementerad genom Allen-Cahn ekvationen,
som formuleras

99

2= a0-1'9), (322

déar f'(¢) bestdmmer jamviktsprofilen ¢¢. Funktionen f(¢) &r en potential med tva
minimipunkter, motsvarande tva stabila faser. Utseendet pa jamviktsprofilen motiveras
av det materialbeteende som ska modelleras.

Den modifierade Allen-Cahn ekvationen framstélls via en sammanskrivning av (3.22) och
(3.21), som resulterar i foljande ekvation

o = a0 flo)-Ivolv (o0 =V (Vo- VIS ). )

Genom att justera tanh-profilen sa att f(¢) = 5%(;52(1 — ¢)%. Med detta f(¢) blir

jamviktsprofilen ¢g = %(1—tanh (%)), dar d(x) betecknar avstandsfunktionen

mellan punkten x och hyperytan I';, samt introducera mobilitetsfaktorn M som bestammer
hastigheten for hur ytan utvecklas, far vi foljande omskrivning av ekvation (3.23),

9% _ vy <v¢—4¢(1_¢)v¢>.

- 5 |Vel

o (3.24)

Den resulterade ekvationen (3.24) kallas for den modifierade Allen-Cahn ekvationen.

8



4 Metod

3.3.3 Cahn-talet

Definition 3.12 (Cahntalet). Cahntalet Cn definieras som forhallandet mellan bredden
pa det diffusa gransskiktet & och den karakteristiska lingd L av ytan T enligt,

Cn=46/L. (3.25)

Bredden pé det diffusa grénsskiktet kan med Cahntalet beskrivas som en dimensionslos
storhet som tar hénsyn till ytan dimensioner. For ett droppformad yta kan L definieras
som radien. Med ett konstant Cahntal kan ytan med olika former och storlekar jamforas.
Litet Cn pavisar hog upplosning relativt §, och stort C'n 1ag upplésning relativt 4.

3.3.4 Diffusiv skalning

Vid simulering av diffusion med Lattice-Boltzmann metoden géller en relation i rumsled.
Det visar sig att At «» Az?, det vill siga att en 6kning av upplosning gor s& att tiden gar
langsammare i simulationen. Diffusiva skalningen gor sa det behovs fler iterationer for att
simulera samma tidsintervall [13]. Exempelvis resulterar en dubblering av rumsupplosning
i att antal iterationer fyrfaldigas.

4 Metod

Arbetet bestar av tva huvudsektioner: analytiska och numeriska berdkningar. Avsnittet
med numeriska berdkningar &r vidare uppdelat i tre avsnitt: diffusiv skalning,
areaforandring, och deformationsanalys.

4.1 Analytiska berakningar

I avsnittet for de analytiska berdkningarna studerades ytors krokningar under
krokningsflode samt ytdiffusion analytiskt. Enkla ytor som cirkel och ellips anvindes vid
berdkningar som gjordes fér hand. Derivatan for initialdata som berdknades i detta avsnitt
jamfordes med intitialderivatan fran de numeriska berdkningarna.

4.2 Numeriska beridkningar

Numeriska berakningar gjordes med berdkningsprogrammet Gesualdo, som simulerar
geometriska floden Over ytor. Berdkningsprogrammet tillaimpar Lattice-Boltzmann
modellen. Initialdatan skapades i MATLAB, dar ytor, upplésningar, samt parametrar
bestdmdes. Indata till programmet upprepas periodiskt i alla riktningar, efter val av
randvillkor. Lampliga virden av parametrar for de fortsatta simuleringarna valdes efter
de forsta simuleringarna, dér olika parametrar testades (se appendix B.3 for exakta
varden). Vérden pa parametrar klassades som oldmpliga om deformationen av figuren
skedde of6rutségbart (se mer om detta i appendix C.2).

Den diffusiva skalningen undersoktes forst for Allen-Cahn ekvationen, och sedan
for den modifierade Allen-Cahn ekvationen. Detta gjordes for att data fran samma
tidspunkter ska kunna jamforas, da det kan kravas olika antal iterationer av programmet
for att nd samma tid for olika simuleringar. Néar diffusiva skalningen berdknas krévs
det att alla andra parametrar &r samma, d& malet ar att jamfora losningen av samma
ekvation i olika upplésningar, déarfor anvindes Cahn-tal vid bestdmning av bredden av
den diffusa gréansskiktet (betecknas d). En relation mellan iteration och upplésning togs
9
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fram med regression 6ver datapunkter dir simuleringar hade utvecklats lika langt.

Om den modifierade Allen-Cahn ekvationen beskriver ytdiffusion i simuleringarna
behover arean bevaras. Arean hos initialdata bestaende av fyra olika former testades
med flera olika upplésningar, en gang med konstant § for alla upplosningar och en gang
med Cahn-tal anpassat efter upplésning. Dérefter analyserades datan for areaféréandringar.

Bilder fran simuleringarna togs ut for att askadliggéra deformationen hos initaldatan.
Deformationen enligt simulering jémférdes sedan med vad som borde ske under ytdiffusion
i teorin.

5 Resultat

5.1 Beridkningar for geometriska floden

5.1.1 Krokningsflode for en cirkel

Lat v(t) = (Rcos(t), Rsin(t)), dir ¢t € [0,2m), vara parametriseringen av en cirkel med
radie R > 0. Baglingden av cirkelns kurva ar da

s(t) = /Ot ()| dr = R/Ot dr = Rt.

Lat oss nu anvinda baglangden i parametriseringen genom féljande omskrivning;:

s
= Rt t= —
s — 7
som medfor . ;
A(s) = (Rcos (E) , Rsin (E» , s€[027TR). (5.1)
Krokningen « definieras enligt
_|or
| os |’

alltsa derivatan av tangentvektorn. Tangenten T berdknas som

T(s) =+'(s) = (— sin (%) , COS (%)) ,

och da far vi krokningen

k=|3"(s)| = % ’(— cos (%) , —sin (%)) = % (5.2)

Krokningen av en cirkel &r endast beroende av radien, och konstant 6ver hela kurvan.

5.1.2 Ytdiffusion for en cirkel

Lat oss anvdnda resultatet fran krokningsflodet for en cirkel, sd cirkeln ~ har
baglangdsparametriseringen (5.1). Hastigheten for ytdiffusion definieras enligt 3.10 som
v =—A,kn, dir
82
= @H’
och r &r krékningen, i cirkelns fall &r k = %. Eftersom  &r en konstant ar Ayk(s) = 0,
och cirkeln ar darfor stationir under ytdiffusion.
10
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5.1.3 Krokningsflode for en ellips

Lat v vara en ellips pa formen

2 2
£ Y
1= +b2’

dar a, b € R ar konstanter. En parametrlsermg av -y ar

~(t) = (acos(t),bsin(t)), te€0,2x).

(5.4)

Observera att denna parametrisering av en ellips inte dr en bagldngdsparametriseringsbar

(Se appendix A.3), darfor maste tangenten T beridknas som

_ @ (= aSln() bcos(t))
|7/(t)‘ Va2 sin?(t) + b2 cos?(t)

Krokningen x ar

_|oT
"= los
vilket med kedjereglen blir
_|9T| |oT ot
T as| | ot os|

Vi har att
/ () dr — ot 1
7( T .
9s WO
enligt (3.7), som insatt i (5.5) ger oss foljande uttryck for krokningen

[ T'(1)]
(6

k(t) =

Vid derivering av T fas uttrycket

—ab? cos(t) —a?bsin(t) >

= (\/(cﬂ sin?(t) + b2 cos?(t))? " \/(a? sin?(t) + b2 cos?(t))3

och insatt i (5.7) ger
ab

V(a2 sin?(t) 4 b2 cos?(t))3 ’

K(t) =

se appendix A.5 for utrdkningen.

Enkla fall att studera krékningsflodet av en ellips dr nar vinkeln ¢ € {0, 7,
vi

Se (5.1) for visualisering av krokningsflodet av en ellips.

11
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K(n/2)=1/8

K(3m/2)=1/8

T T T T T T T T T
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figur 5.1: Hastighetsvektorerna &r ritade och respektive viarde pa krokningen ar utskrivet.

5.1.4 Ytdiffusion for en ellips

Fran krokningsflodet av en ellips har vi enligt ekvation (5.8) att

ab

K= V(@ sin?(t) + b2 cos?(1))*’

vilket kommer anvéindas for berdkning av A, x. Kedjeregeln medfor foljande
Ape B, _0 (0N _0to(otd
T 052" T 95 \0s") T dsot \dsor" )

ot 1 1

s 17 ()] - Va2 sin?(t) + b2 cos?(t)

dar

enligt (5.6). Alltsa blir

(a® — b?)(cos?(t) —sin?(t))  6(sin(t) cos(t))?(a® — b?)?
Ayr(t) = —3ab (a2 sin?(t) + b2 cos2(t))7/2  (aZsin?(t) + b2 cos(t))9/2’ (5.10)

se appendix A.6 for berdkningarna. Observera att sista termen i (5.10) &r lika med noll
om t € {0, 5, 37”}, vilket gor dessa punkter ldtta att berdkna:

b1/2 : (5.11)

ab(a?—b2
Ayi(E) = Ayr(3F) = 2e )

{AW(O) = A(m) = —3ab(a®-b%)

Ezempel: Lat a = 4 och b = 2, da far vi att

{AVK(O) = As(r) = —

3

Se figur (5.2) for visualisering av ytdiffusionen.

12
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A K(n/2)=3/4

AK(0)=-8.5

A K(m)=-8.5

AK(3n/2)=3/
_2_
v = —AKn
_34 "
5 % a6 1 3 3 i

Figur 5.2: De blda punkterna visar vart varje hastighetsvektor borjar, da de for t =0 och t =m
forskjutits i y-led for lasbarhetens-skull.

5.1.5 Berikning for jamforelse med numerisk derivata
Ellipsen som simulerades numeriskt i upplésning 100x100 &r pa formen

(x—50)%  (y—50)2% )
(25V2)2  (By2)2 -

och da ar
a = (25v/2)?
. (5.13)
{b _ (255/5)2
Virdena fran (5.13) insatt i (5.11) ger foljande véarden pa A,k
AL k(0) = Ay k(m) = 90(2)3/* ~ —151.36
3 45(2)1/4 . (514)
Ayk(T) = Ays(5) = —5— ~ 13.38

5.2 Numeriska beridkningar
5.2.1 Diffusiv skalning

Vid simuleringar med olika upplésningar observerades en tydlig tidsskillnad, kallad diffusiv
skalning. For att jamfora analyser i samma tidsskala berdknas den diffusiva skalningen.
Inre ellipsbredd méttes for varje iteration per upplosning, bade for simuleringar med
delta fran Cahn-tal och konstant ¢. Bredden normaliseras fér enklare jamforelser mellan
upplosningar.

13
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Bredden hos ellipsen vid Allen-Cahn-simuleringar Bredden hos ellipsen vid modifierade Allen-Cahn-simuleringar
075 I
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(a) Bredden av ellipsen vid Allen-Cahn simuleringar (b) Bredden av ellipsen vid den modifierad Allen-Cahn
med anvidndning av Cahn-tal simuleringar med anvdndning av Cahn-tal

Figur 5.3: Grafer med normaliserade breddens storlek pa y-axel och iteration pa x-axel.

Figurerna 5.3a och 5.3b visar normaliserade ellipsdiametrar fér varje iteration och
upplosning med Cahn-talet. Figur 5.3a anvinder Allen-Cahn ekvationen (3.22) och 5.3b
den modifierade Allen-Cahn (3.24). Appendix C.1 forklarar varfér endast upplosningarna
70-100 visas i 5.3a.

Observera att utvecklingen av ellipsens bredd per upplosning skiljer sig at i figurerna 5.3a
och 5.3b. Se appendix B.1 for berdkningen av den diffusiva skalningen. Fér Allen-Cahn
ekvationen #r den diffusiva skalningen Axz? « At enligt teorin, men resultaten visar
att den modifierade Allen-Cahn ekvationen samt Allen-Cahn ekvationen (se Appendix
C.1) inte foljer samma skalning. Tabellen nedan presenterar resultat for samtliga
simuleringsvarianter, tillsammans med deras korresponderande virde pa n i den diffusiva
skalningen Ax™ « At.

Simuleringstyp ) Medelviarde | SD av | 95%
av n n Konfidensintervall
Modifierade Allen-Cahn Cahn — | 3.55 0.03 [3.4951, 3.6003]
ekvationen tal
Allen-Cahn ekvationen Cahn — | 0.95 0.02 [0.9101, 0.9840]
tal

Tabell 5.1: Diffusiva skalningen fér simuleringarna

Simuleringstiden berdknas enligt Tid = Iteration(Wgnmg)” for varje simuleringstyp.

Vidare analyser fokuserar enbart pa tid och begrénsas till den langsta tiden uppnadd av
upplosning 100.

5.2.2 Areaforiandring med konstant delta

Areafordndringen studerades over tid for fyra olika former: cirkel, ellips, torus, och
slumpmaéssigt allokerat initialdata, se appendix B.2 for berdkning. Areaférdndringen &r
undersokt med simuleringsdata som har ett konstant § = 3.
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Area forandring for cirkeln for varje upplosning Area forandring for ellipsen for varje upplésning
5 Upplosning: 30 5 Upplosning: 30
MSE: 0.31 MSE: 0.26
Upplosning: 40 Upplosning: 40
S Ok MSE: 0.10 = ] o MSE: 0.09
S | Uppl6sning: 50 &% __ Upplésning: 50
o MSE: 0.00 o MSE: 0.28
E _5 Upplésning: 60 E Uppldsning: 60
5 MSE: 0.04 5 MSE: 0.16
3 Upplosning: 70 G Upplésning: 70
S MSE: 0.10 S T MSE:0.12
2 10 . & -10
© Upplésning: 80 @ __ Upplésning: 80
< MSE: 0.01 4 MSE: 0.11
< _ Upplésning: 90 < _ Upplésning: 90
-15 MSE: 0.00 -15 MSE: 0.01
Upplésning: 100 Uppldsning: 100
MSE: 0.01 MSE: 0.07
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Tid Tid
Area forandring for torusen for varje upplsning Area forandring for slumpmassigt allokerad initialdata for varje upplosning
Uppl6sning: 30 5 Upplésning: 30
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Figur 5.4: Areaférdndring for konstant § = 3. x-axeln som representerar tiden gar fran 0 till -~ 2850 och
y-axeln som representerar procentuell areafériandring som skiljer sig for de 4 olika formerna. Till hoger
om varje graf kan en ruta med medelkvadratsavvikelsen hittas.

Graferna illustrerar areaférdndringen som en funktion av tiden, déar varje upplésning av
formerna representeras av en unik farg. I figurerna representeras medelkvadratsavvikelsen
for areaférdndringen runt sjilva grafen. Det kan noteras att areaférdndringen skiljer
sig bland formerna och upplésningarna. I cirkeln med upplésning 90 har minsta
medelkvadratsavvikelsen som ar 0 och storsta medelkvadratsavvikelsen 7.43 finns hos
slumpmassigt allokerat initialdata vid upplosningen 30. Vi kan notera att areaféréandringen
ar mer stabil vid hog upplosning, jamfor vi de olika formerna kan det noteras att torusen
har hogst procentuell areavariation i lagre upplosningar.

5.2.3 Areaforiandring med Cahn-tal

I foljande grafer ar det samma figurer, farger och metod som anvinds for att undersoka
areaforandringen i figur 5.4, enda skillnaden ar datan. I figuren anvénds simuleringsdata
genererad med Cahn-tal.
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Area forandring for cirkeln for varje upplosning Area forandring for ellipse for varje upplésning
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Figur 5.5: Areafordndring for simulation med Cahn-tal. x-axeln som representerar tiden gar fran 0 till
« 2850 och y-axeln som representerar procentuell areaférdndring som skiljer sig for de 4 olika formerna.
Till héger om varje graf kan en ruta med medelkvadratsavvikelsen hittas.

Aven i dessa grafer illustreras areaférindringen som en funktion av tiden och dér varje
upplosningen representerar en farg. Vi notera att graferna dr mer instabila men jamnar ut
sig i slutet vid tiden 2500. Aven hér séirskiljer sig torusen fran resterande former eftersom
den har stor areaféréndring i alla upplésningar.

5.2.4 Medelkvadratsavvikelse

I féljande grafer representeras medelkvadratsavvikelsen for areaférédndringen for cirkeln,
ellipsen, torusen och slumpméssigt allokerat initialdata.

Medelkvadratsfel av area férandring for varje uppldsning efter form Medelkvadratsfel av area féréndring for varje upplosning efter form
71 [ .
2 26
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> =
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30 40 50 60 70 80 90 100 30 40 50 60 70 80 90 100
Upplésning Upplésning

(a) medelkvadratsavvikelse av areaforandring for varje (b) Medelkvadratsavvikelse av areaforandring for varje
upplésning efter form med § = 3. upplosning efter form simulerat med Cahn-tal.

Figur 5.6: x-axeln gar fran upplésningen 30 till 100 medan y-axeln representerar medelkvadratfel av
area forandring (%) och gér fran 0 till 7.

Figur 5.6a presenterar areaférindringen med konstant § = 3, medan figur 5.6b visar
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5 Resultat

areaférandringen for Cahn-talet. Varje form sérskiljs genom anvindning av en unik farg.
Graferna i figur 5.6 belyser hur medelkvadratsavvikelsen for areafdréndringen fordndras
under utveckling nir upplosningen okar. Vid hogre upplosningar kan vi notera att for fixt
0 sa gar alla formers medelkvadratsfel mot noll, medan nir Cahn-tal anvinds s gar alla
formers medelkvadratsfel mot noll férutom torusen. Torusen bérjar ga mot noll men vid
upplosning 60 sa 6kar medelkvadratsfelet och den trenden fortsétter, se appendix C.2 for
forklaring.

5.2.5 Evolution hos former

Figuren nedan visar evolutionen for de olika formerna som studerats.

Circle
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Tid: 950
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@ &
£ &
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.2
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@ o9 o@m
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an 60 20

Figur 5.7: Evolution for olika former med modifierade Allen-Cahn ekvationen. I figuren visas datan fran
upplosning 100 x 100, M = 1 och § = 10 som valts efter anvidndning av Cahn-tal. Varje rad presenterar
en tidpunkt som formen &r tagen fran. Hoger om varje rad visas en fargskala som géar fran noll till ett.

Notera att formens yta ar allt Gver % pa fargskalan. Vi kan notera i illustrationerna att
med tiden sa ror sig alla former férutom den slumpméssiga allokerade initialdatan mot en
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6 Diskussion

cirkular form.

5.2.6 Initalderivata for krokningen hos en ellips

Derivatan for ellipsen i figur 5.7, med upplésning 100x100 och § = 10 samt uppldsningen
100x100 och § = 3 uppskattas i borjan av simulationen genom féljande uppstéllning
Ahdjd
Abredd’

dar hojd ar ellipsens hojd och bredd ar ellipsens bredd. Uppstéllningen motsvarar

Ak(%) 13.38
~ ~ —0.088 5.15
Ar(0)  —151.36 ’ (5.15)

enligt resultat (5.11) och

Ahsjd  —2Ar(E)At  Ar(

g K
Abredd —2An(%)At Ak

3)
(0)

Medelderivatan fér iterationer i de tidiga intervallen [15,60] respektive [15,30] nir § = 3
ar AAZ;Z% ~ —0.253 och nar § = 10 ar AAIZ%% ~ —0.0229. De tidiga intervallen valdes da
grafen 6ver breddforandringen var jamn forst efter iteration 15.

6 Diskussion

6.1 Diskussion av resultat
6.1.1 Analytiska berdkningar

Vi observerar att cirkeln &r stationar i ytdiffusion, resultatet i avsnitt 5.1.2 tyder pa att
formen inte dndrar sig. For krokningsflode bevaras cirkelformen da krokningen &r konstant
over hela randen, enligt (5.2), men krymper med konstant hastighet enligt teoriavsnittet for
krokningsflode. Ellipser krymper under krokningsflode och de spetsigare delarna pa ellipsen
krymper snabbare dn de trubbiga dndarna. Observera detta i figur (5.1). Ytdiffusion for
en ellips far ellipsen att langsamt véxa pa de trubbiga delarna och krympa relativt snabbt
péa de spetsiga delarna, detta observeras i figur (5.2). Krokningsflodet for en ellips ar till
skillnad fran en cirkel, inte konstant, utan beroende av formen pa randen. Vi kan notera
att ellipsen jamnar ut sig i ytdiffusion, precis som for krékningsfldde, men arean kommer
bevaras enligt (3.15).

6.1.2 Diskussion numeriska berdkningar
Diffusiv skalning for Allen-Cahn

I figur 5.3a ddr Allen-Cahn ekvationen simuleras kan vi observera att ellipsens bredden
gar mot noll for de fyra olika upplosningar. Hogre upplosning kréver fler iterationer &n
lag upplosning for att bredden ska g& mot noll. Nar vi jamfor den teoretiska diffusiva
skalningen, dar en férdndring i upplosning motsvarar samma fordndring i kvadrat hos
tiden, verkar det inte stimma 6verens med resultatet. Se tabell 5.1 for uppmétt data.

Diffusiv skalning for modifierade Allen-Cahn
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6 Diskussion

I figur 5.3b simuleras den modifierade Allen-Cahn ekvationen och déar kan vi observera att
alla upplosningar fran 30 till 100 nar en stabil form vid bredden 0.5. Diffusiva skalningen
fér modifierade Allen-Cahn skiljer sig fran Allen-Cahn, for den modifierade ekvationen blir
relationen At v« Ax3-5 istillet for At v Axz%9. Skillnaden i diffusiv skalning tyder pa att
ekvationerna inte simulerar samma diffusion eller geometriska flode.

Areaforandring

I figur 5.4 kan vi notera areaférdndringen for olika figurer i olika upplosningar med
ett konstant § = 3. Valet av § = 3 gjordes efter tester av olika d, och § = 3 gav
bést resultat, mer om detta kan hittas under Appendix D - felkédllor. Malet ar att
medelkvadratsavvikelsen (MSE) ska vara noll. Om vi studerar de olika formerna i de
olika upplosningarna i figur 5.4, kan vi notera att cirkeln ger bést resultat i upplosning
90, dar MSE &r noll. Vi noterar att hogre upplésning av figur ger béttre resultat, samma
sak observeras i figur 5.6a.

Om vi jamfor figurerna 5.4 med 5.5 s& kan man observera att medelkvadratsavvikelsen
for areafordndringen &r storre vid anvdndning av Cahn-tal &n med konstant §. Detta
ihop med att sdkerheten verkar ¢ka for hégre upplosning visar pa att ett litet ¢ relativt
upplosning ger béttre bervarning av area. Om medelkvadratsavvikelsen hos arean ar néra
noll innebér det att arean bevaras vil, vilket indikerar att modifierade Allen-Cahn kan
beskriva ytdiffusion.

Viktigt att notera &r att vi inte haft méjligt att undersdka hogre upplésningar &n 100, sa
vi kan inte sdga med sékerhet om hogre upplosning alltid ger béttre areabervarning. Se
kapitel 6.3 for fortsatt forklaring.

Evolution hos former

For att avgéra om modifierade Allen-Cahn simuleringarna beskriver ytdiffusion s behover
vi ocksa analysera om formerna utvecklas i enlighet med ytdiffusion. I diskussionen foér de
analytiska berdkningarna observerades det att cirkeln &ar en stationér form, och att ellipsen
jadmnar ut sig, s trubbiga delar blir spetsigare och tvirt om. Foljande observationer
gors fran figur 5.7. Cirkelformen bevaras, som forviantat for ytdiffusion. Ellipsen vaxer
pa hojden och krymper pa bredden. Den ror sig langsammare ju mer cirkelformad den
blir, och i sista tidspunkten &r den néstan en cirkel. Det gar darfor att anta att den
skulle bli stabil ndr den nar en cirkelform. Torusen splittras i tva runda ytor som sen
vixer samman och bildar en form som liknar ellipsen utveckling vid tid 950. Vi antar
att torusen kommer fortsédtta utvecklas som ellipsen i tidspunkt 950 och ocksa g& mot
en cirkel-form. Slumpméssigt allokerat initaldata klumpar ihop sig precis som torusen
ihop sig till storre, sammanhéngande ytor, ddremot formar den en rand tvars 6ver bilden.
Viktigt att notera ar att bilden upprepas periodiskt i alla riktningar, sa darfér paverkas
bilden aven av ytor utanfor bild, om dessa ligger tillréckligt nara. Med en tom ram runt
slumpmassigt allokerat initialdata, sa det som beskddas inte kan paverkas av ytor utanfor
bild, kan man forestéilla sig att ytorna slas samman till en cirkel.

Initialderivata for krokningen hos en ellips

Fran resultatet fran (5.11) och avsnitt 5.2.6 &r det svart att dra en konkret slutsats
huruvida modifierade Allen-Cahn ger upphov till samma initialderivata som ytdiffusion.
Anledningen till detta ar att vi endast har tva data punkter, diar den ena &ar lite
storre an vad som forvantas fran den analytiska berdkningen (5.15), och den andra lite
mindre.
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6 Diskussion

6.2 Slutsats

Det gar att dra slutsaten fran det numeriska resultatet att arean bevaras vil nér § ar
litet relativt upplosningen, och mobiliteten dr ett. Detta ar en viktig observation da
arean bevaras under ytdiffusion. Utéver dessa observationer stimmer &ven bilderna fran
simuleringen val med vad som kan férvintas ske under ytdiffusion, nir vi jAmfér med
de analytiska berdkningarna. Detta pavisar att den modifierade Allen-Cahn ekvationen
beskriver ytdiffusion vél néir dessa val av parametrar gors.

6.3 Framtida studier

Under arbetets gang har vi stott pa ett antal svarigheter som kan tas i atanke vid framtida
forskning for béattre resultat. En avgorande foréandring dr att anvdnda en hogprestanda
dator. Vi var tvungna att hélla oss till upplésning < 100 for annars hade koden tagit
for lang tid. 100 000 iterationer tog tre dagar, och med en uppskattning kunde vi dra
slutsatsen att upplosning 256 hade behévt 16 miljoner iterationer vilket var dator och
tidsram inte hade kunnat hantera. Darfor hade en hogrprestanda dator underldttat men
ocksa gett mojlighet till ett mer noggrant resultat.

I var rapport kunde den numeriska datan visa att arean bevaras vilket innebér att
den modifierade Allen-Cahn beskriver ytdiffusion. I framtida studier sa kan det vara
anvandbart att bevisa analytiskt vad som hénder ndr & gar mot noll och om arean
alltid bevaras. Det &r dven av intresse att fortsatt underséka hur initialderivatan férhaller
sig till den analytiska, d& vi i denna studie endast testat tva olika virden pa § per
upplosning.
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A.1 Notationer

Notation

Betydelse

waip&w\gbﬁs:)<<~é

> Db s Q
=+ 8 N

A.2 Ordlista

Svenska

Kurva

Hastighetsvektor

Hastighet i normalriktningen
Normalvektor

Krokningen
Laplace-operator
Baglangdsparameter
Nivaméngdsfunktionen
Kurva i R?, annars hyperyta i R™.
Mobilitetsfaktorn

Tangenten

Bi-normalen

Cahntalet

Diffusa gransskiktet bredd
Skalning av upplosning
Skalning av tid

Engelska

Baglénd
Diffusiv skalning
Diffust gransskikt

Arc length
Diffusive scaling
Diffuse interface

Fastfaltsmetod Phase field method
Krokningsflode Mean curvature flow
Medelkvadratsavvikelse Mean square error
Nivaméngdsmetod Level-set method

Utvecklingsmetoder for hyperytor Interface evolution methods

Ytdiffusion

A.3 Exempel till teorin

Surface diffusion

Exempel 2.1: Parametrisering av en helix [6]

Betrakat kurvan:

V() =

(acos(t),asin(t),bt), teR, (A.1)

Dér a och b dr konstanter, och t € I. Denna parametrisering ger en helix som vindlar
runt z-azeln med en radie av a och en lutning av b. Denna kurva har sitt spdar i R3 pd

cylindern x% + y? = a?.
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Figur A.1: En tredimensionell kurva som bildar en spiralform, beskriven av parametriseringen (A.1)

A.4 Baglangdsparametrisering av ellipsen

Givet ellipsen,
~(t) = (acos(t), bsin(t)).

Vi har da,
dx
"(t)dt = — - dt
@ (t)dt = = - db,
dy
"(t)dt = = - dt

ds = [Via Pythagoras sats| = \/dz? + dy?

Detta implicerar att,

ds = \/(a/(t)dt)? + (y'(t)dt)? = \/(w’(t))2 + (y/(t))dt
=5 = /ds = /27T V(! '(t))2dt = \/ —asin(t))? + (beos(t))?dt

0

Denna integral &r inte elementér, i stéllet krévs numeriska metoder for att berdkna den.
Detta visar att en ellips inte kan bagldngdsparametriseras.
A.5 Berikningar for krokningsflode av ellips

Lat + vara en ellips pa formen

2 2
_ T Y
+b2,

dar a, b € R &r konstanter. Parametrisermgen av 7y ar
v(t) = (acos(t), bsin(t)), t e |0,2m).

Tangenten T berdknas till

B ’y'(t) ( asm( ) bCOS( ))
T® = |7/(t)| \/a25m2 +b%cos?(t)
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Tangentens derivata blir da:

2 2 2 2 _ I A ren (a®—b2)sin(t)cos(t)
T \/a sin?(t) + b%cos?(t)(—acos(t), —bsin(t)) — ( asm(t)bms(t))\/a2sin2(t)+b2cos2(t)

a?sin®(t) + b2cos?(t)
Vi sorterar derivatans olika element och far en vektor pa formen (x,y), dar

B —acos(t) asin(t)(a? — b%)sin(t)cos(t)
Va2sin2(t) + b2cos?(t) (a2sin?(t) + b2cos?(t))3/?

och B —bsin(t) B (a®b — b3)sin(t)cos?(t) )
v= VaZsin2(t) + b2cos?(t)  (a?sin®(t) + b2cos?(t))%/2”

Genom att skriva om uttrycken pa gemensam ndmnare blir uttrycken betydligt

enklare:
—acos(t) asin(t)(a® — b?)sin(t)cos(t) —

\/CLQSZHQ +02c0s2(t)  (a?sin?(t) + b2cos(t))3/?
_ a®sin®(t)cos(t) — ab®sin?(t)cos(t) — acos(t)(a’sin?(t) + b*cos(t)) _
(a2sin2(t) + b2cos2(t))3/2
a®sin®(t)cos(t) — ab®sin?(t)cos(t) — a>cos(t)sin?(t) — ab’cos3(t)
(a2sin?(t) + b2cos?(t))3/2
_ —ab?cos(t)(sin?(t) + cos®(t)) _
(a2sin?(t) + b2cos?(t))3/2
B —ab?cos(t)
 (a2sin2(t) + b2cos2(t))3/2

och for y:
' —bsin(t) (ab — b%)sin(t)cos®(t) |
y= VaZsin®(t) + b2cos>(t) B (a2sin?(t) + bQCOSQ(t))3/2) B
—a?bsin3(t) — b3sin(t)cos®(t) — a®bsin(t)cos®(t) + b3sin(t)cos?(t)
(a2sin?(t) + b2cos?(t))3/2
)
t

_ —a®bsin(t)(sin®(t) + cos?(t))
(a2sin(t) + b2cos®(t))3/2
—a?bsin(t)
(a2sin(t) + b2cos?(t))3/2’

Vi far alltsa att

T (t) =

< —ab?cos(t) —a®bsin(t) >
(a2sin?(t) + b2cos?(t))3/27 (a?sin2(t) + b2cos?(t))3/2

Krokningsflodet x(t) = |L’/IE;|)| beréknas till f6ljande

IT'|  [a?bicos®(t) + a*b?sin?(t)  aby/a?sin(t) + b2cos>(t) ab
V(@) \ (a2sin?(t) + b2cos?(t))*  (a2sin?(t) + b2cos?(t))2  (aZsin2(t) + b2cos?(t))3/2

iii
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A.6 Berikningar for ytdiffusion av ellips

Lat v vara en ellips pa formen

2 2
£ Y
1= +b2’

dar a, b € R &r konstanter. Parametrisermgen av 7y ar
v(t) = (acos(t), bsin(t)), t e |0,2m).
Krokningen definieras som Ak, dar k ar krokninsflodet hos ellipsen. I tidigare avsnitt
berdknades detta till
|'T’| ab

0= L] = (@it (e) + Reost P

Kedjeregeln medfor foljande
Miaimig 9 N_0to (oo
052 0s \0s dsot \osot" )’
@ 1 1
Js |’)’/(t)| Va2sin2(t) + b2cos?(t)

dar

efter resultatet av (5.6).

Vi har att

_oto9 (ot9 \N_ _ab 9/ 1 8 5. 0o 2. 2(1\\3/4
T 9s Ot (33 3#6) - I/ (8)] ot (7/@)! 8t(a sin“(t) + b°cos*(t)) .

Vi deriverar innersta uttrycket och byter ut andra |y ()| mot \/a2sin2(t) + b2cos(t), si
nu ar

Ak =

ab 0 (3(2(b* — a?)sin(t)cos(t))\  3ab(b* —a?) O sin(t)cos(t)
I/ (t)] Ot <2(a25in2(t) +b20052(t))3> T (@) 0t (a2sin?(t) + b2cos?(t))3

Sista faktorn i uttrycket deriveras med hjélp av kvotregeln:

_9@®) Ly g (Oh() —g(t)(2)
O e R e
dar
(t) sm(t)cos(t))
{g(t) (a2sin(t) + Beos2(t))? (A-2)
och

'(t) = cos®(t) — sin’(t)
{Z/(t) = 6(a® — b%)sin(t)cos(t)(a’sin®(t) + b2cos®(t))? - (A.3)

Om (A.2) och (A.3) sétts in i kvotregeln fas foljande resultat:
3ab(b? — a?) 0 sin(t)cos(t) B
V()] Ot (a?2sin?(t) + b2cos?(t))3
—3ab(a® — b%) (cos?(t) — sin?(t))(a®sin?(t) + b2cos®(t))* — 6(sin(t)cos(t))?(a? — b2)(a?sin?(t) + b?cos?(t))?

v (1)l (a2sin?(t) + b2cos?(t))°

)
— —3ab(a2 — b?)(cos®(t) — sin?(t)) _ 6(sin(t)cos(t ))?(a® — b?)
(a?sin(t) + b26082(t))7/2 (a2sin2(t) + b2cos?(t ))9/2

Alltsa ar
B (a® — b?)(cos®(t) — sin®(t))  6(sin(t)cos(t))?(a® — b?)
An(t) = —3ab (a2sin2(t) + b2cos2(t))7/2  (a2sin?(t) + b2cos?(t))%/2
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B Appendix 2 — Numerisk

B.1 Utridkning av diffusiva skalning

For att berakna den diffusiva skalningen anvands data fran ellipsens bredd for varje
upplosning. Vi viljer ett intervall inom omradet dér vi kan observera en utveckling i
bredden. Med simuleringarna pa den modifierade Allen-Cahn var intervallet [0,65,0,53].
Flera punkter véljs inom detta intervall och vi samlar in iterationen dér varje ellips,
for varje upplosning hade samma bredd. Figuren nedan illustrerar detta och visar flera
horisontella linjer som skér graferna.

Bredden hos ellipsen vid Modifierad Allen-Cahn-simuleringar (Skarningslinjer)

0.75 ‘
Upplosning
0.70 30
3 {\. — 40
LR S — : ES—— —— 50
2 -y — 60
2 | — 70
[=3 -
= Ol o
[ HH 90
0551 nk\k ...... 100
0.50 —— —
0 50000 100000 150000 200000
Iteration

Figur B.1: Skédrningslinjer genom bredden av ellipsen vid den modifierad Allen-Cahn simuleringar med
anvandning av Cahn-tal

Skarningspunkter samlas in tillsammans med motsvarande lingd av bredden. Da méts
antalet iterationer for varje upplosning vid samma ldngd av bredden for ellipsen.
Darefter ritas datapunkterna med respektive horisontella linjer i figur B.2a for varje
upplosning, vilket avslojar en exponentiell utveckling. Datapunkterna passas till modellen
log(iteration) = a + n x log(upplésning). Vi &r intresserade av vérdet for n, eftersom a
bara ger oss startpunkten fér utvecklingen. Vardet n ger relationen mellan upplésning och
tid: Az™ «~ At. Figuren nedan visar log(iteration) som en funktion av upplésning.

Genomskarningpunt per upplésning 1skarnings punkt) = n*log(Uppl ) per Linje

hlinje 1: n=3.50
hlinje 2: n=3.53
hlinje 3: n=3.54
hlinje 4: n=3.55
hlinje 5: n=3.56
hlinje 6: n=3.56

175000 4 "
Jj
J
Jj
Jj
J

hlinje 7: n=3.57
]
Jj
Jj
]
Jj
j

hiinje 1
hiinje 2
hiinje 3
hlinje 4
hiinje 5
hiinje 6
hiinje 7
hiinje 8
hiinje 9
hiinje 10
hiinje 11
hiinje 12
hlinje 13

150000

10
125000 4

100000

hlinje 8: n=3.58
hlinje 9: n=3.57
hlinje 10: n=3.56
hlinje 11: n=3.54
hlinje 12: n=3.51
hlinje 13: n=3.48

75000 4

)
log(Genomskarnings punkt)
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Genomskarnings punkt (Iteration)
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g

(b) Illustrerar sambandet mellan 6kad upplésning

(a) Skdrningspunkter per Skédrningslinje, visar en
exponentiell utveckling av iterationer i férhallande
till upplosning.

och antalet iterationer for att uppna samma form,
samt den statistiska analysen av n for att beskriva
denna relation.

Figur B.2b visar att Okning av upplosningen oOkar antalet iterationer som krévs
for att uppnad samma form. Vérdet for n analyseras statistiskt, déar vi berdknar
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medelvardet, standardavvikelsen och ett konfidensintervall. Medelviardet av n anvinds for
att berdkna tidsutvecklingen for varje simulering. Tiden berdknas som Tid = iteration x
(upplésning, /upplésning; )™ dér i representerar olika upplosningar. Genom att anvianda tid
istdllet for iteration presenteras utvecklingen av bredden for alla upplésningar i figurerna
B.3a och B.3a, med konstant 6 = 3 respektive ¢ fran Cahn-tal.

Bredden hos ellipsen vid Allen-Cahn-simuleringar Bredden hos ellipsen vid Modifierad Allen-Cahn-simuleringar
0.75 0.75

Ellipsens Bredd

0.50 050

0 500 1000 1500 2000 2500 0 500 1000 1500 2000 2500

Tid Tid

(a) Bredden av ellipsen vid den modifierad (b) Bredden av ellipsen vid den modifierad
Allen-Cahn simuleringar 6ver tid for konstant 6 = 3 Allen-Cahn simuleringar 6ver tid for § fran Cahntal

Det observeras att utvecklingen av bredden 6ver tid &r betydligt jaimnare nidr man anvinder
tid istéllet for iteration, vilket framgar av en jamforelse mellan figur 5.3b och figur

B.3b.

B.2 Ekvationen for area dndring

Ay — A;
Ag, = Ao=4) 49 (B.1)
k3 AO

Areaforéndring Ay, vid iteration ¢ berdknas fran den ursprungliga arean Ay till area A;

dér ¢ € [0, N] dir N é&r antalet iterationer som anvinds. Resultatet av areaférandringen
ar i procent.

B.3 Parametrar for simuleringarna

I var studie genomforde vi simuleringar med olika parametrar for att analysera och forsta
beteendet i Gesualdo. Simuleringarna utfordes i tre tester, dér varje test representeras av
en separat tabell.

I det forsta testet utféorde vi simuleringar for att observera hur olika
parameterkombinationer paverkade dessa. Tabell B.1 visar parametrarna som anvindes
i dessa simuleringar. Genom att undersoka alla mdjliga kombinationer utférde vi 144
simuleringar for fyra olika former, med 100 000 iterationer.

Initiala simuleringar (Alla kombinationer)
Upplosningar | 32, 64, 128, 256

M 0.5, 1,15

0 1,2,5

Tabell B.1: Forsta simuleringar

Efter att ha analyserat resultaten fran forsta testet observerade vi vissa beteendeproblem
relaterade till hoga mobilitetsvirden (M) och sma vérden for §. For att atgirda problemen
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gjordes nya simuleringar med uppdaterade parametrar, som visas i Tabell B.2. Aterigen
utférde vi 144 simuleringar for fyra former, med alla parameterkombinationer och med
100 000 iterationer.

Andra simuleringsrundan (Alla kombinationer)
Upplosningar | 32, 64, 128, 256

M 1,32 15

o 3,5, 7

Tabell B.2: Andra simuleringsrundan

Baserat pa resultatet fran de tva testerna kom vi fram till parametrarna som presenteras
i Tabell B.3. I detta test fokuserade vi pa tva olika metoder: en med d-virden hérledda
frin Cahn-talet och en annan med konstant §. I sista simuleringarna utférdes 200 500
iterationer.

Slutgiltiga simuleringar
0 fran Cahn-tal = 0.14140938
Upplosningar | 30 | 40 | 50 | 60 | 70 | 80 | 90 | 100
0 314 5167|8910
M 1
Konstant delta = 3
Upplésningar | 30 [ 40 [ 50 [ 60 [ 70 [ 80 | 90 | 100
0
M 1

Tabell B.3: Slutgiltiga simuleringar

vii



C Appendix 3 — Felkéllor

C Appendix 3 — Felkillor

C.1 Anomalier vid Allen-Cahn simuleringar

I féljande bilder kan bredden hos ellipsen vid Allen-Cahn observeras med anvéndning av
Cahn-tal samt § = 3. I graferna kan atta olika upplésningar observeras: 30, 40, 50, 60,
70, 80, 90 och 100. Bredden undersoks i férhallande till antal iterationer. Vi kan notera
att bredden ror sig mellan 0.74 och 0 for konstant 6 och 0.7 och 0 fér Cahn-talet, medan
iterationer gar fran 0 till 500 f6r bada fallen.

Bredden hos ellipsen vid Allen-Cahn-simuleringar Bredden hos ellipsen vid Allen-Cahn-simuleringar

v
N
o

I o
~

Ellipsens bredd
O

o o
)

o
b

o
o

o

100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
Iteration Iteration

(a) Bredden av ellipsen vid Allen-Cahn simuleringar 6ver (b) Bredden av ellipsen vid Allen-Cahn simuleringar
tid for 6 fran Cahn-tal 6ver tid for konstant 6 = 3

Vi kan observera i grafen C.la att storleken pa bredden minskar fér upplosningar och
tillslut blir noll foér alla forutom 30 och 40. Enligt teorin s& bor inte graferna bete sig
som de gor och anledning till detta kan bero pa att ¢ ar for stort relativt upplésning. Vi
kan notera att samma sak géller for C.1b da graferna inte foljer teorin. I figur C.1b kan
vi notera att de olika upplésningarna fastnar vid olika storlek pa bredden och stannar
déar. Observera att upplosningarna 50 och 60 &r instabila eftersom de uppvisar snabba
fluktuationer och varierande viarden. Pa grund av detta tas de inte med i den slutliga
analysen.

I graferna ovan kunde foréndringen av ellipsens bredd observeras och i féljande bilder
kommer en simuleringarna illustreras. I féljande 16 bilder kan 4 upplésningar observeras,
upplésningarna gér kolumnvis och iterationera radvis. Kolumnen ldngst till hoger
illustrerar upplosning 100 sen 70, 50, och 30 och iterationerna som visas radvis ér 0, 165,
330, och 500. I figurerna kan vi observera hur ellipserna vid olika upplésningar krymper,
vi kan se att ellipsen av upplésning 70 krymper snabbast till en punkt.
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Ellipse
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Figur C.2: Evolution for ellipsen med upplosning 100, 70, 50, och 30 fran Allen-Cahn simuleringarna
med Cn-vérden.

I f6ljande figurer ar det samma upplosningar och iterationer som observeras som i figur 5.7
skillnaden &r att figurerna representerar datan fran graf C.1b. I féljande figurer kan vi se
att arean knappt fordndras. Det vi kan observera ér att det diffusa gréansskiktet fordndras
och blir skarpare for ldgre upplésningar och framforallt for upplosning 30 dér det diffusa
gransskiktet férsvinner och figuren slutar utvecklas.
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Ellipse Ellipse Ellipse Ellipse
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Figur C.3: Evolution for ellipsen med upplosning 100, 70, 50, och 30 fran Allen-Cahn simuleringarna
med § = 3.
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C.2 Anomalier av torusen vid Modifierade Allen-Cahn
simuleringar

De foljande tva figurerna illustrerar torusens deformation med modifierade Allen-Cahn
ekvationen och dir Cahn-talet har anvints for att vélja §. Figuren C.4a visar torusen i
upplésning 60 efter 52 000 iterationer och med § = 6 medan C.4b visar torusen i upplésning
70 efter 102 000 iterationer § = 6.

Anledning till att detta ar en avvikelse a4r pa grund av ljusblaa cirklar uppstar éver och
under den gula cirkeln. Detta bidrar till en felkélla eftersom de ljusblaa cirklarna inkluderas
vid berékning av arean, se figur 5.6b.
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Form: torus Form: torus

Uppldsning: 60 Upplésning: 70

M: 1 o M: 1 o

Delta: 6 Delta: 7

Iteration: 52000 08 Iteration: 102000 0.8
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(a) Torusen vid upplésning 60, vid iteration 52000 dér 6(b) Torusen vid upplosningen 70, vid iteration 102000
erholls fran Cahn-talet. dar § erholls fran Cahn-talet.
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D Appendix 4 — killkod

D.1 Python kiallkod

D.1.1 Parallell korning av Gesualdo_ 2phase-simuleringar med
olika installningar

import itertools
import subprocess
import asyncio

# Define the properties

shapes = ["ellipse", "circle", "torus", "random"]
sizes = [30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100]

taus = [3.5]

deltas = [3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10]

# Generate all combinations

combinations = list(itertools.product(shapes, sizes, taus, deltas))

# Initialize a list to store unsuccessful commands
unsuccessful _commands = []

async def run_command (command) :
process = await asyncio.create_subprocess_shell (
command ,
stdout=asyncio.subprocess.PIPE,
stderr=asyncio.subprocess.STDOUT,

)
while True:
line = await process.stdout.readline ()
if not line:
break
line_str = line.decode().strip()

print (line_str)

if "NaN detected" in line_str:
process.terminate ()
await process.wait ()
raise RuntimeError (f"'NalN  detected' found

in the output of command '{commandl}'")

return await process.wait ()

async def main():
# Execute the command for each combination
for combo in combinations:
shape, size, tau, delta = combo
settings_file =
f"simulations/generated_xml/
gesualdo_{shapel}_{size}_{tau}_{deltal}.zml"
command =
f"mpiexec -n 4 Gesualdo_2phase.exe {settings_filel}"

try:
await run_command (command)

except (subprocess.CalledProcessError, RuntimeError) as e:

print (f"An error occurred while

xii



D Appendix 4 — kéllkod

running the command '{command}'. Error: {el}")
unsuccessful_commands.append ((command, str(e)))
# Continue with the next command
continue

# Write the unsuccessful commands and their error messages to a log file

with open("error_log.txt", "w") as log_file:
for command, error in unsuccessful_commands:

log_file.write(f"Command: {command}\nError: {error}\n\n")

# Run the main coroutine
asyncio.run(main())

D.1.2 Uppdatering av XML-instéllningsfiler for simuleringar
baserat pa olika kombinationer

import os
from itertools import product
from xml.etree.ElementTree import parse, tostring

def update_xml (xml_tree, shape, nx, ny, tau_AC, interfaceWidth):
root = xml_tree.getroot ()

# Update Geometry
root.find(".//size/nx") .text str (nx)
root.find (".//size/ny") .text = str(ny)

# Update TwoPhaseFlow
root.find (".//phaseField/tau_AC") .text = str(tau_AC)

root.find (".//phaseField/interfaceWidth") .text = str(interfaceWidth)

# Update initialCondition
root.find (".//initialCondition/phaseField/filename") .text =
f'simulations/init_files
vuuuuuuuuuuuuuuuuuuu/{shape} _s{ny:03d}_d{interfaceWidth:01d}.vtk'

# Update Output
root.find (".//0Output/outputDir") .text =
f'simulations/results
vuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu/{shape}/{ny}/{tau_AC}/{interfaceWidthl}'

return root

def save_xml (root, filename):
xml_declaration = '<?7xml_ version="1.0"_,?7>\n
with open(filename, 'w') as f:
f.write(xml_declaration)
f.write(tostring(root, encoding="unicode"))

if not os.path.exists('simulations/generated_xml'):
os.makedirs ('simulations/generated_xml')

shapes = ['ellipse']

nx_values = [30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100]
ny_values = [30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100]
tau_AC_values = [3.5]

interfaceWidth_values = [3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10]

combinations = [(shape, nx, ny, tau_AC, interfaceWidth)
for shape in shapes
for nx, ny in zip(nx_values, ny_values)
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for tau_AC, interfaceWidth in product(tau_AC_values,
interfaceWidth_values)]

template_tree = parse('template.xml')

for i, (shape, nx, ny, tau_AC, interfaceWidth) in enumerate(combinations):
updated_root = update_xml (template_tree, shape,
nx, ny, tau_AC, interfaceWidth)
output_filename = f'simulations/generated_xml/
vuuuuuuuuuuuuuuuuuuugesualdo_{shape}_{ny}_{tau_AC}_{interfaceWidthl}.xml'
save_xml (updated_root, output_filename)

D.1.3 Beridkning av skirningspunkter och tidsforskjutningar i
Modifierade Allen-Cahn-simuleringar del 1

import pandas as pd
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

def line_intersections(x, y, hline):

intersections = []

x = x.to_numpy ()

y = y.to_numpy ()

for i in range(len(y) - 1):

if (y[i] <= hline and y[i + 1] >= hline) or
(y[i]l >= hline and y[i + 1] <= hline):
x_intersection = x[i] + (x[i + 1] - x[i]) =
(hline - y[i]) / (y[i + 11 - y[il)

intersections.append(x_intersection)

return intersections

data = pd.read_csv("/work/Cn-test/
full_dataset_ellipse-35-(3-10).csv")
#data = pd.read_csv("/work/Delta-test/

# full _dataset_ellipse-35-3.csv")
#data = pd.read_csv("/work/Cn-test/
# full_dataset_ellipse-AC-Cn-35-(3-10) .csv")

grouped_data = data.groupby("size")

# Define the colormap
cmap = plt.cm.get_cmap("viridis")

data["size"].min ()
data["size"].max ()

min_size
max_size

fig, ax = plt.subplots()
for name, group in grouped_data:
if name not in []:#[30, 40, 50, 60]:

normalized_size = (name - min_size)
/ (max_size - min_size)
color = cmap(normalized_size)

ax.plot (group["iteration"],
group ["distance"], c=color,
linewidth=1, label=name)

ax.set_xlabel ("Iteration",fontsize=15)

ax.set_ylabel ("Diameter",fontsize=15)
#ax.set_x1im (0, 500)
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for hline in np.arange(0.65, 0.53, -0.001):
ax.axhline (hline, color="gray",
linestyle="--", linewidth=0.5)

ax.legend(loc="'center  left',
bbox_to_anchor=(1.0, 0.5),
title="Upplésning",fontsize=15)
plt.show ()

intersections_data = []
for name, group in grouped_data:
if name not in []:#[30, 40, 50, 60]:
for hline in np.arange(0.65, 0.53, -0.001):
intersections =
line_intersections (group["iteration"],
group ["distance"], hline)
for intersection in intersections:
if not np.isnan(intersection):
intersections_data.append ({
"Size": name, "Line":
hline, "Intersection":
intersectionl})
print (f"Size: {name},
Line: {hline:.2f},
Intersection: {intersection:.2f}")

# Save intersections data to a CSV file
intersections_df = pd.DataFrame(intersections_data)
intersections_df.to_csv("intersections.csv", index=False)

D.1.4 Beridkning av skirningspunkter och tidsforskjutningar i
Modifierade Allen-Cahn-simuleringar del 2

import numpy as np
import scipy.stats as stats

def func(x, n, a):
return a + n * np.log(x)

# Store n values in a list
n_values = []

fig, ax = plt.subplots()

for i, (line_name, group) in enumerate (df.groupby('Line"')):
x_data = group['Size']
y_data = np.log(group['Intersection'])

# Curve fitting

popt, _ = curve_fit(func, x_data, y_data)
n, a = popt

n_values.append(n)

# Plot the fitted curve
x_range = np.linspace(min(x_data),
max (x_data), 100)
ax.plot (x_range, func(x_range, n, a),
label=f"hlinje {i+1}: n={n:.2f}")

# Scatter plot
ax.scatter (x_data, y_data, marker='o', alpha=0.5)
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ax.set_xlabel ('Upplésning',fontsize=12)

ax.set_ylabel('log(Genomskarnings punkt)',fontsize=12)

ax.legend (loc='center left', bbox_to_anchor=(1.0,

ax.set_title('log(Genomskarnings punkt) =

0.5) ,fontsize=12)

vuuuuuuuuuuuun*log (Upplésning) per, Linje',fontsize=12)

plt.show ()

# Calculate and print the mean and
# standard deviation of n values
mean_n = np.mean(n_values)

std_n = np.std(n_values)

# Calculate the confidence interval
alpha = 0.95 # for a 95) confidence interval
degrees_of_freedom = len(n_values) - 1
confidence_interval =
stats.t.interval (alpha,
degrees_of_freedom,
loc=mean_n, scale=std_n)

print (f"Mean of n values: {mean_n:.2f}")

print (f"Standard deviation of n values: {std_n:.2f1}")

print (£"{int (alpha*100) }% Confidence interval:
{confidence_intervall}")

D.1.5 Berikning av medelvirde, standardavvikelse och konfidensintervall for

forandring av ellipsbredd vid olika iterationer

import pandas as pd
import numpy as np
import scipy.stats as stats

def main():
file_path = "/work/diamiter_100_
dataset_ellipse-35-10.csv"
df = pd.read_csv(file_path)

delta_values = [3, 3.5, 4, 4.5, 5, 5.5, 6,
6.5, 7, 7.5, 8 9

print ("Enter two different

B) s

iterations (between O and 200500) :")
iterationl = 15 #int (input("Iteration 1: "))
iteration2 = 60 #int (input ("Iteration 2: "))
for delta in delta_values:
print (f"\nProcessing data
for delta: {deltal}")
# Filter the dataframe based on
# the current delta value
df _filtered = df[df['delta'] == deltal
ratios = []
for i in range(iterationl, iteration2,
distance_x1, distance_yl =
get_distance(df_filtered, i)
distance_x2, distance_y2 =
get_distance(df_filtered, i + 1)
ratio = (distance_y2 - distance_y1)
/ (distance_x2 - distance_x1)
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ratios.append(ratio)

mean = np.mean(ratios)
sd = np.std(ratios)

# Calculate the confidence interval with a

# confidence level of 957

ci = stats.t.interval (0.95,
len(ratios)-1, loc=mean,
scale=stats.sem(ratios))

print (f"Mean of ratios for delta {deltal}: {meanl}")
print (f"Standard deviation of ratios for delta {deltal}: {sd}")
print (£"95% confidence interval for delta {deltal}: {cil}")

def get_distance(df, iteratiomn):

row = df [df ['iteration'] == iteration].iloc[0]
distance_x = row['distance_x"']
distance_y = row['distance_y']

return distance_x, distance_y

if __name == "_ _main__":

main ()

D.2 MATLAB killkod

D.2.1 Generering av initiala filt for
tvafasflodessimuleringar med olika geometrier

% read in the image
%img = imread ("image.jpg");

% create grid

Nx=100; 9’ number of grid points in x and y (must be same as in input file)
Ny=Nx;

delta = 6; J interface width

x=1:Nx;

y=1:Ny;

[X,Y,Z]=ndgrid(x,y,1:3); % grid coordinate matrices

% scale the image down to size 100 by 100
%img = imresize (img, [Nx Nyl);

% convert the image to black and white
%img_bw = im2bw (img) ;

% create a matrix containing only 1 and O for black and white
%img_matrix = double(img_bw) ;

% invert the 1 and 0 in the matrix
%img_matrix = 1 - img_matrix;

% add an extra dimension to the matrix that is a copy of the
% first layer three times
%img_matrix = repmat(img_matrix, [1 1 3]);

% create shape (with 1 inside, O outside)

R = Ny/4; 7 radius of disc

hA=((X-Nx/2) .72 + (Y-Ny/2).72 <= R72) > ((X-Nx/2).72 + (Y-Ny/2) .72 <= (R-15)72);
% indicator function for a donught
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%hA=(2%x(X-Nx/2) .72 + 0.5%x(Y-Ny/2) .72 <= R"2) > (2x(X-Nx/2).72 + 0.5x(Y-Ny/2)."2
yA <= (R-R/2)72); 7 indicator function for a donught wide

%A=((X-Nx/2) .72 + (Y-Nx/2) .72 <= R"2); % indicator function for a disc

A=(2*%(X-Nx/2) .72 + 0.5*%(Y-Ny/2) .72 <= R"2); 7 indicator function for a ELIPSE

hA=img_matrix;

% Create a 100x100 matrix of random 1s and Os
%M = randi ([0, 1], Nx, Ny);

% Scale the M matrix up to Nxl1 by Nyl
%M_resized = imresize(M, [Nx, Nyl], 'mnearest');

% Convert the matrix into a 100x100x3 matrix where
% each matrix is a copy of each other
%A = repmat(M_resized, [1, 1, 3]1);

% Create the phi profile

SD=bwdist (A) - bwdist(1-A); 7 signed distance function

SDs=smooth3(SD, 'box'); % smooth to avoid jump at edge

F=0.5x(1-tanh (2*SDs/delta)); 7 stationary profile function

% Note: this method is not perfect, i.e. will not create the exact profile.
% For a disc it could be done exactly, but this method could be applied

% for general shapes.

% show data
figure (1)

clf
imagesc(F(:,:,2))
colorbar

axis equal tight

% write VTK file for input to Gesualdo

filename = sprintf(['init_generation/random_s’%03d_d%01d.vtk'], Ny, delta);
%filename = 'disc_100_r30.vtk';

writeVTK (F,filename, 'binary');

%% 3D view

% Create x and y coordinate matrices using meshgrid
[X,Y] = meshgrid(1:Nx, 1:Ny);

% Create z coordinate matrix
Z =F(C,:,2);

% Generate 3D surface plot
figure(2 )
surf (X,Y,Z, LineStyle="none", EdgeColor="black")

% Add labels and title
xlabel ('X"')
ylabel ('Y"')
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zlabel ('Z")

title('3D Surface Plot')

%% Plot the contour phi=0.5

figure (3)

clf

contour (F(:,:,2),[0.5 0.5], 'black"')
axis equal tight

%% Plot the function values along center line
figure (4)

clf

plot (F(:,Ny/2,2),'black')

D.2.2 Skapa sammanslagna dataset fran VTK-filer och berdkna
geometriska egenskaper

% Define the possible values for each variable
shapes = {'circle', 'torus', 'random', 'ellipse'};
sizes = [30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100];

taus = [3.5];

deltas = [3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10];

% Loop over all the possible combinations of variables
for i = 1:length(shapes)
% Define the output file name
output_file_name = sprintf ('datasets/full_dataset_%s-35-(3-10).csv',
shapes{il});

% Open the output file in write mode and create a CSV writer

file = fopen(output_file_name, 'w');

fprintf (file, 'shape,size,tau,delta,iteration,area,mass_loss,distance\n');
shape = shapes{il};

if (shape == "ellipse")
iter= 1;

else
iter = 5;

end

for j = 1l:length(sizes)
size = sizes(j);
for k = 1:length(taus)
% Construct the folder path
folder_path = fullfile('simulations', 'results', shapes{i},
num2str (sizes (j)), num2str (taus(k)), num2str (deltas(j)));

% Loop over the iterations
for m = 0:iter :205000
% Construct the file name
file_name = sprintf ('vtk_twophase_%08d.vtk', m);

% Construct the full file path
file_path = fullfile(folder_path, file_name);

% Check if the file exists

if exist(file_path, 'file') == 2
% Read the volume
A = vtk_read_volume(file_path);
Area = nnz(A >= 0.5);
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== 0)
Area_initial

Gain inital Area

Mass loss from initial to current iteration
mass_loss = ( (Area - Area_initial) / Area_imnitial ) * 100;

% Only gain distance if its an ellipse
if ((shape == "ellipse")

|l (shape

7% Gain horizontal line distance

X_indices =
x1 = x_indic
x2 = x_indic

% Linear interpolation to find the more accurate

% point wher
if x1 > 1

find ((A(size/2,
es(1);
es (end) ;

e the value is 0.5

nnz(A >= 0.5);

(shape == "circle")

x0_left = x1 - 1;
yO_left = A(size/2, x0_left, 2);
yl_left = A(size/2, x1, 2);
x1_interpolated = x0_left + (0.5 - yO_left) *
(x1 - x0_left) / (yl_left - yO_left);
else
x1_interpolated = x1;
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fprintf (file,
sizes(j), taus(k),

end

if x2 < size
x0_right
yO_right
x1_right
yl_right

x2_interpolated

else

x2_interpolated

end

% Extract contour points for sizel and size?2

contour_points

% Scale cont
% match the

/ (size

% Calculate

Q.
1

d = Nal;

"%

our points of size2 to
scale of sizel
contour_points_rescaled

distance
pdist (contour_points_rescaled,

Write the row to the CSV file
s,hd,hg,hd,%hd,%g,%g,hg\n",
deltas(j), m,

A(size/2,
A(size/2,
x0_right + (0.5 - yO_right)

* (x1_right - xO_right) /
(yl_right - yO_right);

[x1_interpolated,
0; x2_interpolated,

((contour_points - 1)

'euclidean');

shapes{i},
mass_loss,
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% Write a row with NaN for the Area

fprintf (file, '%s,%d,%g,%kd,%d,NaN\n', shapes{i},

sizes(j), taus(k), deltas(j), m);
end
end
end

end

% Close the output file

fclose(file);

end

D.2.3 Skapa sammanslagna dataset frdn VTK-filer och berdkna
bredden och héjden for ellipsen

% Define the possible values for each variable
shapes = {'ellipse'};
sizes = [100,100,100,100,100,100,100,100,100,100,100,100,100
,100,100,100,100,100,100];
taus = [3.5];
deltas = [1, 1.5 , 2, 2.5, 3, 3.5, 4, 4.5, 5, 5.5, 6, 6.5,
7, 7.5, 8, 8.5, 9, 9.5, 10]1;

% Loop over all the possible combinations of variables
for i = 1:length(shapes)

% Define the output file name
output_file_name = sprintf ('datasets/diamiter_100_dataset
_%s-35-10.csv', shapes{il});

% Open the output file in write mode and create a CSV writer

file = fopen(output_file_name, 'w');

fprintf (file, 'shape,size,tau,delta,iteration, distance_x,
distance_y\n');

shape = shapes{il};
if (shape == "ellipse")
iter= 1;
else
iter = 5;
end
for j = 1:length(sizes)
size = sizes(j);
for k = 1:length(taus)
% Loop over the iterations
for m = 0:1:200
% Construct the file name
file_path = sprintf('G:/Kandidat/simulations/
results/%s/%d/%hg/%hg/vtk_twophase_7%08d.vtk',
shape, size, taus(k), deltas(j), m);

% Check if the file exists

if exist(file_path, 'file') == 2
% Read the volume
A = vtk_read_volume(file_path);
Area = nnz(A >= 0.5);

% 0Only gain distance if its an ellipse

if ((shape == "ellipse") ||
(shape == "circle") ||
(shape == "torus"))
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% Gain horizontal line distance

X_indices =

y_indices =

find ((A(size/2, :, 2)
x1 = x_indices (1) ;
x2 = x_indices(end);

find ((A(:, size/2, 2)
yl = y_indices(1);
y2 = y_indices (end);

>= 0.5));

>= 0.5));

% Linear interpolation to find the more

accurate point where the value is 0.5

if x1 > 1
x0_left
yO_left
yl_left

x1 - 1;
A(size/2, x0_left,
A(size/2, x1, 2);

x1_interpolated = x0_left +

(0.5 - yO_left) * (x1 - x0_left)

else

2);

/ (yl_left - yO_left);

x1_interpolated = x1;

end

if x2 < size
x0_right
yO_right
x1_right
yl_right

X2 ;

A(size/2, x0_right
x2 + 1;

A(size/2, xl1_right

x2_interpolated = xO_right +

(0.5 - yO_right) * (x1_right - xO_right)

else

/

, 2);

, 2);

(yl_right - yO_right);

x2_interpolated = x2;

end

% Extract contour points for sizel and size?2
contour_points

= [x1_interpolated

0; x2_interpolated, O0];

% Scale contour points of size2
to match the scale of sizel
contour_points_rescaled =

((contour_points - 1) / (size - 1));

% Calculate distance

d_x = pdist(contour_points_rescaled,

>

% Linear interpolation to find the more

accurate point where the value is 0.5

if y1 > 1
x0_left
yO_left
yl_left

yl - 1;
A(x0_left, size/2,
A(yl, size/2, 2);

yl_interpolated = x0_left +

(0.5 - yO_left) * (y1 - xO0_left)

else

2);

/ (y1_left - yO_left);

yl_interpolated = yi;

end

if y2 < size

xxii

'euclidean');



109

110

111

112

113

114

115

117

118

119

120

121

122

123

124

126

127

128

129

130

131

132

133

134

135

136

137

138

139

140

141

142

143

144

145

146

147

148

149

150

151

152

153

154

D Appendix 4 — kéllkod

els

end

x0_right = y2;

yO_right = A(x0
x1_right = y2 +
yl_right = A(x1
y2_interpolated

(0.5 - yO_right) * (x1_right - xO_right)

/ (yi_r

else
y2_interpolated

end

_right, size/2, 2);
1;

_right, size/2, 2);
= x0O_right +

ight - yO_right);

= y2;

% Extract contour points for

sizel and size2

contour_points = [yl_interpolated,
0; y2_interpolated, 0];

% Scale contour poi
to match the sc
contour_points_resc

nts of size2
ale of sizel
aled =

((contour_points - 1) / (size - 1));

% Calculate distanc
d_y = pdist(contour
e

d = Nal;

e
_points_rescaled, '

% Write the row to the CSV file

%hifprintf ('Ys,%d,%g,%hd,%d,dx:%f,dy:%f\n",

sizes(j), taus(k),

deltas(j), m, d_x,

% Write the row to the CSV file

fpri

else

ntf (file, '%s,%d,%g
sizes(j), taus(k),

,heg,hd, %t ,%f\n"', shapes{il},

deltas(j), m, d_x,

% Write a row with NaN for the Area
fprintf ('%s,%d,%g,%g,%d,NaN\n', shapes{i},

end
end
end
end
% Close the output f
fclose(file);
end

sizes(j), taus(k),

ile

deltas(j), m);

D.2.4 Generering av simuleringsbilder for olika parametrar

I_30 = [0, 500, 1000, 16
I_40 = [0, 1580, 3160, 5
I_50 = [0, 3860, 7715, 1
I_60 = [0, 8000, 16000,

I_70 = [0, 14820, 29640,
I_80 = [0, 25280, 50570,
I_90 = [0, 40500, 81000,

007 ;
055];
23457 ;
2560017 ;
474307 ;
809107 ;
12960017 ;

I_100 = [0, 61730, 123455, 197530];

I = {I_30, I_40, I_50, I_

% Parameter arrays
shapes = {'circle',6 'ell

60, I_70, I_80, I_90, I_100};

ipse', 'torus', 'random'};

xxiii
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sizes = [30,
taus = [3.5];
deltas = [3,

50, 60, 70, 80, 90, 100];

5, 6, 7, 8, 9, 10];

% Loop through all the parameter combinations
for s = 1:length(shapes)

shape =
for j

size
for tau
delta = deltas(j);
% Loop through the files and read each one
for i = 1:4

shapes{s};
1:length(sizes)
sizes (j);

= taus

% Read the data from the file

filename_A = sprintf (['simulations/results/%s/%d/%g/hd/"
'vtk_twophase_%08d.vtk'], shape, size, tau, delta,
I{j}(i));

A = vtk_read_volume(filename_A) ;

% Create the figure and write it to a image
figure (7)

clf

imagesc(A(:,:,2))

colorbar

colorbar ('off ')

axis equal tight

if (shape == "random")
colorbar
end
str3 = ['\fontsize{16}' upper (shape(1l)) shape(2:end)];
if (I{j}(i) == 00000000)

title(str3)
end

% Find the limits of the current axis

ax = gca;
x_limits = ax.XLim;
y_limits = ax.YLim;

% Add vertical text outside the plot area

text_iter_str = ['Iteration: ' num2str(I{j}(i))];
text_time_str = ['Tid: ' num2str(I_30(i))];
if (shape == "circle")

text(x_limits (1) - 10.5, (y_limits(1l) + y_limits(2))
/ 2, text_iter_str, 'Rotation', 90,
'HorizontalAlignment', 'center', 'FontSize', 16);
text(x_limits (1) - 16, (y_limits (1) + y_limits(2))
/ 2, text_time_str, 'Rotation', 90, ...
'HorizontalAlignment', 'center', 'FontSize', 16);
end
iteration = (I{j}(i) / ((30/size) "4));

% Add text box with shape, size, tau, and delta information

%info_str = sprintf ('Shape: %s\nSize: %d\nTau:
%g\nDelta: %d\nIteration: %d\nTime: %d', shape, size,

% tau, delta, I{j}(i), I_30(i));

Yannotation('textbox', [0.05 0.7 0.3 0.31],

% 'String', info_str, 'FontSize', 12, 'BackgroundColor',
% 'w', 'EdgeColor', 'k', 'LineWidth', 1);

% Save figure as a PNG file with the
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end

end
end
end

% correct file name format

filename = sprintf (['results_images/%s_%d_kg_%d_%084d"'
'.jpg'l, shape, size, tau, delta, I{j}(i));

% Create necessary directories if they don't exist

[filepath, ~, ~] = fileparts(filename) ;

if ~exist(filepath, 'dir')
mkdir (filepath);

end

print (filename, '-dpng', '-noui');

D.2.5 Skapa videor av tvafasflodessimuleringar med olika geometrier

%% Write out Video
% Set the iteration count and the total number of files to be read

iter = 100;

total = 10000/100;

% Set the frame

frame_rate = 30;

rate for the video

>

% Parameter arrays

sizes = [32, 64
taus = [3.5, 4,

shapes = {'circle', 'ellipse', 'torus', 'random'};
, 128, 256];
5];
71;

deltas = [3, 5,

% Create the 'r

esults_videos' directory if it doesn't exist

if ~exist('results_videos', 'dir')
mkdir ('results_videos');

end

% Loop through

all the parameter combinations

for s = 1:length(shapes)
shape = shapes{s};

for size =
for tau
for

sizes
= taus
delta = deltas
% Check if all files exist in the folder
all_files_exist = true;
for i = 0O:total-1
filename_A = sprintf (['simulations/'

'results/%s/%hd/%g/%hd/vtk_twophase_%08d.vtk'],
shape, size, tau, delta, i*iter);
if ~exist(filename_ A, 'file')
all_files_exist = false;
break;
end
end

if ~all_files_exist
fprintf (['Skipping folder for %s, size: %d,'
' tau: %g, delta: %d (not enough files)\n'],
shape, size, tau, delta);
continue;
end
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end

% Create a VideoWriter object to write the video file
sprintf ('results_videos/%s_%d_%g_%d.avi',
tau,
VideoWriter (video_name,
video_writer.FrameRate =

video_name =
shape, size,
video_writer =

delta) ;

frame_rate;

open(video_writer) ;

% Loop through the files and read each one

for i =

O:total-1

% Read the data from the file

filename_A =

'results/%s/%hd/%g/%hd/vtk_twophase_%08d.vtk'],
size,
vtk_read_volume (filename_ A);

shape,
A =

% Create the figure and write it to the video file

figure (7)
clf

imagesc(A(:,:

colorbar

sprintf (['simulations/"'

tau, delta, ixiter);

,2))

axis equal tight

'Motion JPEG AVI');

% Write the current frame to the video file

writeVideo(video_writer,

end

getframe (gcf));

% Close the video file
close(video_writer) ;
fprintf (['Done creating the video for %s, '

'size:
tau,

%d,
delta) ;
end
end
end

tau:

%g, delta: %d\n'], shape,

D.2.6 Skapa en video med alla kombinationer av

tvafasflodessimuleringar

size,

Set the iteration count and the total number of files to be read

%

iter = 1000;

total = 100000/iter;

% Parameter arrays

shapes = {'random'};

sizes = [32, 64, 128, 256];
taus = [3.5, 4, 5];

deltas = [3, 5, 7];

7

break_frames =

h

video_filename =
[video_filepath, ~,

if

Number of black screen frames to display between combinations

10;

Create a video writer for the entire video

end

v

~] =
~exist(video_filepath,
mkdir (video_filepath) ;

'dir')

VideoWriter (video_filename) ;

'results_videos/all_combinations.avi';
fileparts(video_filename) ;
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open (v) ;

% Loop through all the parameter combinations
for s = 1l:length(shapes)
shape = shapes{s};
for size = sizes
for tau = taus
for delta = deltas

% Add black screen frames with upcoming

% combination information

for b = 1:break_frames
% Create a black screen
figure (7)
clf
black_screen = zeros (256,
imagesc(black_screen)
colorbar

axis equal tight

% Add text box with upcoming shape,

% size, tau, and delta information

info_str = sprintf (['Upcoming:\nShape: '
'%s\nSize: %d\nTau: %g\nDelta: %d'],
shape, size, tau, delta);

annotation('textbox', [0.05 0.7 0.3 0.3],
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'String', info_str, 'FontSize',6 12,
'EdgeColor',

'BackgroundColor', 'w',
'LineWidth', 1);

% Write the current frame to the video

frame = getframe(gcf);
writeVideo (v, frame);
end

% Loop through the files and read each one

for i = O0:total-1

% Read the data from the file

filename_A = sprintf (['simulations/results/%s/"'
"%a/%g/hd/vtk_twophase_%08d.vtk'],
size, tau, delta, i*iter);

A = vtk_read_volume(filename_A) ;

% Create the figure and write it

figure (7)

clf
imagesc(A(:,:,2))
colorbar

axis equal tight

to an image

% Add text box with shape, size,

% tau, and delta information

info_str = sprintf (['Shape: %s\nSize: %d\nTau: '
'%g\nDelta: %d\nIteration: %d'l, shape, size,
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tau, delta, ixiter);

annotation('textbox', [0.05 0.7 0.3 0.3],
'String', info_str, 'FontSize',
'EdgeColor',

'BackgroundColor', 'w',
'LineWidth', 1);

% Write the current frame to the video

frame = getframe (gcf);
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D Appendix 4 — kéallkod

writeVideo (v, frame) ;
end
end
end
end
end

% Close the video writer
close (v);

% Display the video

disp('Playing video with all combinations...');
implay (video_filename) ;

xxviii



	Inledning
	Bakgrund
	Syfte
	Problemformulering
	Avgränsningar

	Samhälleliga och etiska aspekter
	Teori
	Differentialgeometrin hos kurvor och ytor
	Parametrisering av kurvor
	Båglängdsparametrisering
	Frenet–Serrets formler

	Geometriska flöden
	Krökningsflöde
	Ytdiffusion

	Utvecklingsmetoder för hyperytor
	Nivåmängdsmetod
	Fasfältsmetod
	Cahn-talet
	Diffusiv skalning


	Metod
	Analytiska beräkningar
	Numeriska beräkningar

	Resultat
	Beräkningar för geometriska flöden
	Krökningsflöde för en cirkel
	Ytdiffusion för en cirkel
	Krökningsflöde för en ellips
	Ytdiffusion för en ellips
	Beräkning för jämförelse med numerisk derivata

	Numeriska beräkningar
	Diffusiv skalning
	Areaförändring med konstant delta
	Areaförändring med Cahn-tal
	Medelkvadratsavvikelse
	Evolution hos former
	Initalderivata för krökningen hos en ellips


	Diskussion
	Diskussion av resultat
	Analytiska beräkningar
	Diskussion numeriska beräkningar

	Slutsats
	Framtida studier

	Litteraturförteckning
	Appendix 1 – teori
	Notationer
	Ordlista
	Exempel till teorin
	Båglängdsparametrisering av ellipsen
	Beräkningar för krökningsflöde av ellips
	Beräkningar för ytdiffusion av ellips

	Appendix 2 – Numerisk
	Uträkning av diffusiva skalning
	Ekvationen för area ändring
	Parametrar för simuleringarna

	Appendix 3 – Felkällor
	Anomalier vid Allen-Cahn simuleringar
	Anomalier av torusen vid Modifierade Allen-Cahn simuleringar

	Appendix 4 – källkod
	Python källkod
	Parallell körning av Gesualdo_2phase-simuleringar med  olika inställningar
	Uppdatering av XML-inställningsfiler för simuleringar  baserat på olika kombinationer
	Beräkning av skärningspunkter och tidsförskjutningar i Modifierade Allen-Cahn-simuleringar del 1
	Beräkning av skärningspunkter och tidsförskjutningar i Modifierade Allen-Cahn-simuleringar del 2
	Beräkning av medelvärde, standardavvikelse och konfidensintervall för förändring av ellipsbredd vid olika iterationer

	MATLAB källkod
	Generering av initiala fält för  tvåfasflödessimuleringar med olika geometrier
	Skapa sammanslagna dataset från VTK-filer och beräkna geometriska egenskaper
	Skapa sammanslagna dataset från VTK-filer och beräkna bredden och höjden för ellipsen 
	Generering av simuleringsbilder för olika parametrar
	Skapa videor av tvåfasflödessimuleringar med olika geometrier
	Skapa en video med alla kombinationer av tvåfasflödessimuleringar



