¥ GOTEBORGS UNIVERSITET

Haarmattet pa en lokalkompakt grupp

Ett bevis fran grunden av dess existens och entydighet

The Haar Measure of a Locally Compact Group

FExamensarbete for kandidatexamen i matematik vid Goteborgs universitet

Max Folsch
Louise Kvarnbrant
Simon Mansson Nylund

Institutionen fér Matematiska vetenskaper
CHALMERS TEKNISKA HOGSKOLA
GOTEBORGS UNIVERSITET

Goteborg, Sverige 2023






Haarmattet pa en lokalkompakt grupp

Ett bevis fran grunden av dess existens och entydighet

FExamensarbete for kandidatexamen i matematik vid Géteborgs universitet

Max Folsch  Louise Kvarnbrant  Simon Mansson Nylund

Handledare: Eusebio Gardella
Jan Gundelach

Institutionen for Matematiska vetenskaper
CHALMERS TEKNISKA HOGSKOLA
GOTEBORGS UNIVERSITET

Goteborg, Sverige 2023






Forord

I det hir kandidatarbetet presenteras bevis for existensen respektive entydigheten av ett vanster-
Haarméatt pa varje lokalkompakt grupp. Arbetet har huvudsakligen varit en gruppinsats, men
fér att underldtta individuell bedémning presenteras hir en lista 6ver vilka delar av rapporten
respektive forfattare har haft huvudansvar for. Individuella tidsloggar och en gemensam dagbok
som detaljerar arbetsprocessen har ocksa forts.

e Max Fo6lsch: Inledning, kapitel 4, avsnitt 5.3, Appendix C samt Appendix D.
e Louise Kvarnbrant: Sammandrag och abstract, kapitel 3, avsnitt 5.2 samt Appendix B.

e Simon Mansson Nylund: Populédrvetenskaplig presentation, férord, kapitel 2, avsnitt 5.1
samt Appendix A.

Vi vill varmt tacka vara handledare Eusebio Gardella och Jan Gundelach for deras kontinuerliga
stod under arbetets gang.



Popularvetenskaplig presentation

I grundskolan far elever lira sig hur man beréknar arean och volymen av diverse geometriska objekt.
Man lar sig till exempel att arean av en rektangel erhalls genom att multiplicera rektangelns
sidlangder med varandra, och att volymen av ett klot fas genom att multiplicera klotets radie
upphdjt i tre med en konstant som innehaller talet pi. En naturlig fraga att stélla sig &r hur man
har kommit fram till de héar formlerna. I synnerhet kan man fraga sig om det finns en allmén
definition av arean och volymen av geometriska figurer i planet respektive rummet fran vilken de
ovan ndmnda formlerna foljer.

Henri Lebesgue presenterade ar 1901 en teori som idag kallas fér méatteori, i vilken praktiskt
taget alla tédnkbara geometriska objekt tilldelas ett matt. Utdver att vara exempel pa sddana
métbara geometriska figurer har rektangeln och klotet gemensamt att deras matt inte fordndras néar
figurerna forflyttas i planet respektive rummet. Givet vilken rektangel som helst, om vi forflyttar
den till en annan position i planet, s& foréndras inte dess area. P4 samma sitt fordndras inte ett
klots volym nér klotet forflyttas genom rummet. Denna egenskap &r i sjélva verket gemensam for
alla de geometriska objekt som Lebesguemattet verkar pa, och &ar sa pass viktig att den har fatt
ett eget namn: translationsinvarians.

Lebesguemattet visar sig vara ett specialfall av ett mycket mer allmint fenomen. Planet och
rummet har ndmligen tva storre strukturer gemensamt. Dels dr de vad som kallas for grupper;
genom att fixera en referenspunkt i planet, s& erhaller man fér varje par av punkter i planet
péa ett naturligt sitt en ny punkt i planet, genom att ligga samman de pilar som utgar ifran
referenspunkten och har spets i respektive punkt. P& ett analogt sétt 4r rummet en grupp. Att
translatera en figur i planet eller rummet kan saledes beskrivas som handlingen att till varje punkt
i figuren addera en och samma fixerade punkt. Dels har bade planet och rummet en inneboende
s& kallad topologisk struktur som bland annat ligger till grund for vilka méngder som rédknas som
maétbara.

Den ungerske matematikern Alfred Haar studerade dessa fenomen i deras storre generalitet och
lade ar 1933 fram ett bevis for att varje grupp med topologiska egenskaper liknande planets och
rummets kan ges ett matt som precis som Lebesgues matt ar translationsinvariant. Nagra ar déref-
ter visade John Von Neumann att Haars matt med nédvéandighet &r i princip unikt. Mer specifikt
visade han att givet tvd Haarmatt, sa erhélls det ena genom att multiplicera det andra med en
positiv konstant. For att knyta an till det inledande stycket innebér detta att Lebesgues méatt ar
entydigt i meningen att alla andra méatt i planet och rummet med motsvarande egenskaper (dér-
ibland den ndmnda translationsinvariansen) erhalls genom att forstora eller forminska Lebesgues
matt med en positiv konstant.



Sammandrag

Syftet med denna rapport ar att bevisa att det pa varje lokalkompakt grupp finns ett sa
kallat vanster-Haarmatt, och att detta &r unikt upp till en multiplikativ konstant.

Lé&saren antas inte vara fortrogen med varken topologi, matteori eller integrationsteori, utan
en stor del av rapporten bestar av en grundlig genomgéang av den nédvéandiga bakgrundsteorin
inom dessa omraden. Fran topologin kommer kompakthet och kontinuitet spela en avgorande
roll. Viktiga resultat dr Urysohns lemma och Tychonoffs sats, som bada anvénds i beviset av
huvudresultatet. Ett antal satser rérande topologiska rum som ar Hausdorff och lokalkompakta
formuleras &ven. Inom métteorin presenteras, forutom grundldggande definitioner och rékne-
regler, en allmén metod for hur ett matt kan konstrueras med hjélp av ett sa kallat yttre méatt.
Denna metod anvénds sedan for konstruktionen av Haarmattet. Den viktigaste komponenten
i integrationsteorikapitlet #r definitionen av den s& kallade Lebesgueintegralen. Aven monoto-
na konvergenssatsen &r ett viktigt resultat, som behdvs i beviset av Haarmattets entydighet.
Innan huvudresultatet bevisas presenteras dven definitionen av, och ett antal satser horande
till, lokalkompakta grupper.

Abstract

The aim of this report is to provide a proof showing that every locally compact group
admits a so-called left Haar measure, and that this measure is unique up to a multiplicative
constant.

No prior knowledge of topology, measure theory or integration theory is assumed, and
therefore a big part of the report consists of basic definitions and theorems from these fields.
From topology, compactness and continuity will be of great importance. Two key results
are Urysohn’s lemma and Tychonoff’s theorem, both of which will be needed in the proof
of the main result. A number of theorems concerning topological spaces that are Hausdorff
and locally compact will be stated as well. In the measure theory chapter, in addition to
some basic definitions and calculation properties, a general method of how to construct a
measure using a so-called outer measure will be presented. This method will later be used
in the construction of the Haar measure. From the chapter on integration theory, the most
important takeaway is the definition of the so-called Lebesgue integral. Another key result is
the monotone convergence theorem, which will be needed in the proof of the uniqueness of the
Haar measure. Before the proof of the main result, the definition of locally compact groups
will be given, alongside a number of theorems regarding such.
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1 Inledning

1.1 Motivering

For manga matematiska problem ar det av stort intresse att bestdmma volymer i R™. Den mat-
teoretiska motsvarigheten till sddana volymberdkningar fas av det s& kallade Lebesgueméttet. En
viktig egenskap for ett sadant matt dr translationsinvarians, vilket innebér att en delméngd av R™
inte &ndrar volym om den flyttas i rummet. En generalisering av Lebesguemattet till en allménnare
typ av algebraisk struktur visar sig vara av intresseﬂ

I januari 1933 publicerade Alfred Haar artikeln Der Massbegriff in der Theorie der kontinuier-
lichen Gruppen i tidsskriften Annals of Mathematics [4]. Han beskrev i denna en teori for en sorts
“volym” pa lokalkompakta grupper. I samma utgava publicerade John von Neuman artikeln Die
Einfiihrung analytischer Parameter in topologischen Gruppen, i vilken han anvinde Haars teori f6r
att ge en 16sning till en restriktion av det femte av de kiinda Hilbertproblemen [6]. Det &r detta
generaliserade “volymmatt” som idag kallas Haarmdttet.

1.2 Rapportens mal

Vart huvudmal kommer att vara att visa tva huvudsatser. Den forsta av dessa kommer att garantera
att det finns ett Haarméatt pa varje lokalkompakt grupp.

Sats 1.1 (Haarméttets existens). P& varje lokalkompakt grupp finns ett vinster-Haarmatt.

Den andra huvudsatsen etablerar Haarmattets entydighet. Detta kan dock endast goras upp till
en multiplikativ konstant.

Sats 1.2 (Haarmattets entydighet). Lat u och v vara vinster-Haarmatt pa en lokalkompakt grupp.
Da finns ett positivt reellt tal ¢, sa att v = cp.

En viktig detalj &r att inte alla grupper &r kommutativa. For sddana, icke-abelska grupper, sa
behover vi skilja pa vinster- respektive hogertranslationsinvarians. Foljaktligen behéver man da
skilja pa hoger- respektive vanster-Haarméatt. Vi har valt i denna uppsats att konstruera vanster-
Haarméattet, men man kan lika gérna gora en liknande konstruktion fér hoger-Haarméattet. Det
visar sig dessutom att om man har ett vinster-Haarméatt pa en lokalkompakt grupp, s& far man
direkt ett hoger-Haarmatt genom att ta mattet av méngdernas invers. Ett bevis av detta faktum
finnes i [1], men vi gar inte in pd mer detaljer i denna uppsats.

1.3 Bakgrundsteori

I uppsatsen antar vi att ldsaren gar tredje aret pa nagot kandidatprogram i matematik. Innan vi
bevisar huvudresultatet kommer vi emellertid att behdva introducera en hel del teori som inte alla
studenter i var malgrupp ar bekanta med. Lasaren antages vara bekant med elementér gruppteori,
for den som behdver en uppfrischning rekommenderas [2].

Vi kommer att bygga upp grundliggande teori for allmén topologi i kapitel 2] Hér generaliseras
begrepp fran analysen, som 6ppenhet, kontinuitet och kompakthet. Ett viktigt resultat fran detta
kapitel ar Tychonoffs sats. Denna sats, tillsammans med den sa kallade &ndliga snittegenskapen,
anvands i ett nyckelsteg i existensbeviset.

En grund for matteori kommer att presenteras i kapitel [3] dér vi definierar vad ett méatt &r och
hur man kan konstruera olika matt med hjilp av sa kallade yttre matt. Denna teknik anvénds vid
konstruktionen av Haarmattet, men &dven vid konstruktionen av Lebesguemattet och vid beviset
av Riesz representationssatsﬂ

Med maétteorin etablerad s kommer vi kunna definiera Lebesgueintegralen i kapitel {4 for god-
tyckliga funktioner pa generella mattrum, och speciellt pa topologiska grupper forsedda med ett
Borelmatt. Har finns dven en del resultat som anvéinds i nyckelsteg i beviset av entydighetssatsen,
men for hela detta bevis dr integrationsteori essentiellt.

IEn fullstindig konstruktion av Lebesgueméattet finnes i avsnitt av Appendix
2Beviset av Riesz representationssats finnes i Appendix



2 Topologi

I det héar kapitlet gas de topologiska definitioner och satser som kommer att anvéndas i beviset av
Sats och Sats igenom. Kapitlet har delats in i tre avsnitt, dar de tva forsta &r baserade pa
kapitel 1 och 2 av [5] medan det sista utgar fran kapitel 7 i [I]. T grova drag kan avsnitten ségas
behandla begreppen topologiska rum, kontinuitet av en funktion och kompakthet av méngder i
ett topologiskt rum, respektive Hausdorff- och lokalkompakta topologiska rum. Med undantag for
Tychonoffs sats och Urysohns lemma &r bevisen mer eller mindre direkta foljder av de relevanta
definitionerna. Av detta skél, och utrymmesskél, har de uteldmnats fran huvudtexten, men nagra
av dem gar dnd& att finna i Appendix [A] I synnerhet aterfinns dér bevisen for kapitlets tredje
avsnitts samtliga satser.

2.1 Grundliggande definitioner

Nér vi definierar vad en topologi &r, sa utgar vi fran ett antal egenskaper som samlingen av de
Oppna delméngderna av ett metriskt rum har.

Definition 2.1. En topologi pa en mingd X ar en samling 7 av delméngder till X med foljande
tre egenskaper:

(i) X och @ &r element i 7.
(ii) T &r sluten under godtyckliga unioner.
(iii) 7 &r sluten under &ndliga snitt.

Om ovanstaende géller siger man att (X,7T) ar ett topologiskt rum, eller, om T framgar av
sammanhanget, helt enkelt att X &r ett topologiskt rum. En méngd U € T séges vara oppen i X
och en delméngd C C X sadan att X \ C € T séges vara sluten i X. En 6ppen mingd U som
innehaller en punkt x kallas for en omgivning till x.

Anmirkning 2.2. P4 grund av De Morgans lagar och punkt (iii) och (ii) i definitionen ovan f6ljer
att dndliga unioner respektive godtyckliga snitt av slutna mangder &r slutna.

Givet en delméngd A av X sé finns det, pd grund av punkt (ii) i Deﬁnitionoch anmérkningen
ovan, en storsta 6ppen méngd som &ar innehallen i A och en minsta sluten méngd som innehaller
A. Dessa méangder kallas for det slutna holjet av A respektive det inre av A.

Definition 2.3. Om X ér ett topologiskt rum och A &r en delméngd av X, si kallas snittet av
alla slutna delméngder av X som innehaller A for det slutna héljet av A, och betecknas med A.

Unionen av alla 6ppna méngder som &r innehallna i A kallas for det inre av A och betecknas med
A°.

Att avgora huruvida en punkt ligger i det slutna holjet av en méngd &r inte latt om man
utgar ifran definitionen ovan. Vi kommer vid flera tillfillen dérfor att ha anvindning av foljande
alternativa karaktéarisering av det slutna holjet av en mangd. Nér vi skriver att en méngd skér en
annan mangd s menar vi att mangdernas snitt dr icke-tomt.

Proposition 2.4. Lat A vara en delméngd av ett topologiskt rum X och x vara en punkt i X.
Da géller att x € A om och endast om varje omgivning till  skir A.

I nésta definition ger vi en metod for att konstruera en topologi pa en méngd X utgaende
fran en intressant samling B av delméngder till X, forutsatt att denna uppfyller tva krav. I fallet
X =R, till exempel, utgar man fran samlingen bestaende av de 6ppna och begridnsade intervallen
(a,b), dir a < b. Om inget annat sigs dr det denna topologi som avses framéver nir R betraktas
som ett topologiskt rum.

Definition 2.5. En bas pa en méngd X &r en samling B av delméngder till X med f6ljande tva
egenskaper:

(i) Varje punkt z € X &r innehallen i nagot baselement B.



(i) Om Bj och By dr tvd baselement och z &r en punkt i snittet By N Bg, s finns ett tredje
baselement Bs sadant att x € Bs C B; N Bs.

Topologin T pa X, i vilken en delméngd U C X per definition ar 6ppen om det fér varje punkt
x € U finns ett baselement B sadant x € B C U, kallas for topologin genererad av basen B.

Med denna definition i vart arsenal kan vi ge ytterligare tva metoder for att konstruera topo-
logier. Dessa forutsitter att man redan har en eller flera topologier till att bérja med.

Definition 2.6. Antag att X &r ett topologiskt rum och att A &r en delméngd av X. Topolo-
gin pad A bestdende av alla delméngder av A pa formen A NU, diar U ar 6ppen i X, kallas for
delrumstopologin pa A. Om A &r given denna topologi sdger man att A ar ett delrum av X.

Definition 2.7. Om X och Y &r topologiska rum sa tas som bas fér en topologi pa den kartesiska
produkten X X Y, samlingen B bestaende av alla méngder pa formen U x V, dar U &r 6ppen i
X och V &r 6ppen i Y. Topologin som genereras av denna bas kallas for produkttopologin pa
X xY.

I manga situationer har man en indexerad samling av topologiska rum dar indexméngden bestéar
av fler &n tva element El Det ar da av intresse att kunna tala om en topologi &ven pa den kartesiska
produkten av denna samling. I fallet da indexméngden &r odndlig finns det atminstone tva mojliga
val av en sadan. Hérnést ger vi definitionen av det for vara syften mer anvindbara valet.

Definition 2.8. Produkttopologin pa den kartesiska produkten []
[I,cs Xo bestaende av alla méngder pa formen

II V.

aeJ

acy Xa ges av basen pa

dar U, = X, for alla utom mdjligen dndligt manga index «, och U, &r Oppen i X, for resterande
a.

2.2 Kontinuitet, kompakthet och relaterade satser

Vi géar nu vidare till att behandla begreppen kompakthet och kontinuitet och fér arbetets syften
relevanta satser relaterade till dessa begrepp. Manga av de definitioners och satsers reella mot-
svarigheter dr ldsaren sannolikt redan bekant med. Syftet med det har avsnittet dr att formulera
dem i den en allmén topologisk kontext. Som tidigare utelamnas bevisen, men bevisen for dndliga
snitt-formuleringen av kompakthet och satsen om stérsta och minsta virde aterfinns i Appendix

(Al

Definition 2.9. Lat X och Y vara topologiska rum. En funktion f: X — Y sédgs vara konti-
nuerlig om det for varje 6ppen mingd V i Y giller att den inversa bilden f~(V) dr &ppen i
X.

Nasta proposition ger ett antal ekvivalenta formuleringar av kontinuitet som vi kommer att ha
anvandning av under arbetets gang.

Proposition 2.10. Lat X och Y vara tva topologiska rum och antag att f: X — Y. Da ar foljande
utsagor ekvivalenta.

(a) f &r kontinuerlig.

(b) For varje punkt € X och omgivning V till f(x) finns en omgivning U av = sddan att
foycv.

(c) For varje delmiingd A av X giller att f(A) C f(A).

(d) (Under antagandet att topologin pd Y genereras av en bas B). For varje B € B giller att
f~Y(B) &r éppen i X.

3Se vid behov avsnitt i Appendix for definitionen av den kartesiska produkten av en indexerad samling av
mangder.




Foljande proposition kallas ibland for ihopklistringslemmat eftersom den visar hur tva konti-
nuerliga funktioner kan kombineras till en storre kontinuerlig funktion. Propositionen anvinds i
beviset av Korollarium fran nésta avsnitt, som aterfinns i Appendix [A] men inkluderas hir, i
huvudtexten, for fullstindighets skull.

Proposition 2.11. Antag att X = CUD och lat g: C — Y och h: D — Y vara tva kontinuerliga
funktioner som sammanfaller p4 mangden C N D. Om C och D é&r slutna i X sa ar funktionen
f: X =Y given av

_Jglx) dazeC
f(m)_{h(x) dazeD

ocksa kontinuerlig.

Malméngden hos en kontinuerlig funktion mellan tva topologiska rum kan inskridnkas och ut-
Okas, utan att paverka dess kontinuitet. Vi kommer att utnyttja detta i beviset av Haarméattets
existens och vi formulerar det dérfér som en egen proposition.

Proposition 2.12. Lat Z vara ett delrum av Y.
(a) Om f: X — Z &r kontinuerlig s &r ocksd g : X — Y given av g(x) = f(z) kontinuerlig.

(b) Om h : X — Y &r en kontinuerlig funktion siddan att h(X) C Z sa &r ocksd funktionen
k:X — Z given av k(z) = h(x) kontinuerlig.

Kontinuitet av reellvirda funktioner bevaras under operationerna addition, subtraktion och
multiplikation. Beviset av detta faktum &r en f6ljd av definitionen av basen fér topologin pa R
som gavs 1 stycket ovanfér Definition Vi dokumenterar detta hér och hanvisar till Gvning 12 i
sektion 21 av [5] for bevisidén.

Proposition 2.13. Om X é&r ett topologiskt rum och f, ¢ : X — R &r kontinuerliga sa ar funk-
tionerna f + g, f — g och fg ocksa kontinuerliga.

Ett mycket viktigt begrepp inom topologi &r homeomorfi. Vi kommer emellertid endast att
anvinda det som smidig terminologi i vissa propositioner i arbetets sista kapitel.

Definition 2.14. Lat X och Y vara topologiska rum. En bijektiv kontinuerlig funktion f: X — Y
med kontinuerlig invers f~': Y — X kallas for en homeomorfi.

Detta avrundar diskussionen kring kontinuitet och vi gar nu vidare till begreppet kompakthet.
Efter att ha definierat det formulerar vi ett antal mer eller mindre direkta féljder. Vi formulerar
ocksa Tychonoffs sats vars bevis ligger utanfor det hér arbetets ramar, men gér att finna i sektion
37 av [B]. Till sist skriver vi ner en alternativ formulering av kompakthet som vi kommer att ha
stor anvindning av i arbetets sista kapitel, som dessutom har satsen om storsta och minsta virde
som en trevlig f6ljd.

Definition 2.15. En dppen dvertdckning av en delméngd A av ett topologiskt rum X &r en
samling A av méangder som dr 6ppna i X vars union técker A.

Definition 2.16. En delmingd K av X sdges vara kompakt om varje 6ppen 6vertickning A av
K innehaller en dndlig delovertéckning av X.

Proposition 2.17. Om f : X — Y &r kontinuerlig och K &r en kompakt delméngd av X, sa &r
f(K) en kompakt delméngd av Y.

Proposition 2.18. Om X &r ett kompakt topologiskt rum och C &r sluten i X, sa ar ocksa C
kompakt.

Vi ar nu framme vid det forsta av detta kapitels tva stora resultat: Tychonoffs sats. Denna sats
motiverar vart val av produkttopologin som topologi pa produktrummet.

Sats 2.19 (Tychonoffs sats). Lat {X,}aes vara en samling kompakta topologiska rum indexerad
av en mangd J. Da dr den kartesiska produkten [] . ; X, kompakt i produkttopologin.



Harnést skriver vi ner den utlovade alternativa formuleringen kompakthet. For att gora det
inf6r vi forst lite bekvam terminologi.

Definition 2.20. En samling C av delméngder till en méangd X séges ha dndliga snittegenska-
pen om det for varje dndlig delsamling {C4,...C,} av C giller att snittet (), C; &r icke-tomt.

Proposition 2.21. Lat X vara ett topologiskt rum. Da dr X kompakt om och endast om det
for varje samling C av slutna delméngder av X som har &ndliga snittegenskapen géller att snittet
Ncee € av alla méngder i C &r icke-tomt.

En trevlig f6ljd av denna formulering av kompakthet ar satsen om storsta och minsta véirde i
en allmén topologisk form.

Korollarium 2.22. Lat X vara ett kompakt topologiskt rum. Fér varje kontinuerlig funktion
f: X — R finns d& punkter x1, 22 € X sadana att f(z1) < f(z) < f(z2) for varje z € X.

2.3 Lokalkompakta rum, Hausdorffrum och egenskaper hos dessa

I hypoteserna for satsen om Haarmattets existens ingar en sa kallat lokalkompakt topologisk grupp
G. I sjdlva verket kréver man utover lokalkompakthet att topologin pa G ar vad som kallas fér Haus-
dorff. Att detta adjektiv &nda utelamnas far sdgas vara talande for hur grundldggande egenskapen
anses vara. Den medfor bland annat att enpunktsméngder &r slutna och att f6ljder konvergerar till
hoégst en punkt. Vi kommer emellertid i var diskussion endast att ha behov av den férra egenskapen.

Definition 2.23. Ett topologiskt rum X séges vara Hausdorff om det for varje par av skilda
punkter 1, z2 i X finns disjunkta 6ppna méngder Uy och U, som innehaller x; respektive xs.

Proposition 2.24. Lat X och Y vara Hausdorff och antag att = &r en punkt i X.
(a) Méangden bestaende av endast punkten z ar sluten.
(b) Den kartesiska produkten X x Y dr Hausdorff.

I beviset av Haarmattets existens kommer vi behova ett antal topologiska hjalpsatser rorande
rum som ar Hausdorff och/eller lokalkompakta. Aterstoden av detta avsnitt &r dgnat at dessa.
Flertalet av satserna &r sa kallade separationssatser, som uttalar sig om olika sdtt som punkter
och méngder i topologiska rum kan separeras pa. Som tidigare utelimnas bevisen, men for detta
avsnitt gar samtliga att finna i Appendix [A]

Proposition 2.25. Lat X vara Hausdorff och K vara en kompakt delméngd av X. For varje
punkt y som inte ligger i K finns disjunkta och 6ppna méngder U,V som innehaller y respektive
K.

Som en foljd av Proposition [2.25] erhéller man foljande.
Korollarium 2.26. Kompakta méngder i Hausdorffrum &r slutna.

En naturlig fraga, givet Proposition [2:25] &r om man i Hausdorffrum kan separera disjunkta
kompakta méngder med Sppna méngder. Svaret visar sig vara ja och som en foljd erhaller man
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Proposition 2.27. Varje par av disjunkta kompakta méangder i ett Hausdorffrum kan separeras
med disjunkta éppna méngder.

Korollarium 2.28. Lat X vara Hausdorff och antag att K &r en kompakt delméngd av X. Om
Uy och Us &r tva 6ppna méngder sddana att K C U; U Us, sa kan K skrivas som unionen av tva
kompakta méngder K; och K5 som dr innehallna i Uy respektive Us.

Hérnést ger vi den definition av lokalkompakthet som l&mpar sig bést for vara syften. Det finns
flera definitioner att vélja mellan, men i Hausdorffrum ar de allra flesta ekvivalenta.

Definition 2.29. Ett topologiskt rum X séges vara lokalkompakt om det for varje punkt x i X
finns en omgivning av x som har kompakt slutet holje.



I lokalkompakta Hausdorffrum visar det sig vara mojligt att krympa en omgivning si pass
mycket att dess slutna holje blir kompakt och ryms i den ursprungliga omgivningen. Motsvarande
uttalande kan goras i det fall d& man dessutom kréver att omgivningen alltjimt ska rymma en
given kompakt mingd. Formellt har vi f6ljande.

Proposition 2.30. Lat X vara lokalkompakt Hausdorff och U en omgivning till punkten z. Da
finns en omgivning V till x vars slutna holje V' &r kompakt och innehallet i U.

Korollarium 2.31. Om X &r lokalkompakt Hausdorff, K en kompakt delméngd av X, och U en
oppen méngd innehallande K, si finns en 6ppen méngd V' som har kompakt slutet holje V' och
som uppfyller att K CV CV CU.

Detta tacker de separationssatser vi kommer att ha behov av och vi gar nu vidare med att visa
existensen av en viss funktion g som kommer att spela en avgérande roll i beviset av Sats
Lat X vara ett topologiskt rum och f vara en kontinuerlig reellvird funktion pa X. Med stddet
av f, betecknat supp f, menar vi det slutna hoéljet i X av méngden {z € X : f(x) # 0}. Vi later
C(X) beteckna samlingen av alla reellvirda kontinuerliga funktioner pa X som har kompakt stod.
Notera sarskilt att C.(X), med de uppenbara definitionerna av addition och multiplikation med
skalar, utgor ett vektorrum éver R

Existensen av den ovan ndmna funktion &r en féljd av Urysohns lemma, det andra av detta
kapitels tva stora resultat. Lite vagt séger detta att varje par av disjunkta, slutna méngder i ett
topologiskt rum kan separeras med en kontinuerlig version av en indikatorfunktion, forutsatt att
det topologiska rummet dr vad som kallas fér normalt.

Definition 2.32. Lat X vara Hausdorff. Om varje par av disjunkta, slutna mangder kan separeras
med disjunkta, 6ppna méangder, sa siges X vara ett normalt rum.

Sats 2.33 (Urysohns lemma). Om X &r ett normalt rum och C och D &r disjunkta, slutna méngder
i X, s& finns det en funktion f: X — [0,1] sddan att f(z) =0 for alla z 1 C och f(x) =1 for alla
xiD.

Foéljden av Urysohns lemma som vi dr ute efter ges i féljande korollarium, som far avsluta detta
kapitel.

Korollarium 2.34. Antag att X &r lokalkompakt Hausdorff och lat K vara en kompakt delméngd
av X. Om U é&r en oppen delméingd av X innehéllande K sa finns det en funktion g € C.(X) vars
stod ar innehallet i U och som &r sadan att yx < g < xv.

3 MaAtteori

Innan vi kan konstruera Haarméattet behéver vi, forklarligt nog, bygga upp den grundliggande
matteorin. I ndstkommande tva avsnitt gar vi igenom definitioner och satser som senare kommer
komma vl till pass. Dérefter presenteras en allmén metod for att konstruera ett méatt med hjélp av
ett sa kallat yttre matt. Denna metod anvinds sedan i avsnitt[5.2]for konstruktionen av Haarmattet.
Materialet i det hdr kapitlet utgar fran kapitel 3 i [7], bortsett fran Definition som aterfinns i
kapitel 7 i [I].

3.1 Grundliaggande definitioner och riakneregler

Nar vi definierar ett matt utgar vi fran en mangd X, och definierar sedan méattet som en funktion
fran en samling delméngder av X till [0, c0]. Vi tillskriver allts& en “volym” till olika delméngder
av X. Manga intressanta matt, daribland Haarmattet, dr dock inte definierade for alla delmangder
av X, utan enbart for en viss utvald samling av delméngder. Detta motiverar f6ljande definition.

4Fo6r att visa att Co(X) &r sluten under addition, anviind Sats och det faktum att AU B C AU B for alla
delméngder A och B av X.



Definition 3.1. Lat X vara en icke-tom méangd. En o-algebra éver X &r en samling M av
delméngder av X med foljande egenskaper:

(i) X och @ &r element i M.
(if) M ar sluten under komplement.
(iii) M é&r sluten under upprakneliga unioner.
Ett element A i M kallas fér en mdtbar mdangd.

Observera att en o-algebra aven &r sluten under upprékneliga snitt, vilket f6ljer av De Morgans
lag samt (ii) och (iii) ovan. Om M &r en o-algebra 6ver en méngd X kallas paret (X, M) for ett
mdtbart rum. Harnést definieras vad ett matt &r.

Definition 3.2. Lat (X, M) vara ett métbart rum. Ett métt p pad (X, M) &r en funktion fran
M till [0, 00] med foljande egenskaper:

(i) p(@®) =0.

(ii) For varje f6ljd (A4;)5°, i M bestaende av parvis disjunkta méngder sa géller att
H( U Ai) = ZH(AJ
i=1 i=1

Egenskap (ii) kallas f6r uppriknelig additivitet. Ett métbart rum (X, M) tillsammans med ett
méatt p pa det kallas for ett mdttrum, och betecknas (X, M, u).

I nedanstaende proposition listas nagra rakneregler for matt som vi kommer ha stor gliddje av
i fortséttningen.

Proposition 3.3. Lat (X, M, ) vara ett mattrum. D& géller foljande:

a) Monotonicitet: Om A och B &r métbara méngder i M och A C B foljer det att pu(A4) <
1(B). Om dessutom pu(A) < oo giller dven att u(B\A) = u(B) — p(4).

b) Subadditivitet: Om (A;)$2, &r en foljd av métbara méngder i M f6ljer det att
u( U Ai) <> u(A).
i=1 i=1

¢) Kontinuitet underifran: Om (A;)$2, dr en f6ljd av métbara méngder i M sidana att
A, C Ay for allan € N, foljer det att

M( [j Ai) = lim p(A4,).

) n— 00
i=1

d) Kontinuitet ovanifrén: Om (4;)32, ar en foljd av méitbara mingder i M sidana att
A, D A,y for allan € N, och om pu(A;) < oo, foljer det att

u( ﬁ Ai) = lim p(A4,).

n— oo

Bevis. Egenskap a) kontrolleras enkelt och d) visas analogt med c). Vi visar dérfér b) och c).

b) Lat By := A; och B, = A,\ U?;ll A; for alla n > 2. Da ar (B;)2, en f6ljd bestaende av
parvis disjunkta element som alla tillhér M, eftersom M &r sluten under komplement och
upprikneliga snitt. Notera dven att (J;=, A; = ;=, Bi och att B; C A; for alla i. Detta ger

att
H(UAi) = M( U Bi) = Z:,U'(Bi) < ZM(AO-

i=1
Det forsta och det sista ledet ger den énskade olikheten.



c) Fran a) vet vi att (p(A;))52, utgor en vixande foljd. Darmed har f6ljden ett gransvirde i
[0,00]. Lat By := A; och B,, .= A,\A,_1 for alla n > 2. Lagg mérke till att (B;)52, bestér av
parvis disjunkta element, att A,, = (J;—, B; och att (J;2, A; = J;=, B;. Detta, tillsammans
med uppréknelig additivitet, ger att

(04) =

n

B) = S (B = Tim S (B = lim p(UB:) = lim p(4,). O
=1 i=1

n—oo | n—o00
i=1

(@

1

i

3.2 Borel-o-algebran

I det hér avsnittet ska vi konstruera den o-algebra som Haarméattet &r definierat pa. Detta gor vi
med hjélp av nésta proposition som sdger att det, givet en méngd X och en delméngd av X, ar
mojligt att skapa en minsta o-algebra som innehéaller delméngden.

Proposition 3.4. Lat X vara en icke-tom méngd och 1at £ vara en samling delméngder av X.
Det existerar da en minsta o-algebra 6ver X, betecknad o (&), som uppfyller att £ C o(E). Vi séiger
att o(&) ar o-algebran som genereras av £.

Bevis. Vi kommer att se att den sokta o-algebran fas genom att ta snittet av alla o-algebror som
innehaller £. Lat darfor I vara méngden av alla o-algebror som innehéaller £ och lat

o) =) F
Fel
Vi ska nu visa att o (&) uppfyller alla kraven i propositionen. Notera forst att I inte &r tom, eftersom
potensméingden av X, P(X) = {A: A C X}, ar en o-algebra. Vidare ser vi att eftersom & C F
for alla F foljer det att € C o(E), som Onskat. Slutligen behéver vi sikerstélla att o(E) verkligen
ar en o-algebra. Att X och () tillhér o(€) foljer av att o(E) bestar av ett snitt av o-algebror, vilka
alla innehaller X och . Det giller dven att (&) ér sluten under komplement, ty om A tillhér (&)
sé tillhor A varje o-algebra i I. Men eftersom o-algebror &r slutna under komplement medfor detta
att dven A€ tillhor varje o-algebra i I. Darmed tillhor A¢ dven o(&). P4 samma sitt visas att o (&)
ar sluten under upprékneliga unioner. Avslutningsvis noterar vi att eftersom o(€) &r innehallen i
alla o-algebror som innehéller £ sa maste den vara den minsta av dem. O

Nu &r det dags att knyta an till begreppet 6ppenhet, som definierades i kapitel 2 Haarméattet
definieras ndmligen pa den o-algebra som genereras just av 6ppna delméngder.

Definition 3.5. Lat (X, 7T) vara ett topologiskt rum. Den o-algebra som genereras av T kallas
for Borel-o-algebran 6ver X och betecknas B(X). Mangderna i B(X) kallas for Borelmdngder.

Om X é&r ett lokalkompakt Hausdorffrum kallas ett matt med definitionsméngd B(X) for ett
Borelmadtt. Haarmattet ar ett exempel pa ett Borelmatt.

3.3 Att konstruera ett matt med hjalp av ett yttre matt

I detta avsnitt presenteras en generell metod for att konstruera ett matt, som sedan kommer att
anvandas for konstruktionen av Haarmattet, samt for konstruktionen av Lebesguemattet och for
beviset av Riesz representationssats. Metoden bygger pa att man forst konstruerar ett sa kallat
yttre matt. Med hjilp av begreppet p*-méatbarhet konstrueras sedan en specifik o-algebra, och
slutligen fas det énskade méttet genom att inskrénka det yttre mattet till denna o-algebra.

Ett yttre matt ar en funktion som paminner om ett matt, men som skiljer sig pa tva punkter:
Ett yttre matt pa en mangd X &r alltid definierat for alla delméngder av X, och till skillnad fran
ett matt kraver vi inte att ett yttre matt ar upprakneligt additivt.

Definition 3.6. Ett yttre mdtt pa en mingd X #r en funktion p* fran P(X) till [0, 00] med
féljande egenskaper:

() 4 (0) =0,
(ii) Om A; och As dr delméngder av X och A; ar innehallen i Ao, foljer det att pu* (A1) < p*(As).



(iii) Om (A4;)$2, &r en f6ljd i P(X) géller det att p* (U;oq Ai) < Yooy 5 (Ai).
Egenskap (ii) och (iii) kallas som tidigare for monotonicitet respektive subadditivitet.

Definition 3.7. Om p* ar ett yttre matt pa en mingd X, kallas en delméngd A C X for
p*-mdtbar om det for alla delméngder E C X galler att

W (E) = i (BN A) + ' (B0 A). 1)

Anmirkning 3.8. Ligg mérke till att olikheten < i foljer direkt av subadditivitet, efter
omskrivningen £ = (EN A)U (E N A°). Nér vi ska visa att en delméngd ar p*-méatbar behéver vi
dérfor bara visa olikheten >. Dessutom kan vi anta att u*(E) < oo, ty om p*(E) = oo ér olikheten
> trivial. Dessa tva observationer kommer vi hidanefter ta som givna nar vi ska visa att en méangd
ar p*-méatbar.

Definitionen séger alltsa att om en delméngd A av X dr p*-métbar dr det mojligt att dela upp
mattet av varje delmédngd E av X i tva delar: mattet av den del som E har gemensamt med A,
och mattet av den del som FE inte har gemensamt med A.

Nu har vi kommit fram till ett viktigt resultat inom matteori, ndmligen Carathéodorys utvidg-
ningssats. Med hjilp av den kan vi visa att ett yttre matt pu* utgor ett matt, om definitionsmangden
inskréinks till samlingen av de p*-métbara méngderna. Beviset till satsen aterfinns i avsnitt [B.1] i

Appendix

Sats 3.9 (Carathéodorys utvidgningssats). Lat p* vara ett yttre matt pd en mingd X. D& utgor
samlingen M av p*-méitbara méngder en o-algebra och restriktionen av p* till M &r ett matt.

4 Integrationsteori

Med maétteorin etablerad ska vi inleda detta kapitel med att successivt definiera den sa kallade
Lebesgueintegralen for allt mer generella typer av funktioner. Vi kommer anvinda denna integral
vid beviset av sats Minns Riemannintegralen fran de férsta kurserna i matematisk analys, som
vi definierade genom att partitionera integrandens definitionsméngd. Idén med Lebesgueintegralen
ar att partitionera integrandens bildméngd snarare dn definitionsméngd.

4.1 Definitionen av Lebesgueintegralen

Vi borjar med att definiera nagra centrala begrepp. Det mesta &r ganska standadiserat och liknande
kan hittas i de flesta ldrobocker om &mnet, i detta fall utgar vi dock fran kapitel 4 i [7].

Definition 4.1. Lat (X, M) och (Y,N) vara métbara rum. En funktion f: X — Y siigs vara
mdtbar om det for varje N € N giller att f~'(N) :={z € X : f(z) € N} € M.
Vi betecknar klassen av icke-negativa métbara funktioner pa4 mattrummet (X, M, ) med

LT (X, M, p) = {f: X —[0,00], sadan att f &r miitbar}.

Vi definierar forst Lebesgueintegralen for si kallade enkla funktioner som endast antar ett
andligt antal funktionsvirden. Vi beskriver dessa formellt.

Definition 4.2. En métbar funktion h € LT (X, M, i) kallas enkel om den kan uttryckas med
summan

N
h(x) = enxe, (),

dér ¢q, ..., cn dr icke-negativa reella tal, Eq,..., Exy € M ar disjunkta méatbara delméngder av X
och xg,: X — {0,1} ar indikatorfunktionen pa E,. Vi betecknar underklassen av icke-negativa
enkla métbara funktioner pad méttrummet (X, M, u) med

STHX, M, u) ={h € LT (X, M, i) : h ir enkel}.



Definition 4.3. Lat (X, M, u) vara ett mattrum. Lebesgueintegralen av en positiv enkel funk-
tion h € ST(X, M, u) definieras som

N
/ h(z)dp(x) = Z cnpb(Er), och om A € M definierar vi /
X n=1

ha)du(z) = | ho)xae)date).
A X

Vi kan notera att den enkla funktionen kan representeras pa flera sitt genom olika uppdelningar
av definitionsméngden i métbara méngder. Dock kan vi med uppriknelig additivitet konstatera
att integralen med denna definition kommer ha samma virde och &dr darfér véldefinierad. Med
Lebesgueintegralen definierad for enkla funktioner utvidgar vi begreppet till positiva métbara
funktioner.

Definition 4.4. Lat (X, M, p) vara ett mattrum. Lebesgueintegralen av en positiv métbar
funktion f: (X, M) — [0, cc] definieras som

| f@dutz) = sup { [ aduta) s h e XM h < f}.

Notera att vi forst véljer ett dndligt antal konstanter c¢1,...,cxy € R och sedan partitionerar
definitionsméngden i métbara delméngder E; = {x € X : f(z) € [ci—1,¢;)}. Detta gors alltsa
beroende pa vilket intervall funktionen avbildas pa. Detta &r en visentlig skillnad fran Rieman-
nintegralen. Nar vi sedan tar supremum motsvarar detta gransviardesprocessen vi dr vana vid. Vi
noterar ocksa att definitionsméngden kan vara vilken icke-tom méngd som helst, s& linge vi har
en o-algebra definierad pa denna.

Nu utvidgar vi begreppet till att innefatta godtyckliga métbara funktioner. Vi goér detta formellt
i foljande definition.

Definition 4.5. Lat (X, M, p) vara ett mattrum, f: (X, M) — [—o0, oo] vara en métbar funktion
och dela upp denna i en positiv samt en negativ del enligt f¥(x) := max{f(x),0} respektive
f~(x) = max{—f(z),0}. (Notera att f = f* — f~). Lebesgueintegralen av f definieras som

/fdu /f*du /f z)dp(x

givet att minst en av integralerna i hogerledet har &ndligt viarde, annars ar integralen for funktionen
inte definierad. Klassen av alla integrerbara funktioner pa (X, M, u) definieras som

LYX, M, p) = {f : (X, M) = [—00, 0], sddana att /X |f(z)|du(x) < oo}.

Vi kan notera att kravet att [ |f|dp r dndlig dr det samma som att [ fdu &r definierad och &ndlig.
Vi kommer oftast bara skriva L!(X) nir det ér tydligt vilken o-algebra och vilket matt som avses.

4.2 Rakneregler och monotona konvergenssatsen

Nér vi ska bevisa Haarméattets entydighet s& kommer vi att behdva négra rédkneregler for Lebes-
gueintegralen, de flesta av dessa kdnns igen fran den har naturliga motsvarigheter for Riemannin-
tegralen. Dessa, samt ytterligare nagra resultat presenteras i denna del. Aven denna sektion utgar
fran kapitel 4 i [7].

Proposition 4.6. For f,g € L*(X, M, ), f € LY (X, M, 11), « € R och E € M s giller

(a) [ ar@inte) = o [ fa)duta),
(b) /f + g()dp(x /f Jpu(a /()du(m),

(©) f<g mplicerar [ f@)duta) < [ gw)in(o)

X
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(d) ’/f Jdu(x /If )| du(x

(e) avbildningen E — / f(z)du(x) dr ett matt.
B

Rékneregler motsvarande (a) till (d) f6r Riemannintegralen &r vilkdnda och beviset av dessa &r
inte centralt for vart mal. Ett detaljerat bevis av propositionen finnes dock i kapitel [C-1]i Appendix

Hérnést kommer ett viktigt resultat inom integrationsteorin som anvinds flitigt i nagra av
omradets viktigaste satser. Vi kommer emellertid bara behova anvinda den en gang i beviset av
entydigheten for Haarmatt.

Sats 4.7 (Monotona konvergenssaten). Léat (f,)nen vara en foljd av funktioner i LT (X, M, u),
sadana att 0 < f; < fo < ... och definiera

f@) = Tim_ fu() = sup{fa(2)}.

neN

Da géller det att

Jm [ fu@duo) = [ i fu@du(o) = [ f@)inte

<

Bevis. Eftersom att (f,)nen ar vixande sa géller enligt monotonicitet (Proposition (c)) att
[ fadp > [ frdp for n > m och [ fdu > [ fhdup f6r alla n. Detta innebér att gransfunktionen f
ar vildefinierad samt

[ t@du@) = i [ fu@yduto) 2)
X X

Fixera en enkel funktion h € ST (X, M, p1), sddan att f > h och vilj nagot a € (0, 1). Definiera
sedan de métbara méingderna F, = {z € X : f,(z) > ah(x)} och notera att E,, C E,;, for
varje n, samt att Ufbozl FE, = X. Nu anvénder vi att f > f, > ah pa E,, samt monotonicitet

(Proposition (c)) och far
[ 5n@in@) > [ f@ie, @) = o [ h@xe, @)

Tag sedan gransvardet n — oo i hoger- och vénsterled ovan, och utnyttja kontinuitet underifran
fran Proposition (b) (for att kunna gora det behdver vi konstatera att E, — [ hxg, du &r ett
métt, vilket star klart av Proposition (e)). Eftersom « € (0,1) valdes godtyckligt sa géller att

lim fn( Ydu(x) > / h(z)du(x), och da h < f &r godtycklig s& foljer
n—oo X
/ f@)n(e) < lim [ fule)dn(e). g
n o0 X

Nu foljer pastaendet av och . O

4.3 Att byta integrationsordning

Vid beviset av Sats kommer vi behéva byta integrationsordningen pa en itererad integral. Det
finns ett generellt resultat som tillater detta, vilket brukar kallas for Fubinis och Tonellis satser.
Har formulerar dock vi en svagare version som ar tillrdcklig for vart mal och ar hamtad fran kapitel
71 [1]. Beviset av propositionen skisseras endast under, men ett formellt bevis finnes i kapitel

i Appendix [C}
Definition 4.8. Om f: X x Y — R, definiera funktionerna f*: Y — R och f¥: X — R genom

f(y) = f(x,y), for varje z € X, respektive fY(z) = f(x,y), for varje y € Y.
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Proposition 4.9. Lat X och Y vara lokalkompakta Hausdorffrum, lat p och v vara Borelmatt pa
X respektive Y och antag att f € C.(X x Y). D4 géller

(a) for varje x € X sa har vi f* € C.(Y), och for varje y € Y, s giller f¥ € C.(X),

(b) avbildningarna x — [, fdv och y — [ fdu tillhor klasserna Ce(X) respektive Ce(Y),

(©) //fxydv e //fxydu ) ().

Som utlovat gor vi en bevisskiss. (a) foljer relativt enkelt av vilkdnda egenskaper for kontinuer-
liga funktioner. For att visa (b) formulerar vi ett lemma som séger att for den kartesiska produkten
av tva rum S x T', varav T' 4r kompakt, sa kan vi hitta en omgivning for varje element i S sadan
att funktionsvirdena for f: S x T'— R ligger godtyckligt nira varandra. Beviset av (c) utnyttjar
kompaktheten hos stodet och anvinder samma lemma som ovan for att partitionera stédet i Bo-
relméngder. Sedan definieras en enkel funktion pa dessa Borelméngder som approximerar f, varpa
vi med hjélp av integralens rikneregler och lemmat kan konstatera att de tva integralerna i (c) &r
lika.

5 Haarmattet pa en lokalkompakt grupp

Det hér kapitlet ar dgnat at arbetets tva huvudresultat. Materialet &r hdmtat fran kapitel 9 i
[1], men dr standard nog att det gir att finna i de flesta ldrobocker i integrationsteori. Lésaren
forutsétts vara bekant med definitionen av en grupp och den direkta produkten av tva grupper.
Om sé inte &r fallet, sa finns en framstéllning som técker vara behov pé sidorna 30 och 83 av [2].
Vi inleder med att ge ett par grundliggande definitioner och visar dérefter ett par propositioner
som kommer att behdvas i respektive bevis.

5.1 Inledande teori om topologiska grupper

En topologisk grupp ir en grupp G (med gruppoperation (x,y) — xy) som dr utrustad med en
topologi som #r sadan att avbildningarna (x,y) — zy och z +— x~! ir kontinuerliga. Om G under
denna topologi dessutom &r lokalkompakt och Hausdorff, sa séger man att G ar en lokalkompakt
topologisk grupp, eller, kortare, en lokalkompakt grupp.

Om G &r en grupp, A och B &r delméngder av G, och a &r ett element i G, sé later vi

aB:={ab:be B} och Ba:={ba:bec B}.

Vi later ocksa

AB:={ab:a€ A,be B} och B ':={b':be B}

Om B = B~ sa séiger vi att B dr symmetrisk. Notera att detta #r ekvivalent med utsagan
att £ € B om och endast om z~! € B.

Proposition 5.1. Lat G vara en topologisk grupp, e beteckna enhetselementet i G, och a vara
ett godtyckligt element i G.

(a) Avbildningarna x + za, x — ax och z + z~1 ir homeomorfier mellan G och G.
(b) Om K och L #r kompakta delméngder av G si dr aK, Ka, KL och K~! ocksa det.

Bevis. Pastaende (a) foljer fran det faktum att en kontiuerlig funktion f definierad péa ett pro-
duktrum X X Y med vérden i ett rum Z &r kontinuerlig “i varje variabel”; det vill sdga, for varje
xg € X och yp € Y sé ér avbildningarna y — f(x9,y) och x — f(x,yo) kontinuerliga funktioner
fran Y respektive X till Z. Pastaende (b) foljer frén samma faktum, Proposition samt det
faktum att den kartesiska produkten K7 x Ko av tva kompakta delméngder K1 C X och Ko CY
ar en kompakt delmangd av X x YEI O

5Detta foljer fran Tychonoffs sats. Alternativt kan det bevisas sjilvstindigt; se till exempel sida 167 i [5].
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Proposition 5.2. Lat vara G en topologisk grupp, e beteckna enhetselementet i G, och U vara
en omgivning till e.

(a) Det finns en omgivning V' av e sddan att VV C U.
(b) Det finns en symmetrisk omgivning W av e som &r innehéallen i U.

Bevis. Del (a) dr en omedelbar foljd av att gruppoperationen pa G &r kontinuerlig samt Definition
av basen for topologin pa den kartesiska produkten G x G. For del (b), lat g : G — G beteckna
funktionen under vilken x — x~!. Eftersom e e och g dr kontinuerlig si &r miingden V := g=1(U)
en omgivning till e. Méngden W := VNV ~! iir nu en symmetrisk omgivning av e som #r innehallen
i U, som Onskat. O

Vi ska sa smaningom definiera ett begrepp som kan sdgas motsvara begreppet likformig konti-
nuitet, fast for reellvirda funktioner péa en topologisk grupp. Nésta sats utgor ett steg pa véigen.
Den séger lite 16st att en kompakt méngd K forflyttas godtyckligt lite ndr den multipliceras med
omgivningar till identitetselementet e fran héger och vénster, forutsatt dessa omgivningar ar sméa
nog.

Proposition 5.3. Lat G vara en topologisk grupp, U vara 6ppen i G, och K vara en kompakt
delméngd av G som é&r innehallen i U. D4 finns omgivningar Vi och Vp, av e sddana att KV C U
och Vi K CU.

Bevis. Vi visar existensen av méngden Vg; méngden Vj, konstrueras analogt. Antag for den skull
att « dr en godtycklig punkt i K. Enligt Sats [5.1] &r avbildningen y — zy pa G kontinuerlig.
Enligt den alternativa formuleringen av kontinuitet given del (c) av Proposition kan vi vélja
en omgivning W, av e sadan att «W, C U och enligt Sats kan vi vélja en omgivning V, av
e sddan att V,V, C W,. Samlingen {xV,}.cx &r nu en Oppen overtdckning av K, s& det finns
andligt manga punkter zi,...,z, i K sadana att méngderna z;V,, tidcker K. Eftersom &ndliga
snitt av 6ppna méangder ar 6ppna ar méngden Vg := N, V,, en omgivning av e. Dessutom, om
dr en punkt i K och y ar en punkt i Vg, s géller f6r nagot index ig att zy € z;,Vy, Vi, . Eftersom

Iio Cl)io
mVIiO V:m0 C x4, I/Vaci0 C U visar detta att zy ligger i U, varfor KVig C U. O

Nu definierar vi det utlovade kontinuitetsbegreppet. En reellvird funktion f pa en topologisk
grupp G ségs vara likformigt kontinuerlig frdn wvdnster om det for varje € > 0 finns en
omgivning U av e sddant att det for varje x € G géller att |f(x) — f(y)| < € nérhelst y € zU.
Definitionen av likformig kontinuitet frdn hdoger for funktionen f erhélls genom att ersidtta
méngden zU ovan med mingden Uz.

Vi &dr nu i ett ldge dér vi kan precisera en speciell klass av likformigt kontinuerliga funktioner.
Under Borelméatt som ger kompakta méngder &ndligt matt kan dessa funktioner integreras andligt,
och av deras likformiga kontinuitet f6ljer att denna integralavbildning ar kontinuerlig; en egenskap
som kommer att utnyttjas i beviset av Haarmattets entydighet.

Proposition 5.4. Lat G vara en lokalkompakt grupp och antag att f € C.(G). D4 &r f likformigt
kontinuerlig fran vinster och hoger.

Bevis. Vi bevisar att f ar likformigt kontinuerlig fran vénster; den likformiga kontinuiteten fran
hoger visas pa precis samma sétt.

Lat K beteckna stodet av f och antag att € > 0. Eftersom f &r kontinuerlig kan vi, fér varje
x € K, vilja en omgivning U, av = sddan att |f(x) — f(y)| < /2 for alla y € U,. Mangden
W, = 27U, dr di en omgivning av e sddan att |f(z) — f(y)| < /2 for alla y € xW,.. Enligt den
(a) av Proposition finns det darfor en omgivning V, av e saddan att V.V, C W,. Samlingen
{zV, }zek utgdr nu en 6ppen Gvertickning av K, s& vi kan vélja dndligt manga punkter x4, ..., z,
fran K sddana att K C U;-lzl x;Vy,. Till slut, vélj med hjélp av del (b) av Proposition en
symmetrisk omgivning V av e sddan att V' C ﬂ?:l Vz;. Vi hivdar att det for varje z € G géller
att |f(z) — f(y)]| <eomy € zV.

Det finns totalt tre fall att betrakta. I det forsta fallet, da varken x eller y ligger i K, s& géller
uppenbarligen att |f(x) — f(y)] < e. I det andra fallet, d& forutsattningarna ar att « € K och
y € zV, s finns det ett index i sddant att « € x;V,,, och sdledes sidant att =,y € x;U,, (ty
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Ve, C Uy, vilket i sin tur ger att y € a2V C x;V,,V,, C x;U,,). Triangelolikheten ger dérfor att
|f( )— ( )| < e.1det tredje och sista fallet &r forutsattnlngarna att y € K och y € 2V. Pa grund
av att V har valts som en symmetrisk omgivning av e foljer emellertid att = € yV'; detta fall ar
precis det vi just betraktade, fast med rollerna fér z och y ombytta. I alla tre fall haller alltsa
olikheten, och satsen dr darmed bevisad. O

Korollarium 5.5. Antag att G &r en lokalkompakt grupp och att p &r ett Borelmatt pa G som
ger kompakta méngder dndligt matt. D& géller for varje funktion f i C.(G) att avbildningarna
x = [y f(zy)du(y) och z — [, f(yx)du(y) dr kontinuerliga.

Bevis. Vi visar att den andra avbildningen &r kontinuerlig, vilket kommer att flja av att f ar
likformigt kontinuerlig fran vénster. Beviset for den forsta avbildningen foljer pa ett analogt sétt
av att f &r likformigt kontinuerlig fran hoger.

Lat for den skull € > 0 och tag en godtycklig punkt g i G. Vi avser finna en omgivning av x
sddan att | [ f(yz)du(y) — [ f(yzo)| < e for alla z i denna omgivning (se Sats [2.10). Observera
forst att det for alla x 1 G géller att

‘/fyw duly /fyxo duly ‘ /If yz) — f(yzo)| du(y)

pa grund av triangelolikheten for integrerbara funktioner (se Proposition Anvind att G ar
lokalkompakt for att vélja en omgivning W av xg med kompakt slutet holje W. Om K betecknar

stodet av f sa har vi for varje z i W och y utanfér méngden KW ' att f(yx) = 0. Eftersom den

senare mangden dr kompakt kan vi vélja ett €/ > 0 saddant att u(KW_l)E' < &. Det faktum att f
ar likformigt kontinuerlig fran vénster medfor att det finns en omgivning V' av e sddan att att det
for varje s € G och t € sV géller att |f(s) — f(¢)] < €’. Om nu z &r en punkt i snittet W NV
sa galler for varje y i G att yzr € yxoV. Hogerledet i integralolikheten ovan &r alltsd begrédnsat

ovanifrén av M(KWA)E’ = ¢ och beviset dr dérmed klart. O

5.2 Haarmattets existens

Nu har vi byggt upp all nédvéndig bakgrundsteori for att till fullo kunna forsta vanster-Haarmattets
definition, samt for att kunna bevisa dess existens.

Definition 5.6. Ett vdnster-Haarmdtt pa en lokalkompakt grupp G &r ett Borelmatt p som
inte dr identiskt noll och som har féljande egenskaper:

(i

) p(xA) = p(A) for alla A € B(G) och for alla x € G.

(ii) Varje méngd A € B(G) uppfyller att u(A) = inf{u(U) : A C U och U &r 6ppen}.

(iii) Varje 6ppen méngd U € B(G) uppfyller att p(U) = sup{u(K) : K C U och K &r kompakt}.
v)

(i

Egenskap (i) kallas for translationsinvarians frén vinster, medan egenskap (ii) och (iii) kallas
for ytterreguljdritet respektive innerreguljaritet pé oppna mdngder.

For varje kompakt méngd K € B(G) galler att u(K) < oo.

Sats 1.1 (Haarmattets existens). P& varje lokalkompakt grupp finns ett viinster-Haarmatt.

Bevis. 1 den hér konstruktionen av vinster-Haarméattet foljer vi metoden som presenterades i
avsnitt Det forsta och mest omfattande steget &r att konstruera det yttre matt, u*, som vi
sedan utgar fran. Nastkommande steg ar att visa att alla Borelméngder av G ar p*-métbara, vilket
i kombination med Carathéodorys utvidgningssats (Sats garanterar att u*|pg) dr ett matt.
Slutligen visar vi att mattet besitter de nodvéandiga egenskaperna for att vara ett vinster-Haarmaétt.
Lat oss borja med konstruktionen av det yttre mattet.

Lat G vara en lokalkompakt grupp, lat K vara en kompakt delméngd av G och lat V vara en
delméngd av G vars inre V° &r icke-tomt. For varje element x i G &r da xV° en 6ppen mingd
och samlingen {zV°},cq utgor en Oppen overtdckning av G. Diarmed utgor {zV°},cq dven en
Oppen overtackning av K, och eftersom K &r kompakt finns det dndliga foljder (x;)?; sa att
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K C U, z;V° C U, z;V. Lat #(K : V) beteckna det minsta icke-negativa heltal n for vilket
en sadan andlig f6ljd existerar. Observera att n kommer vara positivt, férutom da K &r tomma
méangden, i vilket fall n kommer vara lika med noll.

Valj nu en kompakt delméngd K av G, vars inre &r icke-tomt. Att G ar lokalkompakt garanterar
att det ar mojligt. Ky kommer vara fix for resten av beviset och fungera som referens nar vi mater
storlekarna for olika delméngder av GG. Narmare bestamt kommer vi {6r varje kompakt mangd K
och for varje omgivning V' till e titta p& kvoten #(K : V)/#(Ko : V), och underséka vad som
hénder da vi later V' bli mindre och mindre. Vi kommer alltsa fa ett slags gransvirde, med hjalp
av vilket vi kommer kunna definiera ett yttre matt.

Lat K vara samlingen av alla kompakta delmédngder av G och lat U vara méngden av alla
omgivningar till e. For varje U i U, definiera funktionen hy: K — R genom att séitta hy(K) =

#(K :U)/#(Ko : U).
Lemma 5.7. For alla U i U, for alla K, K7 och K5 i K och for alla x i G, géller att
a) 0 < hy(K) <#(K : Ky),

b) hy(Ko) =

¢) hy(zK) = hU( ),

d) hU(Kl) < hU(KQ) om K g K
e) hy(

uv(K1 UKQ) < hU(Kl) + hU(KQ) och att
(K

f) hy(K1UKs) =hy(K1) + hy(Ks) om KijUTP N KU = 0.

Bevis. Pastaendena b), ¢), d) och e) dr enkla att kontrollera. Vi bevisar a) och f). Lat oss borja
med pastaende a). For varje kompakt méangd K ar hy(K) en kvot mellan ett icke-negativt heltal
och ett positivt heltal, vilket medfor att hy (K) dr icke-negativ. Det kvarstar att visa att hy (K) <
#(K : Ky). Om vi multiplicerar bada sidor med det positiva talet #(Ky : U) far vi den ekvivalenta
olikheten #(K : U) < #(K : Ko)#(Ko : U). Lat nu (y;)j%; och (2;)7_; vara dndliga foljder i G
sadana att K C ;" yiKo och Ko C |Jj_, 2;U. Detta ger att K C ", U}_, yiz;U, fran vilket
den 6nskade olikheten foljer.

Nu visar vi f). Eftersom den ena olikheten foljer av e) kvarstar det endast att visa att hy (K U
Ks) > hy (K1) + hy(Ks). Antag att KiU 2 N KU~ = 0 och tag en folid (x;)"; i G av lingd
n = #(K; UK, : U) som uppfyller att K1 U K> C |J;_, z;U. For varje z; i f6ljden méste da gilla
att minst ett av snitten z;UNK; och z;UNK> &r tomt, ty annars hade z; tillhort KU ' NK,U 1
Detta innebér att vi kan partitionera elementen i (z;)?_; i tva foljder (y;)]_, och (z;)f_; s& att
K1 C J_, yiU och sa att Ky C Ule z;U. Alltsa ar hy (K7) < j och hy(K2) < k, vilket medfor
att deras summa inte kan vara stérre dn j + k = n. O

Nu ska vi titta ndrmare pa kvoten #(K : U)/# (Ko : U) och utforska vad som hénder nér vi
later U bli mindre.

For varje kompakt delméngd K av G, 1at Ik beteckna det slutna intervallet [0, #(K : Kj)],
betraktat som ett delrum av R. Definiera nu produktrummet X som den kartesiska produkten
[Ixex Ix, forsedd med produkttopologin Observera att eftersom varje intervall I'x &r kompakt,
ger Tychonofls sats (Sats [2. att dven deras produkt X ar kompakt.

Vi erinrar oss att enligt deﬁnltlonen av den kartesiska produkten av en indexerad familj bestéar
X av alla funktioner f: K — |Jyg o Ik som for varje kompakt delméngd K uppfyller att f(K)
tillhor T . Pastdende a) i Lemma garanterar att alla funktioner hy tillhor X.

For varje V € U, 1at S(V) vara det slutna holjet i X av méngden {hy : U € Y och U C V'}. Vi
ska nu visa att samlingen {S(V)}y ey har dndliga snittegenskapen. Lat Vi, ..., V,, vara godtyckliga
omgivningar till e och 14t V vara deras snitt. D& &r dven V en omgivning till e, och eftersom
det for varje i giller att V dr en delméngd av V; sa tillhor hy varje mingd S(V;). Detta medfor
att hy € i, S(V;), och vi kan dra slutsatsen att (), S(V;) &r icke-tom. Eftersom Vi, ...,V
valdes godtyckligt har vi ddrmed visat att {S(V)}vey innehar dndliga snittegenskapen. Eftersom
dessutom varje méngd S(V') r sluten, ger det faktum att X &r kompakt att snittet (o, S(V)
ar icke-tomt (se Proposition . Ur denna méangd véljer vi en funktion, 1at oss kalla den for h,,
som fran och med nu kommer att tjina som var gransfunktion.
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Lemma 5.8. For alla z i G och for alla K, K; och K5 i K har funktionen h, féljande egenskaper:

a) 0 < he(K),

b) he() =0,

c) he(Ko) =1,

d) he(2K) = ha(K),

e) he(K1) < he(K>) om Ky C K,

£) he(K1 U K3) < he(K1) + he(K>), och

g) he(K1UK3) = he(K1) + he(Kz) om K; N Ky = 0.

Bevis. Pastaende a) foljer direkt av att he € X. Pastiende b) kan enkelt ses genom att observera
att Iy = [0,0] = {0}. Det foljer att h(@) antar virdet noll for alla h € X, och i synnerhet &ven
for he. Vi gar nu vidare till egenskap f). For varje kompakt méngd K, lat px: X — R vara
projektionen som fér varje h i X definieras av px(h) = h(K). Proposition [2.12] i kombination
med att projektioner &r kontinuerliga garanterar att px &r kontinuerlig. Darmed géller det att
for varje par K; och K, av kompakta méangder &r funktionen &g, k,: X — R som definieras
av &k, K, (h) = h(K1) + h(K2) — h(K1 U K3) ocksd kontinuerlig. Observera att funktionen &r
véldefinierad, eftersom méngden K7 U K> &dr kompakt. Fran Lemmae) vet vi att {k, Kk, &r icke-
negativ for varje hy. Proposition m (c) garanterar darmed att den &ven méste vara icke-negativ
i varje punkt for varje S(V). Darmed kan vi dra slutsatsen att den &r icke-negativ i varje punkt
av he, vilket ger det Onskade resultatet. Pastdendena c), d) och e) visas pa liknande sétt som f),
genom att definiera lampliga funktioner fran X till R och jimfora med Lemma [5.7]

Vi visar slutligen pastiende g). Lat K; och K5 vara tvA kompakta, disjunkta delménger av
G. Eftersom G &r Hausdorff ger Proposition att det finns tva 6ppna, disjunkta méngder U
och Uy som innehaller K respektive Ky. Vidare ger Proposition att det finns tva omgivningar
V1 och V5 till e sddana att K117 C U; och KoV C Us. Lat nu V = V4 N V,. Eftersom V' &r en
delméngd till bade V3 och Va foljer det att K1V och K,V ar disjunkta. Lemma f) ger da att
hy—1 (K1 UK3) = hy—1 (K1) + hy-1 (K3). Men da giller dven att for alla hyy sidana att U € U och
U C V~1 det vill siiga for alla funktioner hy innehallna i S(V 1), att likheten hy (K; U Ka) =
hi (K1) + hy (K2) haller. Eftersom h, tillhér S(V 1) féljer med samma argumentation som i det
forra beviset det onskade resultatet. O

Med hjélp av gransfunktionen kan vi nu definiera det yttre mattet. For varje 6ppen delméngd
U av G definiera
' (U) =sup{he(K): K CU och K € K}, (4)

och utvidga definitionen till varje delmidngd A av G genom
w*(A) =inf{u*(U): ACU och U &r 6ppen}. (5)

Nista steg dr att visa att u* verkligen &r ett yttre méatt. Att pu* ar icke-negativ och att p*(0) = 0
foljer av motsvarande egenskaper fér ho. Monotoniciteten inses ocksé latt: Om A &r en delméngd
av B sé foljer det att varje 6ppen méngd som innehéller B ocksd innehaller A. Darmed ar p*(A)
infimum till en lika stor eller mojligtvis storre méngd &n méngden som p*(B) ar infimum till. Den
onskade olikheten foljer.

Slutligen visar vi att p* &r subadditiv. Vi borjar med att visa att subadditiviteten géller for
alla 6ppna delméngder av G. Lat (U;)$2, vara en godtycklig foljd av 6ppna méngder i G och 1at K
vara en kompakt delméngd av Uoil U;. Eftersom K &r kompakt finns det ett positivt heltal n s&
att K C UZ 1 U;. Proposition i kombination med ett induktionsargument garanterar att det
finns kompakta méngder K, ... Kn innehallna i Uy, ...,U, sa att K = Ul 1 K. Lemma.f och
definitionen av u* ger da att

h.(K):h.(UKl) =D WRISIED SINCARS SICA) (6)

i=1 i=1
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Eftersom K valdes godtyckligt ur méngden av kompakta delméngder av U,Oi1 U; kan vi ta supre-
mum Sver samma méngd av det forsta och sista ledet i (6), och ger da att p* (U2, Ui) <
Yooy 1 (U;), som onskat. Nu visar vi att detta medfor subadditivitet for godtyckliga foljder i G.

Lat (A;)$2, vara en godtycklig foljd i G och 1at € vara ett positivt tal. For varje positivt heltal
i, vilj en 6ppen delmiingd U; av G sadan att A; C U; och sidan att u*(U;) < p*(A;) + /2% Det
foljer av definitionen av p* att det &r mdjligt. Det f6ljer nu av ovanstaende olikheter, monotonicitet,
samt det faktum att > .~ 277 =1 att

v ( D A) < ( f_j vi) < iu*(Ui) < iﬂ*(Ai) +e§:2‘i = iu*(Ai) te ()

Da e valdes godtyckligt ger det férsta och det sista ledet i @ att /L*(U?il Ai) < S (A,
och subadditiviteten dr ddrmed visad.

Det star nu klart att p* &r ett yttre matt, och enligt Carathéodorys utvidgningssats (Sats
vet vi att madngden M bestaende av alla p*-métbara delméngder av G &r en og-algebra. Nésta
steg dr att visa att Borel-o-algebran av G ar en delméngd av M. Eftersom B(G) #ar den minsta
o-algebra som innehéaller alla 6ppna delméngder av G ricker det att visa att varje 6ppen delméngd
av G ar innehallen i M. Enligt Anmérkning behover vi alltsé visa att det for varje delméngd
A av G som uppfyller att p*(A) < oo, och for varje 6ppen delméngd U av G, giller att

pr(A) = (ANU) + (AN TS). (8)

I sjélva verket kommer det under de radande forutsidttningarna ricka att kontrollera da A &r
en Oppen mangd, det vill sdga att for varje par V' och U av 6ppna méngder i G, dér V' uppfyller
att p* (V) < oo, visa att olikheten

W (V) = 5" (V AU) + i (V O US). 9)
haller. Detta inses genom att forst konstatera att @ ar ekvivalent med att olikheten
wWVy>p (VnU)+p (VNU®) —¢ (10)

haller for varje positivt tal e. Lat nu A vara en godtycklig delméngd av G sadan att p*(A4) < oo
och 1at ¢ vara ett positivt tal. Dartill, 1at V' vara en 6ppen delméngd av G som innehéaller A och
som uppfyller att u* (V') < p*(A)+¢e. Att detta &r mojligt ses fran definitionen av det yttre méattet.
Monotonicitet, tillsammans med att A &r en delméngd av V', ger nu att

p (A +e>p (ANU) +p*(ANU) —e. (11)

Eftersom € valdes godtyckligt implicerar detta att haller. Darmed réacker det att visa @D, vilket
vi nu gor.

Lat V och U vara 6ppna méngder i G sddana att p*(V) < oo. Lat € vara ett positivt tal och
lat K vara en kompakt delméngd av V N U sadan att he(K) > pu*(V NU) — e. Fran definitionen
av det yttre mattet ser vi att detta dr mdojligt. Dartill, 14t L vara en kompakt delméngd av
V N K¢ sidan att he(L) > p*(V N K°) — ¢. Aven detta dr mojligt enligt definitionen av u*, efter
observationen att K¢ ar dppen (se Korollarium. Eftersom VNU® C VN K*° ger monotonicitet
att he(L) > p*(V NU®) — e. Dessa olikheter, tillsammans med Lemma g) och det faktum att
K och L ar disjunkta, ger nu att

he(K UL) = ho(K) + ha(L) > p*(V AU) + p*(V N U®) — 2. (12)

Eftersom K U L C V ger monotonicitet tillsammans med definitionen av det yttre mattet att
w* (V) > he(K U L). Detta, tillsammans med och det faktum att € valdes godtyckligt, ger det
onskade resultatet. Darmed star det klart att p = p*|g(q) dr ett matt. Vi visar nu att p innehar
egenskap (ii), (iii) och (iv) i Definition

Forst visar vi att varje kompakt méangd har ett dndligt matt. Lat K vara en kompakt méangd i
G och 1at U vara en 6ppen méngd i G som innehaller K. Fran (4) foljer det da att he(K) < u(U).
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Vi har alltsd att he(K) &r en nedre begriansning till kvantiteter pa formen pu(U), dér U &r en 6ppen
méangd innehallande K. Tar vi infimum Over alla sddana kvantiteter far vi med hjalp av att
he(K) < p(K). (13)
Léat nu K vara en kompakt méngd och lat U vara en 6ppen méngd sadan att K &r innehallen i
U och sddan att U ar kompakt. Korollarium garanterar att en sddan méngd U existerar. For
varje kompakt méngd L som &r innehéllen i U géller da att he(L) < he(U). Detta, tillsammans
med monotonicitet och , ger att

H(K) < p(U) < ha(D).

Eftersom he(U) < #(U : Ko) < 0o ér beviset firdigt.

Att p ar ytterreguljart foljer direkt av medan innerreguljériteten pa éppna méngder foljer
av och . Det enda som aterstar att visa dr att p &r translationsinvariant fran vinster och
inte identiskt noll. Translationsinvariansen fas av att observera att det f6ljer av Proposition [5.1]
att en delmingd U av G dr 6ppen om och endast om delméngden aU av G, dér a € G, ar 6ppen.
Analogt géller att en delméngd K av G &r kompakt om och endast om delméngden aK av G ar
kompakt. Det foljer av detta, samt av definitionen av u, att det fér varje z € G och for varje
A € B(G) giller att pu(zA) = u(A).

Det faktum att he(Kp) = 1, tillsammans med definitionen av u, ger att 4 inte dr nollfunktionen.
Darmed star det klart att varje lokalkompakt grupp har ett vinster-Haarmatt. O

5.3 Haarmattets entydighet

Med existensen klarlagd ska vi nu 6verga till att bevisa entydighet, dock ar detta bara méjligt upp
till en multiplikativ konstant.

I denna del kommer vi att behdva aberopa ett klassiskt resultat fran funktionalanalysen, namli-
gen Riesz representationssats. Beviset av denna ar bade intressant och relevant for konstruktionen
av saval Haarmattet som Lebesguemattet, da det utnyttjar den konstruktion av matt som beskrivs i
avsnitt Hela beviset av representationssatsen finnes i Appendix[D] och den intresserade lisaren
rekommenderas varmt att studera detta. For att formulera satsen behéver vi géra en definition.

Definition 5.9. Lat X vara ett vektorrum 6ver R. En lingdr funktional I: X — R &r en linjar
avbildning fran vektorrummet till skaldirméngden R.

Sats 5.10 (Riesz representationssats). Lat X vara ett lokalkompakt Hausdorffrum och 1at I vara
en positiv linjir funktional pa C.(X). D4 finns ett unikt Borelmatt 1 pad X som &r ytterreguljért,
innerreguljirt pa 6ppna méangder samt dndligt pa kompakta méngder, saidant att for varje f €
Co(X) sa géller

1) = [ f@nto).
G
Vi dr nu redo att ta oss an det andra huvudresultatet, vi formulerar detta igen.

Sats 1.2 (Haarméttets entydighet). Lat u och v vara vanster-Haarméatt pa en lokalkompakt grupp.
Da finns ett positivt reellt tal ¢, sa att v = cp.

Bevis. Lat G vara en lokalkompakt grupp. Vi ska visa att f6r en godtycklig funktion f € C.(G)

sa giller [, fdv = c [, fdu, dir ¢ = fG gz: for nagot g € C.(G), och sedan anvinda Riesz
G

representationssats for att erhalla v = cu. Men for att bilda kvoten ¢ maste vi férsékra oss om att
nadmnaren ar nollskild, fér detta formulerar vi f6ljande lemma.

Lemma 5.11. For varje icke-tom 6ppen méngd U C G sd ar u(U) > 0 och for varje icke-negativ
funktion g € C(G) som inte &r identiskt noll har vi

| sta)duta) > 0.
G
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Bevis av lemma. D& p ar ytterreguljart sa kan vi vélja en kompakt delmédngd K C G sa att
p(K) > 0. Lat U C G vara Oppen och icke-tom. D& &r {zU},cx en Gvertdckning av K och
eftersom K &r kompakt sd finns z1,...,x, € K s att {z;U}, &r en delovertickning av K. D&
K C |J;_, x;U (olikheten under), och vi vet att p dr ett vinster-Haarmatt (forsta likheten) s& har

vi att N N
< V) =Y w(U) = nu(U).
i=1 —
Darfor vet vi nu att p(U) > 0 for varje 6ppen icke-tom delméngd U C G, vilket visar férsta delen.
For den andra delen, tag f € C.(G), sadan att f > 0 och icke-identiskt noll. D& finns det ett
positivt tal € och en 6ppen icke-tom méngd U sa att f > exy. Det f6ljer av Proposition (c) att

/G f(@)du(z) > /G exu (@)du(z) = ¢ /G o (@)dpu(z) = ep().

Vi vet att € > 0 och vi har redan visat att u(U) > 0 {6r varje icke-tom 6ppen delméngd U C G,
alltsa foljer det andra pastaendet i lemmat. O

Vi atergar nu till beviset av satsen. Fixera g € CC(G) s& att g > 0 och icke-identiskt noll, att
en siddan funktion existerar féljer av Korollarium Av Lemma [5.11| f6ljer att [ gdp > 0 och

gdv > 0. Tag en godtycklig funktion f € C.(G) och bilda kvoten : f . Vi ska visa att denna
J gd
kvot inte beror av mattet u, men vi behdver ett resultat till.

Lemma 5.12. Om ¢ &r en funktion i C.(G) si géller for varje z € G

/ (@ )dp(t) = / (t)dp(t).
G G

Bevis av lemma. Vi erinrar oss att [ odp = [¢Tdp— [ ¢~ dp, dér ¢t och ¢~ dr icke-negativa, si
av linjéritet (Proposition s& kan vi helt enkelt visa pastaendet for var och en av dessa, eller
utan inskrankning anta att ¢ ar icke-negativ.

Sé& antag att ¢ > 0, lat (¢, )nen vara en vixande f6ljd av enkla funktioner, sddana att ¢, < ¢
for varje n och (¢n)nen konvergerar punktvis mot ¢ (existensen av en saddan foljd ar icke-trivial,
men motiveras av Lemma, i Appendix samt fixera = € G.

Vi kan konstatera att for varje A C G och 71t € G s giller x7't € A om och endast om
t € xA, vilket medfor att ya(z™ 1) = xpa(t).

For varje enkel funktion i foljden, sig ¢r = Y .~ ciXa,;, anvind linjdritet (Proposition ,
vart konstaterande om indikatorfunktionen ovan, sedan utnyttja att p(zA;) = p(A4;) och till sist
motsvarande steg i omvéind ordning och fa

[ e autn = | > eon (™ D) = 3 [ xatet0dn n=>e e [ o ()t
- gmmn = gcm(fli) =...= /G or(t)du(t)

Monotona konvergenssatsen (Sats yttre likheterna) och resultatet ovan (mittersta likheten)
ger
et taut) = lim_ | ou@aut) = tim [ ou®autt) = [ aut. o
Vi &r nu redo att slutfora beviset av entydigheten. For en funktion h i C.(G x @) sé géller
enligt Proposition [L.9] att integralerna

/G/Gh(x,y)du(x)du(y) och /G/Gh(x,y)dy(y)d'u(m) (14)

existerar och dr lika. Om vi betraktar den hogra integralen i , anvander Proposition sedan
Lemma pa funktionen = — h(x,y), Proposition igen och slutligen Lemma en sista

—1

gang pa funktionen y — h(y 'z, y) far vi identiteten
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// (2, y)dv () dpi( // (2, y)du()du(y // (v, y)du()dv(y)
// (y~"z,y)dv(y)dp(x // (zy) ™ @, zy)dv(y)dp(x // dv(y)dp(z).

Lat sedan h(z,y) = %. Déa z + [ g(tx)dv(t) &r nollskild enligt Lemma |5.11| och

kontinuerlig enligt Sats s& ar h kontinuerlig. Lat sedan K7 = supp(f) och Ky = supp(g).
Om f(z) # 0 och g(yx) # 0 s& har v1 att € K; och yr € Ko, eller ekvivalent x € K; och
Yy € KQKfl, sa supp(h) C K7 X KQK . Dessutom dr Ky K ~! kompakt enligt Sats och dérav
dr Ki x KoK ! kompakt enligt Tychonoffs sats (Sats[2.19)), alltsa géller h € C.(G'xG) C LY(GxQ)
sa h &ar integrerbar.

% och anvénd identiteten ovan for att erhalla
G

_ )
/ / ng tx dV dv(y)dp() = /G/G fG g(ty*l)dz/(t)d (y)du(x).

Vidare har vi att vénsterledet med linjéritet kan forenklas genom att konstatera att

g ) — 1@
/chg@x)du(t)d W) = T @

P& liknande sdtt far vi om vi konstaterar att f gdp ar ett reellt tal, som kan betraktas som en
konstant d& vi integrerar Gver y, och séledes kan flyttas ur den yttre integralen att hogerledet blir

o
[ o) | i

Det foljer att kvoten kan uttryckas med

Notera sedan att h(y—1, zy) =

/ g(yx)dv(y) = f(x), s& att hogerledet blir / f(x)du(x).
G G

fG -
fcg /ngty Ddy( )d(y)

ett uttryck som beror av f och ¢ men inte av u, sa kvoten dr oberoende av mattet p. Vi kunde
alltsa lika gérna gjort samma steg for v och det foljer att

Jo fdv _ Jo fdpn Jo gdv
Jegdv  Jg9dn’ Je9dn

Nu ger Riesz representationssats att Borelmatten p och v &dr unika for de linjéra funktionalerna
I.(f) = |5 fdw och I,(f) = [, fdv pa Ce(G), alltsa giller v = cu, som hévdat. O

eller ekvivalent / fdv=c / fdu, for ¢ =
G G
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Appendix
A Topologi

A.1 Maingdteoretiskt bakgrundsmaterial

Definition A.1. Lat {A,}aes vara en samling av méngder, indexerad av en méngd J, och 1at X
beteckna unionen av alla méngder i samlingen. Den kartesiska produkten av { A, }acs betecknas

med
4.

acJ

och definieras som samlingen bestdende av alla funktioner f : J — X sidana att f(«a) € A, for
alla o € J.

Anmaérkning A.2. Definition [A] 4r i strikt mening inte en generalisering av definitionen av den
kartesiska produkten av tvA méngder. Om X och Y &r tvd méngder rum och samlingen {X, Y} ar
indexerad av ndgon méngd J bestar som bekant X XY av ordnade par av element fran X respektive
Y, medan produkten Il,¢;Z, bestar av funktioner fran J till X UY. I fallet d& J = {1,2} finns
emellertid en uppenbar bijektion mellan de tva méngderna; motsvarande topologiska rum &r till
och med homeomorfa.

A.2 Nagra bevis av satserna i kapitel tva

Vi inleder med att presentera beviset av den alternativa formuleringen av kompakthet samt beviset
av (foljd-) satsen om kontinuerliga funktioners storsta och minsta viirde pa kompakta rum.

Proposition A.3. Lat X vara ett topologiskt rum. Da dr X kompakt om och endast om det
for varje samling C av slutna delméngder av X som har &ndliga snittegenskapen géller att snittet
NcecC av alla méngder i C &ar icke-tomt.

Bevis. Vi inleder, av pedagogiska skil, med tre generella observationer. For varje samling A av
delméngder av X, 1at C = {X \ A: A € A}. Da géller f6ljande:

1. A dr en samling av 6ppna delméngder av X om och endast om C &r en samling av slutna
delméngder av X.

2. A técker X om och endast om snittet (oo C ar tomt.

3. En édndlig delsamling {A;,..., A} av A ticker X om och endast om snittet av méngderna
C;:= X\ A; &r tomt.

Den forsta punkten &r uppenbar. De tva senare punkterna foljer av De Morgans lag: X \J, Aa =
Mo X \ Aq. Vi kan nu visa satsen. Per definition &r pastaendet att X &r kompakt ekvivalent med
implikationen: “For varje samling A av 6ppna delméngder av X sddan att A técker X, s finns
det en &ndlig delsamling av 4 som técker X”. Denna implikation &r i sin tur ekvivalent med den
kontrapositiva implikationen: “Om A #r en samling av 6ppna delmingder av X sidan att ingen
dndlig delsamling av A ticker X, sa técks inte X av A”. Denna implikation &r nu, i tur och ordning,
pa grund av punkterna (1), (3) och (2), ekvivalent med utsagan: “Fér varje samling C av slutna
delméngder av X med éndliga snittegenskapen, sa giller att snittet ()., C av alla méngder i C
ar icke-tomt”. O

Korollarium A.4. Lat X vara ett kompakt topologiskt rum. For varje kontinuerlig funktion
f: X — R finns da punkter z1, 25 i X sddana att f(z1) < f(x) < f(z2) for varje punkt = i X.

Bevis. Vi visar att f antar ett storsta virde; beviset av att f antar ett minsta vérde &r analogt. Lét
M :=sup,cy f(x) och notera att M &r éndligt. Vi ska visa att f(xo) = M for nagot zo i X. Lat
fér den skull F,, := {z € X : f(z) > M — 1} for varje positivt heltal n. Kontinuiteterﬁ av f medfor

6Hér anviinder vi det (littbevisade) faktum att en funktion g: X — Y #r kontinuerlig om och endast om g~1(C)
ar sluten i X for varje sluten delméangd C av Y.



varje F, &r sluten i X och definitionen av M medfor att varje dndligt snitt av méngder F,,,, ..., F,,
ar icke-tomt. Enligt Proposition finns déarfér en punkt zo i X sddan att M — % < flzg) <M
for varje positivt heltal n. Later vi nu n — oo sd foljer att f(xz) = M. O

Hérnést presenterar vi bevisen av samtliga topologiska hjélpsatser fran avsnitt tre i kapitel tva
rérande rum som &dr Hausdorfl och/eller lokalkompakta.

Proposition A.5. Kompakta méngder i Hausdorffrum &r slutna.

Bevis. Lat X vara Hausdorff och K vara en kompakt delméngd av X. Antag att yo &r en punkt i
X som inte ligger i K. Vi kommer att visa att det finns en omgivning V' av yo som inte innehaller
nagra punkter fran K. For den sakens skull, utnyttja hypotesen att X &r Hausdorff och vilj for
varje punkt x i K disjunkta omgivningar U, och V, till « respektive yo. Samlingen {U, : x € K}

ar en Overtdckning av K med méngder éppna i X, sa vi kan vélja z1,...,z, fran K sa att K ar
innehallen i UjU,,. Mangden V :=V, N...NV,, &r nu en omgivning till yo som &r disjunkt
fran K. Beviset ar ddrmed klart. O

I beviset ovan visade vi i att det f6r den godtyckligt valda punkten yg fran X\ K fanns disjunkta
omgivningar U och V innehéllande yo respektive K. Detta resultat utgor Proposition [2.25 men far
hir namnet Proposition [A-6]

Proposition A.6. Lat X vara Hausdorff och K vara en kompakt delméngd av X. For varje punkt
y som inte ligger i K finns disjunkta, 6ppna méngder U och V som innehéller y respektive K.

Bevis. Se beviset av Proposition [A5] O

Proposition A.7. Varje par av disjunkta kompakta méngder i ett Hausdorffrum kan separeras
med disjunkta éppna méangder.

Bevis. Lat X vara Hausdorff och K och L vara disjunkta, kompakta delméngder av X. For varje
punkt z i K finns det enligt Proposition disjunkta 6ppna méangder U, och V, innehallande x
respektive L. Samlingen bestaende av méngderna U, &r en 6ppen 6vertéckning av K, sa vi kan vélja
andligt manga punkter zi,...,z, fran K sidana att unionen UTU,, técker K. Med U := UT Uy,
och V :=nN7V,, ar U och V disjunkta, 6ppna méngder innehallande K respektive L. O

Korollarium A.8. Lat X vara Hausdorff och antag att K &r en kompakt delméngd av X. Om
Ui och Us ar tva 6ppna méangder sadana att K C U; U Us, sd kan K skrivas som unionen av tva
kompakta méngder K7 och K5 som &dr innehallna i Uy respektive Us.

Bewvis. Lat E; och Es beteckna mangderna K N Uy och respektive K N US. Eftersom E; och Fj
ar kompakta och disjunkta finns det enligt Proposition [A.7] disjunkta, 6ppna méngder V; och V5
sadana att F; C Vo och Fy C Vj. Det dr nu en enkel sak att kontrollera att K; := K NV och
Ky := K NVy ar kompakta, har unionen K, samt ar innehallna i U; respektive Us. O

Proposition A.9. Lat X vara lokalkompakt Hausdorff och U en omgivning till punkten =z € X.
Da finns en omgivning till  vars slutna hoélje dr kompakt och innehéllet i U.

Bewvis. Vilj en omgivning W till z sadan att W &r kompakt. Vi kan dessutom vilja W sa att
W C U giller (tag bara U N'W som ny definition pa W). Det slutna holjet av W &r dock inte
nédvindigtvis innehéllet i U. For att komma tillriitta med det, betrakta mingden W \ W och
méngden bestaende av endast punkten x; bigge dr kompakta och de ar parvis disjunkta. Enligt
Proposition kan vi vilja disjunkta, ppna méngder V; och V5 innehallande x respektive W\ W.
Méngden V3 N W &r nu en omgivning till  vars slutna holje d4r kompakt och innehallet i U. O

Korollarium A.10. Om X &r lokalkompakt Hausdorff, K" en kompakt delméngd av X, och U en
oppen méngd innehéllande K, sa finns en dppen méngd V' som har kompakt slutet hélje V' och
som uppfyller K CV CV CU.

Bevis. For varje punkt 1 K, vélj en omgivning V, till  som &r innehéllen i U och som har
kompakt slutet holje V... Vélj sedan punkter z1,...,z, fran K sidana att V;,,...,V,, técker K.
Méngden V := U7V, tdcker nu K och har kompakt slutet hélje V' som é&r innehallet i U. O
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For beviset av arbetets entydighetsresultat beh6vs en viss funktion g. Existensen av denna funk-
tion garanteras av Korollarium m (som hér far namnet Korollarium [A.11)) vars bevis presenteras
hérnést.

Korollarium A.11. Antag att X &r lokalkompakt Hausdorff och 1at K vara en kompakt delméngd
av X. Om U é&r en 6ppen delméngd av X innehéllande K sa finns det en funktion g € C.(X) vars
stod ar innehallet i U och som &r sadan att yx < g < xv.

Bevis. Oberoende av hypoteserna, observera forst att Proposition tillsammans med Proposi-
tion [AT7| medfor att kompakta Hausdorffrum dr normala.

Antag nu att X &r lokalkompakt Hausdorff och 14t K vara en kompakt delméngd av X. Om U &r
en ppen delméngd av X innehallande K s& kan vi, enligt Proposition 231} viilja en 6ppen méngd
V med kompakt slutet holje V sadan att K CV CV CU. Eftersom V ir ett kompakt delrum av
X och delrum av Hausdorffrum ocksa #r Hausdorff, dr V, pa grund av den inledande observationen,
ett normalt delrum av X. Eftersom K #r en kompakt delmingd av X som #r innehallen i V, &r
K kompakt #ven i delrummet V, s& enligt Proposition ir K sluten i V. Aven mingden V \ V
ar sluten i V, varfér Urysohns lemma medfor att finns det en kontinuerlig funktion f: V — [0, 1]
som dr 1 pd K och 0 pa V \ V. Definiera nu g : X — [0, 1] genom att siitta g(x) = f(z) fér z € V
och g(z) =0 for z € X \ V (man kontrollerar att detta definierar en funktion genom att verifiera
att definitionerna sammanfaller pa4 méngden V \ V). Enligt Proposition ar g kontinuerlig och
eftersom suppg C V C U sa har g kompakt stéd som &r innehallet i U. O

B MaAtteori

I det hér kapitlet presenteras beviset av Carathéodorys utvidgningssats, samt definitionen och
konstruktionen av Lebesguemattet. Innehallet baseras pa kapitel 3 i [7].

B.1 Bevis av Carathéodorys utvidgningssats

Sats B.1 (Carathéodorys utvidgningssats). Lat p* vara ett yttre matt pa en méngd X. D& utgor
samlingen M av p*-métbara méngder en o-algebra och restriktionen av p* till M &r ett matt.

Bewvis. Vi delar upp beviset i tva delar:
(i): M é&r en o-algebra.
(ii): p*|amq dr ett matt pa (X, M).
L&t oss forst se att M dr en o-algebra. () och X tillhér M, eftersom
pH(END) +p (ENX)=p*0)+p"(E) = p*(E)

for alla delméngder £ C X. Att M é&r sluten under komplement foljer direkt av att definitionen av
w*-métbarhet dr symmetriskt med avseende pa komplement. For att visa att M &r sluten under
upprékneliga unioner krivs lite mer arbete. Vi borjar med att visa att M &r sluten under dndliga
unioner.

Lat Ay och As tillhéra M och lat E C X vara fix. Enligt Anmérkning racker det att visa
att

p(E) 2 p*(EN (AU Ag)) + p* (B0 (A U A2)%),

for att kunna dra slutsatsen att A; U A, tillhér M.

Notera att

A1 UAy = (A1 NA) U (AT N As) U (A NAS).

Med hjalp av ovanstaende omskrivning, De Morgans lag, distributivitet, associativitet och subad-
ditivitet foljer det att

(N (A U Ag)) + p* (BN (Ay U Ag)°) <
(BN A2) N A+ pt (BN Az) NAS) + p" (BN AS) N Ar) + p*((E N AS) N AS)

1B N As) + p*(E N AS)

w(E)
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dar vi i de tva sista stegen utnyttjar att A; respektive Ay ar p*-méatbara. Det foljer att A;UA; € M.
Med hjélp av induktion visas att detta leder till att M &r sluten under alla &ndliga unioner.

Nu visar vi att M &ven &r slutliga under upprakneliga unioner. Notera att det racker att visa att
M &r sluten under disjunkta upprékneliga unioner, ty om Fi, Fs, ... alla tillhér M, lat F} = F;
och F, = E,\ U;:ll F; for alla n > 2. Eftersom M é&r sluten under komplement och &ndliga
unioner ger De Morgans lag att varje F; tillhor M. Dessutom bestar (F;) av disjunkta méngder
och U2, BE; = U;2, Fi. Dirmed ér det tillrickligt att visa pastéendet for disjunkta méngder.

Léat Ay, Ao, ... vara parvis disjunkta méngder i M och 14t B,, :=J;_, A; och B :=J;Z, A;. Vi
vill visa att p*(E) > p*(E N B) + p*(E N B°).

Eftersom A,, r p*-métbar foljer det fér varje B,, och varje E C X att

p(ENBy)=p (ENB,NA,) +u " (ENB,NAS) = (ENA,) 4+ u" (ENBp_1).

P& samma sétt far vi att p*(ENB,—1) = p*(ENA,—1)+u*(ENB,_2) och ett induktivt resonemang
ger att

n
pH(ENBy) =Y p(ENA).
i=1
Om vi nu utnyttjar ovanstaende resultat och det faktum att B,,, eftersom den &r en &ndlig union
av p*-méatbara méngder, dr p*-méitbar, foljer det att

W(E) = 1" (ENB,) +w' (BNBY) = S 1" (BENA) + 1" (ENBS) > S w' (ENA) + ' (EN B,

i=1 =1

dar det sista steget foljer av subadditivitet och att B¢ C Bf. Om vi nu jamfor den férsta och den
sista termen och later n — oo foljer det att

W(B) > S W (BN A) 4 (B BY) > p (B B) 4 (£ BY), (15)

dér vi i det sista steget anvidnder definitionen av B samt subadditivitet. Det star nu klart att M
ar sluten under upprékneliga disjunkta unioner, och ddrmed &r M en c-algebra.

Vi har nu visat att M &r en o-algebra, och ddrmed att (X, M) &r ett métbart rum. For att
visa att p* dr ett matt pa (X, M) aterstar det endast att visa att p* ar upprikneligt additiv. Men
notera att subadditivitet ger att hogerledet i ar storre an eller lika med p*(FE), vilket medfor
att alla olikheterna i i sjélva verket ar likheter. Om vi later E = B foljer det att

pr(B) =Y p*(A),
i=1
vilket ar det onskade resultatet. O

B.2 Konstruktionen av Lebesguemattet

Ett viktigt och vilkdnt matt pa R &r det sa kallade Lebesguemattet, A. Det uppfyller den intuitiva
idén om att mattet av ett intervall dr dess lingd, det vill sdga att A\((a,b)) = b — a, nédrhelst b > a.
Samma resultat géller &ven for halvoppna och slutna intervall. Lebesguemattet &ar ett Borelméatt
som for varje A € B(R) definieras genom

AMA) = inf { Z(bz —a;) : (a;,b;) &r Oppna intervall i R som uppfyller att A C U(ai, bi)}.
i=1 i=1

Lebesguemattet visar sig vara ett exempel pa ett Haarméatt pa den lokalkompakta gruppen (R, +).
Ett bevis for att A dr ett icke-trivialt, translationsinvariant matt som uppfyller att mattet av ett
intervall ar dess langd aterfinns nedan. De sista nédviandiga egenskaperna for att A ska vara ett
Haarmatt, det vill sdga ytterreguljariteten, innerreguljariteten pa 6ppna méangder, samt att mattet
av kompakta méngder dr dndligt, hanvisas till [IJ.
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Sats B.2. Lebesguemattet, A, dr ett icke-trivialt, translationsinvariant matt pa (R, B(R)), som
uppfyller att A((a,b)) = b — a, nérhelst b > a.

Bevis. 1 den hér konstruktionenen av Lebesgueméattet kommer vi félja metoden som presenterades
i avsnitt vilket innebdr att det forsta steget kommer vara att konstruera ett yttre matt.
Dérefter visar vi att det yttre méttet har de 6nskade egenskaperna, och slutligen visar vi att alla
Borelméngder &r métbara med avseende pa det yttre mattet.

Forst behover vi lite notation. Om I &r ett intervall i R med &ndpunkter a och b later vi |/
beteckna dess ldngd, det vill sdga |I| = b — a nérhelst b > a. Vi anvinder samma notation vare sig
intervallet &r 6ppet, slutet eller halvoppet. Nu foljer definitionen av det yttre mattet.

Definition B.3. Lat A* : P(R) — [0,00] vara den funktion som fér varje mingd A € P(R)
definieras genom

A*(A) == inf { Z |I;| : I, I3, ... & Oppna intervall som uppfyller att A C U IZ}.
3 =1

Vi kallar A* for det yttre Lebesguemddttet.

Tanken med det yttre Lebesguemattet ar alltsa att vi tdcker 6ver delméngden A med O6ppna
intervall, sa4 att summan av intervallens langder blir sa liten som mdjligt. Notera att det yttre
Lebesguemattet ar translationsinvariant, i bemérkelsen att det for alla reella tal ¢ och for alla
delméngder A C R giller att

B (A) = 1 (A+1),

dir A+t ={x+1t:x € A}. Lat oss nu se att det yttre Lebesguemattet verkligen &r ett yttre
matt.

Sats B.4. Det yttre Lebesguemattet ar ett yttre matt pa R.
Beuvis. Vi visar att A*()) = 0, samt att det yttre Lebesguemattet 4r monotont och subadditivt.

(i) For varje € > 0 dr det mojligt att vilja en foljd av 6ppna intervall si att likheten |I;| = £/2¢
héller for varje positivit heltal ¢. Den totala summan av intervallens ldngder blir da e, vilket
ges av formeln for geometrisk serie. Eftersom () C U2, |I;| foljer det att A*(0) = 0.

(ii) Lat Ay och Ay vara delmingder av R saddana att A; C As. Eftersom A; &r en delméngd
av Ag, ticker varje oppen Overtickning av A; dven A;. Dérmed dr A*(A4;) ett infimum till
en storre eller mojligtvis lika stor médngd som den méangden som A*(As) &r ett infimum till.
Dérfor kan inte A*(A;) anta ett storre virde dn A\*(As).

(i) Om A*(A,,) = oo for nagot n foljer subadditivitet direkt, s& vi kan anta att A*(A4,,) ar dndligt
for alla n.
Lat € > 0. For varje A;, vilj 6ppna intervall I{,Ig,]g, ..sdatt A; C U2, I J och pya |IJ\ <

N(A;) + 5. Det foljer att den upprikneliga méngden {r }27]€Z+ ticker hela U2, Aj, ef-
tersom den técker varje A;. Vi far alltsa att

)\*(JQAJ-) Z(Zuﬂ) Z(* +5)= Z)\* +e]§2—i=gA*(Aj)+a

dér det sista steget foljer av formeln for geometrisk serie. Eftersom ovanstaende haller for
godtyckligt litet € kan vi lata ¢ — 0, och fran den forsta och den sista termen erhalls da det
onskade resultatet. O

Vi visar nu att det yttre Lebesguemattet har den 6nskade egenskapen att det yttre mattet av
ett intervall motsvarar dess langd.

Sats B.5. For varje begriansat intervall I géller att A*(I) = |I].



Bevis. Vi antar forst att I = [a, b] ar ett slutet begrinsat intervall, och visar att A*(I) < |I|, samt
att A*(I) > |1].
For varje € > 0 géller att (a — e,b+ ¢) técker I s&

N ([a,b]) < [(a—e,b+e)|=b—a+ 2e.

Eftersom ovanstéende géller for alla e > 0 foljer det att A*([a,d]) < b — a.

Lat nu {I; };cs vara en godtycklig 6vertidckning av [a, b] bestdende av 6ppna intervall. Eftersom
[a,b] &r kompakt finns det en dndlig delévertdckning A av {I;};cs som técker [a,b]. Detta medfor
att det finns ett intervall I; € A som innehéaller a; 1at oss kalla det I; = (a1,b1). Om b € I &r I
en dvertidckning av [a,b]. T annat fall finns det ett intervall I; € A si att by € I;; 1at oss kalla det
Iy = (a9, bs). P4 samma sétt kan vi fortsitta att vélja ut overlappande intervall ur A tills vi till
slut far en foljd (I;)%_, som técker [a,b] och som uppfyller att a;11 < b; < b;j11. Detta ger att

Z|I|>Z|j|_zb_a2)—bk_a1+z CL1+1 >bk—a1>b—a.

i€

Eftersom ovanstaende géller for godtycklig overtdckning {I;} av [a,b] bestaende av dppna in-
tervall foljer det att A*([a,b]) > b — a, och pastdendet &r ddrmed bevisat for slutna, begransade
intervall. For att inse att detta medfor att satsen haller &ven for godtyckliga begrinsade inter-
vall racker det att observera att varje begransat intervall I innehaller, och &r innehallet i, slutna,
begransade intervall vars langd &r godtyckligt néra |I|. O

Vi har nu visat att A\* dr ett translationsinvariant yttre matt som uppfyller att det yttre
mattet av ett intervall dr lika med intervallets lingd. Det enda som kvarstar att visa ar att alla
Borelméngder av R &r A*-métbara, det vill sdga att de &r innehallna i den o-algebra M som
skapades i beviset till Carathéodorys utvidgningssats. Nésta sats garanterar att sa &ar fallet.

Sats B.6. Lat M beteckna méngden av alla A*-métbara delméngder av R. D4 &r B(R) innehéllen
i M.

Bevis. Eftersom B(R) ar den minsta o-algebran éver R som innehéller de 6ppna intervallen ricker
det att visa att varje Oppet intervall &r innehallet i M. Eftersom varje 6ppet intervall kan skrivas
som ett snitt av de obegrinsade intervallen (—oo,a) och (b, 00) récker det att visa att dessa tva
ar innehallna i M. Vi visar att (—oo,a) &r innehallen i M, och beviset for att &ven (b, 00) &r
innehallen i M &r analogt och ldmnas till lasaren.

Lat E vara en godtycklig delméngd av R. Vi kan anta att a ¢ E, eftersom en punkt inte
forandrar virdet av A*. Vi vill alltsa visa att

N(E) > X (E N (—0,a)) + X (E N (a,00)).

Lat {I;};c; vara en godtycklig Gvertickning av E bestdende av 6ppna intervall. Lat I == I; N
(—=o00,a) och I" :=I; N (a,00). Notera att {I]};,cs och {I'};c; &r 6vertdckningar av I’ respektive
I, bada bestaende av oppna intervall. Det foljer att

DL =Y+ ) = YO+ ) = N (B0 (—o0,a)) + AT(EN (a,00)).

i€J ieJ i€J i€J

Eftersom {I;} ar vald godtyckligt kan vi ta infimum av vénsterledet ovan 6ver alla méojliga Gver-
tackningar av F bestaende av intervall, och erhaller da det 6nskade resultatet. O

Dérmed star det klart att X\ := X*[grg) dr ett translationsinvariant matt pa (R,B(R)) som
uppfyller att méattet av ett intervall motsvarar intervallets lingd. Foéljaktligen dr A det Onskade
mattet och konstruktionen &r fardig. O
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C Integrationsteori

C.1 Bevis av regler for Lebesgueintegralen

Vi ska nu bevisa de ridkneregler for Lebesgueintegraler som vi anvénder oss av i uppsatsen. Innehal-
let i denna sektion dr baserat pa [7] samt [3]. Vi visar férst motsvarande (a) och (b) i Proposition
E.6] for enkla funktioner.

Lemma C.1. For hy,hy € ST (X, M, u), a > 0 s giller:
(a) [ am@dut) = a [ m(@)duto)
(b) /X ha(@) + ha()dp(z) = /X (@) dpu(z) + /X ho(@)dpa(z),

Bevis. Det mesta av beviset gors med direkta berdkningar och utgéar fran definitionen av Lebes-
gueintegralen for enkla funktioner. Sa fixera de enkla funktionerna

N M
hl(x) = Z an XA, (x)7 hg(ﬂf) = Z meBm (I)v
n=1 m=1

dér (An)nen och (Bp)nen ar tva dndliga foljder av disjukta delméngder av X, si att de enkla
funktionernas integraler fas av

N N
/X ha(ed) = 3 anplcd), /X ha(edis) = 3 bi(B)
Da ar

N /M
(h1 + h2)(x) := hi(z) + ha(x) = Z <Z (an + bm)XA,0B,, (@) : (16)

n=1 \m=1

a) Om a = 0 sd giller likhet trivialt, si antag att a > 0. Nu ger definitionen for Lebesgueintegralen
och linjdritet fér summor

N N
/X ahy (z)dp(x) = ;aanu(/ln) = a;anu(/ln) = a/X hy(z)dp(z).

b) Aven denna del visas enkelt efter att vi konstaterat med definitionen for Lebesgueintegralen
och summans linjéritet

M
[+ ) @ina) = <Z<an+bm>ﬂ<AmBm>>

m=1

M N
(Z anp(An N Bm)> + Z (

M
@A)+ 3 bui(B) = [ hala)dute) + [ ae)inta).

M

M= 1

bp(An N Bm)>
1

n=1

m=

I
M=

X

Il
-

n

O

Lemma C.2. Lat (X, M) vara ett métbart rum och f : X — [0, 00] vara métbar. D& finns en
foljd (hp)nen av enkla funktioner, sidana att 0 < hy < hg < ... och h,, — f punktvis pd X. Om
dessutom f ar begransad pa en delméngd A C X s galler dar att h, — f likformigt pa A.

Vi gor enbart en kort motivering, hdmtad fran [3]. For n = 0,1,2,... och 0 < k < 2" — 1, 14t
Er = f7H (k27" (k+1)27"]), F,, := f~1((2", 00]) och definiera

92n _1

k=0
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D4 &r hg = 0 eftersom summan saknar termer, h,(z) < hp41(x) for varje n > 1 och varje x € X,
da antalet termer 6kar i n och dessa &r alla positiva eller 0. Det géller &dven att (h,)nen konvergerar
punktvis mot f. Om dessutom f(z) < 2" for alla x € A C X sd ar 0 < f(z) — hp(z) < 27™ for
varje x € A och darfor h,, — f likformigt pa A.

Lemma C.3. For f,g € LT (X, M, i) sa giller

/f + g(x)du(z /f )dp(x / g(x)dp(z).

Bevis. Anvind Lemma (C.2] m for att vélja foljder av enkla funktioner (¢, )nen och (@, )nen som
konvergerar punktvis mot f respektive g. D& ar (¢, + @n)nen en foljd av enkla funktioner som
konvergerar punktvis mot f + ¢g. Nu ger monotona konvergenssatsen (Sats yttre likheterna
under) samt Lemma[C.1] (b) (mittersa likheten under)

[ G+ @) = lim [ (@n+ o) @dute) = Jim [ ou@int@)+ lim [ pu@)into)

~ [ t@aut) + [ ga)duto) 0
X X
Proposition C.4. For f,g € L*(X, M, ), fe LT (X, M,pn), o € Roch E € M sa giller:
(a) / of (2)du(z) = a / f(@)du(a),
(b) / f(@) + g(@)dp(x / f(@)dp( / o(a)du(z),
(©) f<g implicerar / f(@)du(z) < / o(x)dp(x),
(d) ’/f Jdp(x /If )| dp(x

(e) avbildningen FE .—>/ f(z)dp(z) &r ett matt.
E

Bevis. De mesta av beviset bygger pa Lemma[C.1]och [C.3]samt definitionen av Lebesgueintegralen
och vilkdnda rdkneregler for reella tal.

(a) Om o = 0 si giller likhet trivialt. Antag att o > 0. Vi har att f = f* — f, dér
[t f~ € LT(X, M,u). Av definitionen av Lebesgueintegralen samt Lemma (a) far vi (vi
skriver ST = §T(X, M, 1) hér under)

[ as@ante) = [ art@dnte) ~ [ af @into)

:sup{/Xh(at)du(x):hgaf+,h€8+}—sup{/Xh(x)d,u(m):hgaf_,h68+}

—a (s { [ 1o )du(:c):h<f+h€5+}—sulo{/h( CHE LS
a(/f* e /f x)dp(x )a/f Jdp(x

Beviset for fallet d& o < 0 #r analogt d& vi noterat att af = af™ — af™, dir ju af™ =
max{af,0} = —amax{—f,0} = —af".

(b) Lat ¢ := f+ g s att ¢ —p~ = f+ — f~ + g — g, dér alla inblandade funktioner &r
positiva och integrerbara. Vi kan konstatera att denna likhet &r ekvivalent med

et g =+ T g
Notera nu att bade hoger och véansterled dr summor av positiva funktioner. Integrera sedan bada

led, anvand Lemma 3| (att vi kan anvéinda detta resultat for dndliga summor av flera funktioner
foljer med induktion) och fa

[t @du@)+ [ 1 @duta)+ [ g @duta) = [ ¢ @duta)+ [ 1 @dut)+ [ g @dute).
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Arrangerar vi om termerna far vi

[t @duta)~ [ ¢ @duta) = [ £ @dnta)~ [ 1 @duto)+ [ g @dnte)~ [ g7 @duta),

och eftersom ¢ = f + g har vi nu

[ e@inta) = [(¢ + 9)@duta) = [ f@du(o) + [ gla)duta).

(¢) Om f < g s& har vi ocksd att f — g < 0. Integrerar vi och anvéinder linjéritet, (a) och (b),
far vi

/ (f — 9)(@)du(z) <0 = / f(@)dp(z) - / o(@)du(x) < 0 / f(@)dp(z) < / o()du(x).

(d) Detta #ir en foljd av definitionen av Lebesgueintegralen for f € L'(X, M, i), som vi minns
delas upp med positiva funktioner f¥, f~ € LT (X, M,pu) sd att f = fT — f~ och |f| = fT + f~,
samt triangelolikheten for reella tal. Vi far

)| = |[ )+ / £~ @l

‘/f e ’/f+ )dp(x /f x)dp(x
— [ £ @duta) + [ 1 @aute) = [ £1@)+ £ @duta /|f )| dpu(z

(e) For att forséikra oss om att avbildningen &r ett métt behover vi enligt definitionen av ett
sddant kontrollera att avbildningen &r icke-negativ, det vill séga |, g fdp > 0, for varje delméngd
FE av X, samt kraven

(i) 0 avbildas till 0,

(i) om (E,) #r en uppriknelig f6ljd av disjunkta ménder i X sa géller fU 5 fdu = >ouls fdu.

/f Jduta) = [ Fus(o)dnta

Da f > 0 sa foljer direkt av definitionen av Lebesgueintegralen av icke-negativa funktioner att

/f Jinla) = [ Fre@)dnta) >0,

det vill sdga att avbildningen &r icke-negativ. Givet att indikatorfunktionen &r identiskt noll pa
tomma méangden sa far vi dessutom att

V)H/f )dp(z /fxw )dp(z /Odu(ﬂs) =0,

diarmed aterstar endast (ii). Sa lat (E,) vara en uppréknelig foljd av disjukta delméngder av
X. Vi konstaterar att (fxyr_, m,) dr en vixande funktionsfoljd i n med grinsfunktionen fxp =

Vi skriver

lim,, 00 fx » @, sd enligt monotona konvergenssatsen (Sats [4.7)) géller
Uk=1 Ex

[ Fwdne) = [ im P s @dne) =t [ P s @dete). 07

k=1 Ek
Vi gor sedan foljande observation; om A och B &dr disjunkta delméngder av X si géller
xaup(z) = xa(z) + xp(2), och med induktion ( Uy_, Ex = (Up—; Ex) U E, ) foljer att

Ui lEk E XE, (T
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géller for varje positivt heltal n. Vi anvinder induktion igen (6ver summor av funktioner) och kan
med linjéritet (b) konstatera att

/fx v g (@ /ZfXEk )dp(x Z/fxEk )dp(x Z (z). (18)

Med och har vi déarfor visat (ii), alltsa

,531 By / | nte) = g | Faantz)

Med det har vi nu verifierat att £ — [, fdp &r icke-negativ samt att (i) och (i) &r uppfyllda for
avbildningen, alltsa dr denna ett matt som hivdat. O

C.2 Att byta integrationsordning
I denna sektion bevisas Proposition detta bevis dr baserat pa kapitel 7 i [1].

Proposition C.5. Lat X och Y vara lokalkompakta Hausdorffrum, 14t x4 och v vara Borelmatt
pad X respektive Y och antag att f € C.(X x Y). D4 géller

(a) for varje x € X sd har vi f* € C.(Y), och for varje y € Y, s giller f¥ € C.(X),

(b) avbildningarna  — [, fdv och y — [ fdu tillhor klasserna Ce(X) respektive Ce(Y),

(©) //fxydv e //fxydu Jd(z).

Som manga bevis inom analysen kommer vi visa kontinuiteten i (b) genom att visa att skillnaden
mellan integralerna for tva tillrackligt narliggande punkter kan goras godtyckligt liten. Vi kommer
i detta steg behova foljande icke-triviala resultat.

Lemma C.6. Lat S och T vara topologiska rum och antag att 7" &r kompakt, samt att f : SxT —
R &r kontinuerlig. Da géller att for varje sg € S och varje positivt tal ¢ s& finns en omgivning U
av sg sa att

|f(33t) - f(So,t)‘ < g,

for varje s € S och varje t € T.

Bevis av lemma. Fixera sg € S och tag e > 0. For varje t € T, vilj en omgivningar U; C S av s
och V; C T av t, sadan att

- ~ €
(87t)6Utx‘/t = |f(8at)_f(307t)‘<§
Med dessa valda sa giller enligt triangelolikheten for (s,) € U; x V; att

‘f(S,E) (807 )| - |f(8 t) (807t)+f(807t)_f(807£)|

< |f(s,8) = f(s0,t)| + | (s0,T) = f (50, )\< +§:
Eftersom att {V;}ier dr en Overtdckning av T som &r kompakt da finns ¢1,...,t, € T sd att
{Vi,}7, &r en delovertickning av T. Nu ér U = (;_,; U, den sokta omgivningen. O

Vi 6vergar till beviset av propositionen.

Bevis. Tag f € C.(X xY), lat K = supp(f) och K; samt Ks vara projektionen av K pa X
respektive Y. Vi kan konstatera att K; och Ky dr kompakta, detta da projektioner dr kontinuerliga
avbildningar och bilden av en kompakt mangd under en kontinuerlig avbildning alltid &r kompakt.
Notera sedan att f* ar kontinuerlig, detta inses till exempel genom att konstatera att g(y) = (z,y)
samt f dr kontinuerliga, f* = fog och kontinuitet &r invariant under komposition. Notera ocksé att



for varje x € X s ar supp(f®) C Ko, s f* har kompakt stod och ddrmed vet vi att f* € C.(Y),
for varje x € X. Ett liknande argument ger att f¥ € C.(X), for varje y € Y, vilket bevisar (a) i
propositionen.

Vi verifierar nu att z — [, fdv &r kontinuerlig. Da C.(Y) C L'(Y) sa foljer att integralen
existerar. Tag xo € X och villj € > 0. Vi applicerar Lemma[C.6] p4 rummet X x K5 och far att det
existerar en omgivning U av z(, sddan att

(r,y) €U X Ky = [f(x,y) — f(zo,y)| <e.

Dérav, om = € U, sa foljer

'/fxydv )= [ ity H [t = 1wty
</ 1S(9) = S i) < | vt = ev(ca).

K>

Da e > 0 ar godtyckligt vald sa foljer kontinuiteten for avbildningen. Vi noterar sedan att f =0
for (z,y) € K¢ s x — fy fdv &r noll fér x € KY{. Darav har vi etablerat att denna avbildning
tillhor C.(X). Liknande argument ger att y — [ fdu tillhér C,(Y), vilket visar (b).

For den sista delen av propositionen ska vi borja med att konstatera att dubbelintegralerna
existerar. Mycket riktigt vi har i (a) veriﬁerat att f* E C ( ) € L'(Y), sa den inre integralen
dr vildefinierad, och i (b) visade vi att h(z) := [, f*(y)dv(y) € Ce(X) € L*(X). Vi kan dérfor
som pastatt konstatera att [ [, f( ,y)du( )du( ) ex1sterar ett liknande argument bekriftar den
andra dubbelintegralens existens.

Valj nu ett positivt tal e. Vi kommer att approximera f men enkla funktioner, for detta &ndamal
behdver vi en partition av K7 och vi bildar denna med hjélp av Lemmal[C.6] Alltsa, for varje z € K,
valj en 6ppen omgivning U, av x, sddan att

(#.9) € Us x Ko = |f(@,y) = f(#9)] < 5.

{U:}zek, dr nu en overtdckning av K7, och d& denna &r kompakt da finns z1,...,z, sddana att
{Us, }1, ar den delévertéickning. Vi anvinder dessa for att konstruera Borelmangderna (notera att
Ki,U,,,...,U,, alla &r Borelméngder, och minns att Borel-o-algebran &ér sluten under unioner,
snitt och komplement)

Al = Uzl N Kla

k—1
Ak:(UzkﬂKl)m<UAi) fork=2,....n
=1

Nu har vi 4;NA; =0 fori #j, U, A = Ky och A; CU; fér i = 1,...,n och dessa utgdr var
partition. Definiera sedan g : X x Y — R enligt

) = Z f(xla y)XAi (:C)
=1

Vi har nu att bade f och g &r noll for (x,y) € (K1 x K2)° samt att
5
(z,y) € K1 x Ky = [f(2,y) — g(z,y)| < 5.

Betrakta nu uttrycken

//fmydu )dv(y // (z,y)du(x)dv(y) (19)
//fxydu Vdp(x // (x,y)dv(y)du(z) (20)
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Med resultatet ovan, linjaritet samt triangelolikheten (Proposition (b) och (d)) far vi for

/fww yivty) - [ [ sleyinta w\\&ij o(a, y)dpu()do(y)

/K2 /K (2.y) = g(ay)| du(x)dv(y) < 2/}(2 /K Au(e)dv(y) = Sp(K)(Ks),

och pa liknande sett far vi for att

’//fxydu e // (2, ) dv () dp()

Av linjéritet foljer ocksa att

//:w@dﬂ //ZMMM)MWM)

:zj:/ xa, (z)dp(x /fx,, )dv(y /fa:,, )dv(y

och pa liknande sétt

// (z,y)du(x)dv(y) /f:r“ydu // (z,y)dv(y)du(z).

Tar vi nu beloppet av skillnaden mellan och far vi darfor

< H(Kl) (K2).

[ [ s ian) //mmemﬂ<mmHm

Da ¢ > 0 ar vald godtyckligt sa kan vi dra slutsatsen att

//rfxy@ )y /f/fwydv )dja(z),

vilket visar (c) och ddrmed &r propositionen bevisad. O

D Riesz representationssats

Har foljer ett bevis av Sats och &r baserat pa kapitel 7 i [I].

Sats D.1 (Riesz representationssats). Lat X vara ett lokalkompakt Hausdorffrum och 1at I vara
en positiv linjér funktional pa C.(X). D4 finns ett unikt Borelmatt u pa X som &r ytterreguljért,
innerreguljirt pa 6ppna méngder samt dndligt pa kompakta méngder, sadant att for varje f €

C.(X) sa géller
=/}ummw

Om U é&r 6ppen i X och f € C.(X) sddan att 0 < f < xp och supp(f) C U s& kommer vi att
skriva f < U.

I existensdelen av beviset av Riesz representationssats kommer vi behova konstruera mattet p,
detta gors i likhet med de andra méatt som konstrueras i denna uppsats via ett yttre matt p* som
sedan inskrénks till ett matt pa Borel-o-algebran med hjéilp av Carathéodorys utvidgningssats. Vi
kommer &ven behova féljande hjdlpsats.

Lemma D.2. Lat X vara ett lokalkompakt Hausdorffrum och lat p vara ett Borelméatt pa X som
ar ytterreguljért, innerreguljart pa 6ppna méngder samt éndligt pa kompakta méngder. Om U &r
oppen i X sé galler

uammm{/}mufecuX»f<U}
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Bevis. Av definitionen fér Lebesgueintegralen har vi att w(U) = [ xudp, alltsd har vi p(U) >
sup{[ fdu : f € C.(X),0 < f < xv}. D& alla funktioner f som uppfyller f < U sékerligen

uppfyller 0 < f < xp géller dven sup{[ fdu : f € Co(X),0 < f < xu} > sup{[ fdu : [ €
Co(X), f < U}, Det ricker alltsa att visa olikheten

u(U) < sup { [t 1 e 0.5 < U}.

For detta endamal, vélj négot reellt tal « < p(U). Eftersom att p ar ytterreguljirt si kan
vi vilja en kompakt méngd K C U s att a < u(K). Enligt Korrolarium finns en funktion
f € C.(X) saddan att xx < f < xu och f < U. For denna funktion géller &ven enligt Proposition
(c) att pu(K) < [ fdu < p(U), varpa det foljer att oo < [ fdp. Nu har vi

a<sup{/fdu:f€Cc(X),f—<U},

och vi kan dra slutsatsen att p(U) < sup{[ fdu : f € Cc(X), f < U} eftersom o ér godtyckligt
vald. [

Bevis av Riesz representationssats. Lat oss borja med att for varje méngd U 6ppen i X definiera
funktionen

M*(U) = Sup{[(f) 1 f € CC(X)7f =< U}a (21)
och utvidga denna till alla delméngder A av X med

w*(A) :=inf{p*(U): ACU,U 6ppeni X}. (22)

Dessa, samt rummet X och funktionalen I i satsens hypotes kommer besta definerade pa detta vis
resten av beviset. Vi kommer att visa féljande tva pastaenden:

I p* uppfyller kraven for ett yttre matt pa X och alla Borelméngder &r p*-métbara.

II Om M, &r o-algebran bestdende av alla p*-métbara méngder s& ar restriktionerna p =
¥ B(x) och fi = /‘*|Mu* matt som ar ytterreguljira, innerreguljara pa éppna méangder samt
dndliga pa kompakta méngder, och for varje f € C.(X) sa géller [ fdu = [ fdp = I(f).

Vi kommer att borja med att visa entydigheten med hjilp av Lemma, for att sedan visa [[] och

] som bekréftar existensen av mattet . For I behover vi foljande resultat.
Lemma D.3. Lat A vara en delméngd av X och tag f € C.(X).
(a) Om xa < f sa giller p*(A4) < I(f).
(b) Om 0 < f < x4 och A &r kompakt si géller I(X) < p*(A).
Bevis. (a) Vilj € € (0,1) och definiera U. = {z € X : T2 f > 1}, som &r en éppen delmiingd av

X som innehéller A. Tag sedan g € C.(X) saddan att g § Xv.. Vi kan konstatera att om @ >1

sd ar g(x) <1, och om {(fzg) <1sdérg(x) <0. Alltsd ar g < 1—;]"’.
Nu har vi

1
—&

p(U) = sup{I(9) : g € CulX),g < Ue} < (1) = T T(f)
D& A C U, implicerar monotonicitet att u*(A) < pu*(U:) och da ¢ kan viljas godtyckligt néra 0 si
giller det att p*(A) < I(f), vilket visar (a).

(b) Vélj en méngd U Sppen i X som innehéller A. Vi har d&4 0 < f < x4 < xu och supp(f) C
ACU,sa f<U. Av detta foljer I(f) < p*(U) av (2I). Da U ar godtyckligt vald sa géller denna
olikhet for alla 6ppna méngder som innehaller A, vilket med implicerar att I(f) < p*(A4),
diarmed dr (b) bevisad.

O
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D.1 Entydighet

Antag att u och v bada ar Borelméatt pa X som &r ytterreguljara, innerreguljara pa éppna mangder
samt dndliga pa kompakta mangder och som uppfyller

/fdu = /fdl/ =I(f), for varje f € C.(X). (23)

Vi visar att p = v for 6ppna respektive godtyckliga mangder separat. Fér U 6ppen i X sa giller
enligt Lemma (den mittersta likheten féljer av (23))

u(U) = supf / fdu: | € Co(X), f < U} = sup / fdv: f € CuX), f < U} = (U,

vi har alltsa likhet for alla 6ppna méangder. Da p och v ar ytterreguljira sa géller per definition
for en godtycklig Borelméngd A att

w(A) =inf{uwU): ACU,U éppeni X}, v(A) =inf{v(U): ACU,U éppen i X}

men d& vi redan vet att p(U) = v(U) for alla 6ppna méngder U sé géller darfor p(A) = v(A) for
varje Borelméngd A. Darmed ar entydigheten bekraftad.

D.2 Existens

Vi visar nu pastéende [ Vi ska alltsa forst visa att p* &r ett yttre matt, och for att gora det
behéver vi bekrifta de tre kraven i definitionen av ett sidant (se definition [3.6). Efter att detta &r
gjort ska vi verifiera att alla Borelméngder av X &r p*-métbara.

(i)  &r Sppen i X, si enligt sa dr p*(0) = sup{I(f) : f € C.(X), f < 0}.

Men om f < @ s& ar f = 0, och eftersom I &ar en linjir funktional (och darfor en linjér
avbildning) s& vet vi att I(f) = 0. Alltsa har vi

©*(0) = 0.

(ii) Fixera tvi godtyckliga delméngder Ay, Ay av X s& att A1 C As. Om U oppen i X si att
U C A; sa vet vi direkt att U C Ao, men det omvinda ar inte ndédvandigtvis sant. Detta faktum
tillsammans med ger att
p*(Ar) < p*(Az).
(iii) Denna del kréaver lite mer arbete. Vi borjar med att visa subadditivitet fér 6ppna méngder.
Sé 1at (Un)nen vara en foljd av méngder dppna i X och vilj f € C.(X) sadan att f < (J,—; Uy.
Vi har da att supp(f) C U, Un, s& (Up)nen ér en Sppen dvertickning av supp(f) som &r en

kompakt méngd. Det foljer att det finns ett dndligt heltal N s& att supp(f) C Ufy:l U,.
I niista steg utnyttjar vi att det finns funktioner fi,..., fx € C.(X) med egenskaperna

N
F=Y faoch fn=<Up,
n=1

vilket &r ett icke-trivialt resultat som vilar pa faktumet att disjukta kompakta méngder kan sepa-
reras med disjukta omgivningar, Urysohns lemma samt induktion. Detaljerna utelimnas och den
nyfikna ldsaren hinvisas till [1], specifikt Proposition 7.1.11.

Da I ar en linjar funktional, och darfér en linjar avbildning, sa vet vi nu att

N N
1)) =1(3 fa) = Y 1(f0) (24)
n=1 n=1

och av f < U,, Definition samt att I dr positiv foljer

I(fa) > u*(Uy), for vasje n. (25)
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Nu ger och , och monotonicitet for matt att

N e’}
I() <> pr(U) = 5 ().

Detta, tillsammans med Definition , gor att vi kan dra slutsatsen att uppréaknelig subadditivitet
géller for 6ppna méngder, det vill sdga

w( U Un) < St (U, (26)

Med detta klart gar vi vidare och verifierar uppriknelig subadditivitet for godtyckliga méngder.
Sé tag en uppriknelig foljd av delméngder (A, )neny 1 X och vilj ett positivt reellt tal €. Vi kan
direkt konstatera att om serien konvergerar mot oo sé géller olikheten trivialt, sa antag att

> (Un) < oo
n=1

For varje A, anvind Definition for att vilja en 6ppen méangd U, som innehéaller A och
som uppfyller

* * €
w(Un) < p(An) + on

Utnyttja sedan hur vi valt de éppna ménderna U, och anvind (i andra olikheten) for att
erhalla

(A0 < (UU0) < w3 (1A + o) = S i(A) +3 o

=1

3
Il
—
3
Il
—
3
Il
—
3

Efter som att e dr godtyckligt vald sé foljer uppriknelig subadditivitet &ven for foljden (A, )nen,
det vill sédga

o0 o]
1 (U A < 3w (An).
n=1 n=1
Med (i),(ii) och (iii) verifierade s& kan vi dra slutsatsen att pu* ar ett yttre matt. Slutligen skal vi
visa att alla Borelménder dr p*-métbara. Av Carathéodorys utvidgningssats (Sats(3.9) s& har vi att
samlingen av alla p*-métbara méngder bildar en o-algebra. Om vi kan visa att alla 6ppna méngder
ar p*-métbara sa vet vi saledes att Borel-o-algebran, som ju genereras av de éppna méngderna,

kommer att vara en del av o-algebran av alla p*-métbara mangder. Sa vélj en godtycklig mangd
U som &r 6ppen i X. Vi skal alltsa visa att for varje A C X sa géller

pr(A) = p(ANU) + p*(ANT),
men eftersom att A = (ANU)U (ANTU®) s& ger subadditivitet att vi har
pr(A) <pt(ANU) + p(ANT").

Det riacker alltsa att visa
1w(A) = g (ANU) + 1 (ANT®).

Fixera nu A C X, vilj ett positivt reellt tal € och antag att p*(A) < oo (om p*(A) = oo sa &r
olikheten trivial). Anviind sedan Definition for att vélja en 6ppen méngd V' som uppfyller

ACVoch pu* (V) < p*(A) +e.
Tag sedan f; € C.(X) sadan att

fi=VNUochI(f1)>p (VNU)—e.
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Lat K = supp(f1) och tag fo € C.(X) sidan att
fa <V NK®och I(fz) > p" (VNK®) —e.

Vi kan konstatera att (V NU€) C (V N K€) samt att supp(f1) Nsupp(fz) = 0, s& att fi(z) =0 for
x € supp(f2) och fa(z) =0 for « € supp(f1), varpa det foljer att (f1 + f2) < V. Enligt Definition
(21) s& har vi darfor

(V) 2 I(fr + f2) = I(f1) + 1(f2) > p"(VOU) + " (VOU®) — 2¢.
Eftersom vi valt V sa att u*(A) + ¢ > p*(V) s& har vi dven att
A +e>p"(VNU)+p*(VNU®) — 2,
och da e > 0 &r vald godtyckligt sa foljer det att
pr(A) Z p (VNU) +p* (VN U"),

dérmed ar pastéende [[| bevisad.

Vi 6vergar nu till att visa pastaende [[I} Fran [[| vet vi att Borel-o-algebran B(X) &r inkluderad
i M,«, sa Carathéodorys utvidgningssats (Sats [3.9) ger att bade p och fi &r matt. Tag nu en
kompakt méngd K C X. Enligt Korrolarium sa finns en funktion f € C.(X) som uppfyller
xx < f < xv, och enligt Lemma (a) sa har vi

pr(K) < I(f)
och da funktionalen I &r en linjar avbildning I : C.(X) — R s& vet vi att I tar dndliga virden for
varje f € C.(X) sa foljer det att p och fi &r dndliga pa kompakta méngder. Ytterreguljaritet fljer
direkt av Definition och innerreguljaritet pa oppna méngder foljer av Lemma (b) samt
Definition , eftersom 0 < f < Xqupp(y) implicerar att I(f) < p*(supp(f)).

Vi har alltsa visat att p och f &r matt ytterreguljara, innerreguljara pa oppna méngder samt
dndliga pa kompakta méngder. Vi skall till sist visa att I(f) = [ fdp = [ fdfi. Vi minns att om
[ antar negativa virden si kan vi skriva f = f* — f~ dir f, f~ € C.(X) med fT,f~ > 0. Av
linjériteten for I har vi saledes att I(f) = I(f™) —I(f~) och eftersom att I dr positiv sd vet vi att
[ fdp >0 och [ fdii >0, s& vi kan utan inskrénkning anta att f > 0. Fixera denna funktion och
vilj ett positivt reellt tal e. Definera sedan for varje positivt heltal n den kontinuerliga funktionen

0, om f(z) < (n—1)e,
fa(z) =< f(z) = (n—1)e, om (n—1)e< f(z) < ne,
ne, om ne < f(z).

Eftersom f,, = 0 for = € (supp(f))¢ sa har vi att f, € C.(X) for varje n. Vidare har vi att
F=>fn
n=1
och eftersom f ar begrinsad sa finns ett dndligt heltal IV, sa att f, = 0 for varje n > N och saledes
N
F=Y"fa (27)
n=1

Lat nu Ky = supp(f) och for varje n 1at K, = {z € X : f(x) > ne}. Nu har vi att exg, <
fn <exk,_, och av Proposition (c) samt att [ xadp = p(A) for varje A C X s foljer

ulK,) < [ Fu@)dn(e) < (o)
och vi kan anvinda Lemma (a) samt Lemma (b) for att konstatera att

E,U(Kn) < I(fn) < EN(anl)a
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géller for varje n. Med far vi darfor att

N N N N
> () < [ fa)duta) < 3 en(I,ma), respektive Y- eulKy) < 1(7) < 3 enlE-a)

n=1 n=1
Vi kan dra slutsatsen att bade [ fdu och I(f) kommer tillhéra intervallet

N

J = [igﬂ(Kn)aZ&u(Knl)] CR,

n=1 n=1

och att detta intervall har lingd (A betecknar hir Lebesgueméttet)

N N
M) = 3 enFnmr) = 3 enn) = (o) — n(Kn).
n=1 n=1

Da e > 0 ar godtyckligt valt sa har vi att f fdu = I(f). Notera att vi aldrig specifikt anvint
oss av Borelméngder i argumentet ovan, sd pa samma sétt visas att dven [ fdi = I(f). O
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