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Abstract

This paper is a literature review that examines how good mental calculation skills benefit pupils,
which could work as a valuable learning tool for future teachers. The study addresses four key
questions: ‘What are the advantages of proficient mental calculations?’, ‘What strategies exist
for mental calculation skills?’, ‘How can teachers accommodate their teaching to develop
pupils’ mental calculation skills?” and ‘What has arithmetic looked like in different eras and
what algorithms have been used?’. Through literature searches in search engines, scientific
articles were found, which formed the basis for the result segment. This was divided into two
parts: A historical and a didactic overview. The historical overview begins with the earliest
example of human calculation, progresses through Ancient Egypt and Babylon, and concludes
with Treviso-arithmetic. The didactical overview examines the relationship between mental
calculation and number sense, flexibility, and estimation, in addition to various mental
arithmetic strategies. The study concludes that mental calculation is valuable both in
mathematics education and in everyday life. Furthermore, mental calculation has a correlation
to strong number sense. By applying strategies such as estimation, teachers can promote an
understanding of multiple strategies, which could lead to flexibility.



Sammanfattning

Detta arbete ar en litteraturstudie som undersoker hur god huvudrakning gynnar elever, vilket
kan vara vardefull kunskap for blivande matematiklarare. Studien utgick ifran fyra féljande
fragestallningar: ~Vilka fordelar finns det med en god huvudrakning?”, *’Vilka strategier finns
for huvudrékning?”, ”Hur kan ldarare anpassa sin undervisning for att utveckla elevers
huvudrakning?” och ”Hur har aritmetiken sett ut under olika tidsepoker och vilka algoritmer
har anvants?”. Med hjalp av litteratursokning i sokmotorer hittades artiklar som var
vetenskapliga, vilket utgjorde grunden for resultatdelen. Resultatet valdes att delas in i tva delar,
en historisk samt en didaktisk. Historiekapitlet utgar ifran forsta exemplet pa mansklig rakning,
gar vidare till Antika Egypten, sedan Babylonien och till sist Treviso-aritmetiken. Den
didaktiska Oversikten redovisar forskningsresultat for hur huvudradkning relaterar till
taluppfattning, flexibilitet och &verslagsrakning samt redovisar huvudrékningsstrategier.
Studiens slutsats ar att huvudrakning ar anvandbart bade i matematikundervisningen och i
vardagen, samt att det finns en korrelation till god taluppfattning. Genom att lara ut
huvudrakningsstrategier som exempelvis 6verslagsrakning kan larare framja forstaelse for flera
strategier vilket kan ge upphov i en flexibilitet.



Forord

Denna litteraturstudie har gett oss en djupare forstaelse for huvudrakning och dess
betydelse for elever i matematikundervisning, samt dess roll i vardagen. Vi har fatt
insikter som vi kommer kunna ta med oss i var blivande yrkesroll. Forst och framst
vill forfattarna tacka varandra for ett fint samarbete och stéd genom processen. Vi vill
aven tacka var handledare Elin Gotmark for vagledning under arbetets gang. Dessutom
vill vi rikta ett tack till Johanna Pejlare som vid kursstart gav oss inspiration kring den
matematiska fordjupningen, bade vid val av historiska nedslag samt litteratur. Vi vill
dven tacka var examinator Malin Palo Forsstrom for ytterligare kritik vid slutgiltig
bearbetning av arbetet.
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1. Inledning

Manga har nagon gang varit i situationer dar de har ként att de ar daliga pa huvudrakning. Fran
att berakna totalbeloppet vid ett kop till att betala dricks utomlands, anvands huvudrékning
standigt i vardagen. Trots huvudrakningens centrala roll i var vardag, har vi uppfattat att manga
har svarigheter med denna basala formaga, inte minst i matematikundervisningen. Under var
verksamhetsforlagda utbildning (VFU) har vi markt att elever brister i sin huvudrékning.
Dessutom verkar elever ha svart for grundlaggande aritmetik, vilket ar en viktig byggsten vid
huvudrakning. Vi kan ocksa erkanna att huvudréakning inte &r var starkaste formaga. Under var
gymnasietid upplevde vi att vi ofta hade tillgang till en miniraknare. Det fanns &ven ett stort
fokus pa anvandningen av digitala verktyg i undervisningen medan huvudrakning negligerades.
Trots de digitala verktygens stora del i &mnesplanen (Matematik, 2022) anser vi att det &r viktigt
att utveckla god huvudrakningsformaga, sarskilt med tanke pa den chock vi upplevde nar vi
borjade vara egna matematiska studier pa hogskolan. Frantagandet av miniraknaren fick oss
aven att reflektera 6ver var egen huvudrakning.

Som blivande larare i matematik anser vi det viktigt att ha en god huvudrakningsférmaga.
Dessutom anges det i kursplanen for matematik pa hogstadiet "Metoder for beridkningar med
tal i brak- och decimalform vid 6verslagsrakning, huvudrékning...” och ”Rimlighetsbedémning
vid uppskattningar och berdkningar” (Matematik, 2010, s.4). Detta betyder att huvudrakning ar
hogst relevant for undervisning i hogstadiet. 1 amnesplanen for Matematik 1a ingar det dven
“Berdkningsmetoder som dr relevanta for karaktirsamnen och yrkesliv, till exempel
uppskattningar, berakningar pa storningar eller matfel, spill- och svinnberakningar,
overslagsrakning, avrundning...” (Matematik, 2022, s.3). Denna studie har &ven givit 0ss en
forstaelse for huvudrakning som pekar emot att det dven kan vara relevant vid all undervisning
pa gymnasiet.

1. 1 Syfte och fragestéllning

Syftet med litteraturstudien &r att fa en forstaelse for hur en god huvudrakning kan gynna elever
I matematikundervisningen. Arbetet syftar dven till att reda ut vilka huvudrakningsstrategier
som kan anvandas, samt hur larare kan implementera forstaelsen kring huvudrakningens
betydelse i undervisningen. Dessutom &r syftet att undersoka vilka algoritmer som har anvénts
for de olika raknesatten, for olika talsystem under olika nedslag i historien. For att fa en
forstaelse for detta har foljande fyra fragestallningar tagits fram:

I) Hur har aritmetiken sett ut under olika tidsepoker och vilka algoritmer har anvénts for de
olika rdknesatten?

I1) Vilka strategier finns for huvudrékning?
1) Hur kan l&rare anpassa sin undervisning for att utveckla elevers huvudrakning?

IV) Vilka fordelar finns det med en god huvudrékning?



2. Metod

Detta arbete ar en litteraturstudie som har utgatt fran vetenskapliga artiklar och bocker.
Litteraturen ar baserad pa forskning inom huvudréakning och matematikhistoria. Till en borjan
hittades de vetenskapliga artiklarna genom sokning i sokmotorerna Google Scholar, ERIC,
Education Research Complete, MathSciNet, Scopus och Taylor & Francis online. Kravet for
att artiklarna skulle anses vara vetenskapliga var att de skulle vara peer-reviewed.

Arbetet inleddes med en stkning av sokorden huvudrékning, aritmetik samt gymnasieskola i
olika kombinationer. Detta resulterade i artiklar som inte var relevanta for var studie, da vi inte
ansag de vara vetenskapliga. Darefter Oversattes sokorden till engelska och det insags att det
fanns synonymer till manga av sokorden. Exempelvis Oversattes huvudrakning till mental
calculations och det hittades synonymer via Thesaurus. Synonymer som mental computations
och mental arithmetics borjade inga i sokningarna. Hadanefter gjordes alla sékningar med
engelska sokord och artiklar som uppfyllde vara vetenskapliga krav hittades. For att bedoma
artiklarnas relevans for var studie, lastes artiklarnas sammanfattningar. Det hittades bara ett
fatal artiklar som ansags relevanta da i manga av dem var barn som annu inte borjat skolan.
Artiklarna anvéandes daremot som utgangspunkt for att fa ett helikopterperspektiv Gver
forskningsfaltet. Vidare anvandes dessa som utgangspunkt for kedjesokning.

En artikel som anvéndes for kedjesokning var “Improving mental arithmetic ability of primary
school students with schema teaching method: An experimental study” (Liu m.fl., 2024). Nar
artikeln refererade till information som ansdgs vara tillampbar, sparades detta till
orginalstudien. For att sakerhetsstalla att artiklarna uppnadde vara krav anvandes Ulrichweb,
vilket ar en katalog som anger huruvida en tidskrift ar peer-reviewed eller inte. Ett exempel pa
en artikel som hittades genom denna process var “Mental computation and conceptual
understanding” (Bl6te m.fl., 2000).

Under sokningsprocessen aterkom vissa artiklar och forskare frekvent. Malet var att hitta
artiklar som var skrivna nyligen och darmed innehéll ny forskning. Manga av de aterkommande
artiklarna var daremot aldre, vilket ledde till att lIasning av dessa gjordes vid ett senare skede.
Genom databaser som Taylor & Francis Online och Scopus kunde vi kolla upp om de aktivt
citerades och om det gjordes tolkade vi det som att studierna fortfarande var relevanta.
Citeringsfunktionen anvandes dven som en utgangspunkt for att fortsatta kedjesokningen. En
annan funktion som finns pa dessa tva sokmotorer var mojligheten att kunna se vad andra &ven
last. Detta gav inspiration for vidare lasning.



3. Historia

| takt med samhéllets utveckling har &ven matematiken genomgatt forandringar och darfor finns
det idag mycket att lara inom amnet matematikhistoria. Matematiken har utvecklats fran att
betrakta antal genom rékning till att idag kunna beskriva komplexa system i dagens moderna
samhalle. | denna utveckling har olika civilisationer utvecklat olika raknesystem och detta bade
oberoende och beroende av varandra. | detta kapitel kommer vi att studera aritmetikens historia
utifran olika epoker. Detta ar alltsa inte en fullstandig 6versikt kring utvecklingen av aritmetik
utan en oversikt kring nagra historiska nedslag.

3.1 Forsta exemplet pa méansklig rikning

For att studera rakningens historia kan man ga tillbaka ca 30 000 f.KT, till Tjeckien (Thompson,
1996, s. 16). Harifran har det hittats ett vargben vilket rdknas som det aldsta europeiska fyndet
inom matematikhistoria. Pa vargbenet har man funnit inristningar som tros ha anvants for
rakning vilket tyder pa att det fanns ett system for detta. Troligen anvandes benen som
inventeringsredskap for att kunna rakna exempelvis skinnbitar eller hjortar.

Vad for slags talsystem som anvandes ar daremot inte sakert, antingen anvandes en 1-
1/korrespondens eller anvéndes ett annat talsystem (Thompson, 1996, s.17). Om 1-
1/korrespondens anvandes motsvarade en skara ett objekt. Oavsett talsystem, var vargbenet och
dess skaror en grund for att forsta antal och rakning. Att rakna pa ben kan dven ha varit ett satt
att kommunicera antal innan det fanns ett sprak for att uttrycka detta. Nar samhéllet sedan
utvecklades kravdes det ett mer komplext system for att askadliggora rakning.

3.2 Egypten

Fran det antika Egypten fran och med 2750 f.Kr har de &ldsta kallorna hittats fran skrift skriven
pa papyrus, ett omtaligt pappersliknande skrivmaterial (Thompson, 1996, s.26). Talsystemet
som anvandes &r ett av de dldsta kanda talsystemen. Egypterna anvande ett grupperingssystem
med basen tio, vilket betyder att positionen inte hade nagon betydelse. De skrev med hieroglyfer
dar varje 10-potens skrevs med en speciell symbol (se figur 1 ett nedan). Det bér &ven ndmnas
att det inte fanns en symbol for siffran noll. Da systemet ar additivt kan ett tal forstas genom att
addera vérdena for de olika symbolerna (Thompson, 1996, s.27). Exempelvis hade 321
betecknats med tre spiraler, tva bagar och en lodrét linje vid anvandning av hieroglyfer. Vid
addition adderades de olika symbolerna for sig for att fa fram det totala vardet. Om 18 skulle
adderas med 23 skulle det resultera i tre bagar och elva lodréata streck, vilket ar detsamma som
fyra bagar och ett lodratt streck, alltsa talet 41. Samma princip géllde vid subtraktion, men
istallet subtraherades de olika symbolerna for sig.

nel (o9
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Figur 1: Egyptiska hieroglyfer for 10-potenser fran ett till en miljon (Hamtad fran BNP Design
Studio, 21 oktober).

En nackdel med systemet var att det var problematiskt att skriva stora tal. EQypterna utvecklade
senare talsystemet med hieroglyfer och borjade anvanda hieratiska siffror (O’Connor &
Robertson, 2000b). De hieratiska siffrorna hade tecken for alla ental, tiotal, hundratal och
tusental. Detta mojliggjorde att tal kunde skrivas med betydligt farre tecken vilket var
fordelaktigt for dokumentering vid administration och handel.

En av de aldsta papyrusrullarna som har hittats & Rhindpapyren, vilken inneh6ll en méngd
olika problem (Thompson, 1996, s.27). Utifran problem 32 har man kunnat forsta hur egypterna
utforde multiplikation da 12-12 berdknades i detta problem. De utgick ifran en
fordubblingsmetod som aven innefattade addition. P& dversta raden skrivs en etta till vanster
och en faktor till hoger. Faktorn som skrivs till hoger &r det tal som ska multipliceras, det vill
saga multiplikanden. For varje ny rad multipliceras bada talen med tva och processen upprepas
tills tal i vanstra kolumnen kan adderas och summeras till multiplikatorn, den andra faktorn.
Figur 2 nedan visar hur 13- 17 kan berdknas med denna metod. Forst skrivs ett och 13 pa
Oversta raden och férdubbling av rader sker till dess att tal i vanstra kolumnen kan summeras
till 17. Summan 17 fas nar ett adderas med 16 och addition av motsvarande tal i hogerkolumnen
ger att 13 - 17 = 221. Att sarskilja pa de olika faktorerna till multiplikand och multiplikator
var vanligare tidigt i historien.

/ | 13
2 26
4 52
8 104
/ 16 208 summa 221

Figur 2: Visar hur berdkningen 13 - 17 hade berdknats med egypternas multiplikationsalgoritm

Till sist skall den egyptiska aritmetiken studeras utifran rakneséttet division. Egypterna sag
division som en omvand multiplikation och om % skulle berdknas, sags det som att x vardet

pa x skulle hittas x - 13 = 221 (Thompson, 1996, s.31). Multiplikationsalgoritmen anvéndes i
omvand ordning och istallet for att hitta summan for 17 i vanstra kolumnen, var malet att hitta
summan for 221 i hogra kolumnen. Summan for 221 fas genom 208 + 13 och faktorn blir da
1+16 =17.

3.3 Babylonien

| det forna Babylonien (ca 2000 f.Kr till 500 f.Kr) som lag i den tidiga civilisationen
Mesopotamien anvéandes ett mer komplext talsystem, vars spar annu finns kvar idag. Det 60-
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bassystem som anvandes, ligger till grund for var tids- samt vinkelindelning. Det sexagesimala
talsystemet bestod av endast tva symboler, vars kombinationer representerade 1 till 59 genom
en additionsprincip. Talsystemet borjade pa 1 da det inte fanns en symbol for noll (O’Connor
& Robertson, 2000a).
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Figur 3: Babyloniskt talsystem (Hamtad fran Wikipedia, 3 oktober)

Talsystemet var ett positionssystem, vilket betyder att siffror hade olika varden beroende pa
position. Eftersom babylonierna endast hade olika symboler for 1 till 59, innebar detta att det
forekom identiska symboler som representerade olika véarden (Thomson, 1996, s.48 - 49).
Identiska symboler férkom dven bland icke-heltal. Talen urskildes genom att skriva isar
symbolerna for att markera skillnaderna, daremot férekom stora brister med detta system da

figur 4 nedan kan representeral - 60 + 1,1 - 602+ 1 - 60, 1+ 1eller1+1 %

Figur 4: Kil hdmtad ur Thompson (1996, s.501)

Addition samt subtraktion utfordes pa liknande satt som nutida berdkningar, medan
multiplikation samt division innefattade mer komplexa aritmetiska operationer (Thompson,
1996, s.51). Med anledning av talens tvasiffriga uppbyggnad, kréavdes andvandnigen av
distributiva lagen for att berdkna multiplikation, exempelvis 25 - 2 = (20+5) - 2 =
(20 - 2) + (5 - 2). Vid division anvandes talets multiplikativa invers, alltsa reciprok.
Multiplikation ansags vara betydligt lattare att utfora i jamforelse med division, exempelvis
46 1

< = 3 46 (Whibley & Scott, 2003).

Babylonierna skapade reciprok- samt multiplikationstabeller pa lertavlor for att ytterligare
underlatta deras berakningar (Ringgren & Pedersén, u.d.). Det forekom daremot brister vid

5



utrakningarna da exempelvis % har en andlig sexagesimal utveckling men vid % uppstod det

problem da den sexagesimala utvecklingen blir oandlig. Babyloniernas losning till detta var att
approximera vérdet.

3.4 Treviso-aritmetiken

Treviso-aritmetiken eller Larte de labbacho &r den férsta tryckta matematematikboken i
vastvérlden och trycktes under hégmedeltid (Thompson, 1996, s.364). Denna ar uppbyggd som
en receptbok, da det presenteras instruktioner 6ver olika rakneoperationer mer an diskussioner
Over aritmetiken. Forfattaren som &r okénd, presenterar fem olika réknesatt, upprakning,
addition, subtraktion, multiplikation och division. For att forstd materialet som presenteras i
boken forutsatts det att individen har kdnnedom till for positionssystem samt hindu-arabiska
siffror. Hindu-arabiska siffror &r de siffror som anvénds idag.

Additionsberakningar gjordes genom att placera det mindre talet ovanfor det storre, dar bada
talen kallades for addender. En av metoderna som presenteras for addition ar
strykningsmetoden. Forfattaren till Treviso-aritmetiken bérjade med att stilla upp samtliga
addender 6ver varandra och sedan gjordes berékningarna fran vanster till hoger. Vid fallet av
379 adderat med 853 beraknas forst 3 + 8. Elva skrivs ovanfor hundratalssiffran da det
egentligen handlar om 300 + 800 (1). Néasta steg blir att addera sju med fem. Tolv skrivs
ovanfor addenderna och ett ersatts med tva, da ett nytt hundratal fas (2). Sedan fortsatter
processen tills svaret gar att lasa ut, genom att se vilka siffor som inte ar strukna, alltsa 1232
(3) (Thompson, 1996, s. 364).

(1) (2) (3)
2 23
11 142 1422
379 379 379
+853 +853 +853

Forfattaren presenterar subtraktionsberdkningar genom att alltid subtrahera det mindre talet
med det storre. Thompson (1996, s.365) menar att detta gjordes for att undvika negativa tal da
de ansags vara komplicerade och okanda. Talet som ar storre kallas for minuenden och det tal
som &r mindre bendmns som subtraenden. Berdkningarna utférdes genom att rakna siffra for
siffra, och det uppstod problem né&r en mindre siffra subtraherades med en storre. Treviso-
aritmetiken instruerar da att hitta tio-komplementet med avseende till den mindre siffran, vilket
adderas till komplementet. Detta demonstreras genom exemplet 8423 — 4387 . Det forsta
steget &r att identifiera att sju & minuenden (1). Sju ersétts med dess tio-komplement vilket ar
10 — 7 = 3 (2). Sedan adderas komplementet till subtraenden, alltsa 3 + 3 = 6. Samtidigt
adderas ett till talet till vanster, alltsa 8 + 1 = 9. Sedan fortsatter samma process i steg 3,
komplementet hittas och adderas. | steg 4 sker det en vanlig subtraktion da 4 — 4 = 0 och da
kravs det inte att komplementet hittas. Svaret lases ut under strécket (5). Kontrollrdkningarna



genomfors genom att differensen adderas till subtraenden vilket resulterar i att summan blir
minuenden.

(1) (2) (3) (4) ()
8423 8423 8423 8423 8423
-4387 - 43873 -43973  -4417 -4457

6 36 036 4036

| Treviso-aritmetiken redovisas flera metoder for multiplikation, daremot forklaras enbart tre
av dessa da de ansags mest anvandbara (Thompson, 1996, s.366). Forsta metoden, Per colona,
ar en metod som anvander kolumner. Denna metod anvénds framst for multiplikation med
ensiffriga tal och foresatter att lasaren har god formaga i multiplikation. Per crocetta, ar den
andra metoden som férekommer och anvander sig av korsrakning. Metoden kan exempelvis

under tiotalen och atta reserveras (2). Sedan multiplicerasé6 - 3 = 18 ©8ioch atta som var
reserverat adderas, vilket ger 26. Sedan skrivs 26 framfor tiotalen och produkten blir 2613 (3).

(1) (2) (3)

6 7
67 X 67
—39 —3 9 — 39
3 13 2613

Denna uppstallningsmetod anvands huvudsakligen i multiplikation med tvasiffriga faktorer.
Multiplikation med flersiffriga faktorer beraknas genom Per Scachieri, upprepad tabellrédkning.
Denna metod har flertal varianter daribland den uppstéliningsmetod som férekommer idag.

Treviso-aritmetiken beréknar division genom sokning av kvoten. Vid tio delat med fem, sokes
det tal som far plats fem ganger i tio, vilket ar tva. Inom Treviso-aritmetiken anvéands
dividenden som téljare och divisorn som ndmnare. Thompson (1996, s.370 - 371) skriver att
forfattaren rekommenderar tva metoder for divisionsberakningar. Tabellmetoden anvands nar
divisorn enbart ar ett ental. Metoden skiljer sig fran dagens berakningar genom att inte stalla
upp divisionen med ett brakstreck, daremot ar berékningarna ekvivalenta med dagens metoder.
Den andra metoden, galar-division, anvénds vid mer avancerad division vid berédkningar med
storre tal. Nedan visas hur detta redovisats i Treviso-aritmetiken genom exemplet 65 284
dividerat med 594, som beréknas till 109 med rest 538. Rodhe (2006) forklarar metoden genom
att talen forst stélls upp genom att placera divisorn under dividenden (1). Sedan pabérjas
berékningen, fran vanster till hoger, genom att dividera en siffra at gangen. Da 1 - 5 far plats
en gang i sex och ett blir den forsta siffran i kvoten. Differensen ett placeras ovanfor sex medan
fem och sex stryks (2). Efterat subtraheras 1 - 9 fran 15 och differensen sex placeras ovanfor
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fem samtidigt som ett och nio stryks (3). | steg 4 multipliceras 1 - 4 som dras fran 62 och
differensen blir 58 och skrivs pa enhetsplatsen. Sex, tva och fyra stryks. Nu ar 594 forbrukad
och sedan skrivs den igen under den strukna divisorn (5). Nasta berakning blir att se hur manga
ganger 59 far plats i 58 vilket ar noll och darav blir nasta siffra i kvoten (6). Dessa steg fortsatter
tills det inte finns nagra siffror kvar och kvoten lases ut genom att se det tal htger om linjen.
Resten for kvoten blir de tal som ej ar 6verstrukna.

(1) 2) (3)
1 d6-
65284 1 65284 1 65284 1
594 594 594
(4) (5) (6)
5 5 5
+68 +68 168
284 1 5284 1 65284 10
594 epe o SO9444
59 555
5
r s
¥ 33
¥y 8% 9
g5 rFg|109
S 0 FF#
§ 99
5

Figur 5: 65 284 dividerat med 594 ger kvoten 109 med rest 538 (Hamtad fran Treviso-
aritmetiken, oktober 2)

3.5 Sammanfattning av algoritmerna for de olika rikneséitten

Aritmetiken har utvecklats fran att uppfatta antal, vilket tros har gjorts pa vargben for att rakna
objekt som skinnbitar och hjortar. VVargbenet hade inristningar vilket antingen motsvarade till
att en inristning korresponderade mot ett objekt eller att en annan talbas anvandes. Vidare
utvecklades uppfattningen for tal i takt med olika civilisationers utveckling. Fran forna Egypten
kan ett av de forsta talsystemen studeras. Talsystemet var ett grupperingssystem som baserades
pa potenser av tio dar varje tiopotens hade sin egen hieroglyf. Detta kan jamféras med dagens
talsystem som &r ett decimalt positionssystem. For addition summerades vardena for de olika
symbolerna och for subtraktion berdknades skillnaden (se avsnitt 3.2 for vidare férklaring av
algoritmer). Multiplikation utférdes genom en algoritm dar rader foérdubblades och sedan
adderades for att na produkten. Division betraktades som omvand multiplikation.
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Nésta talsystem som studeras ar babyloniernas sexagesimala talsystem, dar det enbart fanns
symboler for ett till 59. Till skillnad fran det egyptiska talsystemet anvandes ett
positionssystem, vilket dven anvands idag. Detta tolkar vi som en utveckling i forstaelsen for
talsystem dar positionssystem ansags vara fordelaktigt. Exempelvis kan tal skrivas med
betydligt farre symboler och tal kan askadliggoras battre. | likhet med Egypten fanns det ingen
symbol for siffran noll, och dessutom beréknades addition och subtraktion pa liknande sétt (se
avsnitt 3.3 for vidare forklaring av algoritmer). Multiplikation och division krédvde mer
komplexa metoder dar multiplikation byggde pa distributivitet och division anvéande reciprok.
For att underlatta berédkningar av reciprok anvandes lertavior med tabeller.

Till sist studerades Treviso-aritmetiken, den forsta tryckta matematikboken i vastvérlden.
Boken baserades pa samma hindu-arabiska talsystem som anvénds idag. Vid addition anvéandes
strykningsmetoden och vid subtraktion undveks negativa tal genom att berdkna komplement
for att forenkla berdkningar (Se avsnitt 3.4 for vidare forklaring av algoritmer). For
multiplikation presenteras flertal metoder: Per colona, Per crocetta och Per scachieri. Division
utfors genom tva metoder, en tabellmetod for enkla divisioner och galar-division for
langdivision. Treviso-aritmetikens algoritmer for de olika raknesatten kan liknas vid dagens
uppstallningsalgoritmer.



4. Didaktik

4.1 Definitioner

4.1.1 Huvudriakning

Enligt Sowder (1989) definieras huvudrakning som utférandet av aritmetiska processer utan
externa verktyg. Detta ar en valkand definition som anvands i manga studier. Utifran
definitionen skiljer sig huvudrakning fran skriftliga algoritmer for de olika rakneséatten.

4.1.2 Flexibilitet

Flexibilitet definieras som att ha kunskap om flera strategier och att kunna anvénda dessa
effektivt. Det handlar alltsd om att kunna valja en lamplig strategi for ett givet problem (Star
m.fl., 2009).

4.1.3 Taluppfattning

Bland forskare finns det olika tankar kring vad taluppfattning innefattar, men en definition som
anvands av manga ar fran Reys m.fl. (1999). De menar att taluppfattning handlar om att ha en
forstaelse for tal och rékneoperationer och att kunna anvanda forstaelsen i numeriska
berékningar.

Reys m.fl. (1999) gor dven en uppdelning av begreppet taluppfattning i sex komponenter. Den
forsta handlar om att forsta betydelsen av vérdet av ett enskilt tal, men dven vardet i forhallande
till andra tal. Andra komponenten innefattar forstaelsen av ekvivalenta representationer av tal.
Den tredje komponenten handlar om att forsta betydelsen av rakneoperationer och den fjarde
innefattar ekvivalenta rakneoperationer. Komponent fem handlar om att berékna flexibelt, bade
nar det géller huvudrakning, skrivna berékningar och berdkningar med minirédknare. Sista
komponenten innefattar att anvanda riktvarden for att gora uppskattningar, dar utgangspunkten
ar nagot som forstas grundligt nar nagot mer avancerat ska uppskattas.

4.1.4 Overslagsrikning

LeFevre m.fl. (1993, s.95) definerar dverslagsrakning som “...the process of simplifying an
arithmetic problem using some set of rules or procedures to produce an approximate but
satisfactory answer through mental calculation”. Utifran detta tolkas éverslagsrakning som att
utféra en uppskattning vid berakningar, ofta med hjalp av strategier som avrundning.

4.2 Huvudrakning och taluppfattning

Matematikdidaktisk forskning pekar pa en omsesidig relation mellan huvudrékning och
taluppfattning (Heirdsfield & Cooper, 2004; Liu m.fl., 2015; Varol & Farran, 2007). En
forbattrad huvudrakning kan alltsd leda till en battre taluppfattning och vice versa.
Huvudrakning kréver en reflektion som tar hédnsyn till ett tals egenskaper och de
rakneoperationer som skall utforas. Utifran definitionen av taluppfattning (se avsnitt 4.1.2
ovan) kraver alltsa god huvudrakning en god taluppfattning.
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Heirdsfield och Cooper (2004) fann att olika forstaelser for tal i kombination med en forstaelse
for rakneoperationer kan ge battre huvudrékning. De anvéander begreppen kanonisk och
ickekanonisk forstaelse, multiplikativitet och narhet till tal. Bade kanonisk och ickekanonisk
forstaelse handlar om att forsta ett tals véarde. Talet 56 kan med en kanonisk forstaelse ses som
fem tiotal och sex ental. Med en ickekanonisk forstaelse kan det ses som exempelvis tre tiotal
och 26 ental. Multiplikativitet handlar om att forsta att 80 exempelvis kan ses som 8- 10 = 4 -
20 = 16 - 5. For narhet till tal inkluderas en forstaelse for att exempelvis 197 ligger nara 200.
Dessa fyra forstaelser kan alltsa vara en grund i att forsta ett tal och dess varde.

Att forstd tal handlar forst och framst om en forstaelse for positionssystemet eftersom
forstaelsen for ett tals uppbyggnad grundas pa siffrors olika platsvarden (Lowing, 2017, s.40).
Det handlar dven om att forsta ett tal utifran hur det skrivs, bade utifran olika representationer
men &ven om talet skrivs med siffror eller ord. | en studie gjord av Lemonidis och Pilianidis
(2020) studerades det hur val elever i arskurs 8 kunde hantera bytet av talrepresentationerna
braktal, decimaltal och tal skrivna i procent, vid huvudrékning. Resultatet var att eleverna
generellt hade svart att byta mellan dessa representationer da de hade svart att forsta relationerna
mellan dem.

Som tidigare namnts innefattar en god taluppfattning aven en forstaelse for rakneoperationer,
vilket inkluderarar en forstaelse for de olika raknesatten. Det kravs en forstaelse for att addition
berdknar summan av flera termer, subtraktion beréknar en skillnad, multiplikation kan ses som
upprepad addition och division delar upp ett tal i lika stora delar. Forstaelse for olika
rakneoperationer kraver aven en forstaelse for vissa raknelagar och rakneregler (Léwing, 2017,
s. 40). FoOr addition galler kommutativitet a + b = b + a och associativitet (a + b) + ¢ = a +
(b + ¢). Multiplikation & kommutativ genom att a - b = b - a, associativ dd (a*b)-c=a-
(b-c) och distributiv eftersom a-(b+c) = (a-b)+ (a-c). Subtraktion &r varken
kommutativ eller associativ, men det galler att a — b = a + (—b), utifran att alla tal a har en
additiv invers —a sadan att a + (—a) = 0. Division foljer generellt ingen av raknelagarna men

det galler att %za-b‘1 eftersom a-a™!=1. En forstdelse for rakneregler som

konjugatregeln, forsta och andra kvadreringsregeln kan ocksa bygga upp elevernas forstaelse
for operationer (Lowing, 2017, 5.198-200). Konjugatregeln sager att (a + b)(a — b) = a? —
b?, forsta kvadreringsregeln (a + b)? = a? + 2ab + b? och andra kvadreringsregeln (a —
b)? = a? — 2ab + b>.

Reys m.fl. (1999) namner dven hur avsaknad av taluppfattning kan skapa barriarer, sa att en
uppsattning av regler far memoreras och anvandas. Om en elev exempelvis inte forstar att 2000

bestar av 20 hundratal skulle eleven kunna beh6va anvanda regler och algoritmer, exempelvis

2000
m -

inse att 1000 bestar av tio hundratal, vilket medfor att 2000 bestar av 20 hundratal. Aven andra

forskare menar pa att huvudrakning forsvaras om den endast bestar av en uppsattning av
memorerade regler. Varol och Farran (2007) talar om korrelationen mellan god huvudréakning
och en konceptuell forstaelse for matematik. Konceptuell forstaelse handlar om en grundlig
forstaelse som inte enbart bestar av en uppsattning memorerade regler och procedurer. Vid

genom att berékna = 20. Med en god taluppfattning skulle eleven daremot direkt kunna
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huvudrakning ar det viktigt med en konceptuell forstaelse for att fa en helhetshild. Den
konceptuella forstaelsen gor det aven mojligt till att vara kritisk vid reflektion for att hitta
strategier nar en omvardering behéver géras. Taluppfattning kan aven kopplas till férmagan att
bedéma rimlighet (Reys m.fl., 1999). Vid rimlighetsbedémningar utgas det fran forvantningar
och om resultatet av en berdkning bestrider forvantningarna omprovas det ur ett annat
perspektiv.

4.2.1 Sammanfattning av huvudrikning och taluppfattning

En fordel med en god huvudrakning ar att battre taluppfattning kan fas, vilket inkluderar bade
en forstaelse for tal och rakneoperationer. Forstaelse av tal innefattar en insikt i talsystemet och
hur tal forstas utifran dess varde. Med en forstaelse av ett tals varde kan méjligheten till
transformation av talet uppsta. Som tidigare namnts kan tal transformeras utifran en kanonisk-
och icke-kanonisk forstaelse, multiplikativitet och narhet till tal. Forstaelse av tal inkluderar
aven en forstaelse for hur tal kan representeras pa olika sétt, bade med siffror och bokstaver
samt formagan att vaxla mellan olika representationer. Vidare grundas en forstaelse for
rakneoperationer pa en insikt i de fyra raknesatten. Dessutom kan den baseras pa forstaelse for
réknelagar och rékneregler. Som ndmnts ovan innefattar lagarna kommutativitet, assosiavitet
och distributivitet, vilket kan anvéndas vid manipulering av uttryck for att underlatta
berékningar.

4.3 Flexibilitet

Elever som ar flexibla vid huvudrakning tenderar att kunna vélja huvudrakningsstrategi
effektivt (Heirdsfield & Cooper, 2004). Flexibla raknare besitter kunskaper om flera olika
huvudrakningsstrategier och kan vélja strategi utifran ett givet problem. Kombinationen av
flexibel huvudrakning och god taluppfattning kan sedan ge en battre huvudrakning. Flexibilitet
och bra taluppfattning &r daremot inte nédvandigt vid huvudrékning. En elev som har en strategi
som fungerar vid manga berakningar kan ha en god huvudrakning dven om eleven saknar
forstaelse for strategin. Att ha en god pression inom huvudréakning kan alltsa bero pa flexibilitet
och god taluppfattning eller vara resultatet av en automatiserad strategi.

Enligt Hierdsfield och Cooper (2004) finns det framst fyra skillnader mellan flexibla och
inflexibla rdknare. Dessa ar kunskaper om talfakta, forstaelse for tal, forstaelse for
rékneoperationer och metakognition vid val av strategier. Kunskaper om talfakta innefattar
automatiserade tabellkunskaper for de fyra olika raknesétten. Metakognition vid val av
strategier handlar om att kunna f6lja den egna berdkningen genom att reflektera éver och reglera
denna, men dven att bedéma svaret.

I en kvalitativ studie av Hierdsfield och Cooper (2004) undersoktes skillnader i huvudrakning
mellan elever som hade god pression och var flexibla samt hade god pression och var inflexibla.
Studien visade att flexibla elever hade flera olika strategier, battre kunskaper om talfakta och
béttre forstaelse for hur rakneoperationer paverkar tal. De inflexibla eleverna hade farre
strategier och en samre forstaelse for hur rakneoperationer paverkar tal. Inflexibla elever
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forklarade att de i huvudet sag en bild av sina algoritmer som de vanligen skrev med papper
och penna. Nar de inflexibla eleverna stotte pa problem bérjade de rakna fér hand medan de
flexibla eleverna kunde anvanda sin taluppfattning for att komma vidare till en 16sning. Studien
fann dven en viss skillnad mellan flexibla och inflexibla raknare vad géller metakognition vid
huvudrakning, da de flexibla raknarna var battre pa att reflektera. De reflekterade Gver sina
svar, bedémde rimlighet och trodde pa sina egna idéer i hog utstrackning. De inflexibla eleverna
hade daremot en hdg tilltro till strategier som deras larare hade lart dem och reflekterade inte
lika mycket. Flexibilitet har &ven visat sig vara effektivt vid uppskattningar (Star m.fl., 2009).
Da kan olika strategier anvandas och en flexibilitet kan mojliggora att strategin anpassas till det
givna problemet. | en studie gjord av Star m.fl. (2009) gjordes tva delstudier med elever som
var flexibla respektive inflexibla med uppskattningsstrategier. De flexibla anvénde fler
strategier for att uppskatta och kunde valja strategi utifran problem, darmed gora béttre
uppskattningar. Inflexibla elever tenderade att anvénda en strategi, oftast den som var enklast
att genomfora. Detta kan medféra att ingen reflektion gors vid valet av strategi och att
uppskattningar tenderar att inte bli noggranna. Studien konstaterade alltsa att forkunskaper
kring strategier spelar en roll i att kunna vara flexibel och att strategiskt kunna vélja strategi
utifran givet problem.

4.4 Overslagsrikning

For att underlatta huvudrékning under vardagen anvands 6verslagsrakning (Star m.fl., 2009).
Det effektiviserar huvudrakning da det tar mindre tid att uppskatta ett tal genom exempelvis
avrundning an att kalkylera ett exakt tal. Det ger dven en helhetsuppfattning av det som
uppskattats. En god uppskattningsformaga ar aven vasentlig for elever under hela skolgangen.
Overslagsberakningar ger en mojlighet att kontrollera rimlighet pé& sina svar samt utvecklar
elevernas forstaelse for andra matematiska rakneoperationer.

Heirdsfield och Cooper (2004) fann ingen ekvivalens kring god huvudrékning och uppskattning
i sin studie. En god 6verslagsrakning kan leda till en god huvudrakningsférmaga, men det
omvanda behover inte gélla. De havdar att elever i lagstadiet annu inte har utvecklat
arbetsminnet sdpass mycket att de kan anvanda uppskattningsstrategier. Arbetsminne handlar
om att tillfalligt hantera och lagra information i korttidsminnet (Nationalencyklopedin, u.d.).
Risken med att anvanda och hantera fér mycket information ar att arbetsminnet blir 6verbelastat
da dess kapacitet ar begransad. Detta ar i starkt samband till LeFevre m.fl. (1993), som drar
liknande slutsatser. Barn kring nio-ars-aldern var signifikant mycket langsammare samt hade
fler aritmetiska fel n aldre urvalsgrupper. Detta menade LeFevre m.fl. (1993) visade pa brister
i forstaelsen av begreppet uppskattning da eleverna istallet slumpmaéssigt gissade sig fram till
svaren. LeFevre m.fl. (1993) visar dessutom att dldre barn gav ndrmare uppskattade svar och
avrundade oftare an vuxna. Vuxna avrundade endast ett av talen, medan &ldre elever oftast
avrundade flera. Vuxna hade &ven hogre sannolikhet att ge ett exakt svar &n en uppskattning.
LeFevre m.fl. (1993) ansag inte att detta berodde pa forstaelsefel av begreppet utan pa hur
uppskattning anvands av de olika urvalsgrupperna. Aldre elever anvander uppskattning for att
underlatta berakningar och behdver oftare gora det, da deras matematiska forstaelse samt
arbetsminne inte ar lika utvecklat som hos vuxna. Vuxna anvénder istallet uppskattning av tal
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nar de inte kan rakna ut exakta tal. De sdg det inte vara nodvandigt att uppskatta ett tal nar det
inte krévdes for att underlatta berékningar.

Individer med god huvudrakning anvénder effektivare procedur samt uppskattar exaktare svar
(LeFevre m.fl., 1993). De tenderade att ha genomtankta och farre avrundningar vilket medférde
exaktare svar. Bland vuxna med god huvudrakning samt god aritmetisk forstaelse anvéands
uppskattning i vardagen betydligt mer. Utdver detta, hade dessa individer last matematik pa en
mer avancerad niva och kande sakerhet i deras formaga.

4.6 Olika huvudrakningsstrategier

4.6.1 De fyra raknesitten

Bléte m.fl. (2000) undersoker vilka strategier som anvénds vid addition samt subtraktion. De
strategier studien utgick ifran var dverlappande for bada raknesatten. Den forsta strategin 1010
eller sa kallade talsortsvisa berdkningar, utférs genom att dela upp termerna i enheter som
adderas eller subtraheras for sig, exempelvis 49 + 26 = (40 + 20) + (9 + 6). Lucangeli m.fl.
(2003) konstaterade att en strategi vid subtraktion kan vara nedrakning, alltsa vid 20 — 4
raknas fyra steg ned, fran 20 till 16. Ut6ver dessa presenterade Blote m.fl. (2000) N10 som &r
lik 1010-strategin, daremot delas enbart ett av talen upp i tio-tal. Alltsa hade féregaende
exempel raknats pa foljande sétt 49 + 26 = (49 + 20) + 6. En annan strategi & C10 som utgar
fran multiplar av tio, exempelvis 49 + 26 = (50 + 26) — 1. Vidare presenterar Lucangeli,
m.fl. (2003) strategier som algoritmberdkning i huvudet dar berdkningar gors via mentala
uppstallningar. Aven berakningar som gar pd automatik, alltsd goda kunskaper om talfakta, ses
som en strategi da eleverna aterkallar ratt svar fran minnet.

For multiplikation samt division, férekommer de tidigare ndmnda strategierna mentala
algoritmberakningar samt anvandning av kunskaper om talfakta. Lucangeli, m.fl. (2003)
namner aven DO, different operation, alltsd nar det anvands andra typer av raknesatt vid
berakningarna. Multiplikation sags som upprepad addition, exempelvis 13 - 3 = 13 + 13 +

13. Vid division anvandes omvand multiplikation, sasom att berdakna xi 5 - x = 65 nar 65—5 ska

berdknas. Huvudrakningsstrategier for multiplikation som dven gar att anvanda ar distributiva
och associativa lagen samt konjugatregeln (se avsnitt 4.2) (Lowing, 2017, s.198-200). For att
tydliggora dessa lagar kan man utga ifran 6 - 14. Om man utgar ifran distributiva lagen
uppfattas multiplikationen som 6 - (10 + 4) = 6 - 10 + 6 - 4. Associativa lagen kan anvéndas
for att skriva om multiplikationen till (3-2)-14 =3 -(2-14) = 3 - 28. Detta kan upplevas
som en mer utmanande multiplikation for de flesta eleverna, ddremot uppmanar Lowing att
hitta ett narmevarde, exempelvis (3 -30) — 6. Faktorerna 6 - 14 gar &ven att skriva som
komplement av 10, 6 - 14 = (10 —4) - (10 + 4) och konjugatregeln kan anvandas genom
102 — 42,
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4.6.2 Strategier for overslagsrikning

Reys m.fl. (1982) menar pa att det finns tre huvudstrategier for dverslagsrakning, reformera,
Oversdtta samt kompensera. Att reformera ett uppskattningsproblem innebdr att problemet
forenklas genom att avrunda talen till narmaste multipel av 5, 10 eller 100. Oversittning
bendmns som en strategi dar rakneoperationen byts ut till en mindre kognitivt belastande. Ett
konkret exempel pa oversattning ar vid uppskattningen av 198 + 223 + 212 + 194 dar
additionen kan transformeras till multiplikation eftersom alla termer har ett narmevarde pa 200.
Uppskattningen fas da genom 4 - 200 . Kompensation som strategi utfors genom att ena talet
avrundas upp och andra talet ner, pa sa séatt kompenseras berékningarna for avrundningsfelen.
Det forekommer daremot olika varianter av reformering. Som tidigare namnt, skriver LeFevre
m.fl. (1993) att det skiljer sig mellan aldersgrupper om ett tal eller bada talen avrundas. Vid
avrundning tenderar vuxna att avrunda enbart ena talet medan elever tenderar att avrunda bada.
Det forekom ofta att bada talen avrundades nar faktorerna utgjordes av storre tal. Vid mindre
faktorer tenderade avrundningarna ske for det storre talet. Exempelvis vid 38 - 76 hade aldre
elever avrundat bada talen 38 - 76 = 40 - 80 medan vuxna avrundade enbart det storre talet
38-76 =38-80.

For att uppskattningar skall bli mer exakta, forekommer det att avrundningen kompenseras.
Dessa kompensationer kan ske under och efter avrundning. Kompensation under avrundningen
innebdr att ett tal avrundas upp och andra talet ner for att kompensera uppskattningsfelet. Medan
kompensation efter avrundning innebar att det adderas eller subtraheras ett uppskattningsfel.
LeFevre m.fl. (1993) menar pa att vuxna tenderar att kompensera efter avrundningen som ett
sétt att bevaka deras avrundningsfel medan aldre elever kompenserade under avrundningen.

4.6.3 Sammanfattning av olika huvudrikningsstrategier

Avrundning som &r en huvudrékningsstrategi kan goéras genom att reformera, Oversatta och
kompensera. Utover avrundningsstrategier finns det dven olika strategier for de olika
raknesatten. For addition och subtraktion finns bland annat talsortsvis berdkning (1010),
nedrakning, N-10-strategin och C-10-strategin. Vid multiplikation kan upprepad addition
anvandas. For bade multiplikation och division kan DO, different operation anvandas. Mentala
algoritmberakningar och kunskaper om talfakta kan anvéandas vid huvudrékning for alla
raknesatten. Aven raknelagar och riakneregler kan anvéndas for att vidga forstaelse for de olika
rékneoperationerna vilket kan utveckla de olika huvudrékningsstrategierna (se avsnitt 4.2 for
vidare forklaring). Det finns alltsa flera olika strategier och raknelagar samt rakneregler som
elever kan kombinera for att utveckla sin huvudrakning.

4.7 Olika pedagogiska verktyg

Som tidigare ndmnts (se avsnitt 4.3) vardesatter inflexibla elever de strategier som lararna lart
ut (Heirdsfield & Cooper, 2004). Denna anvéndning kan déremot betyda att eleven enbart
anvander en strategi och dessutom saknar forstaelse for denna. Heirdsfield och Cooper (2004)
menar pa att larare bor framja reflektion kring valet av strategier istallet for att lara ut flertal
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strategier. Vid reflektionen kan eleven anvénda taluppfattning for att reflektera kring
berdkningars tal och rdkneoperationer. Lararen kan framja reflektion genom att uppmuntra
diskussion och metakognition.

Star m.fl. (2009) drar slutsatsen att det ar fordelaktigt att fa kunskaper och forstaelse for en
strategi i taget. Introduktion av flera strategier samtidigt medfor att forstaelsen for dessa blir
mer ytlig. Dessutom riskerar arbetsminnet att bli 6verbelastat. Star m.fl. rekommenderar darfér
introduktion av en strategi i taget for att skapa forstaelse for denna innan nasta behandlas.
Utover detta konstateras betydelsen av att ta reda pa elevernas forkunskaper for att kunna mota
dem i deras forstaelse.

16



5. Diskussion

| diskussionen diskuteras litteraturstudien utifran tre aspekter — metoden, matematikhistoria
och didaktik. | metoddiskussionen diskuteras avgransningar som gjorts, men dven hur
tillgangen av litteratur har begréansat arbetet. Den historiska diskussionen belyser vissa
likheter och skillnader mellan algoritmerna for de olika raknesatten. Dessutom ndmns forslag
pa hur lararen kan undervisa utifran olika historiska algoritmer. Slutligen besvaras de tre
forsta fragestallningarna utifran den litteratur som sammanstélls i didaktikkapitlet.

5.1 Metoddiskussion

Da arbetet var en litteraturstudie baserades metoden pa en systematisk sékning och lasning av
vetenskapliga artiklar. For att kunna besvara arbetets fragestallningar, anvandes sokord som
gav upphov till artiklar som ansags vetenskapliga samt relevanta. Daremot uppkom en del
svarigheter vid sékning och lasning.

Under sokningsprocessen forekom problemet med att fel forskningsomrade dok upp, primart
kognitiv psykologi som handlade om hur hjarnan aktiveras vid huvudrakning. Detta omrade
ansag vi inte relevant da det inte besvarade fragestallningarna. Ett ytterligare problem som
patraffades var att artiklarna hade sokord som visade pa att de handlade om elever som var i fel
aldersgrupp. Malet till att borja med var att hitta artiklar med elever som gick i gymnasiet eller
hogstadiet. Efter mycket sokning hittades artiklar dar urvalsgruppen ingick, daremot
inkluderades aven yngre aldersgrupper. Vi bedomde att studiernas resultat var generaliserbara
och dérav inkluderades dessa i var litteraturstudie.

En artikels relevans beror dven pa narhet i tid vilket vi férsokte beakta. Som namnts i metoden
valde vi att inkludera artiklar som var aldre da de fortfarande aktivt citerades samt var relevanta.
Vi ar medvetna om att citeringarna kan goras med olika syften, da citering kan stodja och
kritisera en artikel. Men de aldre artiklar som anvandes var frekvent refererade av senare
studier. Vi ansag darfor att de fortfarande var relevanta och erkanda inom forskningsomradet.
Denna uppfattning baserades pa citeringsfunktionen fran Scopus och Taylor & Francis Online.

En annan aspekt som diskuteras &r hur vissa begrepp avgransades. Arbetet utgick fran
didaktiker som verkade erkanda inom forskningsomradet och deras definitioner av begrepp.
Utifran lasning av litteratur, upplevde vi att deras tankar starkte var uppfattning av begrepp,
daremot valde vi att avgransa vissa definitioner. Exempelvis, inkluderade en del studier att
rakna pa fingrar som en huvudréakningsstrategi. Men eftersom det inte foljde var definition for
huvudrakning, valde vi att bortse fran strategin i denna litteraturstudie.

5.2 Historisk diskussion

En del av litteraturstudien var att undersoka aritmetikens historia och detta gjordes utifran att
studera olika nedslag i historien. Denna information kan anvandas for att besvara fjarde
fragestallningen “Hur har aritmetiken sett ut under olika tidsepoker och vilka algoritmer har
anvants for de olika réknesétten?”. | avsnitt 3.5 gors en sammanfattning av algoritmerna for de
olika rékneséatten. Nedan diskuteras vissa likheter och skillnader mellan algoritmerna for de
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olika raknesatten, samt hur larare kan implementera kunskapen om de historiska nedslagen i
undervisningen.

| antika Egypten sags division som en omvand multiplikation vilken &ven ar en
huvudrakningsstrategi som kan anvandas med dagen talsystem. Vi kan saledes observera spar
av DO, different operation redan fran tidig utveckling av etablerad aritmetik. Utvecklingen av
multiplikation och division i Babylonien illustrerar en betydande utveckling jamfort med antika
Egypten. Anvéandningen av distributivitet och reciprok ser vi som en indikation pa en djupare
forstaelse for tal och deras relationer. Babyloniernas lertavlor kan jamforas med dagens
multiplikationstabeller, inte bara som ett matematiskt redskap som kan underlatta berakningar
utan ocksa kunde memoreras for att fa goda kunskaper om talfakta. Treviso-aritmetikens
uppstallningar har vissa likheter med dagens algoritmer. Nagra likheter &r att stegvisa
berdkningar gors, att delberédkningar skrivs ned och att siffror skrivs i kolumner. Att siffror
skrivs i kolumner visar pa en hantering av siffror utifran deras platsvarde.

De algoritmer som presenterats i historiekapitlet kan anvandas i matematikundervisningen.
Som blivande larare har vi férdjupat vara kunskaper inom matematikhistoria. Dessa kunskaper
kan anvandas till att utforma aktiviteter som framjar elevers reflektion samt utveckling av
taluppfattning. Eftersom taluppfattning delvis bygger pa forstaelse av tal och dess talsystem,
kan historiska talsystem anvéandas som ett verktyg for att stdrka denna uppfattning. Genom att
inkludera aktiviteter dar eleverna reflekterar 6ver historiska algoritmer hade en mer konceptuell
forstaelse kunnat fas. Exempelvis hade eleverna kunnat studera egypternas
multiplikationsalgoritm och lata de reflektera kring varfor proceduren fungerar. Vidare hade
eleverna kunnat studera babyloniernas reciproktabeller och reflektera éver deras anvéndning
vid division. Slutligen hade Treviso-aritmetikens algoritmer kunnat introduceras for eleverna
och de hade kunnat reflektera Gver likheter och skillnader med dagens uppstéllningsalgoritmer.

5.3 Didaktisk diskussion

| den didaktiska diskussionen kommer de tre forsta fragestallningarna att besvaras utifran den
litteratur som har sammanstéllts. Kapitlet kommer besvara “Vilka strategier finns for
huvudrakning?”, ”Hur kan ldrare anpassa sin undervisning for att utveckla elevers
huvudrakning?” och ”Vilka fordelar finns det med en god huvudrékning?”.

5.3.1 Vilka strategier finns for huvudrikning?

Denna litteraturstudie har gett oss en insikt i att det finns en mangd olika
huvudrakningsstrategier som skiljer sig at beroende pa raknesétt. Vi tanker att det ar viktigt
att som blivande larare kanna till dessa for att kunna skapa en variation i undervisningen. Vad
detta har for fordelar och hur detta kan goras, diskuteras senare. Men for att besvara denna
fragestallning hanvisas lasaren till avsnitt. 4.6.
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5.3.2 Hur kan lérare anpassa sin undervisning for att utveckla elevers
huvudrikning?

Utifran forskningen vi har tagit del av anser vi att matematikundervisningen bér lararen betona
vikten med en god huvudrakning. Dessutom bor lararen fokusera pa att utveckla elevernas
taluppfattning pa grund av korrelationen mellan god huvudrakning och god taluppfattning
(Heirdsfield & Cooper, 2004; Liu m.fl., 2015; Varol & Farran, 2007). Lérare bor prata om tal
och rakneoperationer pa ett satt som gor eleverna medvetna kring dessa. Alltsa att exempelvis
visa hur tal kan transformeras och hur dessa transformationer kan tillampas for att férenkla
huvudréakning. Ytterligare en fordel med en god huvudrakning ar kopplingen till konceptuell
forstaelse (Varol & Farran, 2007). Som tidigare namnts handlar det om en grundligare forstaelse
som grundas pa mer &n enbart memorerade regler. Konceptuell forstaelse och god
taluppfattning kan anvéandas for att reflektera samt bedéma rimlighet. Rimlighetsbeddmningen
utgar ifran forvantningar och det ar viktigt att reflektera Over resultatet om det inte
Overensstdammer med forvantningarna (Reys m.fl., 1999) En strategi som kan anvéndas for
rimlighetsbedémning ar avrundning. Genom att snabbt kunna utféra éverslagsberékningar och
gora en rimlighetsbedémning far eleven en helhetsuppfattning Gver svaret. Om svaret inte
overensstammer med forvantningarna kan eleven géra en ny omvardering. Som tidigare ndmnts
visar forskning pa att yngre elever inte har formagan att uppskatta da deras arbetsminne inte &r
tillrackligt utvecklat (Lefevre m.fl., 1993) Men som lédrare i hogstadiet eller gymnasiet kan det
forutsattas att elever besitter denna formaga. Darfor anser vi att rimlighetsbeddmning bor vara
en del av matematikundervisningen. Léraren bor forespraka betydelsen av att reflektera innan,
under och efter en berdkning har gjorts, vilket handlar om att utveckla elevernas metakognition.

Var uppfattning ar att undervisning kring huvudrakning ar ett negligerat omrade. Denna asikt
grundas pa vara VFU-erfarenheter, da vi inte observerat nadgon undervisning i huvudrakning
eller huvudrékningsstrategier. Larare har skapat en klassrumsmiljo dér elever tenderar att
anvanda miniréknare eller uppstallningsalgoritmer snarare an huvudrékning. Vi har dessutom
observerat att larare frekvent anvander minirdknare vid genomgangar. Denna iakttagelse kan
bero pa att matematikkurserna i gymnasiet generellt inte betonar huvudrakning i
amnesplanerna. Med hansyn till detta anser vi anda att det finns en majlighet att implementera
huvudréakning i undervisningen. Lararen kan undervisa samtliga strategier och fokusera pa
forstaelse av dessa. Om eleven beharskar flera strategier skapas ett valutrymme vilket mojliggor
flexibilitet vid berékningar (Heirdsfield, & Cooper, 2004). Det ar daremot viktigt att betona att
lararen bor undervisa en strategi i taget for att inte 6verbelasta elevens arbetsminne (Star m.fl.,
2009). Vi menar att lararen bor undervisa om bade tal och rakneoperationer i forhallande till
respektive strategi for att eleverna skall fa en mer konceptuell forstaelse. Lararen bor tydliggora
orsakerna till att en strategi fungerar och inte enbart undervisa procedur (Heirdsfield, & Cooper,
2004). Det ar aven vart att namna att detta inte ses som ett eget arbetsomrade utan att detta
exempelvis kan inkluderas vid genomgangar nar berakningar skall goras.

Utdver att lararen kan framja elevernas forstaelse for olika strategier tanker vi att betydelsen

om talfakta kan betonas. Vi anser att kunskap om talfakta ar viktig eftersom brist i denna
kunskap skulle kunna leda till Gverbelastning av arbetsminnet. Detta kan ndmnas utifran
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elevernas niva, exempelvis att det blir en onddig anstrangning att rakna ut enkla
tabellberakningar nar nagot mer avancerat skall berdknas. Utifran vara egna erfarenheter
upplever vi att elever som i allmanhet verkar ha svart med matematik dven tenderar att ha samre
kunskaper om talfakta. Vi upplever att de ofta fastnar i aritmetiska berdkningar som vi forvantar
oss vara automatiserade, sdsom multiplikationstabellen. Detta kan resultera i att deras
arbetsminne blir dverbelastat samt att de mister fokus pa uppgiftens syfte.

En pedagogisk aktivitet som hade kunnat anvéndas i undervisningen &r att ge eleverna en
uppgift innehallande en aritmetisk berakning. Uppgiften hade varit att komma pa sa manga
strategier som mojligt for att utfora berédkningen. Eleverna kan sedan parvis diskutera samt
jamfora vilka strategier som kan anvandas och vilka som anses vara mer effektiva. Malet med
aktiviteten ar att framja reflektion for tal och rakneoperationer for att eleverna skall bli mer
medvetna Over valet av strategi vid huvudrékning. Denna aktivitet kan genomféras vid uppstart
eller som en aktiv paus under lektionen.

Ytterligare variant pa ovannamnda aktivitet ar att lararen istallet utgar ifran en berakning och
redovisar olika strategier. Eleverna far mojlighet att reflektera 6ver vilka strategier de foredrar
och vilka som de anser mindre effektiva. Syftet med denna aktivitet ar inte att eleverna skall
memorera alla strategier utan att de ska reflektera och diskutera kring anvandandet samt
effektiviteten. Eleverna ska fa en insikt for vilka strategier som passar de bast och
forhoppningsvis far de dven syn pa nya strategier.

5.3.3 Vilka fordelar finns det med en god huvudridkning?

Att ha en god huvudrakning kan resultera i en god taluppfattning, alltsa en forstaelse for bade
tal och operationer (Heirdsfield & Cooper, 2004; Liu m.fl., 2015; Varol & Farran, 2007). Elever
med god taluppfattning l6per mindre risk att enbart forlita sig pa memorerade regler och
strategier eftersom de istéllet utgar ifran en konceptuell forstaelse (Reys m.fl., 1999; Varol &
Farran, 2007). Vidare kan god taluppfattning resultera i en forstaelse for flera
huvudréakningsstrategier, vilket kan medfora en flexibilitet (Star m.fl., 2009).

Flexibilitet &r effektivt vid uppskattningar eftersom det innefattar en reflektion vid val av
strategi, vilket mojliggor béattre uppskattning (Lefevre m.fl.,, 1993). Att ha god
uppskattningsformaga kan anvandas for att gora effektiva kontrollberakningar (Star m.fl.,
2009). Denna férmaga tanker vi att elever skulle kunna anvanda vid prov eller liknande for att
sakerhetsstélla svar vid en rimlighetsbedomning. Uppskattningsformagan skulle dven kunna
utnyttjas vid anvéndning av minirdknare for att verifiera att ratt siffror och operatorer har
knappats in. Vi ar medvetna om den omfattande anvandningen av minirdknare men var
erfarenhet ar att eleverna séllan reflekterar eller ifragasatter svarens rimlighet. Uppskattning
kan dven anvandas i vardagen, da det underlattar vid vissa praktiska situationer, exempelvis vid
betalning av dricks eller vid konvertering av valuta. Uppskattningsférmagan forvéntas bli battre
med dren i takt med arbetsminnets utveckling (Lefevre m.fl., 1993). Vi tolkar att det inte finns
nagon garanti for detta da god uppskattningsformaga hos vuxna dven kan grundas i engagemang
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och att besitta en matematisk bakgrund. Fér en djupare genomgang av fordelarna se avsnitt 4.2,
4.3 0ch4.4.

Utifran denna litteraturstudie har vi fatt en forstaelse for vilka fordelar en god huvudrakning
kan medfora. Inledningsvis uppfattade vi forskningsomradet som smalt och ytligt, men insag
inom kort dess omfattning och hur sammanvavt det ar. Forstaelsen for huvudrakningens
fordelar och hur dessa relaterar till varandra anser vi vara anvandbart i var blivande yrkesroll.

5.4 Forslag pé framtida forskning

Under denna litteraturstudie har arbetets fragestallningar besvarats utifran litteratur som hittats
daremot kanner vi att forskningsomradet kan studeras ytterligare. Mycket av den litteratur som
hittades utgick ifran studier som gjorts i andra lander. Eftersom olika lander har olika
skolsystem, med olika kurser samt laroplaner hade det varit intressant att kartlagga
huvudrakningsformaga i Sverige. Vi anser ocksa att det finns ett behov att undersoka hogstadie-
och gymnasieelevers kunskaper i huvudrékning. De skulle ge en tydligare bild av hur elever i
olika aldersgrupper presterar och utvecklar sin huvudrakningsformaga inom det svenska
skolvasendet. Vidare skulle en sadan studie kunna bidra till att anpassa undervisning och
laromedel fOr att béttre stodja elevernas matematiska utveckling.
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6. Slutsats

Sammanfattningsvis har denna studie dragit slutsatsen att huvudrékning ar anvandbart for
elever bade i matematikundervisningen samt i vardagen. Att ha en god huvudrakningsformaga
grundas i en god taluppfattning, alltsd en god forstaelse for bade tal och rakneoperationer.
Vidare kan taluppfattningen ligga som grund till forstaelse for olika huvudrakningsstrategier
som kan ge upphov till god flexibilitet. En huvudrékningsstrategi som ar sarskilt anvéndbar i
matematikundervisningen och i vardagen ar avrundning som anvands vid 6verslagsrakning.
Overslagsrakning kan anvandas for att underlatta huvudrakning, men &ven vid
rimlighetsbedémning och kontrollberdkning. Det finns en méngd olika aktiviteter som
behandlar huvudrakningsstrategier vilka larare kan inkludera i undervisningen, vare sig de
implementeras vid uppstart eller som en aktiv paus. Genom att integrera dessa strategier i
undervisningen kan lararen framja en djupare forstaelse och ett mer engagerat forhallningssétt
till huvudrékning.
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