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Forord

Foljande &r ett kandidatarbete skrivet av Albin Almgren Nylén, Elliot Duchek, Edwin Olausson,
Edwind Stockfelt, Elmer Svedenkrans, varterminen 2025 i ett samarbete mellan Chalmers tekniska
hogskola och Goteborgs universitet. Malet med arbetet dr att vidare utforska Banach-Tarskis pa-
radox och de néra besldktade &mnen amenabilitet, paradoxalitet och urvalsaxiomet. Med det sagt
forvantas lasaren besitta grundliggande kunskaper inom gruppteori och viss matematisk mogen-
het. Kunskaper inom matteori, méngdteori och grafteori anses &ven 6nskvéirda. Appendix C ger
en mycket kort ¢verblick av dessa omraden men &r inte menat att ersitta tidigare studier inom
omradena. Arbetet hade inte varit mdjligt utan var omtdnksamma handledare Eusebio Gardella,
och vi tackar dven Paolo Boldrini fér hans radgivning kring kapitel 4.

Under skrivprocessen har gruppen fort en gemensam arbetslogg sammanstélld av individuella
dagbocker. Arbetet har ytterst varit ett lagarbete med sérskilda ansvar.

e Albin Almgren Nylén - Kapitel [3] sirskilt delkapitel [3.2] sérskilt [Sats 3.10} [Sats 3.17]
Kapitel @] Appendix

e Edwin Olausson - [Proposition 2.31] Kapitel [3] sdrskilt [Sats 3.15] [Lemma 3.5] Kapitel [

Appendix A

e Edwind Stockfelt - Kapitel 2] sérskilt [Proposition 2.13| till och med [Proposition 2.15] delka-

pitel 2:3] [Proposition 2.24] [Korollarium 2.25| [Proposition 2.29] och [Korollartum 2.32] Kapitel
3, mer specifikt [Sats 3.10l [Appendix A sdrskilt |Appendix A.]| (utom [Lemma A.9)), och [Ap]

pend A

e Elliot Duchek - Kapitel [2] sérskilt [Cemma 2.16] till och med [Korollarium 2.22} delkapitel 2.1
Kapitel [3] sirskilt delkapitel [3.1] (utom [Lemma 3.5| och [Proposition 3.7)), [Proposition 3.14

mer specifikt beviset av [Lemma A.9
e Elmer Svedenkrans - Endast [Proposition 3.7} [Korollarium 3.16]

Utover denna uppdelning har populdrvetenskaplig text, sammandrag och introduktion skrivits
gemensamt.



Popularvetenskaplig presentation

Hela matematiken bygger pa axiom, ett antal logiska grundantaganden som anvénds for att bygga
upp alla andra resultat. Alla axiom #r dock inte utan kontrovers. Ar 1924 bevisades ett resultat
som blivit kéint som Banach-Tarskis paradox, vilket ledde flera savél inom som utom matematiken
till att ifragasétta vilka axiom som vi egentligen bor acceptera. For att ge en inblick i dessa resultat
presenterar vi en spannande beréttelse fran matematikens vérld.

Matematikerns hemlighet

I matematikens véarld levde en gang Briska Naacht, en uppfinningsrik tysk foretagare som luktade
pengar i allt. En kvéll snubblade han 6ver ett gulnat héfte i ett antikvariat: ”Den Store Mate-
matikerns Hemlighet”. Nagot i titeln lockade den vanligtvis sjalvupptagna Briska, som Gppnade
héftet. Det berdttade om en stor namnlés matematiker som &ver en natt hade blivit rikare &n
nagon annan. Till Briskas forvaning var matematikerns hemlighet vare sig aktier, skattefusk eller
vapenexport. Han hade nadmligen en metod som han forst pa sin dédsbadd kryptiskt avslgjade.
Briska kunde knappt tro sina égon nér han ldste matematikerns sista ord.

Nyttja det forbjudna axiomet pa en fast klotform for att erhdlla den paradozala uppdelningen.
Med en taktisk omkastning ska sedan en bli tvd och rikedomar du skall fa!

"Det ar ju en odndlig vinstmaskin!” utbrast han. Med mynt i blicken och ett leende pa lapparna
rusade han till sin gamle vin Klena R.E. Frezmelo, en av virldens fore detta rikaste méanniskor,
men dven professor i matematisk logik och expert p&4 matematikens axiom.

Briska fann Frezmelo intryckt i en vra pa sitt kolsvarta kontor. Lukten av svett var nést intill
outhérdlig, hans kostym verkade inte ha tvéttats pa veckor och hans vanligtvis stiliga skigg hade
borjat fa graa toner. Framfér honom lag en till synes odndlig hog med guldmynt som han med
skakande hander réknade en efter en.

“Briska, & Briska, jag ar ruinerad.”

"Vad &r problemet? Det verkar ju inte finnas nagon grians pa din rikedom?”

"Det hér dr bara en upprdknelig oandlighet guldmynt. Forut hade jag dverupprikneligt!”

"Finns det ens nagon skillnad pa olika oéndligheter?”

"Det &r klart det gor. En uppriknelig odndlighet &r som min rad av mynt hér. Det finns ett
férsta mynt, ett andra mynt och sa vidare. En Overuppréknelig odndlighet skulle vara som en
guldstav. Vi kan inte rada upp delarna av guldstaven, fér oavsett hur mycket vi &n delar upp den
kan vi alltid dela bitarna i &n mindre delar. Det gar alltsa inte att rdkna en forsta, andra och tredje
del av staven.”

"Nu forstar jag allt” 1jog Briska.

"Da forstar du att min férmégenhet har minskat med flera kardinaliteter!” grat Frezmelo.

"Naja hor har, du behdver inte oroa dig langre. Jag har hittat 16sningen” trostade Briska.

Frezmelo hojde skeptiskt ett 6gonbryn medan Briska borjade forklara.

“Lyssna héar min vén. Vi behover bara fa tag pa ett enda guldklot, saga ner det till de magiska
bitarna, flytta runt delarna — och voila, ett klot blir till tva! Upprepa, och vi badar i guld!”

Frezmelo som néstan hade fatt tillbaka lite ljus i blicken suckade besviket.

“Briska, det ar klart det inte gar, storleken pa delarna maste ju bevaras nédr vi sagar ner och
flyttar runt dem. Inte kan vi ju skapa massa ur tunna luften. Fysikens lagar godkdnner det inte
och absolut inte Zermelo-Fraenkels matematiska axiom!”

Briska bérjade tappa hoppet.

"Men texten sa ju att det ska vara mdjligt. Det behdvdes bara nagot forbjudet axiom” suckade
Briska.

”Det forbjudna axiomet!?... Kanske om man... med precis de ekvivalensklasserna... s& véljer
man representanterna... och jag har ju faktiskt en kopia av axiomet...”

"Kommer du pa nagot?” fragade Briska entusiastiskt.

"Det finns ett sdtt. Men vi méaste vara forsiktiga, resultatet bygger pa urvalsaziomet”.



Briska Naacht hade 6vertygat sin professorsvin att Matematikerns Hemlighet inte bara var ett
kuriosum utan en chans till den perfekta stoten. Med Frezmelos expertis avkodade de matema-
tikerns sista ord och planerade sitt brott. Malet: den legendariska "Weierstrass-kulan” i Berlins
matematikmuseum — en slét platinasfiar pa exakt ett kilogram. Med paradoxen i bakfickan skulle
de duplicera kulan, lamna originalet dar och smyga hem med kopian for att klona den. Ingen skulle
ens veta att de varit dér.

"Vi behover bara skira den i dndligt manga bitar,”, forklarade Briska ivrigt, "sedan sédtter vi
ihop dem till tva kopior. Fysiken kan inget gora at ren logik!”

Frezmelo, som i vanliga fall féreldste om logikens subtiliteter, hade ett sa desperat behov av
pengar att han hade latit 16ftet om odndliga rikedomar charma honom. "Okej, men vi maste f6lja
instruktionerna noga. Det héar urvalsaxiomet ar inget att leka med.”

Natten till kuppen drog de fram en sportvéska.

”Glom inget nu, kom ihag att vi satsar allt pa detta.” varnade Frezmelo.

I tur och ordning packade Briska ner: svarta handskar (for att inte lamna fingeravtryck), ra-
narluvor (for att dolja deras ansikten), en extremt fin lasersdg (for att utfora “den paradoxala
uppdelningen”), en rulle silvertejp (man vet aldrig), ett gigantiskt forstoringsglas (for att siga
ritt), Den Store Matematikerns Hemlighet (for att veta hur de ska gora), en redan krossad spegel
(mest for tur), monsterkakor frain TARSKI(©) (néringsrikt).

Till sist beh6vde Briska bara trycka ner urvalsaxiomet i den redan proppfulla viskan.

"Kom igen nu, vi maste skynda oss!” ropade Frezmelo, som redan var pa vig.

Jaktad kastade Briska undan det allt fér stora urvalsaxiomet och sckte efter en mindre kopia.
Han sag en liten lada pa sin hylla av upprikneliga egendomar som det stod wurvalsaziom pa,
stoppade raskt ner den i viskan och sprang efter Frezmelo.

Strax efter midnatt, efter att ha smugit sig férbi bankens sékerhetssystem befann de sig framfor
Weierstrass-kulan. Frezmelo vecklade ut ett tunt héfte med instruktioner. 1. Skapa de paradoxala
ekvivalensklasserna. 2. Anviand urvalsaxiomet for att vilja en representant ur varje ekvivalensklass.
3. Dela kulan i icke-métbara bitar med hjilp av representanterna (Viktigt, glom ej!). 4. Séatt ihop
till tva kulor. 5. Profit!

Briska tog ut sin lilla lada, plockade urvalsaxiomet darur och tog det i sin vanstra hand. I héger
hand holl han lasersagen medan Frezmelo holl férstoringsglaset mot hans 6ga.

Langt bortifran hordes sirener, ndgon maste ha upptickt dem.

”Snabbt, anvind axiomet!” ropade Frezmelo.

Briska sag ekvivalensklasserna framfor sig och borjade sadga, men stannade . Nagot var fel.

”Vad héller du pa med!?” skrek Frezmelo.

”Jag kan inte vélja representanterna... axiomet funkar inte!” svarade Briska med darrande rost.

"Ge hit det!” sa Frezmelo och ryckte at sig axiomet.

Frezmelo stirrade pa axiomet. Efter en sekund da tiden tycktes sta stilla vidgades hans 6gon
och benen vek sig under honom, hans ansikte en blandning av ilska och fortvivlan.

"Briska, det hir &r det upprakneliga urvalsaxiomet. Vi kan bara goéra upprékneligt manga val
med detta - men metoden kréver ett 6verupprakneligt axiom. Detta axiom racker inte, vad gjorde
du med det riktiga axiomet?”

Briska stirrade hopplost pa halvklotet.

“Men jag behovde plats i viaskan...”

Sa stod de tva tjuvarna déar med en sondersagad guldbit och ett vinligt blinkande larm som de
inte ens lagt marke till. Inga dubbla kulor, inget odndligt guld — bara ett tungt bevis pa att valet
av matematiska axiom &r kritiskt!

Vart Arbete

Som i beréttelsen ovan bevisade matematikerna Stefan Banach och Alfred Tarski ar 1924 att inom
matematikens virld kan ett klot delas upp i mindre delar som sedan kan flyttas om for att skapa
tva identiska kopior av det ursprungliga klotet. Vi kommer i denna text forst studera teorin bakom
sddana uppdelningar for att sedan visa satsen pa samma sitt som Banach och Tarski ursprungligen
gjorde. Resultatet bygger pa det sa kallade urvalsaziomet och vi kommer i sista kapitlet visa precis
vad som gick fel for Briska Naacht och Klena R.E. Frezmelo, att det upprdkneliga urvalsaxiomet
inte racker for att gora en sddan uppdelning.



Sammandrag

Vi presenterar bevis av bade den starka och svaga formuleringen av Banach-Tarskis para-
dox. Specifikt visar vi att alla klot i R® &r E(3)-paradoxala (svaga formuleringen), och att alla
begrinsade delmingder av R® med icke-tom interiér #r E(3)-ekvidekomponerbara (starka for-
muleringen). Vi presenterar relevant teori géllande ekvidekomponerbarhet och paradoxalitet
som kravs for att genomfora bevisen.

Utdver Banach-Tarskis paradox undersdker vi amenabla grupper och presenterar ett graf-
teoretiskt bevis av Tarskis sats, ndmligen att en grupp antingen &r amenabel eller paradoxal.
Vi ger nagra exempel pa amenabla och paradoxala grupper, presenterar nédvandiga och till-
rackliga villkor f6r amenabilitet och visar att alla Abelska grupper dr amenabla samt att SO(n)
ar paradoxal for alla n > 3 medan SO(1) och SO(2) &r amenabla. D4 Banach-Tarskis paradox
bygger pa paradoxaliteten hos SO(3) finns det alltsd ingen analog paradox i R eller RZ.

Vi undersdker ocksé urvalsaxiomets roll genom att visa att en uppriknelig begrénsning
av urvalsaxiomet inte ger Banach-Tarskis paradox. Detta gor vi genom att introducera de-
terminismaxiomet och visa att under detta ar alla delméngder av R Lebesgue-métbara vilket
motsager paradoxen. Darefter lagger vi dven till axiomet V = L(R) och visar att de tillsam-
mans medfér den upprékneliga begransningen av urvalsaxiomet. Sammanlagt ger detta en
modell dér det uppréakneliga urvalsaxiomet haller men inte Banach-Tarskis paradox.

Abstract

We present proofs of both the weak and strong formulations of the Banach-Tarski paradox.
Specifically, we show that all balls in R? are E(3)-paradoxical (the weak formulation) and that
all bounded subsets of R® with non-empty interior are E(3)-equidecomposable (the strong
formulation). We present relevant theory regarding equidecomposability and paradoxicality
necessary for carrying out the proofs.

Apart from the Banach-Tarski paradox, we also study amenable groups and present a graph
theoretical proof of Tarski’s theorem, namely that a group is either amenable or paradoxical.
We give some examples of amenable and paradoxical groups, present necessary and sufficient
conditions for amenability, show that all Abelian groups are amenable and that SO(n) is
paradoxical for all n > 3 while SO(1) and SO(2) are amenable. Since the Banach-Tarski
paradox builds on the paradoxicality of SO(3) there is no analogous paradox in R or R?.

We also study the role of the axiom of choice by showing that a countable restriction of
the axiom does not give the Banach-Tarski paradox. We show this by introducing the axiom
of determinacy and with this proving that all subsets of R are Lebesgue measurable which
contradicts the paradox. Then, we also add the axiom V = L(R) and show that it together
with the axiom of determinacy gives the countable restriction of the axiom of choice. All
together this gives a model where the countable axiom of choice holds but the Banach-Tarski
paradox fails.
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1 Inledning

Huvudsyftet med denna uppsats var till en borjan att presentera bevis for den svaga och starka
versionen av Banach-Tarskis paradox och att samla all nédvandig teoriEI for att forsta bevisen i en
text. Under arbetets gang och i samrad med var handledare kom vi dock &ven fram till tva andra
tatt kopplade omréaden att inkludera, ndmligen amenabla grupper och urvalsaxiom.

Malet med kapitel 2 &r att gora lasaren familjar med tva av arbetets huvudbegrepp, amenabla
grupper och paradozala grupper. Konceptet amenabla grupper introducerades av John von Neu-
mann ar 1929 [13]. Dessa grupper ar sddana som kan tillskrivas ett dndligt matt som inte paverkas
av gruppens verkan pa sig sjilv, vilket ger dem trevliga egenskaper inom bland annat harmonisk
analys, funktionalanalys och sannolikhetsteori. Paradoxala grupper dr grupper som vi kan rekon-
struera fran blotta delméngder av gruppen genom att verka pa dem med gruppens element. Detta
kan kdnnas otrevligt eftersom det tolkas som att en delméngd till gruppen innehéller hela gruppen,
vilket intuitivt borde vara omdjligt. Alfred Tarski visade ar 1949 att de tva definitionerna &r néra
beslaktade i den mening att alla grupper kan klassificeras som antingen amenabla eller paradoxala,
se [21]. Vi bevisar detta resultat i form av Tarskis sats. Vi gar dven igenom olika krav fér amena-
bilitet, resultat som beskriver hur amenabilitet och paradoxalitet kan 6verféras och péavisas samt
exempel pa amenabla respektive paradoxala grupper som aterkommer i kapitel 3.

I kapitel 3 bygger vi som sagt upp den &mnesspecifika teorin som krévs for att forsta bevisen vi
presenterar av de tva formuleringarna av Banach-Tarskis paradox. Den svaga versionen séger att
vi kan dela upp ett klot i &ndligt manga delar, och genom att enbart flytta runt dessa erhéalla tva
identiska kopior av det ursprungliga klotet. Den starka versionen sidger att detta &r mdojligt for alla
mingder i R3 som &r begriinsade och har icke-tom interidr, och att vi dessutom kan plocka isér en
godtycklig sddan méngd och sedan bygga ihop den till vilken annan sddan méangd som helst.

Vi visar forst Hausdorffs paradox, ett liknande resultat for en sfir, och gar sedan igenom de
definitioner och resultat som kravs for att utvidga detta till ett klot, vilket ger oss den svaga
versionen av Banach-Tarskis paradox. Efter att ha visat denna introducerar vi ytterligare teori
som later oss anvdnda den svaga formuleringen fér att bevisa den starka versionen av Banach-
Tarskis paradox.

En kritisk del i beviset av Banach-Tarskis paradox anvander urvalsariomet, ett omdiskuterat
antagande inom matematiken som intuitivt borde vara sant men som ibland leder till ovantade
resultat. Man kan darfoér fraga sig om paradoxen haller &ven om man inte antar urvalsaxiomet,
och maélet med kapitel 4 &r att visa att den inte héller om man endast antar det upprikneliga
urvalsaxiomet. Vi visar detta genom att férst byta ut urvalsaxiomet mot determinismaziomet, som
ger oss att alla delméngder av R dr Lebesgue-métbara. Déarefter bygger vi upp en modell L(R)
som tillsammans med determinismaxiomet ger oss det upprakneliga urvalsaxiomet, men som inte
ger Banach-Tarskis paradox eftersom alla delméngder av R &r métbara. For att uppmérksamma
lasaren pa vilka satser som kriver urvalsaxiomet har vi markerat dessa med (AC) och de som
endast kréaver det upprékneliga urvalsaxiomet med (AC,,).

2 Amenabla och paradoxala grupper

Vi pabdrjar det hér kapitlet med definitioner av amenabilitet och paradoxalitet. Dérefter formulerar
vi Tarskis sats — som kopplar samman begreppen — och introducerar dven Fginerkravet, som ar ett
starkt verktyg for att pavisa amenabilitet.

Daérefter ger vi nagra grundliggande exempel pa amenabla grupper och bygger sedan upp ett
antal resultat som kulminerar i ett bevis av att alla Abelska grupper &r amenabla. Vi gar sedan
in mer pé paradoxala grupper och visar en viktig proposition som vi bland annat anvénder for
att visa att den speciella ortogonalgruppen i R &r paradoxal. Vi visar sedan att i R och R? &r
motsvarande grupp inte paradoxal utan istillet amenabel.

Slutligen presenterar vi ett bevis av Tarskis sats som anvénder sig av tva lemman fran grafteori
géllande matchningar i bipartita grafer. Hela kapitlet utgar fran ZFC, alltsd Zermelo-Fraenkels
axiomsystem inklusive urvalsaxiomet.

1Med "nédvindig teori” menar vi &mnesspecifik teori som oftast inte tas upp under bredare matematikkurser pa
grundniva.



Vi kommer hér diskutera grupper som har en naturlig topologi, men vi kommer att bortse fran
topologiska strukturer och endast arbeta med sjalva gruppstrukturerna. For den som redan ar be-
kant med topologiska grupper innebér detta att vi rent formellt betraktar alla grupper tillsammans
med den diskreta topologin. Har man inte en bakgrund inom topologi kan man vara trygg i att
detta inte kommer paverka ens forstaelse for kapitlets innehall; vi betraktar helt enkelt alla grupper
som en méngd med en tillhérande operation, som tillsammans uppfyller de vanliga gruppaxiomen.

Foljande definition ackrediteras vanligtvis till John von Neumann. Vi kommer se ekvivalenta
formuleringar av begreppet amenabilitet i texten men vi sparar denna som var huvuddefinition.

Definition 2.1 (amenabilitet). Lat G vara en grupp. Vi séiger att G ar amenabel om det finns ett
andligt additivt matt x4 pa potensméngden P(G) till G sddant att u(G) = 1 och p(gD) = u(D)
for alla g € G och D € P(G).

Anmdrkning 2.2. Ett métt som i [Definition 2.1 uppfyller att pu(gD) = u(D) for alla g € G kallas
G-invariant.

En egenskap hos amenabla grupper ar att vi enkelt kan konstruera ett dndligt matt pa de
méngder som gruppen verkar pa. Detta formaliseras i f6ljande proposition, vars bevis baseras pa
|5, Proposition 1.14]

Proposition 2.3. Ldit G vara en amenabel grupp som verkar pa en mdngd X. Da finns det ett
G-invariant dandligt additivt matt v pé P(X) sddant att v(X) = 1.

Beuvis. Lat p vara ett matt som bevittnar att G &r amenabel. V&lj nagon punkt € X och definiera
for alla D € P(X)

v(D):=p({glg € G, gz € D}).

Definitionen av v ger direkt att v(X) = 1. For dndlig additivitet, 14t A, B C G sidana att ANB = ()
och betrakta v(AU B). Vi har da, dir den andra likheten foljer fran att A och B dr disjunkta, att

V(AUB) = u({glg € G,gx € AUB}) = u({g|g € G,gx € A} U{g|g € G, gz € B}).

Eftersom p ar andligt additivt foljer det att darmed att v(AU B) = v(A) + v(B).
Slutligen visar vi G-invarians fér v. Lat h € G, D € P(X). Da p &r G-invariant har vi att

v(D) =pu({glg € G,gz € D}) = u({hglg € G, gz € D}).

Vi noterar att om g € G ar sadant att gz € D kommer hgx € hD. Méngden efter andra likheten
bestar alltsi av alla ¢’ € G sddana att ¢'x € hD. Alltsé ar

v(D) = u({g'|g € G.g'z € hD}) = v(hD). O

Definition 2.4 (paradoxalitet). Lat G vara en grupp verkande pa en méngd X. En méngd D C X
kallas G-paradozal eller sdgs anta en paradozal dekomposition om det existerar parvis disjunkta
delméngder, A4, ..., Ay, B, ..., B, € D samt gruppelement g1, ..., gn, b1, ..., by € G sa att

Vi séger att en grupp G &r paradozral om det existerar en paradoxal dekomposition av G dar G
verkar pa sig sjilv genom vénster multiplikation. Alltsd med D = G.

Vi kommer i nista delkapitel se att alla grupper ar antingen amenabla eller paradoxala. Detta
resultat formuleras som Tarskis sats, men innan vi kan bevisa den behdver vi nagra fler verktyg.

Definition 2.5. Lat X vara ndgon méngd och lat A och B vara delméngder av X. Den symmetriska
differensen av A och B, skrivet A A B, ar (A\ B)U (B \ A). Ddrmed &r A A B alla element som
ingar i A eller B, men inte i bada.

Anmdérkning 2.6. Om méngderna A och B i|Definition 2.5|4r dndliga &r A A B = |A|+|B|—2|ANB|.



Definition 2.7 (Fglnerkravet). En grupp G sigs uppfylla Falnerkravet om det for varje andlig
méngd D C G och € > 0 existerar en dndlig icke-tom méngd E C G sadan att for varje g € D sa
géller det att
|gE A E|
——F <e.
|E|

Sats 2.8. En grupp dr amenabel om och endast om den uppfyller Folnerkravet.

Bevis. Se |7, Sats 2.16] O

2.1 Tarskis sats

I detta delkapitel kommer vi formulera och bevisa kapitlets huvudresultat, ndmligen Tarskis sats
(Sats 2.11). Vart bevis foljer Kate Juschenkos utliggning i |7, sida 145-147]. Vi borjar med att
bevisa tva grafteoretiska lemman som vi sedan anvénder i beviset. For en méngd noder A i en graf
later vi N(A) beteckna méngden av alla noder som har en kant till en nod i A.

Lemma 2.9 (Halls (1 till 1)-matchning). Lit ' = (A, B, K) vara en bipartit graf dir mdangden K
innehaller kanterna mellan nodmdngderna A och B. Antag att graden av varje nod i A dr dndlig,
och att vi for varje dndlig mangd D C A har att

IN(D)| = |D].
Da finns det en injektiv avbildning i : A — B sdadan att
(a,i(a)) € K for alla a € A.

Bevis. Se O

Intuitivt sdger att om varje &ndlig samling noder D i A &r ansluten till &tminstone
| D| olika noder i B gér det att para ihop varje nod i A med en nod i B s att ingen nod i B paras
ihop med fler &n en nod i A. Lemmat &r vésentligt for vart bevis av Tarskis sats men omstandligt
att bevisa, varfor vi véljer att visa det i appendix. Foljande utvidgning av lemmat séger att ju
fler noder i B som en godtycklig dndlig méngd D C A ansluter till, desto fler unika sitt kan
hopparningen ske pa.

Lemma 2.10 (Halls (1 till n)-matchning). Ldt I' = (A4, B, K) vara en bipartit graf dir méangden
K innehdller kanterna mellan nodmdngderna A och B. Lat n € N och antag att graden av varje
nod i A dr dandlig. Antag vidare att for varje andlig mdngd D C A har vi att

IN(D)| = n|D|.
Da finns det injektiva avbildningar i1, ...,1, : A — B med parvis disjunkta vardemdngder sidana
att
(a,i1(a)) € K for allaa € A och 1 <1 <n.
Beuvis. Se [Appendix Al [Lemma A.9| O

Slutligen kan vi nu bevisa Tarskis sats.

Sats 2.11 (Tarskis sats). En grupp G dr amenabel om och endast om den inte medger en paradozal
verkan.

Pastaendet i satsen &r av typen "om och endast om”. "Endast om”-delen — att om G 4r amenabel
medger den inte en paradoxal verkan — &r betydligt ldttare att visa &n "om”-delen — att om G inte
medger en paradoxal verkan &r den amenabel. Vi borjar med riktningen ”"om”; och visar istéllet
det kontrapositiva pastaendet "Om G inte &r amenabel medger den en paradoxal verkan pa nagon
méangd”. For “endast om”-riktningen kommer vi gora ett motsigelsebevis.



Anmdrkning 2.12. Om en grupp G inte medger en paradoxal pa ndgon méngd kan den speciellt
inte verka paradoxalt pa sig sjilv. Alltsd medfor q att om G dr amenabel dr den inte
paradoxal, och om den #r paradoxal dr den inte amenabel’l Man kan #ven visa att om en grupp
medger en paradoxal verkan &r gruppen sjilv paradoxal, s en ekvivalent formulering hade varit
"En grupp G &r amenabel om och endast om den inte &r paradoxal”.

Bevis av “om’™-delen i Tarskis sats. Lat G vara nagon grupp. Antag forst att G inte &r amenabel.
D4 finns det enligt nigon dndlig miangd Dy € G och nigot g > 0 sadana att for alla
dndliga icke-tomma méngder F C G finns det nagot gg € Dy sadant att

lgeE A E|
e . 1
IB] > € (1)

Pastaende 1. Med Dy, €y och en godtycklig dndlig icke-tom méngd E C G som ovan har vi for
DoE = {ab|a € Dy, b € E} att
|DoE| > (1+€0/2)|E|

Bevis av[Pastaende 1 Vihar att |gpE A E| = [(gpE \ E) U (E\ gpE)| = |9 E\ E| + |E\ gE,
dér den sista likheten foljer av att unionen ar disjunkt. Notera att eftersom |E| = |gp F| géller det
att

|E\grE| = |E| - |lgpENE| = |gpE| - g EN E| = [geE \ El,

sd |[ggE A E| =2|ggFE \ E| och enligt (1)) 4r alltsa
9B\ E| > el E|/2.

Vi kan utan inskrénkning anta att e € Dy, s& E C DgFE. Vidare har vi dven att gg € Dy, sa
geE C DoE och speciellt ér da (ggE \ E) C DoE. Uppenbarligen éir (ggE\ E)NE =0, s&

|DoE| > |E| + |geE\ E| > |E| + €| E|/2 = (1 + €0/2)|E|. O

Pastdende 2. Antag samma forutsittningar som i[Pastaende 1) och lat n vara nigot positivt heltal.
Da ar
DG E| = (1+€0/2)"|E|

Bevis av[Pastaende 2. Vi bevisar pastaendet med hjilp av induktion. Som basfall, betrakta D3 E.
Enligt [Pastaende 1| riicker det att visa att |[D3E| > (1 + €/2)|DoE|. Denna olikhet foljer direkt av
Pastaende 1| eftersom pastaendet maste halla for alla &ndliga méngder £ C G. Vi kan alltsa ta
E = DyE, och erhiller dirmed att |D3E| = |Do(DoE)| > (1 + €/2)|DoE|.

Antag nu att géller for nagot n > 2. Betrakta |D6L+1E|. En applikation av
pa |Dy T E] = [Do(Dg E)| samt anvéindning av induktionsantagandet ger

DB = (1+ /2| DY Bl = (1 -+ c0/2)" B, -

Da ¢y > 0 kan vi vélja n € N sddant att (1 + ¢o/2)"™ > 2, vilket enligt ger att
|DyE| > 2|E|. Later vi D := Dj har vi da att

\DE| > 2|E).

Bilda nu en bipartit graf I := (G, G, K') dér kanterna mellan G och G definieras av (g, h) € K om
och endast om h = dg fér nagot d € D. Méngden E ovan dr en godtycklig dndlig och icke-tom
delméngd av G, dér elementen i E nu tolkas som noder i T'. Notera att N(E) = DE, s vi har att
|IN(E)| = |DE| > 2|E|. Enligt finns det da injektiva avbildningar i och j pa G med
disjunkta vardeméngder sddana att for varje g € G har vi

(9,i(g)) € K och (g,j(g)) € K.

2Ty d& medger G en paradoxal verkan pa sig sjalv.




Enligt definitionen av kanterna i I' &r d& i(g) = sg och j(g) = tg for ndgra s,t € D. Definiera
darfor, for s,t € D, tva mangder

A :=s{g € G|i(g) = sg},

By :=t{g e G|j(g) =tg}.

Da 7 och j ar injektiva och har disjunkta virdeméngder kommer dessa méangder vara parvis disjunk-

ta. Det ar latt att verifiera att
G=Js A =Jt B,
seD teD

och vi har alltsa en paradoxal dekomposition av G. Darmed verkar G paradoxalt pa sig sjalv. [

Bevis av “endast om™-delen av Tarskis sats. Lat aterigen G vara en grupp. Vi vill visa att om G
ar amenabel medger den inte en paradoxal verkan. Antag istéllet att G 4r amenabel och medger
en paradoxal verkan pa nagon méngd X. Vi ska finna en motséigelse.

Da G ér amenabel och verkar pd X finns det enligt ett dndligt additivt, G-
invariant matt v pa P(X) sadant att v(X) = 1. Vidare, lat méngderna A4, ..., A,,B1,..., B, C X
och gruppelementen g1,...,gn,h1,...,hyn € G bevittna att G verkar paradoxalt pa X. Eftersom
méangderna ar delméngder av X har vi att

s&
v(A) + Y v(B;) < 1. (2)
i=1 j=1
D& X ar G-paradoxal har vi dock att

X = U 9l = U h;Bj,
i=1 j=1

sa 1 =v(X) = v, g4) < > v(gA;) = > v(4;). P4 samma sitt har vi att 1 <
Z;n:l v(Bj), sa ger att 1 +1 < 1, vilket 4r en uppenbar motséigelse. O

2.2 Egenskaper for och exempel pa amenabla grupper

Tarskis sats visar att amenabla och paradoxala grupper &r varandras motsatser, och da Banach-
Tarskis paradox, som studeras i Kapitel [3] bygger pa anvindandet av paradoxala grupper blir vi
hér motiverade att studera &ven amenabla grupper. For en vidare diskussion kring exempel pa
amenabla grupper utéver de exempel i detta delkapitel hinvisas ldsaren till

Proposition 2.13. Heltalsgruppen Z dr amenabel.

Bevis. Tag nagon méngd D C Z och € > 0. Lat N := max,cp|n| och m vara nagot heltal sddant
att m > 1/e. Definiera
E:={-mN,...,mN}.

Vi har da for alla g € D

(g+ E) & E| 2N oN 1
< < = = <eg,
|E| “2mN+1 "~ 2mN m —
pastéendet foljer nu fran [Sats 2.8 O



Proposition 2.14. Alla dndliga grupper dr amenabla.

Bevis. Lat G vara en grupp och A C G. Definiera ett métt u som u(A) := |A]/|G|. Detta matt
uppfyller villkoren i [Definition 2.1] f6r amenabilitet. O

Proposition 2.15 (AC). Ldt G vara en grupp och H en delgrupp av G. Om G dr amenabel sd dr
H amenabel.

Bevis. Vi vill bestdmma ett matt v som i[Definition 2.1 fér H. Lat p bevittna att G &r amenabel.
Med urvalsaxiomet kan vi vélja en delméngd M av G s& att M bestar av precis en representant
fran varje sidoklass av H sa att

G= U Hm.

meM
D& ar v(A) := u(AM) precis det sokta mattet. O

Malet med de foljande resultaten ar att bevisa att alla Abelska grupper dr amenabla. Vi borjar
med att visa att om alla dndligt genererade delgrupper till nagon grupp &r amenabla, &r &ven
gruppen det. Sedan visar vi andra resultat som later oss reducera till fallet av dndligt genererade
Abelska grupper.

Lemma 2.16. Ldit G vara en grupp och antag att alla dndligt genererade delgrupper till G dr
amenabla. Dé dr dven G amenabel.

Bewvis. Vivill visa att G uppfyller Fglnerkravet. Lat darfor D vara nagon dndlig delméngd av G och
fixera ett godtyckligt € > 0. Definiera vidare Gp := (D) och observera att Gp &r andligt genererad
da D &r andlig, sa enligt antagande dr ddrmed Gp amenabel. Uppenbarligen &r D C Gp, sa da
G p #r amenabel existerar det enligt en #ndlig icke-tom mingd E C Gp sadan att for alla
g € D géller att

l9E A E|
<e (3)
|E|

Notera nu att £ C Gp C G. Alltsa kan vi for varje éndlig delméngd D av G och € > 0 hitta en
andlig icke-tom méngd E C G sadan att haller for alla g € D. Darmed uppfyller G Fglnerkravet
och ar enligt amenabel. O

Proposition 2.17. Om G och H dr amenabla grupper dr G x H ocksd en amenabel grupp.

Bewvis. Lat pg och pp vara matt som bevittnar att G och H &r amenabla. Lat D vara nagon
delméngd av G x H och lat

D¢ :={g9 € G|(g,h) € D for nagot h € H},
Dy :={h € H|(g,h) € D for nagot g € G}.

Definiera sedan

_ bc(Dg) + pu(Du)
w(D) = 5 LASY

Om D =G x H kommer Dg = G och Dy = H, sa

_ 1e(G) + pu(H)
2

Later vi (a,b) € GXH och D' := (a,b)D har viatt Di; = {ag| (g9, h) € D for nadgot h € H} = aDg.
Pa samma sétt har vi att D}y = bDpy, och det fSljer alltsd av invariansen av pg och uy att

w(G x H) =1.

pc(aDg) + pp(bDu)  pe(Dg) + pu(Dn)

b)D) = = = u(D).
u((a,b)D) : . u(D)
Vi har definierat p pa hela P(G x H) och visat att det uppfyller kraven i|Definition 2.1} s G x H
ar amenabel. O



Proposition 2.18. Om grupperna G och H dr isomorfa och G dr amenabel dr dven H amenabel.

Bevis. Da G = H existerar det en isomorfi ¢ : G — H. Lat u bevittna att G 4r amenabel. Definiera
nu for alla méngder A C H mattet v(A) := u(o~(A)). Det #r enkelt att verifiera att detta matt

uppfyller och H &r alltsd amenabel. O
Sats 2.19. Alla Abelska grupper dr amenabla.

Bevis. Enligt ricker det att visa att alla dndligt genererade Abelska grupper ar ame-
nabla, eftersom alla dndligt genererad delgrupper till en Abelsk grupp ocksa &r Abelska.

Lat darfor G vara en dndligt genererad Abelsk grupp. Enligt Fundamentalsatsen for dndligt
genererade Abelska grupper dr G = Z"™ x F for nagot heltal n > 0 och nagon &ndlig grupp F.
Enligt [Proposition 2.14] &r F' amenabel, och enligt [Proposition 2.13| och [Proposition 2.17] ar Z"
ocksd amenabel. Darmed &r Z™ x F' amenabel enligt |[Proposition 2.17] s& G = Z™ x F' &ar ocksa
amenabel enligt [Proposition 2.18| O

2.3 Paradoxalitet och amenabilitet
Det &r nu ldge att paborja var diskussion kring paradoxala grupper.

Definition 2.20 (fixpunkter). Lat G vara en grupp som verkar pa en mingd X. En fixpunkt ar
ett element = € X sadant att gz = z f6r nagot g € G \ {e}.

Foljande proposition ger oss ett verktyg for att visa att en grupp ar paradoxal. Beviset &r
baserat pa [22, Proposition 1.10] och [9, Proposition 1.6].

Proposition 2.21 (AC). Antag att en paradozal grupp G verkar pé en méangd X utan fizpunkter.
Da kommer X vara G-paradozal.

Bevis. Enligt urvalsaxiomet kan vi bilda en méngd med precis ett element ur varje bana som G
ger upphov till. Lat O beteckna en sadan méngd. Vi vill fran O bilda delméngder av X som utgor
en paradoxal dekomposition av X.

Vi visar forst att O := {gO | g € G} partitionerar X. Méngderna i O &r parvis disjunkta, och
for att se detta antar vi motsatsen. D& har vi att ¢gO N hO # O for nigra g,h € G, g # h. Viljer
vi ett a € gO N hO &r gr = a = hy for nagra z,y € O. Alltsa ar

gr=hy < h 'gr =y <= yc Orb(z),

och da O endast innehaller ett element per bana maste vi ha y = z. Men da ar h~'gx = z, sa
x ar en fixpunkt eftersom g # h, vilket motsiger antagandet att G verkar pd X utan fixpunkter.
Alltsa d&r gO N hO = 0.

Valj nu ¢ € X godtyckligt. Vi har att O innehéaller precis ett y € Orb(z) samt att € Orb(x),
sa vi har x = gy for nagot g € G och ddrmed att = € gO. Det foljer darfér att UgEG gO = X,
vilket tillsammans med ovan ger att O partitionerar X.

Lat nu Ay,...,A,,B1,..., By C G samt g1,...,9n,h1,..., hy € G bevittna att G &r para-
doxal. Vi definierar

AX

(2

Joocxtori=1,..n
geA;

Varje A;X bestar av unionen av element i O, vilka fir parvis disjunkta, och d& A, N A4; = 0 for alla
1 <k #1 < n kan inte en mingd O’ € O ingé i bade A och A, s& vi har att A N AX = 0.
Eftersom G = {J;—; 9:4; = U:—1{gi9 | g € A;} foljer den tredje likheten nedan, sa vi har att

n n

ggiAngi(U 90) ~U Uao= s0=x.

=1 gEA; i=1g€eA; g’'€eG

Vi kan pa liknande sétt definiera BJX = Upe B, hO for j = 1,...,m och erhéller da en paradoxal
dekomposition av X. Darmed har vi att X &r G-paradoxal. O

Korollarium 2.22 (AC). Om en grupp G innehdller en paradozal delgrupp dr G paradozal.



Beuvis. Varje delgrupp till G verkar pa G med vanstermultiplikation, och d& g = e &r den enda
16sningen till ekvationen gx = x fér x € G &r denna verkan fri fran fixpunkter. [Proposition 2.21]
ger d& att G ar paradoxal. O

Definition 2.23 (fria gruppen). Den fria gruppen Fy pa 2 generatorer dr den grupp genererad av
L = {a,B,a™t, 371} diir ett element och dess invers inte star bredvid varandra. Gruppoperationen
bestar av att konkatenera och sedan successivt ta bort par av element och dess invers bredvid
varandra. Det tomma ordet utgor identitet till gruppen. Elementen i Fy kallas reducerade ord.

Proposition 2.24. Gruppen Fo dr paradozal.

Bevis. For varje x € L = {a,8,a1, 871} 1lat W (z) vara méingden av alla reducerade ord med
forsta element x. Vi har da

Fy = {e} UW(a) UW(a ) UW(B)UW(B™H).
Observera att W (z~!) 4r miingden av alla ord som inte borjar med elementet x varfor
W(a)UaW(a™!) =F2 = W(B) USW (™)

ar en paradoxal dekomposition av Fo dér Fo verkar pa sig sjdlv genom vénster multiplikation. Sa
Fy &r paradoxal. O

Korollarium 2.25. Fy ar icke-Abelsk.

Beuvis. Enligt [Sats 2.11]dr Fy ej amenabel. Det foljer fran [Sats 2.19|att Fy &r icke-Abelsk ty annars
hade den varit amenabel. O

Definition 2.26 (Euklidiska gruppen). Vi skriver E(n) for médngden av alla isometrier pa R™.
Denna méngd utgér en grupp under komposition och kallas darfor den Fuklidiska gruppen.

Vi talar ibland om E(n) som alla lingdbevarande translationer, rotationer och reflektioner av
R™ varfor det kan tolkas som en delgrupp av den symmetriska gruppen av rummet i sig.

Definition 2.27 (speciella ortogonalgruppen). Den speciella ortogonalgruppen SO(3) ar den del-
grupp av E(3) sddan att de ingéende transformationerna har en ortogonal matrisrepresentation och
determinant ett. Den speciella ortogonalgruppen SO(n) f6r andra n € N definieras pd motsvarande
satt.

Anmdrkning 2.28. Under ovanstaende definition bestar SO(3) av alla méjliga rotationer runt linjer
genom origo i R och SO(2) av alla rotationer kring origo i R?.

Foljande proposition kommer ha en viktig konsekvens i kapitel 3.
Proposition 2.29. De speciella ortogonalgrupperna SO(1) och SO(2) dr amenabla.

Bevis. Eftersom SO(1) ér den triviala gruppen ér den speciellt dndlig och ddrmed amenabel enligt
[Proposition 2.14l For att visa att SO(2) dr amenabel, definiera avbildningen ¢ : St — SO(2) enligt

regeln
(p(eig) _ (cos # —sin 0)

sinf  cos6

Det #r latt att visa att ¢ &r en isomorfi och eftersom gruppen S! &r abelsk foljer det fran [Sats 2.19
och [Proposition 2.18| att SO(2) &r amenabel. O

Vi kommer nu visa att SO(3) dr paradoxal med hjilp av ett lemma for att gora beviset mer
Overskadligt. Lemmat &r viktigt, men beviset &r tekniskt och bidrar inte till 6kad forstaelse for

resten av texten, varfor den intresserade ldsaren hittar det i[Appendix A.2]

Lemma 2.30. Ldat ¢ och ¥ vara medurs rotationer i R® runt z-azeln respektive z-axeln med vin-
keln arccos(%). Antag att w dr ett icke-trivialt reducerat ord som bestdr av bokstdver ur mdng-

den {¢p,, ¢~ 1,91} och som slutar med 1 eller y~1. Dd kommer w(1,0,0) vara pi formen
(a,bv/2,¢)/3% dir a, b, ¢ och k dr heltal och b # 0.



Bevis. Se[Appendix A.2] [Lemma A.10| O

Proposition 2.31. SO(3) inncehdller en delgrupp som dr isomorf med Fs.

Beuvis. Skapa en delgrupp G av SO(3) som genereras av ¢ och ¥ frén Vi behover visa
att inga reducerade ord &r lika med identitetsrotationen. Eftersom konjugering av ett ord med v
inte paverkar om det ar identiteten eller inte kan vi utan inskrankning begrinsa oss till ord som
slutar pa ! genom att konjugera om ordet inte slutar pa det. Antag att w #r ett sadant ord,

Lemma 2.30| ger d& att w(1,0,0) # (1,0,0), sd w &r aldrig identitetsrotationen. O
Korollarium 2.32 (AC). Gruppen SO(n) dr paradozal for n > 3.

Bevis. Pastaendet for SO(3) foljer fran [Proposition 2.31} [Proposition 2.18] [Korollarium 2.22| och
Sats 2.1T]

For alla n > 3 har vi den kanoniska inbadddningen dér ¢ &r en injektiv avbildning och I ar k x k
identitetsmatrisen

i:50(3) = So(m), A (4 0.
0 In73
Eftersom SO(3) ar paradoxal och att en grupp med paradoxal delgrupp ér paradoxal enligt [Korol m
Tarium 2.22 foljer det att SO(n) for n > 3 ocksé &r paradoxal.

3 Banach-Tarskis paradox

Syftet med detta kapitel &r att bevisa bade den svaga och den starka formuleringen av Banach-
Tarskis paradox. Vi bevisar forst Hausdorffs paradox, som séger att om vi tar bort en uppréknelig
delmiingd av S? kan vi rekonstruera denna nya “sfir” fran delmingder av den. Sedan introducerar
vi ekvidekomponerbarhet, och visar bland annat att detta férhallande 6verfor paradoxalitet mellan
maéangder.

Vi anvander ekvidekomponerbarhet och Hausdorffs paradox fér att bevisa den svaga formule-
ringen av Banach-Tarskis paradox, och introducerar delekvidekomponerbarhet for att kunna utvidga
den svaga formuleringen till den starka. Aven i detta kapitel kommer vi arbeta i ZFC.

3.1 Hausdorffs paradox och ekvidekomponerbarhet

Sats 3.1 (Hausdorffs paradox (AC)). Det finns en uppriknelig mingd D C S? sadan att S%\ D
dr SO(3)-paradozal.

Bevis. Enligt [Proposition 2.31| finns en delgrupp av SO(3) som ér isomorf med Fsy. Fixera en
sadan delgrupp G av SO(3). Definiera D som méngden av alla fixpunkter till G. Vi skall utnyttja
[Proposition 2.21|for att visa att So\ D dr G-paradoxal vilket implicerar att den dr SO(3)-paradoxal

Notera att om W,, &ar antal ord i F5 av langd n, ddr Wy endast bestéar av det triviala ordet, sa
ar W, dndlig for alla n och darfor ar

G=Fy= U W,
n=0

uppréknelig. Alltsd &r D uppriknelig eftersom varje element i G har exakt tva fixpunkter déar
rotationsaxeln skiir sfiiren. Vi behover visa att G verkar pa S?\ D. Sedan innan vet vi att G verkar
pa S2, sa det riicker att visa att for alla ¢ € G giller ¢ € D endast om x € D. Antag dirfor
att ¢z € D. Per definition av D existerar ¢ € G\ {e} sidant att ¢z = ¢a och darfor ar &ven
¢ popxr = x. Eftersom 1) # e dr ¢~ 19¢ # e och darfor ar x en fixpunkt s& x € D. Alltsa foljer
satsen fran [Proposition 2.21] O

I en artikel fran 1924 bevisade Stefan Banach och Alfred Tarski |2, Lemma 21] att varje klot
i R® dr E(3)-paradoxalt. Vart mal &r att utvidga till denna sats. Till detta #indamal
introducerar vi ett nytt begrepp.



Definition 3.2 (ekvidekomponerbarhet). Lat G vara en grupp verkande pé en méngd X och lat A
och B vara delméngder av X. Vi skriver A ~g B och séiger att A och B ar G-ekvidekomponerbara
om det finns en partition {A;}?_; av A, en partition {B;}? ; av B samt gruppelement g1, ..., gy, €
G sadana att

Bi Zngz for alla i = 1,...77’},.

Foljande lemma ger en ekvivalent definition som ibland &r enklare att arbeta med.

Lemma 3.3. Ldt G vara en grupp verkande pda en mdngd X och lat A och B vara delmdngder av
X. Dé dr A ~g B om och endast om det finns en bijektion f : A — B med tillhérande partition
{4}, av A och ¢1,...,gn € G sidana att

g1z, T € Ay,
f(z) =

gn, x € A,.
Vi kallar dé f en G-transformation.

Bevis. Antag forst att A ~¢ B. Da finns det partitioner {A;}_; och {B;}? ; av A respektive B
samt ¢1,..., 9, € G sadana att

B;=g;A; forallai=1,...,n.

Vi kan da definiera
f(z):=gix, ndirx € A; for allai=1,... n.

D& ar f en avbildning fran A — B, och eftersom g; ar en bijektion for alla ¢ = 1,...,n ar dven f
det.

Antar vi istéllet att det finns en G-transformation f : A — B med en partition {4;}" ; av A
och g1,...,9n € G kan vi definiera

B;:=f(A;)) =giA; forallai=1,...,n.
Da f &r bijektiv och {A;}, partitionerar A kommer {B;}} ; partitionera B, s& A ~¢g B. O
Proposition 3.4. Relationen ~g utgor en ekvivalensrelation.

Bevis. Lat A, B och C vara delméngder av X. Det krivande att bevisa dr transitivitet. Vi borjar
med reflexivitet och symmetri.

Reflexivitet foljer av att {A} partitionerar A och att vi for identitetselementet e € G har att
A=c¢cA,sad A~gA.

For symmetri, antag att A ~¢ B. Da finns det partitioner {A4;}? ; och {B;}?_, av A respektive
B, samt tillhoérande ¢1,...,9, € G sa att B; = g;A; for alla ¢ = 1,...,n. Vi har ddrmed &ven att
A; = gi_lBi for alla i =1,...,n, och alltsd &r B ~¢ A.

For transitivitet, antag att A ~g B och B ~g C. Enligt finns det d& det G-
transformationer f : A — B och g : B — C med motsvarande partitioner {4;}7; och {B;}7.;
samt gruppelement f1,..., fn,91,-..,9m € G. Viska visa att gof : A — C ar en G-transformation.

Da bade f och g &ar bijektioner &ar &ven g o f det. Tag nu = € A godtyckligt. D& maste = € A;
for precis ett ¢ sddant att 1 < ¢ < n. Alltsa &r f(x) = f;x, och d& f;x € B &r fix € B; for precis
ett 7 sadant att 1 < j7 < m. Vi har alltsa att

g(f(x)) = g(fix) = g; fix,

och om vi definierar

A;,j = Ai n fi_lBj
har vi da att
(gof)(x)=g;fix da x € A} ; forallai=1,...,n,j=1,...,m.

Déa G ar en grupp ér g;f; € G for allai =1,...,n och j = 1,...,m. Slutligen kan det verifieras

att {A] ; }zjzf:m ar en partition av A, sd g o f ar en G-transformation och A ~g C. O
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Tva andra trevliga egenskaper hos ~¢ visas i foljande lemma.
Lemma 3.5. Relationen ~qg uppfyller féljande tva pastaenden.

1. Antag D C A, om A ~g B och f : A — B dr motsvarande G-transformation sa dr D ~¢g

f(D).
2. Om A1 NAy =0 = By N By, samt Ay ~g By och Ay ~g Ba, sd dr Ay U Ay ~g By U Bs.

Bevis. For forsta delen, antag A ~g B och att D C A, d& finns enligt en G-
transformation f som skickar partitionen {A;}? ; av A till B. Eftersom D &r en delméngd till A s&
ar {4, N D}7_, en partition av D och om f begrénsas till {A; N D}, far vi en G-transformation
fp som skickar {A; N D}, till f(D), vilket ger att D ~¢g f(D).

Bevis av andra delen. Antag A; N Ay = ) = By N By, samt A; ~ By och Ay ~ Bs. D4 finns
G-transformationer fi och fy som skickar A; till By respektive Ao till Bo. Det gar da att skapa en
G-transformation fran A; U A, till By U By genom

_Jfix),omx e Ay
J@) = {fz(:c), omx € Ay

Vilket ger Al U A2 ~aG Bl U BQ. O]

Vi vill nu relatera ekvidekomponerbarhet till paradoxalitet, vilket vi gér genom féljande pro-
position. Beviset dr baserat pa det som ges i [9, Proposition 1.15].

Proposition 3.6. Om en grupp G verkar pa en mdngd X och D C X sda kommer D vara G-
paradozal om och endast om det finns disjunkta delmdingder A och B av D sddana att A ~g D ~g
B.

Bevis. Antag att A och B &r disjunkta delméngder av D och att A ~g D ~g B.Lat ¢1,...,9, € G
och {4;}}"; bevittna att A ~g D, och hy,...,hy, samt {B;}7", bevittna att B ~g D. Da ir

n m
i=1 j=1

Eftersom {A;}7_; och {B;}7, r delmingder till A respektive B och AN B = () enligt antagande
maste dessa méngder vara parvis disjunkta. Alltsa har vi att D &r G-paradoxal.

Antag nu istéllet att D &r G-paradoxal. Da finns det méngder A;,..., A, och By,...,B,, i D
som &r parvis disjunkta, med tillhérande gruppelement g1, ..., gn, b1, ...y, € G sddana att

m

m
i=1 j=1

Uppenbarligen partitionerar {A4;}!; méngden A :=J!_; A;, men g1 44, ..., g, A, ir inte nédvéin-
digtvis parvis disjunkta och behéver dérfoér inte partitionera D. Vi bildar darfér nya méangder

i—1
Ap=Ay, A=A\ gt | geAr, foralli=2,...n,
k=1

vilka #r parvis disjunkta d& A} C A; for alla i = 1,...,n. Dessa partitionerar alltsd A" := (J;_, AL
Nér vi konstruerar A ovan tar vi endast bort sddant som avbildas pa redan Gvertickta delar av
D, sa

D= LnJ 9i4%,
i=1

vilket ger att A’ ~g D. En mingd B’ kan bildas analogt si att B’ ~g D, och vi har d& att
ANB =0ty Ay,...,A,, B1,...,B,, ar parvis disjunkta. Detta bevisar pastéendet. O
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Foljande proposition &r central i beviset av den svaga formuleringen av Banach-Tarskis paradox.
Beviset vi ger foljer |9, Proposition 1.16].

Proposition 3.7. Antag att G verkar pd en mdngd X och att D och D' dr delmdngder av X. Om
D ~g D’ och D dr G-paradozal, dé dar D' ocksé G-paradozal.

Bevis. Lat f vara en G-transformation fran D till D’, denna existerar enligt Enligt
féregaende proposition har vi disjunkta delméngder A och B av D ddr A ~g D ~g B. Fran
injektiviteten hos f foljer det att f(A) och f(B) ar tva disjunkta delméngder av D’. Detta ger nu

enligt [Comma 39 att
f(A) ~a A ~a D ~a D/ samt f(B) ~a B ~a D ~G D/.

Alltsd ar f(A) ~g D' ~¢ f(B) vilket, enligt [Proposition 3.4} innebéar att D’ d&r G-paradoxal. [

3.2 Svaga Banach-Tarskis paradox

Vi skall nu bevisa att #iven om en mindre del av S? saknas kan hela S? aterfas bara genom att
rotera en delmingd av den. Mer exakt sa ska vi visa att om en mingd D C S? &r uppriknelig si &r
52\ D ~g0(3) S?. For att fortydliga beviset samt att undersdka hur man kan komma péa en sadan
sats sjéalv ger vi forst en informell férklaring av resonemanget.

Lat D vara en uppraknelig delméngd av sfiaren, exempelvis de punkter pa en bage fran sfirens
topp till botten med rationella koordinater. Om vi upprepat roterar denna runt sfaren med ratt
vinkel kommer vi aldrig né tillbaka till vara ursprungliga punkter. Markera, férutom D sjélv, alla
punkter som vi kan na fran D genom nagot antal rotationer av D. Plocka nu bort D fran sféren.
Vad hédnder om vi nu tar alla markerade punkter och roterar tillbaka dem ett steg? Bland de
markerade punkterna forsvinner ingen punkt, for de punkter som roterats fyra ganger bildas pa
de som roterats tre ganger, de som roterats tre ganger bildas pa de som roterats tva ganger och
sa vidare. Daremot kommer D tillbaka som bilden av dem en gang roterade punkterna. Alltsa har
vi enbart genom rotation av en delmingd gjort om S2\ D till hela S?. Lat oss nu formalisera
argumentet.

Vi bérjar med att visa ett viktigt lemma som kommer behovas i beviset av svaga
Banach-Tarskis paradox. Fér detta behover vi foljande notation: om [ &r en linje, n &r ett heltal
och 6 ett reellt tal later vi [jj vara rotationen moturs kring [ med 6 grader utférd n ganger.

Lemma 3.8 (AC,). Lat D vara en uppriknelig delmdingd av S*. Da finns det en linje | genom
origo som ej skir D samt en vinkel ¥ sidan att lg(D) N D =0 for alla positiva heltal n.

Bewvis. For varje punkt i D finns exakt en linje genom origo som skir S? i denna punkt. Det finns
darfor uppréakneligt manga linjer genom origo som skér D, men Overuppréikneligt manga linjer
genom origo. Vi kan darfor vélja en linje [ genom origo som inte skir D. Vi skall hitta en vinkel 1
sidan att [} (D) N D = for alla n.

For alla x € D definiera méngden V, = {6 € [0,27) : I} (z) € D for nagot n > 0}. Notera att
for fixt « € D finns det for alla y € D som mest en vinkel § € [0,27) sadan att lg(x) = y. Om vi
dé har [f}(z) = y for nagon vinkel ¢ och nagot positivt heltal n maste ¢ = (6 + 27k)/n. Men det
finns bara uppriakneligt manga tal pa den formen, alltsa bidrar varje y € D som mest uppriakneligt
manga element till V,, for alla x € D. Eftersom D ocksa ar uppréknelig ser vi darfor att J, ., Va
ar en uppréknelig méngd. Intervallet [0, 27) &r 6verupprakneligt, sa vi drar slutsatsen att det finns
Y € 10,2m) \ U,ep Va- Enligt konstruktionen av V, far vi att om x € D giller [7}(z) ¢ D for alla
positiva heltal n, vilket bevisar lemmat. O

Proposition 3.9 (AC,,). Om D C S? dr uppriknelig sa dr S* \ D ~30(3) S2.

Beuvis. Enligt [Lemma 3.8/ kan vi vélja en linje [ och en vinkel ¢ sadan att l;Z(D) N D = { for alla
positiva heltal n. Bilda nu

D= {J (D) =1L (D)UZ(D) U...

n=1
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Applicera nu l;l pa D’ och notera att genom att i andra likheten distribuera l; ! Sver unionen och
i tredje likheten anvénda att [, &r bijektiv fas

,N(D) =1, (.. (D) U li(DgU z}/)(DP = (. ..z;lzg(z/))) UL, (I3(D) UL, (15,(D)) =
(... l5(D)Ul(D)uD)=D"UD.
Genom att anvinda detta faktum och i definitionen av ekvidekomponerbarhet sitta A; = S?\
(DU D) och Ay = D’ samt g; = e och gy = l;l far vi

S2\D=S8%\(D'UD)UD' = A; U A,
§% = (S?\(D'UD))U(D'UD) =eA Ul A,

och dérmed att S?\ D ~gos) S? vilket bevisar satsen. O

Vi ar nu redo att bevisa den svaga formuleringen av Banach-Tarskis paradox. Beviset foljer det
som ges i |22, Korollarium 3.11].

Sats 3.10 (Svaga Banach-Tarskis paradox (AC)). Varje klot i R? dr E(3)-paradozalt.

Bewvis. Vi kan utan inskrinkning anta att klotet #r B3, enhetsklotet centrerat i origo. Enligt
(Sats 3.1)), Hausdorffs Paradox, existerar det en uppriiknelig mingd D C S? sidan att S?\ D &r
SO(3)-paradoxal. Enligtgéiller det att S*\ D ~gos) S?, vilket enligt
medfor att dven S? dr SO(3)-paradoxal. Lat A,,...,A,, Bi,..., B, bevittna paradoxaliteten hos
S2. Bilda for alla heltal i = 1,...,n mingderna

A= U rA,,
re(0,1]
och bilda méngderna B;» pa motsvarande satt for alla j = 1,...,m. Det &r da enkelt att visa att

A} ... Al och B, ... Bl ger en paradoxal dekomposition av B3\ {0}. Alltsa har vi att B>\ {0}
ar SO(3)-paradoxal och dérmed dven E(3)-paradoxal.

Fér att avsluta beviset visar vi nu att B3\ {0} ~g() B®. Lat = (0,0, 1) och L vara en linje
som inte innehaller origo sa att z € L. Lat p vara en rotation av odndlig ordning kring L. Definiera
P ={p"(0) : n > 0}. Eftersom 0 ¢ p(P) och att p(P) C P, far vi att

B3=P U(B*\ P)~p(P) U(B*\P)=B*\{0}.
Satsens pastaende foljer nu fran O

Anmdrkning 3.11. Méngderna i den paradoxala uppdelningen av klotet i [Sats 3.10| kan inte vara
Lebesgue-mitbara. Vi antar motsatsen och vill nd en motsigelse. Enligt #ir enhetsklotet
E(3)-paradoxalt. Lat Ay,..., A, och By,...,B,, samt ¢1,...,g, och hy,..., h, bevittna denna
paradoxalitet. Genom monotonitet, &ndlig additivitet, isometri-invarians och subadditivitet far vi
att

G = w(B?) = Uiz, i) + wUfL, By) = 3000 w(Ai) + 207, ul(B)) =
= iy w(giAs) + 2000 (ki By) > (Ui gidi) + (UL, by Bj) = w(B®) + u(B®) = 5.

Alltsa drar vi slutsatsen att méngderna i uppdelningen inte &r Lebesgue-métbara.

Korollarium 3.12. Det finns inget dndligt additivt, isometri-invariant matt definierat pa alla
delméngder av R3.

Bevis. Foljer av samma argument som i anméarkningen ovan. O

Banach-Tarskis paradox bygger pa att SO(3) verkar paradoxalt pa S2. Enligt[Proposition 2.29|4r
SO(1) och SO(2), motsvarande grupper i R respektive R?, amenabla och kan alltsa enligt [Sats 3.10
inte verka paradoxalt pa ndgon méingd. Darmed finns ingen motsvarighet till Banach-Tarskis pa-
radox varken i R eller R?.
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3.3 Starka Banach-Tarskis paradox

Vi har nu visat det som &r allmént kéint som Banach-Tarskis paradox. Dock finns en betydligt
starkare formulering som foljer fran denna. For att visa denna definierar vi en ny relation baserad
pé ekvidekomponerbarhet som kommer att uppfylla alla kriterier fér att vara en partiell ordning.

Definition 3.13. Antag att G verkar pa en méngd X och att A och B &r delméngder till X.
Méngden A kallas G-delekvidekomponerbar till B, skrivet A <g B, om A ar G-ekvidekomponerbar
till en delméngd av B.

Proposition 3.14. Relationen <¢g dr reflexiv och transitiv.

Bevis. Lat A, B och C vara delméngder av en méngd X . Reflexivitet drvs av ~¢; eftersom ~q ar
reflexiv d&r A ~g A, och d& A C A har vi alltsa att A <g A.

For transitivitet, antag att A g B och B <¢ C. Lat B’ C B och 14t G-transformationen
f: A — B’ bevittna att A ¢ B. Definiera pa4 samma satt C’ och g : B — C' for B ¢ C. D&
ir f(A) = B, och da B’ ~g g(B’) enligt [Lemma 3.5#r f(A) ekvidekomponerbar till en delmiingd
av C. Vidare har vi enligt [Lemma 3.5( att A ~g f(A), s& transitiviteten hos ~¢ ger att A &r
ekvidekomponerbar till en delméngd av C'. Darmed ar A <g C. O

Vi ska nu bevisa att relationen < &ar antisymmetrisk.

Sats 3.15 (Banach-Schréder-Bernsteins sats). Antag att G verkar pa en mingd X samt att A och
B dr delmdngder till X. Om A ¢ B och B <g A, si dr A ~g B.

Bevis. Lat A och B vara som i formuleringen av satsen och lat A; C A och B; C B vara de
delmingder som B respektive A dr G-ekvidekomponerbara till. Enligt kan vi vilja G-
transformationer f : A — By och h : A} — B. Sétt Dy := A\ A; och definiera D,, 1 := h™1(f(Dy)).
Skapa nu D := J;7 ; D,,. Genom att betrakta Dy inser vi att h(A\ D) = h(A; \ D) och eftersom
h &r en bijektion har vi h(A; \ D) = h(A;) \ (D). En kort berékning som anviinder distributiva
lagen for bilden av unionen ger h(D) = f(D). Vi har nu h(A\ D) = h(A1) \ k(D) = B\ f(D),
vilket ger A\ D ~¢ B\ f(D). Eftersom f uppfyller forsta delen av|[Lemma 3.5 har vi D ~¢ f(D).

Beviset foljer nu av andra delen av som ger (A\D)UD ~¢ (B\ f(D))U f(D). Vi har
dd A ~¢ B. O

Notera att skillnaden i foljande korollarium jamfort med aratt AUB=D.

Korollarium 3.16. En mdngd D C X dr G-paradozal om och endast om det finns disjunkta
delmdngder A och B av D sddana att AUB =D och A~g D ~g B.

Bevis. Enligt galler det att D C X dr G-paradoxal om och endast om det finns
disjunkta delméngder A och B av D sddana att A ~g D ~g B. Lat A’ = D\ B, vi har da
att A C A’ vilket innebar att A <g A’. Vi har dven att A’ C D, alltsd att A’ < D. Eftersom
D ~g A har vi alltsd att A’ g A. Detta ger enligt Banach-Schroder-Bernsteins sats,
att A’ ~g A ~g D, vilket avslutar beviset ty A’ och B partitionerar D. O

Vi kan nu formulera och bevisa Banach-Tarskis starka paradox.

Sats 3.17 (Starka Banach-Tarskis paradox (AC)). Om A och B dr tvd begriansade delméngder av
R? med icke-tom interior sa dr A ~g3) B. Vidare dr A och B E(3)-paradozala.

Bevis. Lat A och B vara som i formuleringen. For att bevisa forsta delen av satsen réacker det
att visa att A g3 B ty via symmetri giller da &ven att B <) A och via Banach-
Schroder-Bernsteins sats, far vi att A ~g(3) B.

Eftersom A &ar begrinsad kan vi ta en boll By s& att A C Bj och eftersom B har icke-tom
interior kan vi ta en boll By sd att Bo C B. Vilj n € N sa att B; kan tédckas av n translaterade
kopior av By, detta d&r mojligt ty By &r begrdnsad. Beteckna unionen av dessa kopior S. Genom
att upprepat anvinda svaga Banach-Tarskis paradox, ser vi att By via translationer ir
ekvidekomponerbar till S, vilket speciellt implicerar att S <g(3) B2. Vidare dr By <g(3) S eftersom
B; C S. Vi far alltsa att

A C B1 Xg@3) S sg@3) B2 C B,
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vilket ger A <g(3) B. Sa forsta delen av satsen foljer enligt tidigare resonemang.

For andra delen av satsen, betrakta tva kopior av A separat fran varandra, vilket igen ar maojligt
ty A &r begrédnsad. Unionen av dessa tva &r ocksé en begrinsad méngd med icke-tom interiér och
ar darfor enligt tidigare resonemang E(3)-ekvidekomponerbar med A sjélv, vilket ger att A &r
E(3)-paradoxal enligt [Korollarium 3.16} O

4 Urvalsaxiom

I kapitel [3] har vi visat Banach-Tarskis paradox inom axiomsystemet Zermelo-Fraenkel tillsam-
mans med urvalsaxiomet, alltsd ZFC. Malet med detta kapitel &r att visa att det upprékneliga
urvalsaxiomet inte racker for att visa Banach-Tarskis paradox. Till detta &ndamal ska vi fortsétta
jobba med Zermelo-Fraenkels axiom ZF men byta ut urvalsaxiomet mot det s& kallade determinis-
maziomet Detta axiom motsiger urvalsaxiomet vilket vi kommer se d& vi visar att
under ZF med determinismaxiomet, vilket vi betecknar med ZF + AD, ar alla delméngder av R
Lebesgue-métbara. Genom att sedan bygga upp en modell av ZF 4+ AD, alltsa ett universum som
vi begrénsar matematiken till, kommer vi dnda fa det upprakneliga urvalsaxiomet. Inspirationen
till detta kommer fran Kechris [§]. Sammanlagt kommer dessa tva faktum ge oss en modell ddr det
upprékneliga urvalsaxiomet géller men inte Banach-Tarskis paradox.

Forstéaelse av detta kapitel underldttas av kunskap inom méngdteori. Notationsméssigt kommer
vi i detta kapitel beteckna de naturliga talen med w, vilket &r vanligt inom méngdteori. Om F' &r
en familj av méngder betecknar |J F' unionen av alla méngder déri. Vi betecknar méngden av alla
andliga delméngder av en mangd X med X <%. Vidare, om s ar en andlig sekvens av naturliga tal
med lingd n later vi [s] = {x € w*”|z|, = s} alltsa alla ofindliga sekvenser av naturliga tal vars
n forsta virden sammanfaller med s. Lésaren som vill se méngd- och matteoretiska definitioner

hénvisas till

4.1 Lebesgue-méatbarhet under determinismaxiomet

Nu infér vi grundliggande begrepp for sa kallade spel, som kommer vara centrala i detta kapitel.
For en mer detaljerad definition av spel se [24].

Definition 4.1. Lat médngden A C w®, ett spel G4 gar ut pa att tva spelare, spelare I och I1,
turas om att vélja ett naturligt tal. Kalla det n:te valet for spelare I och I for a, respektive b,,.
Om den resulterande sekvensen (ag, bo, a1, b1, . ..) ligger i A vinner spelare I, annars vinner spelare
I1. En strategi for spelare I (respektive IT) &r en funktion
o: U w* — w (respektive o : |J w?" ! — w)
new new

alltsd en funktion som givet en sekvens av jamn (respektive udda) lingd ger ett naturligt tal, tolkat
som spelarens respons till sin motstandares drag. Vi séiger att en sekvens = = (ag, bg, a1, . ..) f6ljer
en strategi o for spelare I om det {or alla n géller att a,, = o((ag, bo, . .. bn—1)), med en motsvarande
definition for spelare IT. For en strategi o definiera [o] : w¥ — w* enligt (apn)new — (0(an))new-
Givet ett spel G4 séger vi att en strategi o ar en vinnande strategi for spelare I respektive spelare
11 om varje sekvens som foljer o ligger i A respektive A°. Ett spel dér en vinnande strategi finns
kallas determinerat.

Vi kommer dven prata om spel mer generellt, dar spelarna istéllet véljer madngder som indexeras
av naturliga tal. Detta kommer inte orsaka problem, ty att vilja en sadan méngd &r ekvivalent
med att vilja det naturliga tal som indexerar den.

Definition 4.2. Determinismazxiomet ar pastaendet att alla ovan definierade spel &r determine-
rade. Vi forkortar detta som AD. Givet en icke-tom familj F = (F;);er av icke-tomma méangder
indexerad av en méngd I &r en wurvalsfunktion en funktion f : I — |JF sa att f(i) € F; for alla
i. Urvalsaziomet ar pastaendet att alla sadana familjer har en urvalsfunktion. Vi betecknar detta
med AC'. Begransningen av AC' till upprikneliga familjer betecknas AC,, och begrénsningen till
uppréikneliga familjer av reella tal betecknas AC, (R).
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Proposition 4.3. Antag ZF + AD dd gdller AC,(R).

Bevis. Lat F = (F,)ne. vara en uppriknelig samling av icke-tomma delméngder av R. Identifiera
w* med R, exempelvis genom att férst omvandla till binéra sekvenser och dérefter se dessa som
bindra expansioner av reella tal.

Vi definierar nu spelet Gp déir spelare I vinner om ag = k och (b, )new ligger i F. Formellt
definieras alltsd méngden P via w* 2 P = {x = (ag, bo, a1 ...) ‘ (bo,b1...) € F,y}. Vi har att det
finns minst ett element i Fj, sa spelare I kan inte garantera en vinst oavsett val av ag och har da
alltsd ingen vinnande strategi. Spelare I1 maste d& ha en vinnande strategi o enligt AD, och vi
far da en urvalsfunktion f pa F' genom f(n) = [0]((n,0,0,0,...)) O

Observera att vi inte har visat att ZF + AD medfor AC,,. For att fa AC,, fran AC,,(R) kommer
vi lagga till axiomet V = L(R) som ges i Vi fortsétter att arbeta med ZF + AD
ett tag till da dessa axiom &r tillrdckliga for att visa att Banach-Tarskis paradox inte haller.

Vi introducerar nu tva lemman som behdvs for att visa att AD medfor att alla delméngder av
R ar Lebesgue-métbara.

Lemma 4.4. Antag ZF + AD. Lat p,. och pu* beteckna det inre respektive yttre Lebesgue-mdattet.
Om det finns X C [0,1] som ej ar Lebesgue-mdtbar si finns M C [0,1] med p.(M) = 0 och
p (M) > 0.

Bevis. Lat m = p.(X). Fran definitionen av inre méatt far vi att det for varje r € QN (0, m] finns
nigon métbar mangd I C X med p(I) > m — r. Vilj med hjalp av AC,,(R), som vi har enligt
for varje sddant r en sddan méngd I,. Definiera
= U I
reQnN(0,m]

som d& ar métbar med I C X och u(I) > m — r for alla » > 0, s vi maste ha u(I) =

Lat nu M = X \ I. Fran egenskaperna for inre méatt far vi p.(X) > p. (M) + u*( ) och
eftersom p.(X) = p«(I) far vi pu (M) = 0. Vidare géller det att p*(X) < p*(M) + p*(I) s&
p* (X)) —p*(I) < pu*(M) och enligt antagandet att X inte dr métbar far vi p*(X) > p.(X) = p*(1)
(se vilket till sist ger 0 < p*(X) — p*(I) < p*(M). Alltsd har méngden M de

eftertraktade egenskaperna. O
Vi kommer dven behova f6ljande lemma fran [11].

Lemma 4.5. Antag ZF + AD. Om X C R ar sd att u(X) = 0 och vi har en foljd (e,)ne., med
€n >0 for allan och 3 €, < oo sd finns (Cp)ney, ddar

new

e Varje C,, dr en dndlig union av dppna intervall med rationella dndpunkter,
o for allan ar p(Cp) < €n,
e XC | C,.

new

Beuvis. Vi visar forst motsvarande pastaende men dér varje C), ar en union av slutna intervall med
godtyckliga dndpunkter. Eftersom p(X) = 0 kan vi tdcka X med slutna intervall (I,),ec. med

> nlln) = 3 en.

new new
Vi kan dérfor hitta n sddan att p(ly) + p(l1) + ... + p(lh—1) < €0 < p(lo) + p(I1) + ... + p(ly).
Vi delar nu upp I, i en vénsterhalva I,, och hogerhalva I, dar u(I,,) + u(I,,) = p(l,) och
€n = p(lo) + p(I1) + ... p(Ln=1) + p1(In,). Vi kan nu sétta

Cb::L)Uflu...Ulﬁ,1U]ﬁv

Denna process kan nu upprepas med intervallen I,,,, I, 11, ... for att skapa C), for varje n. Detta
visar lemmat fast for slutna intervall med godtyckliga d&ndpunkter. For fallet med 6ppna intervall
applicera metoden ovan med sekvensen (5 )ne.. For Cy, = I, ULy g1 U. ..Ul q déir I = [ay, b]
viljer vi 65, och dj, 1 (0, 5535 sddana att a; — d;, och bj + §;, &r ratlonella och sitter sedan
I} = (aj — dj,,bj + 0j,), vilket ger oss C, = I}, U1}, .y U... I ., och bevisar lemmat. O

7
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Vi har nu allt vi behover for att visa att alla delméngder av R &r métbara under AD.
Sats 4.6. Antag ZF + AD. Da dr alla delmdngder av R Lebesgue-mdtbara.

Bevis. Vi betraktar forst bara méngder i [0,1]. Antag att det finns en icke-métbar méngd, enligt
existerar da en annan méngd X C [0, 1] med p.(X) = 0 och p*(X) > 0. Lat ¢, vara
sadana att

26: 2", < %,u*(X)
ncw
och definiera C,, genom

k
Cn :={C C[0,1] | C = U (as,b;) for rationella a; och b;, k € w och u(C) < €}
i=1

Betrakta foljande spel: Spelare I spelar pa sin n:te tur ett intervall I, pa formen [ﬁ k'H] och
spelare I spelar pa sin n:te tur en méngd C,, dar C,, € C,. Spelare I vinner om
XnNIL.C U 0.
new new

Vi visar nu att spelare I inte kan ha en vinnande strategi i detta spel genom att forst anta att
spelare I har en vinnande strategi o. En stunds beténketid visar att om spelare I ska vinna maste
intervallen vara néstlade, alltsd att I, C I, for alla heltal n. Alltsd har vi en oédndlig foljd
av kompakta intervall vars langd halveras och det &r da vilkédnt fran analysen att deras snitt
innehaller exakt ett element x. Detta later oss tolka dragen som spelare I gor som element ur
{0,1}, dir 0 motsvarar férsta halvan av det forra intervallet och 1 andra halvan. Vi far darfor en
méngd W := {z € 2% | z fdljer o} i princip genom att identifiera tal i [0,1] med deras binira
expansioner. P4 motsvarande sétt kan vi definiera T som alla &ndliga sekvenser som kan uppsta
da spelare I spelar enligt o. For en dndlig sekvens s av lingd n motsvarar [s] en métbar delméngd
av [0, 1], ty om b(s) &r bindra expansionen som forst innehaller véirdena fran s och sedan nollor sa
motsvarar [s] intervallet [b(s),b(s) + 5ir]. Lat nu

U= U s
sET,|s|=n
vilket ger att
W= Uy,
necw

Eftersom varje [s] & métbar s& &r deras union métbar. Dérefter blir det upprikneliga snittet av
alla U, métbar, si W &r métbar. Dessutom maste (efter att aterigen identifiera till R) W C X
och eftersom p,(X) = 0 far vi att p(WW) = 0. Enligt kan vi da técka W med (Cp)new
dar C,, € C, for alla heltal n. Men detta dr da en sekvens som spelare 11 kan spela och técker hela
W, s& om spelare 11 spelar denna kommer spelare I1 att vinna. Alltsd kan spelare I inte ha en
vinnande strategi.

Eftersom spelare I inte kan ha en vinnande strategi maste spelare I ha en vinnande strategi o
enligt AD. Notera nu att vid det n:te steget har spelare I exakt 2™ mojliga drag. Eftersom o ar en
vinnande strategi ger den for varje sddant drag I, en strategiskt korrekt respons C,,. Vi kan darfor
skapa D,, := {C,, € C, ’ C,, strategiskt korrekt respons till I,, enligt o}. Méngden D,, innehaller
precis de 2" stycken element som spelare I1 kan svara pa drag n. Spelare I kan spela sina intervall
for att inkapsla vilket « € [0, 1] som helst, s& det maste gélla att

Xc U ub,

new

vilket ger
pr(X) < p(U UDy)

new

men vi har ocksa

p( U UDy,) < 37 2%,

new new
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eftersom det finns exakt 2" element i D,, och varje sadant &ven ligger i C,,. Fran definitionen av €,
far vi nu att

p(U UDy) < 5p%(X)

vilket ar en motsigelse eftersom p*(X) > 0. Alltsd méaste vart antagande vara fel, det kan inte
finnas négon ométbar méngd i [0, 1].

Till sist betraktar vi méngder i R. Det ar klart att vart argument dven géller for andra intervall
[n,n + 1]. Om det fanns en ométbar méngd M € R kan vi skriva

M=UU Mnn,n+1]
ne”Z

déar minst en av mangderna i unionen maste vara oméatbar. Men detta ar omdjligt enligt ovanstaende
argument, alltsd kan M ej vara ométbar. O

Notera att ovanstédende bevis inte demonstrerar att de méngder som vanligtvis dr oméatbara
under AC far ett rimligt matt under AD. Det visar istéllet att ométbara mingder inte egentligen
ar méngder under ZF + AD.

Intuitivt kan man ténka sig att om alla delméngder av R ar Lebesgue-métbara sa ar aven alla
delméngder av R™ Lebesgue-métbara. Detta dr dven fallet, se [22, Sida 296]. Banach-Tarskis pa-
radox uppstar eftersom enhetsbollen delas upp i delar som ej &r métbara. Nar dessa delar roteras,
translateras och slutligen sammanfogas behdver darfor inte mattet bevaras. Pa grund av ovansta-
ende resonemang existerar inte sddana uppdelningar under AD, si varje uppdelning méaste besta
av métbara mangder vars matt forblir invariant. Alltsi kan vi under AD inte gora om enhetsbollen
till tva kopior av sig sjilv enbart via rotation och translation.

4.2 Upprakneliga urvalsaxiomet

Malet med detta delkapitel &r att konstruera en modell dir AC,, géller men inte Banach-Tarskis
paradox. Vi har fran forra delkapitlet att ZF + AD ger AC,(R) och att Banach-Tarskis paradox
inte géller. Nu skall vi forstarka AC,(R) till AC,, genom att lagga till ytterligare ett axiom. Till
detta &ndamal kommer vi behova féljande lemma.

Lemma 4.7 (ZF). |R| = [R<¥|.

Bevis. Notera forst att det finns en injektion f : R — R<% via z + {x}. Vi identifierar aterigen
reella tal i [0, 1] med deras binéira expansion, dir =™ blir det n:te talet i den binéira expansionen av
x. For att sékerstélla unikhet stipulerar vi att bindra expansionen inte far sluta i en oédndlig f6ljd
av l:or. For varje n € w definiera R,, := {A C R ‘ |A] = n}. Ordna varje M € R,, storleksméssigt
och definiera f, : R, — [0,1) enligt {z1,22,...,2,} — O.ziz}...zizizdzd. ... Vi sammanflitar
alltsa den bindra expansionen av talen i var givna méangd for att fa ett reellt tal. Denna funktion
ar tydligt injektiv, ty tva olika mangder av storlek n maste skiljas at pa nagot element vars binéra
expansion darfor skiljer sig &t vid nigot index. Vi kan sedan definiera f : R<*¥ — R genom
f(A) = |A| + fia/(A) vilket da blir en injektion. Vi har alltsa en injektion at bada hall och enligt
Schroder-Bernsteins sats [26] (utan AC) finns da en bijektion mellan dem. O

Innan vi kan fortsdtta behover vi introducera det s& kallade Von Neumann-universumet med
hjélp av ZF. Forst maste vi infora en beteckning for klassen av ordinaltal. Lasaren som vill

dubbelkolla vissa definitioner hinvisas aterigen till

Definition 4.8. Med ORD betecknar vi den #kta klassen av alla ordinaltal. Se eller
[10] for mer detaljer.
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Definition 4.9 (Von Neumann-universumet).
o Vo =0,
e Vo1 =P(V,) for alla ordinaltal o,

e om A ir ett gransordinaltal ar V\ = |J V4,
a<A

e V= U V.
ac€ORD

Alla steg i konstruktionen &r transitiva méngder, och det gar att tolka V' som universumet dér
matematiken utspelar sig. Relevant for vart arbete &r just V11 = P(V,,). Specifikt kommer vi
behéva det faktum, som &r enkelt att visa men som vi uteldmnar, att det finns en bijektion mellan
V41 och R. For att nu definiera axiomet V' = L(R) kommer vi bygga upp den dkta klassen L(R)
i liknande stil med V' men med inspiration fran Goédels konstruerbara universum L, se [25]. Forst
behover vi en till definition.

Definition 4.10. For en méngd X och en forsta-ordningens méngdteoretisk formel ¢(aq, ..., a,)
skriver vi X = ¢(aq,...,a,) om ¢(ay,...,a,) ar sant d& alla kvantorer i ¢ begrinsas till X. En
méngd Y C X ségs vara definierbar frain X om Y = {x € X | X E ¢(z,a1,...,a,)} for ndgon
férsta-ordningens formel ¢. Vi infor &ven beteckningen Def(X) := {Y C X | Y definierbar fran X}.

Definition 4.11. Vi definierar L(R) med hjélp av f6ljande transfinitrekursiva formel
L4 LO(R) =Vom1
o Lot1(R) = Def(Ly(R))

e Om A ér ett gransordinaltal si sitter vi Ly(R) = |J La(R)
a<A

e L(R) = G%RDLQ(R)

For en given mingd X € L(R) skriver vi rank(X) som det forsta ordinaltalet s& att X dyker upp
i konstruktionen.

Anmdrkning 4.12. Bassteget &r V,,+1 och inte R, detta for att vi vill bérja med en transitiv mangd
som anda ar i bijektion med de reella talen.

Definition 4.13. Axiomet V = L(R) séiger att alla méngder som kan betraktas ligger i L(R).

L(R) &r en sa kallad inre modell av ZF 4+ AD. Vi gar inte in pa detaljerna av vad detta
innebér eller teorin och antagandena bakom detta och konstaterar helt enkelt att antagandet
ZF 4+ AD +V = L(R) inte &r problematiskt for vara syften.

Proposition 4.14. Antag ZF + AC,,(R) +V = L(R). Dé gdller AC,,.

Bevis. Vivill forst identifiera element i L(R) med reella tal. Mer specifikt vill vi fér varje ordinaltal
a kunna skapa en funktion f : wxR — L,(R). Notera att en forsta ordningens logisk formel ¢ alltid
ar dndligt lang och for varje position finns dndligt manga symboler att vdlja mellan. Alltsa kan vi
indexera dessa formler med naturliga tal som (¢,,)ney. Definiera nu F' : ORD x w x R<% — L(R)
enligt

F(o,n,{z1,22,...,2m}) = {S € La(R) | La(R) £ ¢n(S,z1,32,. .., 2m)}

dér vi i steg 0 6vergar fran V11 till R via den tidigare ndmnda bijektionen. Enligt definitionen av
L(R) ar detta darfor en surjektion. Notera det rekursiva i denna definition, ett element i L, (R)
definieras vanligtvis med parametrar fran tidigare rangen i hierarkin, men vi behéver har endast
anvianda &ndligt manga reella tal som parametrar ty elementen i tidigare ranger har redan iden-
tifierats med reella tal via F. Notera vidare att d&ven om F just nu ar en klassfunktion ar F' for
fixt o en vanlig funktion, som dessutom #r definierbar. Enligt finns en bijektion mellan
R och R<“. Anvander vi denna identifikation i ' kan vi tolka F' som en funktion definierad pa
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ORD x w x R och sedan sammanfatta resultatet ovan pa foljande sétt: For varje X € L(R) finns
en surjektion fran w x R — X, som fas genom att fixera o > rank(X) och betrakta F' for detta «.
For mer detaljer se [4][15]|17].

Med hjilp av detta visar vi nu AC,, i L(R), dir AC,,(R) antas kint. Vi betraktar en uppriknelig
familj F' = (F,)new- Fallet d& F dr dndligt &r trivialt s antag att det finns en bijektion b : w — F'.
Eftersom |J F' € L(R) kan vi enligt ovan hitta en surjektion f:w xR — |JF. For n € w, lat

ap = min{a € w } Ff{a} xR)Nnb(n) #£ 0}
X,={zeR | flan,z) € b(n)}.

Vi erhaller nu en uppriknelig samling X,, av delméngder av R. Enligt AC,,(R) finns en urvalsfunk-
tion

g:w— U X,

new

sa att g(n) € F, for alla naturliga tal n. Definiera h : w — |J F' enligt n — f(an, h(n)) vilket &r
precis en urvalsfunktion pa F', som Onskat. O

Sats 4.15. Inom ZF + AD +V = L(R) hdller AC,, men inte Banach-Tarskis paradoz.

Bevis. Vianvéinder oss nu av ZF+AD+V = L(R). Eftersom vi har ZF+ AD har vi AC,,(R) enligt
[Proposition 4.3|och enligt[Proposition 4.14] har vi att AC,,(R) tillsammans med V = L(R) ger AC,,.
Fran har vi att alla delméngder av R &r Lebesgue-métbara vilket enligt kommentaren efter
ger att Banach-Tarskis paradox inte haller. O

Virt att notera ar att det finns andra méngdteoretiska modeller dar AC,, haller och alla del-
méngder av R dr Lebesgue-métbara. Ett exempel pa en sidan &r Solovays modell, [18, Kapitel
8].

Korollarium 4.16. Banach-Tarskis paradox dr inte en foljd av ZF + AC,,.

Bevis. For att visa korollariet riacker det att hitta en modell dir ZF och AC,, haller samt att
Banach-Tarskis paradox inte haller. Ett exempel pa en sddan modell &r ZF + AD +V = L(R) som

uppfyller kraven enligt O
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A Komplement till kapitel [2, amenabla och paradoxala grup-
per

A.1 Halls sats
Malet med [Appendix A.l| &r att bevisa Halls (1 till 1)-matchning, i den form som

anvinds for att bevisa Tarskis sats. Vi visar forst satsen i dess ursprungliga form for att
sedan motivera den form vi anvinder. For att bevisa satsen har vi dven tva lemman. Philip Hall
[6] bevisade foljande sats, vars formulering &r tagen fran [16].

Sats A.1 (Halls sats). Lit A = (A,)yen vara en dndlig familj av mangder indexerad av en méngd
N. Antag att for varje delmingd M av N gdller

U Aufz M),

veEM

dir |A| betecknar kardinaliteten av A. Dé dr det majligt att bestamma, for varje v € N, ett element
Ty av Ay, sadan att x, # x, dd p # v.

Juschenkos |7, Sats A.16| grafteoretiska formulering (i var text [Lemma 2.9) av [Sats A.l| &r
istallet fallet da NV tillats vara godtycklig och da A, ar dndliga. Det ar sarskilt viktig att N och
A, ér sadana eftersom det dr antaganden i beviset av Tarskis sats. Juschenko bevisar
med hjilp av ett kompakthetsargument byggt pa Tychonoffs satsﬂ Med anledning av att
vi vill undvika topologiska argument foljer vi istdllet ett argument av Richard Rado [16] baserat
pa Halls originella formulering.

Definition A.2. Lat N vara en godtycklig méngd och 14t (A,),en vara en indezerad familj av
méngder. Vi séger att (A,)yen ar representerbar om det finns en injektiv avbildning

z: N — UA” sa att x(v) € A, forallave N.
veEN

Vi séiger da att x, &r en representation av den indexerade familjen (A, )yen.

Definition A.3 (Halls villkor). Den indexerade familjen (A, ),en uppfyller Halls villkor om for
varje andlig méngd M C N giller olikheten

JUR

veEM

> |M|.

For att bevisa Halls sats for godtyckligt N behover vi tva lemman, varav det forsta &r Zorns
lemma. For att forenkla notationen later vi (A,)yen + (B) beteckna ett system av méngder besta-
ende av A, for alla v € N och méngden B. Det kan alltsi ldsas {4, }yen U B. For M C N skriver
viocksd S(M) = | A,.

veEM

Lemma A.4 (Zorns lemma). Lit X vara en partiellt ordnad mangd. Antag att varje kedjaY C X
har en majorant x € X. Da innehdller X ett maximalt element.

Zorns lemma bevisas inte hér, da det aterfinns i manga standardverk inom méngdléara och
funktionalanalys. For en utforlig genomgang, se till exempel beviset av Koji Nuida [14] eller beviset
av Jinpeng An [1].

Lemma A.5. Lit systemet (Ay,)venr samt B uppfylla Halls villkor. Dé gdller
(i) Om |B| > 2 finns x € B sadant att (Ay)venm + (B \ {z}) uppfyller Halls krav.
(i) Om |B| ar dandligt finns & € B sddan att (Ay)vem + ({€}) uppfyller Halls krav.

Endast ar nodvandig for att bevisa Halls sats. Det dr ddremot enklare att visa varur
foljer omedelbart.

3En godtycklig produkt av kompakta méngder #r kompakta med produkttopologin [12].




Bevis av[Lemma A0 Vilj tva skilda element xg,z; € B. Anta, for motsigelse, att varken z eller
x1 kan véljas som z. D4 finns for varje A € {0,1} en dndlig méngd M, C M sadan att

|P)\| < |M)\|, dar P)\:S(M,\) U (B\{SL’)\})
Da far vi
|Mo| + |Mi] > |Po| + |P1| = |[Po U Pri| + [P N Py

> |S(Mo U M) U B| + |S(My N M)
> |MoU M|+ 1+ |Myn M| =|Mo|+ | M|+ 1,

vilket 4r en motséigelse. Alltsd kan antingen xq eller x; véljas som x, och (i) &r bevisat.
Vidare f6ljer (ii) genom att tillampa (i) |B| — 1 ganger. O

Sats A.6 (Halls sats for godtyckligt N). Ldt (A,)ven vara en indexerad familj ddr varje A, ar
dndlig, och antag att Halls villkor dr uppfyllt. Da dr (Ay)ven representerbar.

Bevis. Lat Q vara méngden av alla system (B,),en sddana att B, C A, {or varje v € N och
att systemet (B,),en uppfyller Halls villkor. Pastéendet i satsen séger att det finns ett system
(By)ven € Q2 saddan att |B,| =1 for alla v € N. Vi definierar en partiell ordning < pa €2 som

(B,)ven < (B))ven, om ochendast om, B, C B, foralla ve N.

Eftersom varje A, &r &ndlig, och Halls villkor endast testas pa &ndliga delméngder, kan Zorns
lemma tillimpas pa (Q, <). Dérigenom erhélls ett minimalt element i w, kalla det (B™™).

Om det minimala elementen innehaller mer &n ett element valjer ett enda element
€ s& att ersiittningen (B™") — ¢ fortfarande uppfyller Halls villkor. Det nya systemet ligger
i Q #r strikt mindre, ett brott mot minimaliteten, varfér [(B™")| = 1 for alla v.

O

Vi kan nu anvénda detta resultat for att visa Halls (1 till n)-matchning, i var text [Lemma 2.10)
Vi paminner ldsaren om formuleringarna s& som de férekommer i kapitel

Anmdrkning A.7. Formuleringen av kan visas vara ekvivalent till Om 7T =

(A, B, K) ar en bipartit graf, 1at vinster sida vara index méngden A := N och 1at hoger sidan vara
unionen B := U,en Ay, och rita en kant (v, z) € K exakt da x € A,.

Lemma A.8 (Halls (1 till 1)-matchning). Lat T = (A, B, K) vara en bipartit graf ddr mdingden K
innehaller kanterna mellan nodmdngderna A och B. Antag att graden av varje nod i A dr dndlig,
och att vi for varje dndlig mangd D C A har att

IN(D)| > |D].
D¢ finns det en injektiv avbildning i : A — B sddan att
(a,i(a)) € K for alla a € A.

Lemma A.9 (Halls (1 till n)-matchning). Ldt ' = (A, B, K) vara en bipartit graf ddr mdngden
K innehdller kanterna mellan nodmdngderna A och B. Lat n € N och antag att graden av varje
nod i A ar dndlig. Antag vidare att for varje dndlig mangd D C A har vi att

IN(D)| = n|D|. (4)

Da finns det injektiva avbildningar iy, ...,1, : A — B med parvis disjunkta vardemdangder sidana
att
(a,i1(a)) € K for allaa€e A och1 <1 <n.

Bevis. Haller pastaendet for en enkel graf I' fortsdtter det att halla d&ven om vi skulle ldgga till
dubbletter av kanter mellan noder i I'. Vidare, om en graf som inte &r enkel uppfyller kraven
i lemmat méste den innehalla en enkel delgraf som ocksa uppfyller kravet. Detta beror pa att
maste gilla for alla &ndligan méngder D C A, sa speciellt géller det for varje a € A att
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|IN({a})| > n|{a}| = n. Alltsd maste varje nod a vara ansluten till &tminstone n olika noder i B,
s& tar vi bort alla dubbletter av kanter har vi kvar en enkel graf som uppfyller kravet. Ddrmed kan
vi utan inskrankning anta att I' ar enkel.

Lat darfor T vara som i samt enkel. Om n = 1 kan vi direkt applicera
och vi &r klara. Antag darfor att n > 1. Enligt antagande har vi for varje dndlig méngd D C A
att [N(D)| > n|D| > |D|. Alltsa uppfyller T kraven i [Lemma 2.9] och vi kan med i; beteckna en
sadan avbildning lemmat garanterar existerar. Tar vi for varje a € A bort kanten (a,41(a)) fran K
kommer vi for varje dndlig mdngd D C A ha tagit bort |D| kanter fran noderna i D till noder i
B. Kvar har vi alltsad |N(D)| — |D| > n|D| — |D| = (n — 1)|D| kanter fran noderna i D till noder
i B. Var nya graf uppfyller alltsa kraven i [Lemma 2.9 och vi kan dérmed lata iy vara en sadan
avbildning lemmat garanterar existerar. Eftersom I' &r enkel kan det for alla a € A som mest finnas
en kant mellan a och i;(a), och d& vi tog bort denna kant tidigare finns den inte lingre kvar i K.
Da garanterar att io dr sddan att (a,iz(a)) € K maste alltsd iz2(a) # i1(a) for alla
a € A, sa ’Ll(A) n ’LQ(A) = 0.

Vi kan gora samma process n ganger om och kommer da att fa de n stycken énskade avbild-
ningarna. O

A.2 Bevis av [Lemma 2.30

Detta lemma anvénds i [Proposition 2.31] som siger att SO(3) har en delgrupp isomorf med Fo,
och ar viktigt for ldsaren som vill vara siker pa att SO(3), som bevarar langd, 4r paradoxal.

Lemma A.10. Ldt ¢ och ¢ vara medurs rotationer i R? runt x-azeln respektive z-azeln med vin-
keln arccos(%). Antag att w dr ett icke-trivialt reducerat ord som bestar av bokstdver ur mdng-
den {¢,, 71,971} och som slutar med 1 eller v»~1. Dd kommer w(1,0,0) vara pi formen

(a,bv/2,¢)/3F dir a,b,c och k dr heltal och b # 0.

Bevis. Beviset #r baserat pa [23, sida 15-16]. Lemmat kommer bevisas med induktion pa langden
av w. Matriserna for ¢*! och ¢! ar

L0 0 PR o
+1 _ 1 2v2 +1 _ 2v/2 1
¢ 0 3f¢3,w +2¢2 1 0]
0 +22 1 0 0 1

Forst vill vi visa att a, b och ¢ ar heltal och sedan att b aldrig dr delbart med tre, da &r b specifikt
inte noll. Lat w vara som i lemmats formulering. Om w har lingd ett sa dr w = *! vilket efter
en applikation av rotationsmatrisen ger

w(1,0,0) = (1,£2v/2,)/3

som bevisar basfallet. Antag nu att alla ord w’ av lingd k — 1 #r pa formen (a’,b'v/2,¢'), dir
(a’,b', ") uppfyller lemmat och lat w ha lingd k. Da ir w = ¢*'w’ eller w = p*'w’. Forsta fallet

o’ = (3d/, (b F 2¢)V2, £4b + ) /3%,
da #r a = 3a’,b = b F 2¢/ och ¢ = +4b + ¢ heltal och w = (a,bv/2,¢)/3F. Andra fallet
Y = (o AV, (£2d" +V)V2,3¢) /3%,

da dr a = a/ F4b',b = +2a' + V', c = 3¢ heltal och w = (a,bv/2,c)/3*. Detta visar att a, b, c alltid
ar heltal.
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For att visa att b inte ar delbart med tre finns det fyra fall att betrakta
1. w= pElgtly,
2. w = ¢tlyEly,
3. w = Elygtly,
4 w= ¢tlgtly,

dar v ar nagot ord. I de tva forsta fallen far vi med hjalp av likheterna ovan antingen att b = b’ +2¢/
dar 3| ¢ eller b=V £2a’ dér 3| a/. Detta tillsammans med att b’ dr inte delbart med tre enligt
induktionsantagandet ger att b inte ar delbart med tre i dessa fallen. Antag nu att a”,d”,c" ar
heltalen fran v(1,0,0), notera att b dr noll om v dr identitets ordet vilket uppstar om w har langd
tva. Det tredje fallet ger da

b=b +2a' = +2(a” FA") =V + 1" +£2d" — 9 =20 — 9’

s& b ar inte delbart med tre, ty 20" ar ej delbart med tre och 90" ar delbart med tre. Fjarde fallet
ger
b=bFc2' =V F2(" £4") =V +b" F2 — 9" =2 — 9"

som visar att b aldrig &r delbar med tre och da specifikt inte noll s& lemmat &r nu bevisat. O

A.3 Utvidgningar

Syftet med detta delkapitel ér att introducera en ekvivalent definition av amenabilitet till
som istillet anvinder begreppet invariant medelvirde. Det #r sirskilt anvindbart for
att det tillater oss att enklare visa att en storre klass av grupper dr amenabla férutom de som
visats i kapitel [2l Vi kommer specifikt visa att utvidgningar av uppriakneliga amenabla grupper ar
amenabla.

Definition A.11 (kort exakt fljd). En 5ljd av grupphomomorfier

0— A5B 20 0

kallas kort ezakt om
(i) « &r injektiv,

(ii) B &r surjektiv,
(iii) ima = ker 5.

Vi kan ocksé tolka en kort exakt foljd som att bilden av varje homomorfi &r kidrnan av den
nistkommande. Det vill siga att A &r en normal delgrupp i B och att kvotgruppen B/A &r
isomorf med C'.

Definition A.12 (grupputvidgning). Om
0—4%BLc o

ar en kort exakt foljd sdger man att B dr en utvidgning av C' med A.
Man skriver ofta att C' utvidgas av A genom B.

Definition A.13 (invariant medelvirde). Lat G vara en grupp. Ett invariant medelvirde péa
Banach-rummet av reellvirda funktioner, £>°(G), &r en linjar funktional

L:0®(G) — R

som uppfyller
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(i) (positivitet och normalisering)
L1)=1,  fz20 = L(f) 20.

Eller ekvivalent
inf f < L(f) < supf for alla f € £>(G).

(ii) (vAnster—invarians)
L(tyf) = L(f) for alla g € G och f € £°(G),
dér (7o f)(x) = f(g~"x).

Anmdérkning A.14. Vi talar ibland om att ett invariant medelvirde dr av formen vénsterinvari-
ant eller hogerinvariant. Det definieras i den uppenbara meningen. Vad géller var diskussion av
amenabla grupper ar det ldtt att visa att det betyder samma sak, varfor vi ibland skriver vinsterin-
variant medelvirde och ibland bara invariant medelvirde. Daremot ar det inte sant for topologiska
grupper, detta diskuteras i Cornulier och de la Harpe [3| Kapitel 4].

Sats A.15. En grupp G dr amenabel om och endast om det existerar ett invariant medelvirde L
pd £ (G).

Bevis. Antag att L ar ett invariant medelviarde pa ¢*°(G). For varje mingd A C G, definiera

u(A) = L(xa),

dar x4 &r indikatorfunktionen for A. Eftersom L &r linjdr, positivt och normaliserad foljer att
m &ar ett vinsterinvariant, dndligt additivt sannolikhetsmétt pa G. Alltsd &r G amenabel enligt
Antag istiillet att G 4r amenabel och att u ir ett viinsterinvariant, #indligt additivt
sannolikhetsmatt pa G. Definiera da L(f) := [, f du. Da &r L en linjér, positiv och normaliserad
funktional pa ¢>°(G), som dessutom &r vénsterinvariant. O

Proposition A.16. Utvidgningar av upprikneliga amenabla grupper ar amenabla. Det vill siga
om figuren i[Definition A.11| dr en kort exakt foljd och om A, B och C dar upprikneliga och A och
C dar amenabla sa ar B amenabel.

Foljande bevis &r baserat pa det av Tao |20] och Juschenko [7, sida 16-17].

Bewvis utvidgningar. Vi borjar med att definiera invarianta medelvirden pa A respektive C' som
Aa (A =R Ac  2°(C) = R.

Definiera nu funktionalen Ap : £*°(B) — R med regeln Ap(f) := A¢(F) dér F' : C — R #&r
definierad som

F(zA) := Aa(f(za))

for alla sidoklasser xA. Méark vil att val av sidoklassrepresentant dr irrelevant. Det aterstar att
visa Ap ar ett invariant medelvarde.

(i) linjdritet Ap ar uppenbarligen linjar ty A4, Ac och avbildningen f +— F' &r linjéra.

(ii) positivitet f > 0da foljer det att Fi(x A) = Aa(f(za)) > 0ty A4 dr ett invariant medelvérde.
Positivitet foljer fran detta.

(iii) normalisering Lat f(z) = 1, for alla x € B. Da &r F(zA) = Aa(f(za)) = f(xa) = 1. Det
foljer att Ag(l) = Ac(F) =1

(iv) invariant Fixera b € B och f € ¢>°(B). Vi maste visa att
As(nf) = As(f),
dir (mf)(x) = f(b"2).



Lat F': C' — R definieras for varje sidoklass av A som
F(zA) = Aa(f(za)).
Definiera pa motsvarande sétt F : C — R som
P(aA) = Aa(nf)(@a) = Aa(f(b~ wa))
Eftersom b~1za = (b~ 'x) a, far vi att
F(zA) = Aa(f((b"'w)a) = F(b~ 'z A) = (1, F)(zA),
dir b =bA e C.

Slutligen, eftersom Ao vénster invariant, f6ljer

AB(Tof) = Ac(F) = Ac(pF) = Ac(F) = Ap(f). O

B Kompletterande teori

Vi ger forst de mest grundldggande definitionerna inom métteori.

Definition B.1. En sigma-algebra 6ver en méngd X &r en samling o av delméngder av X sadan
att

e Xcoocheo

e Aco — A°co

o0
e A, coforallaneN = |J 4, €o.

n=0

Definition B.2. Ett mdtt pa en mingd X med tillhérande sigma-algebra o &r en funktion g :
o — [0, 00] sddan att

o 1(0)=0

e Om (Ap)nen ar en samling disjunkta méngder ur o sa ar pu( U An) = > u(4y).
0 n=0

Elementen i o kallas d& p-métbara.
Definition B.3. For ett intervall I = (a,b) C R definiera |I| = b — a. Det yttre Lebesque-mdttet
p* : P(R) — [0,00] pd R definieras genom

p*(X) :=1inf{ > |I.||(In)nen Oppna intervall och X C (J I,}.
n=0

n=0

Samlingen ¢ := {F C R|for alla A C R giller u*(A) = p*(AN E) + p*(AN E)} bildar en
sigma-algebra och begransningen av p* till o betecknas p och kallas Lebesgue-mdttet. Elementen i
o kallas Lebesgue-métbara. Det inre Lebesgue-mittet p, definieras som p.(A) = sup{u(M)| M C
A, M Lebesgue-métbar}.

Man kan visa att det yttre Lebesgue-mattet ar subadditivt, alltsa
(oo} [e.e]
(U An) < 30 p(An)
n=0 n=0
for alla A, C R. Tvartom &r det inre Lebesgue-méattet superadditivt,

mg%mgw%>
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for alla A,, C R. Vidare géller generellt att en méngd dr Lebesgue-métbar om och endast om dess
inre och yttre métt sammanfaller. Se [19] f6r vidare ldsning.

Vi definierar &ven nagra mangdteoretiska begrepp som de flesta matematikstudenter pa kandi-
datniva inte stott pa.

Definition B.4. En méngd M &r transitiv om for alla x € M giller z C M.

Transitiva méngder ar viktiga for att bygga upp modeller av axiomsystem.
Mycket inom méngdteori bygger pa ordinaltal, varfor vi definierar dem hér.

Definition B.5. En méngd « ir ett ordinaltal om den dr strikt viilordnad av relationen € (méngd-
medlemskap) och &r transitiv. Ett ordinaltal kan under denna definition ses som méngden av alla
foregdende ordinaltal. For ett ordinaltal a definieras dess efterféljare o + 1 som a U {a}.

Exempel B.6. Definiera 0 = (), genom att direfter beteckna med 1 efterfoljaren till 0, med 2
efterfoljaren till 1 och s& vidare kan vi méngdteoretiskt konstruera de naturliga talen. Dessa blir
da ordinaltal.

Definition B.7. Om det for ett givet ordinaltal « finns ett ordinaltal 8 s& att a = 5 + 1 kallas
a ett foljarordinaltal. Om ett ordinaltal inte &r ett foljarordinaltal och inte &r 0 kallas det ett
gransordinaltal.

Sist definierar vi &ven begreppet klass, som en generalisering av méangdbegreppet.

Definition B.8. En klass dr en samling av alla méngder x som uppfyller ¢(z), for nigot forsta
ordningens pastaende ¢. Notera att alla mingder &r klasser men det finns klasser som inte ar
méangder. En klass som inte dr en méngd kallas en dkta klass. En klassfunktion &r en funktion som
ar en dkta klass.
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