Néigra ord om den analytiska geometrm
: och undervisningen diiri.

Den analytiska geometrin 4r i vara skolor ett full-

komligt nytt fack, och det &r darfor intet att forundra sig
ofver, om ofta &fven gamla rutinerade lirare stundom sta
handfallna och hafva svart att pa ett klart sitt bibringa
lirjungarna just de grundliggande principerna i denna veten-

-skap, om ocksé dessa principer frin deras universitetstid std
‘klara nog for dem gjilfva. Dértill kommer, att 1 vra van-

liga larobocker just dessa grundliggande satser behandlas
synnerligen kort, och s& att séga trida i skuggan for de
ménga speciela satserna och tillAmppingarna. *

Det har #fven ofta intraffat i forfattarens praktik, att
elever, som négot s nér kunnat reda sig med ett vanligt
problem ur -denna vetenskap, likvil stitt handfallna vid en
sadan fraga som: “hvad vill det siga, att en viss ekvation
forestiller en kurva?“ eller “hvarfor forestéller i allménhet
ett system af tvh ekvationer mellan tvinne obekanta en
punkt ?¢

Det #r dérfor undertecknads mening, att i denna upp-
sats, utan att inldta sig pd nagra detaljer, hvilka finnas till-
rickligt utforda i alla lirobdcker, redogora for den metod,
som han pligar anvinda for att f& eleven att erhdlla en
riktig och klar forestillning om den analytiska geometrins
grundbegrepp; och #ro dessa en ging ritt fattade, s& tro vi
att svarigheterna af allt det dfriga skall reducera sig till en
ren obetydlighet i jamforelse med hvad de #ro for den elev,
af hvilken grunderna &ro vagt och obestimdt fattade.

Likasom i allmfinhet studiet af den analytiska geome-
tring grunder hilst bor gd hand i hand med studiet af diffe-
rentialkalkylens forsta begrepp, s& vore det mig en stor
littnad om jag finge fGrutsatta, att ldsaren af denna lilla
uppsats forut hade tagit kinnedom om en for egdende: “Om
det oéndligt stora och det odndligt lilla“ (Ped. Tidskr. 1882
sid. 857—3870); men d& vl detta i allménhet ej torde kunna
forutsittas, s skall jag bemoda mig om att sd litet som

. * Sedan denna uppsats skrefs, har i bokhandeln utkommit en ny
svensk lirobok 1 detta #mme: Liirobok i plan analytisk geometri af lektor
M. Falk, hvilken mahinda ndgot utforligare &n vanhgt i kapitlet “om
geometmska, orter* behandlar dessa grunder. Dock sioker den ej abt i
sammanhang hirmed tydligt definiera variabelbegreppet och betrakta
koordinaterna framfor allt frin synpunkten af variabler, hvilket just &r
hufyudtanken i foreliggande uppsats.

Pedagogisk Tidskrift. ' ' 1

.




il

|

98 Nagra ord om den analytiska geometrin.

mojligt hanvisa dértill, och Ater upptaga definitioner som
dar aro gifna.

Om vi st vid kanten af en fyrkantig, ritvinklig damm
och skola beskrifva, pa hvilken punkt af denna damm ett litet
foremal sjunkit, s& kunna vi diérvid gi till viga pad ménga
olika siitt: vi kunna t. ex. utpeka en punkt p& stranden
och siga: “midt for denna punkt si och s& minga fot utit®
eller “sh manga fot fran denna strand och s& och si ménga
fran den diremot vinkelrdta“ eller utpeka de tvid punkter
pa strinderna “midt for* hvilka foremalet sjunkit o. s. v.
Undersoka vi nu alla dessa skenbart olika metoder att be-
stimma liget af en punkt, sd skola vi latt med tillhjilp af
den euklideiska satsen om sidorna i en parallelogram se, att -
de i sjilfva viirket reducera sig till en enda: vi hafva nim-
ligen antagit liget af en viss punkt (ett af dammens horn)
och tvinne mot hvarandra vinkelrdta linier (dammens genom
detta hdrn ghende sidor) sfsom till sitt lige bekanta, och
bestimma sedan hvarje punkt genom dess bada “rdfvinkliga
koordinater, d. v. s. dess wvinkelrita afstind frén de bada
linierna. Uttrycket “midt for en punkt“ betyder naturligen
intet annat #n “pA den mot stranden vinkelriita linie, som
gir genom denna punkt“; genom att séga, att foremélet
sjunkit midt for punkten A pd linien OX har jag siledes
blott sagt, att dess vinkelrdta afstind fran linien QY &r
lika med linien OA o.s. v.Y Fig. 1.

Om man siledes Gfverenskom-
mer att benimna en punkts
afstdnd fran OY hans “x-koor-
dinat® eller “abscissa® och hans a P
afstdnd fran OX hans “y-koor- |77

dinat* eller “ordinata®, s b b
kunna vi angifva liget af en
punkt hvilken som hilst genom () a A X
att bestimma storleken af hans bada koordinater. Séaledes
ar laget af en punkt P bestdmdt, om man séger att hans
koordinater satisfiera t. ex. foljande equationer:

X = a :

y=mn '
dar vi hafva att med a och b forstd gifna tal med négon
viss enhet t. ex. fot, meter o. s. V.
Men om vi med a och b blott forstd vara positiva tal,
s& skulle pa detta sitt blott de punkter kunna utmérkas,
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som ligga inom vinkeln XOY. Féor att dd kunna p4 samma
sitt beteckna punkterna inom de ofriga tre kvadranterna af
planet, behofves blott att man utdrager XO och YO forbi
O och tanker sig en punkts koordinater forsedda med plus-
eller minustecken. Den punkt, som har en negativ x-koordi-
nat, ligger da till vanster om OY och den, hvars y-koordinat
ir negativ, ligger nedanfor OX *

Vi hafva siledes funnit, att om a och b #ro gifna posi-
tiva eller negativa tal, samt koordinatsystemet XOY och
lingdenleten en gang for alla gifna, si definieras alltid en
och endast en punkt genom de bada samtidiga ekvationerna

X = a
16 ) P {y:b.
Detta system forestiller ndmligen just den punkt, hvars ab-
scissa (x-koordinat) ar a och hvars ordinata (y-koordinat) ar b

Men om denna punkt &r framstild genom detta system,
s& #Ar det ju afven tydligt, att den likaval framstilles af
hvarje annat system, som &r fullkomligt ekvivalent med detta,
d. v. s. af hvarje ekvationssystem, hvars losning utgores af
systemet (1) t. ex.

@2 3.... {X+ y—a’—{—b ..eller . . {111X+ny=nla+nb'

’ X—y=a—Db _ PX + qy = pa - gb.
Det forra af dessa system kan ju nimligen ordagrant sfver-
gittas pa svenska silunda: “Summan af abscissan och
ordinatan for en punkt skall vara a -~ b, men skilnaden
dem emellan skall vara a — 1%, och di veta vi ju ur alge-
brans elementer, att denna punkts abscissa nédvindigtvis ar
a och dess ordinata b, och att siledes systemet (2) eller sy-
stemet (3) nodvandigt har samma geometriska betydelse som
systemet (1), likasom de ju &fven i algebran anses fullkom-
ligt ekvivalenta.

Vi hafva siledes nu fatt klart for oss, att hvarje sadant
ekvationssystem, hvars enda losning ar ett system af formen
(1), d& a och b betyda reela kvantiteter hvilka som halst,
alltid betyder en punki i planet. Men om vi eftertiinka hvad
det vill sdga, att systemet (1) &r den enda losningen af vart

* Om man vill redan pd detta stadium inféra polira koordinater,
54 sker detta enkelt genom féljande betraktelse:

Om man i st. f. vid en damm star vid stranden af ett 6de haf och
vill fixera en punkt, si skall man i allméinhet beskritya den genom att
siga: ”sh och s& manga fot ut i den riktningen®. Hir har man uppen-
barh en tagit sin egen stindpunkt till origo och stranden till begyn-
nelselinie och anvandt poléra koordinater. Diremot gifva de snedvink-
liga och de trilindra koordmaterna sig eJ 88, enkelt for den omedelbara
askadningen.
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system, sd betyder detta ju endast, att om vi i det senare
for x insitta a och for y insétta b, s& blir systemet identiskt
satisfieradt, hvilket det ej blir for nigot annat system af
virden pd x och y. Vi inse sdledes, att vi sdsom den kla-
raste och skarpaste definition kuuna uppstilla foljande:

Ett ekvationssystem mellan x och y forestiller
en punkt P, om denna punkts koordinater, men
inga andra, insatta f0r x och y i systemet,
identiskt satisfiera detto.

Och fullkomligt analogt hiirmed kunna vi nu &fven upp-
stilla foljande definition:

Ett ekvationssystem mellan x och y forestiller
en samling punkter, om alla dessa punkters
koordinatpar, men inga andra, insatta for x
och y ¢ systemet, identiskt satisfiera detta.

Dessa bada definitioner innehélla s att siga “in ovo“
hela den elementéira analytiska geometrin, si att man niistan
* kan siga, att allt det foljande ej Ar annat #n tillimpningar
af dessa satser. Vi vilja emellertid med detsamma gora
lisaren uppmirksam ph, att de i sjalfva verket innehélla
nagot mer dn hvad den foreglende utvecklingen gifver vid
handen. I det foreghende har nidmligen talats om, att
systemet

X = a

y=~"
skulle vara den enda lisningen till vart ekvationssystem,
men i definitionerna blott ddrom att detta Aoordinatpar och
intet annat skulle satisfiera systemet, limnande darhin, huru-
vida det existerar ldsningar, som ej adro koordinatpar, det
vill siiga imagindra losningar, eller ej; sh att vi ur defini-
- tionerna omedelbart kunna draga foljande korollarium :

I den analytiska geometrin betraktas alla sidana los-
ningssystem, ddir endera wvirdet eller bdda dro imagindra,
sdsom icke existerande. S t. ex. forestiller systemet

{(X—a) (x241) = 0
G—1) (1) = 0
- endast den punkt, hvars koordinater &ro a och b [tecknas:
punkten (a, b)], emedan intet annat reelf losningssystem &r
mojligt : sidana losningssystem som _
X=a x=1 X==1
{ — i, {y:b eller {y
betraktas helt enkelt sisom icke existerande, da, de eJ fore-
stilla nagra koordinatpar. ,
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Innan vi nu g& vidare och utdraga konsekvenserna af
véra definitioner, maste vi for att littare kunna réra oss
med uttryck innehé&llande vira koordinater x och y, se dessa
frén en nagot annan synpunkt, i det att vi dterupptaga nigra
definitioner, som i annan form #ro gifha i den foregiende
uppsats, till hvilken vi i bérjan hiénvisat.

T algebran hafva vi lart oss att handskas med bokstaf-
ver, som kunde betyda hvilka tal som hilst, men dock med
den inskrinkningen, att de under rakningens lopp alltid be-
tydde samma tal. Har komma vi nu att 4t vissa af véra
bokstafver, namligen just de forut omnimda x och y, gifva
en nigot annan betydelse, i det att vi lata dem vara "va-
riabla®, d. v. s. vi tinka dem ej sisom sittande fast pa ett
visst, om ock obekant eller obestimdt, stélle af talsystemet,
utan vi tinka oss dem slsom genomldpande hela det reela
talsystemet s att de inom detta kunna variera hur som
hdlst. Nu veta vi, att vi ej i algebran kunna genom en
ekvation sammanknyta en obestimd konstant med blott be-
stimda tal, siffror, utan att den forra forlorar sin karaktiér
af att kunna betyda hvad tal som hilst, s& att om vi t.ex.
satta

a + 2 = 3, ,
s& #ir a ej lingre hvad tal som hilst, utan blir just det fullt
bestimda talet I, men om vi daremot sitta t. ex.
a -+ 2 =h,
s8 kunna a och b vil behdlla sin karaktir af att vara obe-
stimda, vi hafva blott knutit a:s och b:s virden vid hvar-
andra pa ett visst sitt. P& samma sétt kunna vi ej hiller
vid kalkyl med variabla storheter (s. k. hogre kalkyl, se
ofvan citerade uppsats!) medels en ekvation forena en dylik
storhet med idel konstanta, utan att den férlorar sin egen-
skap af variabel. Det &r ju t. ex. orimligt, att om ekvationen
’ X T 2=a
skall ega bestdnd, x kan genomlépa talsystemet medan a &r
fast pa en viss punkt. Om vi siledes vilja indraga dessa
variabla kvantiteter 1 vira rakningar, hvarvid ju tydligen
alltid ekvationer maste anvandas, si maste vi alltid anvinda
mingt tvinne variabler, hvilkas variationer dérigenom ej
omgjliggoras, utan blott bindas vid hvarandra. Om jag t. ex.
skrifver.
=x -+ 2
s8 kan denna ekvation alltid vara satisfierad hurun x #n rér
sig, om blott y samtidigt ror sig sd, att det alltid ér tva
enheter storre. Hvarje uttryck, som innehaller en eller flera
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shdana variabla kvantiteter och séledes forindrar sitt virde
nir dessa variera, kallas en funktion af dem. Om siledes
ofvanstdende ekvation #r sann, s #r y en funktion af x, ty
det &r ju alltid lika med x 4+ 2. Om man vill utmirka,
att y &r en funktion af x utan att sirskildt omtala hure
den ekvation ser ut, som gér den till en sddan, utan blott
© framhélla, «ff ndgon sAdan ekvation existerar, sd skrifver
man

v i y= f (x):' .

hvarest sledes /' (x) betyder en obestimd, men dock under
rikningens gang alltid samma, funktionsform. Olika funk-
tionsformer utmirkas med f frin olika alfabet och stilar med

eller utan indices i nedre kanten t. ex. -

' f (X)’ fl (x)7 F(X)! ¢ (X) m. fl.
Pé& samma sitt betyder naturligen : ,
ett uttryck, som innehaller de béda variabla kvantiteterna x
och y. Séasom specialfall hiiraf kan emellertid &fven betrak-
tas det fall, att den ena af dessa kvantiteter ej forekommer
i uttrycket, d& det ofvergar till ett sddant som det fore-
ghende. HEn ekvation som ej innehéller néigra andra variabler
in x och y kan siledes alltid skrifvas:

) F &y =o, .

hvilken ekvation sedan kan ténkas 16st antingen med afse-
ende pd y eller med afseende p& x, och d& ger resultat af

formen ,
’ Y= A (x) eller x = /, .

Salunda i besittning af de viktiga begreppen “variabel®
och “funktion, vilja vi nu Atergd till vara definitioner sid.
100 och efterse hvilka .olika slag af ekvationssystem mellan
koordinaterna x och y hiar kunna komma i fraga.

Forst inse vi d& utan svarighet den sats, att hwvarje
"orimligt” ekvationssystem, d. v. s. hwarje sddant system, diri
en ckvation rent af motsiger de ofriga, ej kan hafva ndgon
geometrisk betydelse, ty (se def. sid. 100) intet koordinatpar
kan satisfiera det. . .

Vidare utesluta vi ur vara undersékningar alla sidana
ekvationssystem, lvari-en ekvation kan fis ur de ofriga,
eniir ett sadant alltid kan reduceras till ett annat med mindre
antal ekvationer. Om vi siledes t. ex. i det foljande tala
om ett system af tvad ekvationer, sd forstd vi dirmed alltid
ett system af tva of hvarandra oberoende ekvationer, ty
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om de kunna hirledas ur hvarandra, s betyder systemet
uppenbarligen detsamma som ett system af blott en ekvation.
P& alldeles liknande grunder utesluta vi sidana ekva-

" tionssystem, som folja af ett system med firre ekvationer,

sasom t. ex. systemet
(x—a) x—c) = 0. T
Dessa bada ekvationer &ro nimligen en nodvandig foljd af
den enda ekvationen
X X —a=0.

Nu veta vi ur algebran, att hvarje system af mer dn
tvd ekvationer mellan endast x och y alltid méaste hora till
nigotdera af de namda slagen. Om systemet sdledes ej hor
till de af oss uteslutna slagen, s& veta vi sdledes alltid att

elt sdadant system har ingen geometrisk betydelse.

Aterstar siledes blott att undersoka system af tva ekva-
tioner och sddana af blott en enda. De forra hafva vi pa
satt och vis redan undangjort. Vi veta namligen ur alge-
bran, att om vi hafva ett ekvationssystem
h ) { F, EX7 y) =20
) . F, x y) =0,
som #ro forenliga och af hvarandra oberoende, s& utgéres
losningen till dessa af ett andligt eller oindligt antal virdepar:

%x:a, %x:a2 jx=a,

y=Db, =bh, 77" iy =b,
det vill stga, att alla dessa vérdepar (a, b ), men inga

andra, insatta for x och y i ekvationerna, reducera dessa till
identiteter. Om nu nigot eller nagra af dessa virdepar
hafva Dbada sina virden reela, sd kan ju detta eller dessa
vardepar afven forestilla koordinatpar, och de punkter, som
hafva dessa koordinatpar, iro d& enligt ofvannamda defini-
tioner just de som forestillas af ekvationssystemet.

-~ Ett system af tvd oberoende ekvationer mellan x och y
kan silunda forestilla ingen, en, flera eller odndligt mdinga
punkter..

Anmirkas bor, utan att hir ndgot bevis dirfor kan
limnas, att vid alla vara vanliga funktionsformer dessa moj-
liga ofindligt manga punkter dock aldrig kunna bilda nagon
kontinuerlig linie, huru liten den &n mi vara. *

* Det dr att mirka, att med den definition af funktion, som hir
dr gifven, intet generelt hirom kan uttalas. Att upptaga de nyare funk-
tionsdefinitionerna torde pa detta stadium vara oldmpligt for att ej siga
omdjligt.
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Sésom exempel p& de ofvan nimda mojliga fallen kunna
nimnas: ,
Systemet .
{ x2+y2+1=0
X +y = 0 .
forestiller ingen punkt, emedan alla. losnmgssystem aro ima-
- gindra. Systemet
X —a =0 .
(x?+-a?) (Y—b) =0
. forestdller en punkt (a, b). Systemet
A (x2—a? (y2—DbH) =0
x—=p)F —a)=0
forestiller de fyra punkterna (a, q), (—a, q), (p, b), (p, — D).
Systemet .
{ sin ¢ =0
y=a .
slutligen, framstiller alla punkter, hvarest x ir = ;'; och
y = a, hvad n in md vara, siledes oAndligt manga, hvilka
val packa sig odndligt tétt i nérheten af en punkt, men dock
ingenstides bilda en sammanhéingande linie.

Vi hafva no saledes sett betydelsen af alla system af
mer &n en ekvation, och 6fvergd nu till den analytiska geo-
metring egentliga karnpunkt: betydelsen af en enda ekvation
innehallande x och y jimte konstanta, bekanta kvantiteter.
Det dr afven naturligt, att de resultat vi di fa, dfven skola

“gprida ett nytt ljus ofver det foregdende: betydelsen af
ekvationssystem, emedan sidana system ju bestd af flera
ekvationer, blott underkastade det vilkor, att de samtidigt
skola vara gillande.

Den fraga, vi nu skola behandla, 4r séledes foljande:
Hvilken geometrisk betydelse har en ekvation af formen

Fxy =07

Svaret pd denna fraga skall naturligtvis, likasom allt
annat i den analytiska geometrin tagas ur definitionerna sid.
100, men dessférinman vilja vi anstdlla nigra betraktelser
ofver denna ekvations rent algebraiska natur.

Vi veta da, att om vi, sdsom i algebran #Ar vanligt, be-
trakta x och y sadsom obekanta kvantiteter, hvilkas virden
skola bestimmas, s& later ekvationen egentligen ej losa sig.
Vi kunna gifva x ej blott ett dndligt eller odndligt antal
varden, utan rent af hvad vidrde som hilst, och dock alltid
finna ett y, s att det funna vdrdeparet satisfierar ekvatio-
nen identiskt. ILikas% kan jag forst godtyckligt vélja mitt
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y och sedan finna ett motsvarande x. Men detta vill just
siga, att ekvationen egentligen ej &r en “bestimmande lik-
het“, vi f4 ej diri betrakta x och y ssom obekanta kvanti-
teter, som skola till sitt virde bestdmmas, de &ro snarare full-
komligt obestimda eller rattare variabla, som f4 genomiopa
hela talsystemet, under det att ekvationen blott binder de
bada variablernas variationer vid hvarandra, eller med andra
ord: ekvationen gir y till en funktion af x eller x till en
funktion af y. Ekvationen knyter saledes ihop Avarje varde
4 x med ett (eller flera) bestdmda virden pa y.

Om vi di betinka, att ekvationen enligt definitionen pa
sidan 100 skall forestilla alla de punkter, hvilkas koordinatpar,
insatta for x och y, reducera ekvationen till en identitet, s&
inse vi latt, att den (om vi bortse fran mojligheten af imagi-
nira Varden) méste forestilla en hel serie af punkter, nim-
hgen en for hvarJe reelt virde pd x, slledes alla punkter
pd en hel linie.

Genast bor dock anmirkas, att vi dirvid méste taga
uttrycket “linie“ nigot generelare dn vi vanligen iro vana.
Sirskildt fa vi ej fasta oss vid ordet em linie. Det ar ju
namligen uppenbart, att om t. ex. linien AB (fig. 2) fore-
stilles af ekvationen . Fig. 2.

Sy =0 < S
och linien CD af ekvationen ‘ o

ﬁ (X7 y) =0, . Y’
s forestiller ekvationen S
S &Y o &Y)=0
en linie, som &r sammansatt /
af badde AB och CD, ty
d& koordinatparet for hvarje . X
punkt, som ligger pa hela
den sammansatta linien, satis- A~ )
fierar en af de bada forsta i
ekvationerna, s méaste de E o
ifven alla satisfiera den sista ekvationen. Afven ir tydligt,
att denna senare ej satisfieras af nigra andra punkter. Lika
litet f4 vi halla p& ordet en Zel linie, om vi darmed skulle
vilja forstd, att linien skulle antingen genomskira hela pla-
net eller sluta sig i sig sjilf. Hirvid ir ndmligen, sdsom
latt inses, alla moghga oregelbundenheter tinkbara; Om f.
ex. ekvationen #dr shdan, att den for vissa virden pa x blott
tilldter imaginira viirden pé y, sh saknas alla sidana punk-
ter i den “hela“ linien, ja det dr t. ¢o. m. mdjligt, att y kan
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blifva imaginir for alla reela virden pd x eller for alla
sddana med undantag af ett eller flera spridda virden. I
forra fallet reduceras uppenbarligen kurvan till ingenting, i
senare fallet till en eller flera spridda punkter. Sfsom exem-
pel pd det forra kan angifvas:

X2 4-y2 4 1 =

x? 4 y2 = 0.
Det &r ju uppenbart, att den forra af dessa ekvationer ej
satisfieras af ndgon enda punkts koordinater, och den senare
endast af den punkt, hvars koordinater &ro (0,0). Taga vi
diremot en sddan ekvation som

X —y=0,
si f4 vi tydligen en hel linie, ty denna ekvation méste ju
forestilla hvarje punkt, hvars afstand fran OY ar till stor-
lek ‘och tecken lika med dess afstdnd fran OX saledes hela
linien EF (fig. 2).

Vi bafva sdledes erhallit foljande resultat

En ekvation mellan x och y forestiller en linie (viittare:
alla. punkter pd en linie), hvilken dock i speciela fall kan
dfvergd tidl blott spridda punkter eller ingenting.

En sak méaste emellertid &nnu hir anmérkas. Sid. 102
hafva vi anmirkt, att det ej ar ovilkorligen nodvandigt att
i ett uttryck, som tecknas ,

F (x, y),
just bada kvantiteterna x och y virkligen forekomma, men
vid underskningen af betydelsen af ekvationen
FEy =0

hafva vi hela tiden forutsatt att den virkligen gor y till
en funktion af x och x till en funktion af y, hvilket ej i
egentlig mening ir fallet, dér endera variabeln saknas. Det
aterstdr oss siledes #nnu att undersika dessa Specmlfall
och naturligen maste harvid &ter den viktiga definitionen-&
sid. 100 vara oss hehjilplig.

Om vi forst tinkte oss, att mgendela af variablerna
virkligen forekomme i ekvationen, s& utgjorde denna en
relation mellan idel bekanta och konstanta kvantiteter, och
vore darfér uppenbarligen antingen en .orimlighet’ ellel €n
ren identitet, antingen en sddan relation som

29— 0 : _ o
eller en sédan som b e
0= 0. © o ‘
. I forra fallet kan naturhgen ingen punkts koordmater
satisfiera ekvationen, i senare fallet dr den satisfierad hvil-

och p& det senare

'
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ket koordinatpar jag #n insiitter for x och y (som i sjilfva
varket ju alls ej ingh). I forra fallet forestiller ekvationen
siledes ingenting, i senare fallet hela planet. Sadana ekva-
tioner dro dock naturligen af ingen vikt i geometrin. LAngt
viktigare 4ro d4 shdana ekvationer, déri blott den ena va-
Tiabeln ingér, och vi vilja undersoka dessas betydelse. Om
t. ex. y dr den variabel, som saknas, s& blir ju ekvationen
af formen:
S =

Men enér en sddan ekvation existerar, sd kan x ju (en-
ligt det foreghende) ej langre variera, utan méste vara en
eller flera konstanter: ekvationens s. k. rétter. Daremot
kan jag alltid fortfarande téinka mig y (som icke forekommer
i ekvationen) sdsom fortfarande variabelt, och dess variation
ar naturligen oinskréinkt. Alltsd satisfieras ekvationen af
alla de punkter, hvilkas afstind frin y-axeln (x-koordinat)
r en vrot till ekvationen, hvad &n deras y-koordinater mi
vara, men af inga andra; och den framstiller siledes lika
ménga med y-axeln parallela rdita linier som ekvationen
har reela, olika rotter.

P& samma gsitt framstiller naturligen en ekvation af
formen

g (¥
en eller flera med x- axeln parallela réta linier. Sarskildt
kan anmérkas, att axlarna sjilfva naturligen framstillas resp.
af ekvationerna
y = 0 och x = 0.

Hérmed skulle vi nu kunna siuta, da vi redogjort for hela
den generela plana analytiska geometrins innehall och kunde
hénvisa till de vanliga lirobdckerna for de speciela tillamp-
ningarna af dessa grundsatser, men for att %puda ljus 6fver
det foreghende vilja vi dock #nnu anfora nigra generelare
exempel, som berdra det som uppkommer da sddana uttryck
som forut dro omtalade, kombineras med hvarandra pa olika
satt.

Vi antaga darfor, att vi hafva flera olika kurvor ¢, cs,

Gy v e gifna genom respektive ekvationerna:
S EN)=0A&Y)=0/fEy)=0......
Vi hafva d& redan sett, att ekvationen .
@ ......... S &Y A EY)=0

betyder den kurva, som utgor sammanfattningen af kurvorna
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¢, och ¢;. Denna ekvation ar siledes liktydig med de bada
ekvationerna .
G ) P Ji = 0och 2 =0, .
men, vil att mirka, ej foérenade till ett ekvationssystem, ej
samtidigt gillande, utan s& att siga alfernativt gillande: en
punkt, som ligger pd kurvan (4), ligger ej pi bdda kurvorna
© (5) och (6), utan antingen pd (5) eller (6). Om vi diremot
forena ekvationerna (5) och (6) till eft system, dat vill siga
antaga, att de samtidigt maste gilla, och fraga efter den
geometriska betydelsen af detta sysfem, s& fis naturligen
svaret omedelbart ur definitionerna pa sidan 100: det fore-
stiller alla de punkter, hvilkas koordinater saméidigt satis-
- fiera (5) och (6), det vill siga de punkter, som ligga pa bdda
kurvorna ¢, -och c,, eller med andra ord: det representerar
dessa bada kurvors alla skarnings- och tangeringspunkter.

Se vi nu tillbaka pa uppsatsens borjan, huru vii allméinhet
representera en punkt, si finna vi, att den ju skulle repre-
senteras medels ett system af tvd ekvationer, hvilka ju kunde
viljas pad odndligt manga olika sitt, helt enkelt emedan en
punkt kan betraktas ssom skirningspunkt emellan ofndligt
ménga olika slag af kurvor. Om vi sérskildt betrakta det
enklaste sitt att framstilla en punkts ekvationer, ndmligen
systemet

a

@D e a

y =

sd bestir detta helt enkelt déri, att man angifver punkten
sdsom skdrningen mellan tvinne vita linier, som &ro paral-
lela med hvar sin af axlarna (enl. sidan 107), hvilket ju afven
_helt och hallet ofverensstdmmer med vara betraktelser i
borjan, hvarest vi for att bestimma laget af en punkt pa
ytan af en rétvinklig damm uppdrogo linier vinkelrita mot
sidorna. _

Afven framgdr hiraf anledningen till det ofvan anforda.
fenomenet, att eft system af tvi ekvationer ej alltid fore-
stiller en och Dblott en enda punkt, sdsom fallet var, om
ekvationerna angéfvos sésom i (7). Om vi namligen upp-
gifva linier, som icke just fro rita, s &r det ju mycket vil
maojligt, att de ej alls.skéra hvarandra eller skira hvarandra
i flera punkter.

Likas& se vi, hvarfor vi frin vara betraktelser maste
utesluta sidana ekvationssystem, hvars ekvationer kunde
harledas ur hvarandra eller ur ett mindre antal sddana.
Om vi ndmligen hafva t. ex. ekvationerna;

X

I

—
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R R L A& AEY)=0 i s
j[I (x, .V)fa x ¥y =20

sd hafva ju de kurvor som af dem forestillas, ej blott skir-
ningspunkter, utan hela kurvan ¢, [ 4 (%, y) = 0] gemensam.

Om tre kurvor skiira hvarandra i samma punkt, sd &ar
ju skdrningspunkten redan bestdmd genom tvad af dem, och
den tredje méste uppfylla vissa vilkor for att dfven gh dér-
igenom, hvilket vilkor i ekvationen tydligen maste uttryckas
dirigenom, att den tredje kurvans ekvation stindigt méaste -
vara satisfierad i en punkt, dar de bida féregiendes sam-
tidigt &ro det, ty om s& ej Ar fallet; si ligger ju ej dessas
skdrningspunkt pad henne, men d& #ro, sdsom vi veta, ekva-
tionerna aldrig fullt oberoende af hvarandra, utan méste
folja ur ett mindre antal &n tre. Detta &r orsaken, hvarfor
ett system af tre af hvarandra oberoende ekvationer ej har
négon geometrisk betydelse. A

Om jag shledes vill skaffa mig ett uttryck for en kurva,
som gar genom alla skdrningspunkterna till de bada kur-
vorna .

¥Z (% ¥) = 0och £ (x,5) =0, '
s& kan detta ske genom att sitta we e
k, - N (XJY)+k2'ﬁ(X7y):O’

hvarest k, och k, antingen #ro konstanter eller funktioner,
blott med det vilkor, att de ej blifva odndligt stora nir A
och £ &ro noll; ty detta uttryck méste ju alltid vara satis-
fieradt af alla punkter som gira s&vil 4 som £ till noll;
d. v. s. den kurva, som ekvationen forestiller, gar genom de
bada andfras skdrningspunkt. _

Detta sista exempel dr i sjalfva verket detsamma som
t. ex. i Lindelofs analytiska geometri framstéilles i en spe-
cielare form under rubriken “forkortadt beteckningssitt®,
blott med den skilnad, att demne i stillet for funktions-
mérkena £, £ 0. s. v. har anvindt godtyckligt valda bok-
stifver L, L, A m. fl, hvilket pligar gora nyborjaren
svarigheter. .

Mangen torde méhfinda finna, att ofvanstdende utveck-
ling af den analytiska geometrins grundbegrepp &r nigot for
abstrakt for att vara ritt fattbar for begynnaren, men da
just dessa svarigheter med att fatta kvantitetérna som va-
riabla m. m. dock nodvindigt maste ofvervinnas, sd hafva
vi ansett, att det kan vara s& godt “att hoppa i som att
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krypa i och att det ar bittre att genast i bérjan for lar-
jungen klart utveckla de svarigheter, som forefinnas, an att
sd att siiga gomma undan dem for honem, d& ialla fall allt,
hvad han dessférinnan lar sig, blott blir halfbegripet, i syn-
nerhet som ju pd ett s& hogt stadium, som dir den analyti-
ska geometrin ldses, meningen ju ej kan vara att bibringa
eleven en mekanisk firdighet, utan egentligen ar att gifva
honom en inblick i den higre matematikens natur och va-
sende. . Ad. Meyer.

0. V. Lemke, Ofversigt af de bibliska bickernas
innehdll och historia. T4l tjinst for de higre liroverken
och for femklassiga liroverk. Stockholm, A. V. Carlsons
forlag 1886. 88 sidor mindre oktav. Pris hift. 60 ire, kart.
80 ore.

F. Landahl, Den heliga historien och de heliga
bhockerna ¢ kortaste sammandrag till skolornas Yjanst. Ma-
riestad, P. V. Karstrom 1886. 39 sidor S:0. Pris 40 ijre.

I gallande stadga for de allménna ldroverken finnes, som
bekant, en foreskrift, att i fjirde och femte klasserna skall med-
delas "en kort ofversikt af de hibliska biOckernas innehdll jimte
underrittelser om deras forfattare”. Olika wmeningar hafva gjort
sig gillande om den ritta tillimpningen af denna foreskrift.
En del hafva fattat den fullt bokstafligt och redogéra fir hvarje
boks innehdll for sig utan att taga hénsyn till, hvilken betydelse
den sirskilda boken har sisom en organisk link i den gudomliga
uppenbarelsen. Andra uppstiilla den fordran, att 6fversikien sfver
bibelns boicker bor meddelas under formen af en helig historia.
Ds mena, att ingen bok Dblir ratt uppfattad, si vida icke hennes
stallning i den gudomliga uppenbarelseserien blir fullt klargjord.
Utan tvifvel hafva dessa rdtt. Kunskapen om bibelns bocker,
meddelad i denna form, skulle sikerligen blifva badde intresse-
vickande och fruktbringande, bdde djup och allsidig. Man méste
dock reducera sin uppgift till en rimlig omfattning och sirskildt
taga tvinne omstindigheter med i rdkningen. Den ena af dessa
_8r larjungens oférmdga att pd ett djupare sitt intringa i den
heliga historiens viisen, och den andra bristen pd tid. Om man
tillrickligt beaktar dessa omstindigheter, torde man nog finna
det riktiga vara att 1ita de bdda anforda meningarna ingd ett
slags kompromiss, sd att ofversikten &fver bdckernas innehill blir
hufvudsaken, men att pd samma ging alla viktigare tilldragelser
fi framstd i sin betydelse sdsom linkar i den gudomliga ekonomien
med miénskligheten. .



