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Forord

Vi vill borja med att tacka var handledare Larisa Beilina for sitt gedigna engagemang och det stod
hon har givit oss under hela kandidatarbetet. Under de regelbundna métena med henne har vi fatt
flera bra forslag pa bade kéillor och utvecklingsmdjligheter i projektet. Larisa har &ven varit valdigt
hjélpsam vid felsokning vilket mojliggjorde ett effektivt arbete. Vi vill dessutom rikta ett tack till
biblioteket och Avdelningen for facksprak och kommunikation for den handledning vi fatt.

Under projektets gang har gruppen hallit veckovisa planeringsmoten for att strukturera arbetet
och diskutera tidigare samt kommande arbetsuppgifter. Den &vergripande planeringen for hela
projektet har utgatt fran den planeringsrapport som skrevs i borjan av arbetet. Gruppen har
kontinuerligt skrivit en dagbok som agerat dokumentation éver gemensamt och individuellt arbete.
Dessutom har all tid som lagts pa projektet loggats individuellt.

Redan tidigt i projektet insags det att gruppen véldigt effektivt kunde jobba gemensamt, just pa
grund av gruppstorleken och projektets utformning. Detta blev tydligt under inldsning av material
fran handledare d& det resulterade i omfattande diskussioner vilket &ven var viktigt for gruppens
forstaelse av metoden. For att fortsatt kunna diskutera de problem som uppkom under projektets
gang valde gruppen att sitta tillsammans under de, av Chalmers tekniska hogskola, schemalagda
tillfallen med undantag for schemakrockar och sjukdom.

Rapportskrivningen har pagatt kontinuerligt under hela arbetet och alla gruppmedlemmar har
bidragit till den resulterande texten. Detta géller &ven for de delar déar enbart nagra f& bendmns som
huvudforfattare/delforfattare. I dessa avsnitt kan 6vriga gruppmedlemmar exempelvis ha bidragit
med diskussion, omskrivningar eller delar av kod/text. Den huvudsakliga uppdelningen redovisas
i foljande tabell.

Ansvarsfordelning i rapportskrivandet

] Forfattare \ Huvudansvar i avsnitt \ Delforfattare i avsnitt
Ellinor 1.1, 4.1, 7.3, B.1, C.1, C.2, D.3 4.2, 5.2, 7
Jonatan 2,3.1,5.1.1,5.2,7.2, C3,D.2, D3, E 1,3, 7
Karl Pp', SA?, 42, 5.1.0% 52,7.05,B2,D.1 | 1.2,7,C.1
Regina 2,32,6,71, C2, F Pp', 1.03, 7

Ansvarsomréaden utanfor rapporten fordelades enligt:

e Ellinor: Hon hade tillsammans med Karl huvudansvar i framtagandet av derivatorna som
anvindes i Lagrangefunktionen. Hon hade dven ansvar éver att skriva in alla referenserna till
rapporten och studerade samt felsdkte tillhandahéllen kod tillsammans med Jonatan.

e Jonatan: Han skrev koden for datautjamningen i MATLAB och studerade samt felsokte
tillhandahéallen kod tillsammans med Ellinor.

e Karl: Han hade tillsammans med Ellinor huvudansvar i framtagandet av derivatorna som
anvindes i Lagrangefunktionen. Han skrev dven koden for kdnslighetsanalysen och grunden
for de explicita berdkningarna.

e Regina: Hon hade ansvar for vidareutveckling och felsokning av de explicita berdkningarna.
Hon hade &ven huvudansvar for de figurer och grafer som visas i rapporten.

I Populérvetenskaplig presentation.
2 Sammandrag; abstract.
3 Inledningar av avsnitt betdcknas med ".0". Exempelvis 5.1.0 innebar avsnitt 5 fram till 5.1.



Popularvetenskaplig presentation

Kan matematik anvindas for att hjilpa bota cancer?

Cancer &r en av de storsta folkhélsoutmaningarna i véirlden och har en stor inverkan pa samhiéllet,
béade ekonomiskt och livskvalitetsmaéssigt for de drabbade. Till féljd av att ménniskor lever langre,
vara levnadsvanor samt forbattrad screeningteknik har antalet bekraftade fall 6kat, och da det inte
finns nagot botemedel gors det stora satsningar pa att forbattra forutsattningarna for de utsatta.

P4 individniva kan cancerns utvecklingsforlopp variera kraftigt fran person till person &ven
om det handlar om samma cancertyp. I en del fall kan tumorcellernas tillvaxtférlopp bromsas in
genom olika behandlingar som stralbehandling, immunterapi eller operationer. Det sker hela tiden
méngder av ny forskning inom omradet for att hitta mer precisa och palitliga metoder for att
utveckla behandlingsstrategier och forutspa tumortillvixt. Idag baseras ofta uppskattningarna av
forloppet pa klinisk erfarenhet och statistik, och d&ven om prognostisering generellt har forbattrats
med &ren rader det fortfarande en stor variation i dess tillforlitlighet |10]|11].

For att studera de variationer som finns i cancertillvixten mellan olika individer har en méngd
matematiska modeller tagits fram [9] [6]. Dessa modeller framstéller en bild av tillviixten av cancer-
och immunférsvars-celler genom att med ekvationer beskriva hur de paverkar varandra. Dessa
ekvationer bestar av olika termer vilka representerar specifika fenomen som sker i samspelet mellan
de olika cellerna, exempelvis att immunforsvarsceller dédar cancerceller. Vissa av frekvenserna som
dessa fenomen sker i har tagits fram experimentellt av biologer. Resterande frekvenser tros variera
mellan individer vilket kan vara orsaken till att cancerns utvecklingsférlopp &r svart att forutse.

I stéllet for att experimentellt ta fram dessa frekvenser syftar detta projekt pa att gora det
matematiskt genom att analysera en redan framtagen modell. Genom att studera en del av tumor-
cellens tillvaxtforlopp kan matematik anvindas for att visa vilka virden dessa frekvenser méste ha
haft for att just det tillvaxtforloppet skulle ske. Nar dessa frekvenser identifierats &r forhoppningen
att de i kombination med modellen ska kunna anvéndas for att visa hur tumoéren kommer fortsitta
utvecklas framat i tiden. Denna metod hoppas da kunna ge mer tillforlitliga uppskattningar av
férloppet dn de som anvands i nuléget.

Tillvigagangsséttet att hitta dessa frekvenser som frémst anvinds i detta projekt dr nagot som
kallas explicit berdkning. I de fall dar man vet alla utom en frekvens kan denna metod anvindas
for att berdkna denna. For att gora detta skrivs ekvationerna i modellen om pa saddant sitt att den
okénda frekvensen enkelt kan beriknas numeriskt. For att bestdmma flera frekvenser samtidigt
kan nagot som heter konjugerade gradientmetoden anvindas vilket &r nagot som pabdrjats men
kraver mer forskning. Denna metod gar ut pa att forst gissa ett virde pa frekvenserna och sedan
optimera det. Genom att optimera gissningen flera ganger narmar sig de faktiska frekvensvirde-
na de frekvenserna som bést lampar sig for att beskriva den aktuella tillvixten av tumor- och
immunforsvars-cellerna.

Kan da dessa frekvenser bestdmmas? Ja, med en del begrénsningar. Tillvixtforloppen studera-
des Gver ett tidsintervall pa 20 dagar. Att berdkna en frekvens fungerar bra for de senare delarna
av tidsintervallet, frén dag 6 ungefir, men ger vildigt opalitliga resultat i bérjan. Anledningen till
detta ar nagot som kallas avrundningsfel, ett fel som sker p& grund av att berdkningsprogrammet
inte klarar av tillrackligt sma tal. Detta innebar att berdkningsprogrammet avrundar dessa tal
tidigare och oftare &n vad den borde, vilket kan leda till stora fel. Pa grund av detta fel i berék-
ningen av endast en frekvens férvéintas liknande problem uppsta nér flera frekvenser ska bestdmmas
samtidigt, det vill siga att de férsta dagarna inte ger palitliga resultat. For att verifiera detta och
eventuellt 16sa de problem som uppstatt kriavs ytterligare utredning och forskning.



Sammandrag

Det finns sedan tidigare en méngd matematiska modeller som beskriver tumorcellers till-
vaxt och interaktioner med makrofager i kroppen. I projektet studerades en av dessa vilken
beskriver tillvaxtforloppet av malignt melanom i méss. Modellen innehéller ett antal paramet-
rar varav nagra ar oidentifierade. Huvudsyftet med projektet var att utveckla de redskap som
kravs for att identifiera parametervirdena med méalsédttningen att kunna anvinda modellen for
att forutspa tumortillvaxten i en individ.

For att forst underséka modellen och dess egenskaper, genomférdes en kinslighetsanalys
och en steady state-analys. Kénslighetsanalysen visade hur de okinda parametrarna péaver-
kar tumorens samt makrofagernas tillvixt; steady state-analysen visade hur parametrarna
paverkar modellens asymptotiska beteenden. I syfte att bestimma modellens oidentifierade
parametrar beskrevs metoder for att gora detta explicit samt genom att anvénda en algoritm
for att optimera en initialestimering. De explicita berdkningarna, som gjordes fér en parameter
i taget, studeras numerisk vilket resulterade i stora avvikelser boérjan av tumortillvixten.

Resultatet fran de explicita berdkningarna ledde till hypotesen att samma avvikelser skulle
uppsta dven vid anvindning av optimeringsalgoritmen.

Abstract

There are a number of mathematical models that describe tumour cell growth and interac-
tions with macrophages in the body. The project studies one of these already existing models,
, describing the development of malignant melanoma in mice using parameters, some of
which are unidentified. The aim of the project is to develop the tools required to identify these
with the end goal that the model can be used to predict tumour growth in people.

Firstly, to study the model and its properties, sensitivity- and steady state-analyses were
carried out. The sensitivity analysis showed how the unidentified parameters affect the out-
come of tumour and macrophage growth; the steady state-analysis showed how the parameters
affect the model’s asymptotic behaviour. With the purpose to identify the parameters meth-
ods were described to either explicitly calculate these, or use an algorithm to optimize an
initial estimate of them. The explicit calculations, which can only be done for one parameter
at a time, were studied numerically which resulted in large deviations from the correct values
at the early stages of tumour growth.

The results from the numerical studies led to the hypothesis that the same deviations
would arise in use of the optimization algorithm.
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1 Inledning

Cancer dr en av de storsta folkhélsoutmaningarna som drabbat samhéllet vilket innebér att fram-
steg och ny forskning kan fa betydande implikationer. En av de stora utmaningarna med cancer ar
att det finns stora variationer i hur den uttrycker sig och tumoércellernas tillvéxt, vilket gér den vil-
digt svarbehandlad. Anledningarna till dessa variationer &r att cancer ar ett samlingsnamn for en
maéangd olika sjukdomar. Dessa definieras alla av olika sjukdomsmekanismer som varierar beroende
pa vilken vévnad tumoéren véxer i. Detta medfor att behandlingsplanen méste anpassas till varje
enskild patient baserat pa faktorer som cancertyp, sjukdomsstadium, patientens allméntillstand
och personliga preferenser. Detta understryker behovet av tkad forstaelse kring tumortillvaxt.

I och med framgangar inom immunologi, har flera matematiska modeller beskrivande interak-
tioner mellan immunforsvar och cancertumorer tagits fram [16]. Modellerna gor det mojligt att
bland annat skapa nya empiriskt testbara hypoteser och kan hjélpa till att férutséiga tumorcel-
lernas utveckling. Detta hade saledes kunnat agera som stéd vid diagnostisering och utvardering
av sjukdomsbild vid val av behandling. Fungerande modeller innebédr dven nya mojligheter for att
utforska strategier for cancerbehandling vilka tidigare domts vara for dyra, svarapplicerade eller
riskfyllda. Till exempel gar det pa olika nivaer att ratificera valet av behandlingsmetod beroende
pa hur akut patientens tillstand &r och hur den férutspadda tillvixtbilden ser ut.

Projektet bygger pa en redan befintlig tillvixtmodell f6r malignt melanom [6]. Modellen beskri-
ver kinetiken for tumortillvixt och formuleras som ett system av ordinéra differentialekvationer,
ODE, vilket innehaller flera parametrar med fysiologisk innebérd. Vissa av dessa parametrar har
experimentellt framtagna virden, medan andra endast har en uppskattad storleksordning.

1.1 Syfte

Syftet med arbetet &r att utveckla en metod for att identifiera parametrar i en férenklad modell
beskrivande interaktionen mellan immunforsvaret och hudcancertumorer. Malet dr &ven att paborja
implementering och utvérdering av metoden for den givna modellen.

1.1.1 Problemformulering

Den givna modellen producerar tillvixtkurvor for tva olika typer av immunceller och fér tumorcel-
lerna givet virden pa ett antal parametrar. Vissa av dessa parametrar dr konstanta i tiden och har
redan framtagna vérden medan resterande enbart har uppskattade intervall. Det &r de senare som
Onskas identifieras. Detta kan goras for en parameter i taget, om de andra antas ha kidnda vérden,
genom att gbra en explicit berdkning av den oidentifierade parametern. For flera oidentifierade pa-
rametrar kan man utveckla en optimeringsalgoritm med hjélp av Tikhonovs reguleringsfunktional
som ger de onskade parametervardena.

Identifiering av parametrar kriver bra initialestimeringar. Valet av startvirden underldttas av
en kinslighetsanalys och en steady state-analys. Kénslighetsanalysen kan anvidndas for att hitta
parametervirden som ger mindre skillnader i tillvixtkurvorna medan steady state-analysen kan
anvindas for att hitta punkter dar tillvixten sker langsamt. Steady state-analysen ger &ven en bild
av systemets asymptotiska beteenden.

1.2 Samhailliga och etiska aspekter

De approximerade viardena fér modellens olika parametrar bygger till stor del pa data som &r
insamlad fran experiment pa moss [14]. Projektets anvindning av datan motiveras av att denna
férhoppningsvis ska leda till optimering av cancerbehandling vilket i sin tur leder till mindre smérta
for patienter samt farre dédsfall. Anvindningen av data insamlad fran djurférsék &r nédvindigt
vid framtagande av modellen for att uppréatthalla palitligheten [31]. Detta i kombination med att
det inte utforts nagra djurférsok i projektet anses tillréckligt som motivering.



2 Biologisk bakgrund

Biologiska system kan definieras som komplexa nétverk av sammankopplade processer och inter-
aktioner mellan organismer, celler samt molekyler. Systemen &r oftast dynamiska och paverkas av
ett flertal faktorer. I f6ljande avsnitt beskrivs de mest relevanta processerna och begreppen for att
férsta modellen i projektet.

2.1 Tumorceller

Av en méngd olika anledningar kan det ske mutationer i cellernas DNA vilka i vissa fall kan leda till
bildandet av tumorceller. Effekten av dessa blir att cellens mekanismer for reglering av celldelning
och tillvixt slas ut, vilket resulterar i en obegrénsad celltillvixt. Med tiden kan tumortillvixt leda
till att tumorcellerna invaderar och skadar intilliggande vavnader. Vidare kan tumorceller, genom
metastasering, orsaka skada i avlidgsna delar av kroppen via transport genom att via lymf- och
blodkér] kolonisera frisk vavnad.

De immunogena egenskaperna hos en tumorcell paverkas av flera faktorer, sdsom omfattningen
av DNA-mutationer, de specifika férhallandena i tumdérens mikromiljo samt tumorcellernas inter-
aktioner med kroppens immunceller. Tumérceller kan klassificeras ytterligare beroende pa deras
immunogenicitet, det vill siga i vilken grad de utléser immunsvar eller ej. Tumorcellerna delas
dérmed upp i tva klasser: de som ldtt kiinns igen av immunforsvaret och de som undgar detektion
[29]. Déarfor ar det fortfarande en utmaning att utveckla malinriktade terapier for att bekdmpa
tumorceller med 14g immunogenicitet.

2.1.1 Hudcancerceller

Under de senaste artiondena har antalet diagnostiserade med hudcancer 6kat och det &r idag en av
de vanligaste cancerformerna [15]. Det finns flera olika sorters hudcancer vilka brukar delas in i tva
huvudgrupper: icke-melanocytisk hudcancer och malignt melanom. Malignt melanom uppstar da
tumorcellerna bildas i hudens melanocyter, pigmentsproducerande celler, medan icke-melanocytisk
hudcancer bildas i andra sorters hudceller. Icke-melanocytisk hudcancer &r vanligare men malignt
melanom &ar ofta mer aggressivt. Malignt melanom visar sig ofta som pigmentflackar i huden och det
ar ofta tillrdckligt att operera bort dessa hudférdndringar [13]. I en del fall dér detta dr otillrackligt
ar det nodvandigt att anvinda andra behandlingar, exempelvis stralning.

2.2 Makrofager

Immunforsvaret kan delas in i tva delar: det adaptiva (specifika) immunférsvaret och det medfodda
(ospecifika) immunférsvaret [27]. Det adaptiva immunforsvaret bestar bland annat av T-celler och
B-celler, vilka forsvarar kroppen med hjélp av specifika antikroppar vilket gor det véldigt precist,
till skillnad fran det medfodda immunforsvaret. Vid infektion agerar det medfédda immunforsvaret
som kroppens forsta forsvar, detta inkluderar bland annat neutrofiler och makrofager. Makrofager
ar immunforsvarsceller vars viktigaste funktion ar att skydda kroppen mot okénda molekyler och
patogener, frimmande smittodmnen [12].

M1- och M2-makrofagerna &r tva olika sorters celler i det medfédda immunforsvaret vilka har
motsatta roller kopplat till tumdrtillvixten [26]. Genom att reglera hur immuncellerna svarar pa
nérvaron av T-hjélparcellerna Thl och Th2 hindrar M1 spridningen av patogena celler medan M2
agerar framjande. Forekomsten av T-hjalparcellerna reglerar i sin tur &ven makrofagernas aktivitet
déar Thl inaktiverar M2 och Th2 inaktiverar M1.

2.2.1 T-hjilparceller

Thl och Th2 &r sa kallade T-hjélparceller vilket &r en grupp T-celler, eller T lymfocyter som de
aven kallas [2]. P4 T lymfocyternas membran finns olika receptorprotein som kinner igen specifika
smittodmnen. Speciellt for gruppen T-celler som Thl och Th2 tillhér, dr att de alla har samma
sorts receptorprotein [8]. Thl och Th2 producerar olika cytokiner, signalmolekyler, som reglerar
immunforsvarets funktion. M1 makrofagerna forstéarker Thl-cytokinernas aktiverande paverkan
medan Th2-cytokinerna, som istéllet gynnas av M2, skapar en antiinflammatorisk effekt.



MI1-makrofager utsondrar cytokiner som forstarker aktiveringen av Thl-celler, som i sin tur
aktiverar M1-makrofagerna. Denna positiva aterkoppling férstdrker immunsvaret mot patogener.

2.2.2 Polarisering och repolarisering

I den miljon som omger en tumor, kind som tumoérens mikromiljo, aterfinns som bekant bade M1-
och M2-makrofager. Polarisering beskriver processen genom vilken makrofager, &ven tumérassoci-
erade makrofager, erhéller en distinkt funktionell fenotyp som svar pa stimuli fran mikromiljon.
Alltsé specialiseras cellernas funktion och beteende [24]. For de tumérassocierade makrofagerna re-
sulterar polarisering i huvudfenotyperna: M1 och M2. Dessa fenotyp uppvisar som ndmnts i avsnitt
olika egenskaper och har motsatta roller i mikromiljén [23]. Notera att polarisering inte &r en
binér process med distinkta utfall utan bor istéllet betraktas som ett kontinuum med kontinuerliga
tillstdnd som makrofagerna kan anta baserat pa stimuli och signaler i deras omgivning |23].

Repolarisering beskriver istéllet processen da den funktionella fenotypen hos en cell féréndras
fran ett tillstand till ett annat. I sammanhanget for tumor associerade makrofager innebér repola-
risering att fenotypen skiftar fran M1 till M2 eller vice versa. Repolariseringshastigheten paverkas
av en rad olika faktorer och kan variera 6ver tid och &ven i olika delar av tumdren.

3 Modellbeskrivning

Modellen som anvinds i projektet beskriver interaktionen mellan tumérceller samt M1- och M2-
makrofager. Denna #r tagen fran 6] vilken baseras pad modellen fran [9] med anpassning for vissa
avgransningar.

3.1 Modellavgransningar

Avgransningarna i [6] behandlar bland annat de ekvationer i [9] som modellerar kinetiken fér Thl-
och Th2-celler, vilka inte inkluderas. Modellen tar inte heller hansyn till skillnaden mellan olika
sorters tumorceller eller det faktum att de reagerar olika pa cytokiner. Eftersom det inte gors nagon
urskiljning mellan tumérceller med olika immunogenicitet kan &ven uttrycken for mutation mellan
de olika celltyperna bortses fran.

Virt att ndmna &r &ven att polarisering dr en komplicerad process och ar darav svar att simulera.
I [9] har detta ddrav forenklats si att representationen blir bindr. Repolariseringen har sedan
forenklats ytterligare i [6] s& att bara en variant tas hansyn till.

Utover dessa forenklingar antas i detta projekt att alla okdnda parametrar som 6nskas identi-
fieras har konstanta virden. Detta till skillnad fran att de skulle vara funktioner av tiden som de
beskrivs i den ursprungliga formuleringen av problemet.

Alla forenklingar av det biologiska systemet syftar till att omformulera ekvationssystemet for
att pa sa vis underldtta framtagandet av parametervirden.

3.2 System av differentialekvationer och parameterbeskrivning

Med anpassning fér modellavgransningarna ges foljande system av differentialekvationer

dx T
T rep | 1 — T dyiT iz + dMQI]\/jgl‘T, (31&)
dt Br

d
ML _ A1 TTT M1 (1 - Jm) — oy — ke, (3.1b)
dt B

d
M2 agprTTpe | 1 — Tan £ M2 On2% M2 + k12T . (3.1c)
dt By

Variablerna x7, ;1 och x79 betecknar densiteten av tumorceller, M1 makrofager respektive
M2 makrofager, vars tillvixt beskrivs av (3.1). Parametrarna i (3.1)) beskrivs i tabell



Tabell 1: Definition av parametrar.

] Parameter \ Beskrivning \ Parameterviarden \ Ref. \
r Tumorens spridningshastighet 0,93 d%ag [14]
Br Barkapacitet for tumorer 3109 celler [18] 120] |
Hastigheten M1 makrofager dédar 11 _n 1
iy tumérceller 107 =10 dagar-celler 16}
Hastigheten M2 makrofager bidrar till 10-12-1078——L
drrz tumortillvaxt dagar-celler | |6}
Medelhastigheten for aktivering och 10 6 1
. . 1079 =107 —
a1 rekrytering av M1 makrofager till dagar-celler | [6]
tumoren
a Medelhastigheten for aktivering och 10-12 = 10*8m G|
t2 spridning av M2 makrofager vid tumoren gar:
Bum Bérkapacitet for makrofager 9-10% celler [20] |
S Dédshastighet for M1 makrofager 0,173 d%ag [17] |21]
Onr2 Dédshastighet for M2 makrofager 0,173 d%ag 7] 121] |
Hastigheten M1 makrofager repolariseras
till M2 makrofager i nérvaro av cytokiner | 10712 —1077 —2L
k12 e dagar-celler | |6]
och andra tillvixtfaktorer producerade av
tumorcellerna

Relationerna i (3.1)) har tagits fram efter vissa antaganden som forklaras kort nedan.

e For att ta hinsyn till den minskade tumdrtillvixten vid stora tumdércellspopulationer i (3.1al)

sa antas den ha en logistisk tillvixthastighet, r, upp till barkapaciteten for tumorer, Br.
Tumércellerna kommer dven elimineras av M1 makrofagerna med en hastighet dj;q samtidigt
som M2 makrofagerna inducerar tillviixt med en hastighet dpso.

Ekvation (3.1b) beskriver istéllet tillvixtdynamiken av M1 makrofager vilka, vid tumoren,
aktiveras och ansamlas med hastigheten a;; upp till makrofagernas béarkapacitet, Sy;. Cel-

lernas halveringstid ar ﬁ och de repolariseras till M2 makrofager med en hastighet kqs.

Tillvixtdynamiken av M2 makrofagerna beskrivs av (3.1c), dir as betecknar aktivering och
ansamling av M2 makrofager vid tumoren. Tillsammans med M1 makrofagerna antas de ha

delat bidrag till det totala makrofagbestandet. ﬁ betecknar M2 makrofagernas halverings-
tid.

De oidentifierade parametrarna samlas i parametervektorn oo = (dM1, dpyro, g1, G2, klg) med
intervall enligt tabell

Tabell 2: Okdnda parametrar samt deras uppskattade parameterintervall.

Parameter dyn dara asq a2 k12
Parameterintervall | 1072 -10"7 [ 1072 -10% [ 1009 -10% [ 1072 -10"% | 1072 - 1077
Mellanvarde 1079 1010 10~8 10~10 5.10°10

4 Modellanalys

Eftersom det saknas analytiska 16sningar ekvationerna i modellen &r det ldmpligt att understka
problemet for att analysera hur val av parametrar och initialvirden paverkar 16sningen for olika

tidsintervall.




4.1 Analys av steady states

For att fa en uppfattning om l6sningskurvornas beteenden léngre fram i tiden studerar man steady
state, en punkt dér tidsderivatorna for = (t) &r noll.

Det finns flera egenskaper steady state kan ha, bland annat kan de vara instabila, stabila eller
asymptotiskt stabila. Lat f(xz) = & := %: och lat f : G — RY dir f ar kontinuerlig och G #r
en &ppen icke-tom mingd i RY. For definitionen av stabil och asymptotiskt stabil foljer nedan
modifierade varianter av motsvarande definitioner (5.1 och 5.14) ur [22].

Definition 4.1. [29] Ett steady state x* sdgs vara stabilt om det, for alla € > 0, finns ett § > 0
sddant att, for varje mazimal losning x: I — G till f(x) med £(0) =&, 0 € I och ||x(0) — z*||< 6
gdller att

[lx(t) — x*||[<e VEte INR,.

Om ett steady state inte ar stabilt ségs det vara instabilt.

Definition 4.2. [22] Eit steady state x* sigs vara attraherande om det finns ett § > 0 sadant
att, for varje &€ € G med ||& — x*||< 6, galler att losningen x(t) = @(t, &) till f(x) med x(0) = &
existerar pd Ry och o(t, &) — & ddt — oo. Vi sdger alt * dr ett asymptotiskt stabilt steady state
om det bade dr stabilt och attraherande.

Definition innebar att en 16sningskurva som startar i en punkt tillrdckligt ndra ett asymp-
totiskt stabilt steady state, kommer att ndrma sig detta steady state.

De fall av steady state som identifierats till presenteras i [6] men har korrigerats och
samlats i foljande sats.

Sats 4.1. Alla mdjliga steady state till (3.1) med x(t) > 0 och oo > 0 kan skrivas pd ndgon av
foljande former:

1. = (0,0,0),
2. ¢ = (fr,0,0),
3. x (mT, ,sz (% — 1)) ,

2
da2BrBm ator agaT _ Aasperdme
dar o = 2a¢27 l(aﬂ + szBM) + \/(at2 + dMQﬂM) ﬂTBNIdMZ] ’

4. " = (T, T Tipa),
dir sambandet mellan x4, x4 och x4 beskrivs av foljande uttryck:

« T X dMQ «
Ty = v (1 T) + T2,

Br dar
OM1 Qi dpyrox’ r xh
2T 7o <at1 + a—;x} — Op2T o + Ao 7dM1MZ + Fil O 57; =0.

Fér bevis se appendix
For att avgora om ett steady state &r instabilt anvénds féljande modifierade version av sats

5.31 fran |22].

Sats 4.2. [22] Lat f vara differentierbar i punkten 0 € G och ldt f(0) = 0. Om matrisen
= (Df)(0) = ((0;£:)(0))1<ij<n

har ett egenvirde med positiv realdel sa dr 0 ett instabilt steady state.

Med hjilp av sats [£.2] kan man komma fram till f6ljande sats om stabiliteten hos de tva forsta
steady state.

Sats 4.3. De forsta tvd steady state som identifierats i sats[{.1] har klassificerats som féljande:



1. * =(0,0,0) dr instabil.
2. ¢* = (Br,0,0) dr instabil.

For bevis se appendix [B.I] P4 grund av komplexiteteten av steady state 3 och 4 i sats [£.1] gors
ingen motsvarande analys av deras stabilitet.

Det vi kan séiga om steady state z* = (0,0,0) &r att alla 16sningar som startar i punkten
xo = (T1o, Trr10, Tm2o) tillrdckligt ndra x* kommer rora sig bort fran * om x> 0 eftersom
tidsderivatan av xr da blir positiv i . Om z7y = 0 kommer 16sningskurvan ga mot * eftersom
tidsderivatorna av xp;; och zpr9 da blir negativa.

Om z* = (87,0,0) kan vi sdga att 16sningskurvan som startar i punkten xg = (71, 0,0) dar
xpg > 0, kommer att ga mot x*. Detta kan vi se eftersom tidsderivatorna av xp;; och xpso i
blir noll samtidigt som tidsderivatan av x7 ar positiv tills det att 16sningskurvan narmar sig
punkten x* dér derivatan ar noll.

Det finns en mdjlighet att punkter pa nigon av formerna 3 eller 4 beskrivna i sats [{.] &r
asymptotiskt stabila steady state och att 16sningskurvor dédrmed ror sig mot nagon sadan punkt.
Detta undersoks inte ndrmare i denna rapport.

4.2 Modellens kanslighet till variation av parametrar

For att visualisera parametrarnas inverkan pa den numeriska l6sningen av modellen togs ett flertal
16sningskurvor fram for olika virden pa de oidentifierade parametrarna.

Figurerna [£.1] [£2] [{.3] [£4] och [£.F fas genom att variera enbart en parameter i taget och
lata de resterande parametrarna, med konstanta viarden, anta deras respektive mellanvirde enligt
tabell 2] Resultatet visar kédnsligheten for variation av endast en parameter och kan ge insikt i
parametrarnas signifikans i modellen. For farggradienterna som anvénds i figurerna representerar
de morkare tonerna hogre parametervirden gentemot de ljusa och de heldragna linjerna motsvarar
parameterintervallets &ndvérden.

Xy, [oeller]

Xy [celler]

Xy [celler]
T

Figur 4.1: Variation av parameter d;;. Linjernas farg dr beroende av parameterviardet pa dys; dar
de ljusare har lagre virden och de morkare har hgre virden. Valda parametervirden ér 1,00-101;
2,00-1071; 5,00-10711; 1,20-10719; 2,80-1071%; 6,60-1071%; 1,52-1072; 3,51-1072; 8,11-10~Y;
1,87-107%;4,33-107% och 1,00 - 10~ 7.

Fran tabell [1| ges det att dp;q dr hastigheten M1 makrofager dédar tumorceller. Enligt
ar dess inverkan pa tumordensitetens fordndringshastighet linjart beroende av M1 makrofagernas
densitet, det vill sdga antalet makrofagceller.

Effekten av laga viirden pa parametern syns tydligt i figur [f.I]dér &ven vid hoga densiteter av M1
makrofager sprider sig tumorcellerna snabbare &n de dodas av. Detta gor att dven fast densiteten



av M1 makrofager nar ett tidigt maximum péverkar detta i stort sett inte fordndringshastighe-
ten av tumorcellerna. Tumorerna ges da mojlighet att fortsitta sprida sig vilket Okar antalet M1
makrofager som repolariseras och ddrmed minskar deras densitet. Repolariserandet av M1 mak-
rofager till M2 makrofager gor att mot slutet av det studerade tidsintervallet blir densiteten av
M1 makrofagerna lag och M2 makrofagerna hég. Med hogre parameterviarden behovs endast ett
fatal M1 makrofager for att markant paverka densiteten av tumorcellerna. Detta gor att sa fort
densiteten av M1 makrofagerna boérjar 6ka dor tumorcellerna vilket hindrar densiteterna av M1-
och M2 makrofagerna fran att fortsitta oka.

Xy, [oeller]

Xy [celler]

Xy [celler]

Figur 4.2: Variation av parameter dj;o. Linjernas farg dr beroende av parametervirdet pa dyso dar
de ljusare har ldgre virden och de mérkare har hgre viirden. Valda parametervirden ér 1,00-10~12;
2,00-10712; 5,00-10712;1,20-107*%; 2,80-10711; 6,60-1071%; 1,52-10719; 3,51-10710; 8,11-1019;
1,87-107°: 4,33-1072 och 1,00 - 10~8.

I tabell [I] star det att das &r hastigheten M2 makrofager bidrar till tumortillvixten. Enligt
ar dess inverkan pa tumordensitetens forandringshastighet linjart beroende av M2 makrofa-
gernas densitet.

For hoga viarden pa dpso bidrar densiteten av M2 mycket till tumdérdensitetens forandrings-
hastighet, vilket innebédr att nir M2 makrofagernas densitet ckar gér dven forédndringshastigheten
fér tumordensiteten det. Detta gor i sin tur att barkapaciteten snabbt uppnéas for tumoren och
dven da for makrofagerna, se figur [£2] Nér birkapaciteten &r naddd kommer densiteten av M1
makrofager att minska pa grund av repolarisation. For tillrackligt hoga véarden pa dp;o kommer
tumordensiteten Gverskrida barkapaciteten pa grund av det stora bidrag den far fran M2 makrofa-
gerna. Laga val av parametern gor att tumordensitetens fordndringshastighet knappt paverkas av
M2 markofagerna. Detta ger att tumoren vixer langsammare och inte nédvandigtvis nar lika hoga
varden. Dess inverkan pa makrofagernas forandringshastigheter blir d& mycket lagre. Manga av de
ovanstaende situationerna leder till att systemet uppnar steady state.

Parametern a;; dr medelhastigheten for aktivering och rekrytering av M1 makrofager till tu-
méren, se tabell

For hoga virden av parametern 6kar densiteten av M1 makrofager véldigt tidigt, se figur
Da forandringshastigheten av tumordensiteten innehaller en term med ett negativt linjért beroende
till M1 makrofagernas densitet, se , gbr detta att tumordensiteten begransas. Vid tillrack-
ligt hoga viarden kommer M1 makrofagerna uppna hela den gemensamma bérkapaciteten vilket
begriansar M2 makrofagernas mdojlighet att dka, vilket inte kompenseras for tillrackligt med repo-
lariseringen. Légre virden av ay; ger tumordensiteten och M2 makrofagernas densitet mojlighet
att oka. M1 makrofagernas densitet 6kar nu inte snabbt nog fér att kompensera for repolarise-
ringen. For tillrackligt laga virden pa parametern tillats tumoren vixa nést intill obehindrat. D&
enbart rekrytering, det vill sdga utan repolarisering, av M2 makrofager ar langsammare &n dess
dodshastighet kommer densiteten av M2 makrofager begréinsas.
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Figur 4.3: Variation av parameter a;;. Linjernas farg &r beroende av parametervirdet pa a;; déar de
ljusare har ligre virden och de mérkare har hogre viirden. Valda parametervirden ar 1.00 - 10719,
2.00-1071° 5.00-1071°,1.20-1079, 2.80- 1072, 6.60 - 1079, 1.52 - 1078, 3.51 - 1078, 8.11 - 1078,
1.87-1077,4.33-10~7 och 1.00 - 1075,

Tabell [I] ger att a2, vars variation illustreras i figur [£.4] 4r medelhastigheten for aktivering och
spridning av M2 makrofager vid tumoren.

For hoga virden pa azo fyller M2 makrofagerna snabbt bérkapaciteten for makrofager vilket
begrénsar 6kningen av M1 makrofager. Notera dock att majoriteten av M2 makrofagernas tillvixt
kommer fran repolarisering av M1 makrofager, vilket dr varfér 6kning inte borjar lika tidigt som
for M1 makrofager med hoga varden pa ag. Den lagre densiteten av M1 makrofager och hogre
densiteten av M2 makrofager gor att tumordensiteten vixer snabbare. Laga virden pa aso ger
istéllet att densiteten av M1 makrofager kan anta storre varden och né ett maximum innan repo-
larisering leder till en minskning. Har &r repolarisering néstan det enda som bidrar till 6kning av
M2 makrofagernas densitet.

Xy, [oeller]

Xy [celler]
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Figur 4.4: Variation av parameter a;o. Linjernas farg dr beroende av parametervirdet pa aso déar de
ljusare har ligre virden och de morkare har hogre virden. Valda parametervirden ar 1,00 -10~12;
2,00-10712; 5,00-10712; 1,20-107*%; 2,80-1071; 6,60-10~1%; 1,52-10719; 3,51-10710; 8,11-1019;
1,87-1079; 4,33-1072 och 1,00 - 10~8.



For laga virden pa kps, repolariseringshastigheten, sker ingen repolarisering vilket gor att den-
siteten av M1 makrofager 6kar utan paverkan av repolariseringen, se figur [I.5] M2 okar véldigt
langsamt da repolarisering ar den faktor som gor att de vdxer snabbare &n de dor. Detta leder till
att tumdrtillvixten hindras av M1 makrofager samtidigt som den far minimalt med hjélp fran M2
makrofager.

Hoga varden pa kqo innebér att densiteten av M1 makrofagerna minskar snabbt efter att de
natt sitt maximum samtidigt som densiteten av M2 makrofagerna okar. For tillrackligt hoga véarden
repolariseras M1 makrofagerna néstan direkt efter att de aktiverats eller rekryterats. Detta gor att
densiteten av M1 makrofagerna aldrig tillats 6ka. Den laga densiteten av M1 makrofagerna gor att
repolariseringen inte racker som kompensation for att M2 makrofagernas dédshastighet ar hogre
an deras rekryteringshastighet. Avsaknaden av M1 makrofager gor dven att tumoren tillats vixa
nést intill obehindrat. Nar tumordenisteten blir tillrackligt stor 6kar antalet M2 makrofager, dock
valdigt langsamt. Detta gors tydligt fran dér forhallandet mellan densiteterna av tumoren
och M2 makrofagerna, a;o samt d,so visas.

Xy, [celler]
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Figur 4.5: Variation av parameter ki5. Linjernas farg ar beroende av parametervirdet pa k1o dar de
ljusare har ligre viirden och de moérkare har hogre viirden. Valda parametervirden ar 1,00 - 1071
2,00-1071: 5,00-10711; 1,20-10719; 2,80-1071%; 6,60-1071%; 1,52-1072; 3,51-1072; 8,11-10~?;
1,87-107%; 4,33-1078 och 1,00 - 1077

5 Parameteridentifikationsproblem, PIP

Beroende pa hur méanga parametrar som ar oidentifierade kan olika metoder anvédndas. I fallet
da enbart en parameter &r oidentifierad kan denna berdknas explicit. I resterande fall kan en
optimeringsalgoritm anvéndas.

5.1 Explicit berdkning av en oidentifierad parameter

For att explicit berdkna véirdet pa en oidentifierad parameter anvands for att ta fram para-
metervardet vid diskreta tidpunkter. Detta gors genom att diskretisera tidsderivatan och bryta ut
den oidentifierade parametern fran nagon av , eller

Lat virdena pé alla parametrar utom en samt @(t) = (@1 (t), 2as1(t), 2ar2(t)) vara kiinda for en
viss tidspartition T}, med h diskreta punkter och stegléngd 7. Da kan den oidentifierade parametern
beréknas explicit vid tidpunkten ¢;, ¢ = 1,2,...,h, med en av de féljande ekvationerna



—zrlt)zer(tion) 4y () - (1 — mia(t D) 4 dysawara () (t)

dar (t;) ~ 2T 5.1
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¢ l‘MQ(ti)IT(t ) ’
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wr(ti)ean (t;) - (1 — 2oty
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D4 alla parametrar antas vara konstanta éver tid férvantas den explicit berdknade parametern
anta samma vérde vid varje diskret tidpunkt. Pa grund av 6vergangen fran en analytisk till en nu-
merisk 16sning kan det ske olika sorters berikningsfel, vilka visas som avvikelser fran det forvantade
vardet.

5.1.1 Diskretiserings- och avrundningsfel

Vid numerisk representation av mycket smé element ansétts ett tal med begridnsad precision och
decimalupplosning. Darfor introduceras finita differenser vilket &r derivatans diskreta motsvarig-
het. Sadana differenser hérleds fran funktionens Taylorutveckling. Forsta och andra ordningens
diskretisering av f’(x), dar f(z) ar en godtyckligt funktion, med steglingd 7 ar

respektive

fl(x) ~ . (5.3)

Se appendix [B23] for hérledning. I just dessa uttryck anvinds framatdifferens vilket dr en typ av
finit differens.

Avvikelser i den diskreta representationen av den kontinuerliga funktionen, som den trunkerade
taylorutvecklingen, orsakar diskretiseringsfel, se avsnitt Medan begriansad talrepresentation
istéllet orsakar avrundningsfel. Avrundningsfelet uppstar da en berdkning involverar mer vardesiff-
ror d4n vad som korrekt kan representeras av datorn eller den numeriska metoden. Vidare ar det
mojligt att det totala avrundingsfelet kan amplifieras i varje berikningssteg. Atgirder for att be-
gransa felet inkluderar bland annat att h6ja precisionen och anvidnda numeriska metoder avsedda
for att minimera avrundningsfelet, till exempel Kahan summering [28]. Notera att huruvida fel-
utbredningen fortloper &r fallspecifikt och paverkas i hog grad av den berdkningsalgoritm som
anvéinds.

Tillsammans utgér summan av trunkerings- och avrundningsfelen det totala numeriska felet.
Sammantaget i och , ar det for stora viarden pa 7 som diskretiseringsfelet dominerar
samtidigt som avrundningsfelet kan forsummas. Medan da steglingden 7 minskar krymper diskre-
tiseringsfelet och istéllet framtrider avrundningsfelet som dominerande. Initialt kan det framsta
uppenbart att steglangden, 7, i en ideal situation bér minimeras. Men i praktiken géller det att
balansera diskretiseringsfelet mot avrundningsfelet. Som né&mnts finns det flera olika metoder for
att reducera dessa fel. Avrundningsfel kan i viss man begrénsas genom att forenkla ekvationerna
innan de skrivs in i berdkningsprogrammet for att minimera antalet operationer. Trunkeringsfelet
kan reduceras genom att anvinda adaptiva steglangder eller hogre ordningens finita differenser.

En metod for att reducera avrundningsfel ar att férenkla ekvationerna och pa sa vis minska
antalet operationer. Forenkling av for respektive parameter ar foljande
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12( ) 27'$Ml(ti)$T(ti) + atl( B ) l‘T(ti) ( 6)

Som tidigare ndmnt kan felet reduceras genom anvindning av adaptiva steglingder. En sadan
metod dr Chebyshev noder.

5.1.2 Chebyshev noder

Genom att ansdtta Chebyshev noder kan steglingden mellan interpolationspunkterna av funktio-
nen anpassas for att minimera avvikelserna |30].
P4 ett godtyckligt tidsintervall [, 5] blir Chebyshev noderna, enligt [5],

B—acos<(2k—1)7r>+a+ﬁ

= — k=1,2,..n, (5.5)

2 2n

dar n ar antalet noder.

5.2 Approximation av flera oidentifierade parametrar

I de fall flera parametrar ar oidentifierade anvénds en optimeringsalgoritm vilken &r del av en metod
beskriven i [6] som modifierats for projektets &ndamal. For att kunna optimera parametervirdena
krévs en initialestimering. Denna gors genom att analysera de givna diskreta métvirdena for tu-
mordensiteten och makrofagdensiteterna, g = (gl, 2o, gg). Genom att optimera initialestimeringen
ges virden pa o vilka gor att biist beskriver datapunkterna g.

For att méta avvikelsen mellan modellosningen, x, och datapunkterna, g, anvinds Tikhonovs
regulariseringsfunktional.

5.2.1 Tikhonovs regulariseringsfunktional

Tikhonovs regulariseringsfunktional, eller Tikhonovfunktionalen, &r en funktion som kan anvéndas
vid optimering av parametrar i en annan funktion.

Definition 5.1. Lt x(t) = (x1(t), z2(t), ..., xm(t)) vara losningen till forsta ordningens differen-
tialekvationer

0
5 = flatal), te(0,1],
z(0) = «C.
Lit dven v; € [0,1] vara en regulariseringsparameter och g¢(t) = (g5(t),85(t),...,85(t)) vara

kontinuerliga approzimationer av givna datapunkter, g. Dd skrivs Tikhonov funktionalen enligt:

T m n T
S =g [ Do) g0 33 [ anto) — o) (56)
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dir oo = (a1(t), a2(t), ..., an(t)) dr oidentifierade parametrar och of = a;(0).

Ekvation (5.6) &r tagen fran [6] med viss modifikation. For att bestdimma g€(¢) kan minsta
kvadratmetoden anvéindas, se avsnitt
Vi formulerar minimeringsproblemet

min J(ot), (5.7)

o

som kan anvindas for att identifiera vilka virden pa parametrarna som bést aterskapar datapunk-
terna, da funktionalen beskriver felet mellan den berdknade 16sningen, x, och datapunkterna, g.
For att 16sa minimeringsproblemet behover stationdra punkter med avseende pa a(t) identifie-
ras, sddana att
J' () () =0 (5.8)

dar J'(et)(a) ar Fréchetderivatan av J(et) i punkten &. For definition av Fréchetderivatan, se

appendix [AJ]

Lokalt ar Fréchetderivatan av Tikhonov funktionalen (5.6) starkt konvex [4] vilket innebér att
(J'(x) = J'(y),z —y) > kllz —y||*, & = konstant > 0. (5.9)

Foljaktligen kan det forutséttas att det oo som loser ((5.7) &ven loser parameteridentifikationspro-
blemet. For att 16sa (5.7)) anviinds Lagrangemetoden.

5.2.2 Lagrangemetoden

Lagrangemetoden anvénds for att hitta lokala extrempunkter med bestdmda bivillkor. Metoden
syftar till att omformulera problemet sa att det kan 16sas genom derivering. Omformuleringen ba-
seras pa att funktionens gradient kan skrivas om som en linjirkombination av bivillkorets gradient
i en gemensam punkt [1].

Sats 5.1. [1] Antag att funktionerna f och g har kontinuerliga forsta ordningens partiella derivator
ndra punkten Py pd kurvan C med ekvation g(x,y) = 0. Antag dven att, ndir funktionen dr begransad
till punkter pé C, sd har funktionen f(x,y) ett lokalt extremvdrde i Py. Slutligen antag att

label=() Py inte dr en dndpunkt pdé C, samt
lbbel=() Vg(Py) # 0.

Da existerar det ett tal, Ao, sddant att (xo,yo, Ao) dr en stationdr punkt for Lagrangefunktionen

L(z,y, A) = f(z,y) + Ag(z,y),
ddar \ dr Lagrangemultplikatorn.

For bevis se [1].
Applicering av sats ger att en Lagrangefunktion kan konstrueras enligt féljande

Liv) = J(e) + / N(t) - (#:(t) — fi(t))dt, (5.10)
=1

dar A = ()\1, D Y, )\m) ar Lagrangemultiplikatorn, f(xz(o(t)) = %,t €[0,T] och v= ()\, x, oc).

(
Genom att anta att varje komponent i v = (7\, x, oc) kan varieras oberoende, sddan att

L'(v)(v) = Ly (v)(N) + Lg(v)(@) + Ly (v)(&) = 0 (5.11)

uppfylls, kan berikningarna forenklas och fortfarande ge samma resultat [7].

For Lagrangefunktionen, L : U C R?™" — R, dér m &r antalet ekvationer i modellen och n &r
antalet oidentifierade parametrar, antas det att det att U dr en 6ppen méngd enligt definitionen
nedan

12



Definition 5.2. [0/ Lit x(t) = (z1(t), 22(¢), ..., xm(t)) vara losningen till forsta ordningens diffe-
rentialekvationer

o — Jalalt), te 0 =[0.T]
z(0) = z°.

Lat duen A(t) vara Lagrangemultiplikatorn A(t) = (A1(t), A2(t), ..., Am(t)) och v = (A, xz, ). Dd
definieras mdngden U enligt:

HX(Qr) ={zc H (Q7) : 2(0) = 2%}
Hi(Qr)={A e H (Qr) : A(T) = 0}
U= H;(QT) X H}\(QT) X
ddr alla funktioner dr realvdrda.

Definition for H!(Qr) ges i appendix

5.2.3 Lagrangefunktionens partialderivator

Lat v = (N, z, o) och antag att parametrarna A,  och o kan variera oberoende av varandra. D4
kan vi med hjilp av féljande formeln

L)@ =3 Bi gy, () (5.12)

ta fram uttryck for de partiella derivatorna till Lagrangefunktionen som vi sétter till 0. De partiella
derivatorna &r samlade i foljande tre satser.

Sats 5.2. De partiella derivatorna av L med avseende pd A dr

T xrT xr —
= — —rzp(1-— r +dmizanirr — dyeT iz | Aidt,
0 T

T
d _
= / T A1 TTT M1 (1 . leﬂ—LxM2> + oz + k12$M1$T) Aadt,
0

T
d _
= / (xm — QXTI (1 - W) + 0o — k’12$M1$T) Azdt,
0

VYA = (5\1,5\2,;\3) S H/{(QT)

Sats 5.3. De partiella derivatorna av L med avseende pa x dr
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0=L, (v) (Tr)

g Cc\ = T d>\1 2IT
= (xp — g7)Trdt + (——— = Mr(1 — ==) + Mdarixar — MdaaTare
0 0 dt ﬁT
+ +
- )\Qat1$M1(1 - M) + )\leg.’EMl — )\SQthMQ(l — M)
P Ba
— Azki2w 1) Trdt,

0=Lg,, (v) (@)

T o T d)\Q
= (a1 — 95)ZTanndt + (Mdanizr — —— — daanzr(l —
0 0 dt Bum
A
+ Xk + w — )\3]6121‘T)J_/‘M1dt,
M

0=Lg,, (v) (Tn2)

T T
oG TTT d\
= / (Zpm2 — 95) T pradt +/ (—Aidppoay + 2200TTEML A3
0 0 Bm dt
Ty + 2xu2

Bu

YV = (IET,:Z'Ml,:EMQ) S H%(QT)

— Azapzr(l — )+ A3dar2)ZTar2dt,

Sats 5.4. De partiella derivatorna av L med avseende pd o dr

0=L} (v)(dm1)

dnr

T T
=m / (dar1 — dSy1)dmadt + / M1 2T7dm1dt
0 0

O :L&Mg ('U) (d7n2)
T _ T B
— / (dara — d%3)dadlt — / M ra e dmdt
0 0
0=Ly,, (v) (@)
T T
_ Tyt _
= 73/ (ap — afy)apdt — / Noapnar(l — LG,
0 0 Bu
0=L,,, (v) (@)

T T
_ Tyl + _
= ’74/ (atg — a?Q)atgdt — / )\3$M2(ET(1 — u)atgdt
0 0

Bm
0=Li,, (v) (ki2)
T B T B
= ’)/5/ (klg — k(l)Q)klgdt + / (EMll'T()\Q — Ag)klgdt
0 0

V& = (dm1, dma, an, a2, k12) € C(Qr).

For bevis av sats [5.2] [5.3] och [5.4] se appendix [B.2] Vidare kommer dessa ekvationer att an-
vandas i en 16sningsalgoritm, specifikt konjugerade gradientmetoden, for iterativ uppdatering av

parametrarna som avses i de partiella derivatorna, o = (dps1, das2, at1, as2, k12)-

5.2.4 Bakatproblemet

For att berdkna de partiella derivatorna av L for olika virden av v ser vi enligt sats[5.2} [5.3] och[5.4]
att A behdver bestammas. For att gora detta utnyttjas det att derivatorna i sats ar de svaga

formuleringarna av foljande system av differentialekvationer [6]

14
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d\ 2x
—L = —Air(l— i) + Mdanz v — Midmexare — Aaapzan (1 —

Ta + $M2)
dt Br B

A (5.13a)
M M c
+ Aokiox s — Azapxpe(l — %) — Askiara 4 2T — g1,
M
d\ Qa1 + A3A2TTT
d7t2 = —Xanrr(l — W) + A2dnn + %TW — Askizrr + Aidanzr (5.13b)
+ XokioxT + T — 95,
A 2 A
i A30nr2 — Agappxp(l — w) — Adygzr + L +Za2 — g5, (5.13¢)
i B B

vilka kan anvindas for att berakna A.

5.2.5 Konjugerade gradientmetoden

For att slutligen optimera o anviinds den konjugerade gradientmetoden. Lat gradienten K (t:)
vid tidpunkt ¢; och optimeringsiteration s definieras enligt féljande

KO() = (L (), L (1), ..., LD(t)) - (5.14)
Genom att for al®) = (oés), Ozgs)7 e Ozsf)) 16sa (%) och A®) kan niistkommande iteration av

o bestdmmas enligt
D (1) = () + B -8 (¢y). (5.15)

Vektorn B(S) ar steglangden i gradientmetoden och bestdms enligt

(K(S), 5(3))

8O — _ o) (5.16)
y () (5(<)7 8(‘))
dér (-,-) ar inre produkten i L? rummet. Vektorn y(*) = (%5), 'yés), R %(LS)) ar regulariserings-
parametrarna och bestdms enligt féljande iterativa regel
(0)
o) = X 5.17
Y GO (5.17)

med v(© < a® och 5 € (0,1). Observera att dessa d&r samma regulariseringsparametrar som
anvénds i (5.6). Slutligen ges 8% (¢;) av

8 (t;) = — KW (t;) + o - 86D (¢,), (5.18)

diir 0(®) bestams enligt
RO 1K) ()12

- ~ (5.19)
Y ()12

For forsta iterationen ar 8(0)(ti) = —K© (t;). Denna typ av iteration upprepas tills nagot av
féljande ar uppfyllt:

o |[K®(t;)|| <0 diir 6 € (0,1) &r en vald tolerans,

o |[K®)(t;)| borjar vixa markant,

e [|a®)| nirmar sig nagot ||ctop||-

Med en tillréckligt bra initialestimering kommer a(®) att nirma sig 16sningen till minimerings-

problemet ([5.7)).
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6 Resultat fran explicit beridkning av en parameter

Det finns flera olika metoder for att 16sa differentialekvationer. I projektet testades tva av MAT-
LABs egna losare, ode45 och ode23s. Losaren odedb fungerar for icke-styva problem medan ode23s
ar anpassad for att 16sa styva ekvationssystem. Ett system anses styvt om det innehéaller flera olika
tidsskalor, det vill sdga, systemet innehaller snabbt och langsamt varierande parametrar samtidigt.
Detta innebér att 16sningen kan vara mycket kénslig for sma foréndringar i ingangsparametrar-
na. Aven Newtons metod har provats for de relevanta numeriska berskningarna. Fér beskrivning
av denna metod samt diskussion kring resultaten vid anvindning av metoden, se appendix [C|
Det gjordes en analys av de olika l6sarna samt Newtons metod och det konstaterades att ode23s
presterade bist for alla parametrar. For jamforelse av olika 16sare, se appendix [E]

I avsnitt [5.1] beskrevs det hur explicit berékning var mojligt i fallet d& alla parametrar utom
en ar kidnd. Valda parametervirden samt startvirden for densiteterna som anvindes vid explicita
berikningar visas i tabell ] Alla explicita berdkningar utfordes numeriskt Gver tidsintervallet 0 till
20 dagar.

Tabell 3: Startvirden for parametrar samt densiteter vid explicita berédkningar.

Parameter /Densitetet | dyq | dae a1 a2 k12 T TM1 | TMm2
Initialvirde 1077 107" [107® [ 107 [ 107 | 5.10° [ 10° | 10°

Figur [6.1] visar densiteterna vilka beréknats med initialviirden enligt tabell [3]

%108

Densitet, [celler]

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Dagar

Figur 6.1: Graf av berdknade densiteterna x som anvénds i de explicita berdkningarna.

Da det antas att parametrarna ér konstanta over tid forvintas det att berdkningarna enligt
(5.1) resulterar i en horisontell linje vid parameterns sanna virde. For alla fem parametrar visar
graferna istéllet en relativt stor varians kring det sanna parametervérdet i borjan av tidsintervallet
innan det stabiliseras, for exempel se figur och I texten visas endast resultat for ett fatal
parametrar, for resterande parametrar se appendix [E]

For att reducera felen tillimpades flera olika metoder: férenkling av ekvationerna, ansattning
av Chebyshev noder samt testning av olika startvirden pa densiteterna, .

6.1 Jamforelse mellan original ekvationer och férenklade ekvationer

Inledningsvis utfordes enbart férenklingen enligt (5.4)) vars resultat visas, i jaimf{orelse med resultatet
for originalekvationen i figur och for daso respektive kia.
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x107® Férenklad
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8 I
Explicit berdkningar, ode23s

o 61 ---- Sannt paramtetervérde
°
g
z 4
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0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Dagar
8 %1078 Original
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Explicit berékningar, ode23s
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®
2 4r 1
2
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§ 2 I
I
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Figur 6.2: Graf for explicita berdkningar av djso. Den 6vre grafen visar resultatet vid anvindning av
den forenklade ekvationen, se , och den nedre den ursprungliga ekvationen, se . Berédknat
medelviirde mellan dag 10 och 20 #r 9.93 - 107! fér bade den férenklade modellen och original
modellen.

Graferna for parameter dyso uppvisar fluktuationer i bérjan av tidsintervallet for bada varianter-
na av ekvationen. Efter dag fyra borjar bada graferna stabiliseras ut vid det sanna parametervardet,
10710,

4 %1071 Férenklad
I

Explicit berakningar, ode23s
3 -~~~ Sannt paramtetervarde ul

Parametervirde
T

Dagar

<10 Original
0 T

2 -

Parametervirde
IS

Dagar

Figur 6.3: Graf for explicita berdkningar av k12. Den 6vre grafen visar resultatet vid anvindning av
den foérenklade ekvationen, se , och den nedre den ursprungliga ekvationen, se . Berédknat
medelvirde mellan dag 10 och 20 #r 9.99 - 10~ ! fér den forenklade modellen och —4.67 - 10710 for
original modellen.

Till skillnad fran parametern djso observeras en storre skillnad mellan bada varianterna av
ekvationen for parameter k12, se figur [6.3} Den forenklade ekvationen genererar en graf med bety-
dande variation i bérjan av intervallet innan den stagnerar, vid det sanna viirdet 10719, Grafen till
originalekvationen #r mindre dynamisk och bérjar vid dag sex stagnera kring —4 - 10710, vilket &r
utanfér parameterintervallet. Observera att figuren kan vara missvisande dé skalorna pa axlarna
for de tva graferna skiljer sig markant.

17



For parameter dy;1, dpro samt agq ar graferna for originalekvationen samt den férenklade néstin-
till identiska, medan representationen av parameter a;o och k1o blev nagot forsdmrad respektive
forbattrad.

6.2 Explicit berdkning med Chebyshev noder
For att reducera felen ansattes 500 Chebyshev noder, vilket illustreras i figur och figur

Forenklad
¥

0 e Fre R Rt S e S =SS
Explicit berdkningar, ode23s
© 05 ---- Sannt paramtetervérde
z
E ]
k]
£.5 4
e
I
o
2 B
I ! I I | ! I !
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Dagar
%108 Original
1 T 1 1 1 =
Explicit berakningar, ode23s
° O e e ---- Sannt paramtetervérde
B
:E 1 -
g2 ]
g
& -3
a
4 4
t I I I I I I I I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Dagar

Figur 6.4: Graf for explicita beréikningar av k1o utférda med Chebyshev noder med startviarden
enligt tabell [3] Den 6vre grafen visar resultatet vid anvindning av den férenklade ekvationen, se
, och den nedre den ursprungliga ekvationen, se (|b.1]). Berdknat medelvirde mellan dag 10 och
20 dr 1.03 - 10710 for den forenklade modellen och —4.49 - 10710 f6r original modellen.

Ansittning av Chebyshev noder, i figur [6.4] resulterade i mindre fluktuation for de tva graferna
vilka &r relativt lika. Genom att utféra samma explicita berdkningar med initialvirden néra ett
steady state, enligt 27 = 3.130 - 10°, 571 = 1.000 - 107° och xps0 = 4.025 - 108, ges féljande graf
fér densiteterna.

9
35 x10

Densitet, [celler]

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Dagar

Figur 6.5: Graf av berdknade densiteterna x med startvirden nira steady state.

Notera att det steady state som valdes tros vara asymptotiskt stabilt. Detta bor dock bevisas
analytiskt.
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Figur 6.6: Graf for explicita berdkningar av k5 utférda med Chebyshev noder néra steady state.
Den 6vre grafen visar resultatet vid anvindning av den férenklade ekvationen, se , och den
nedre den ursprungliga ekvationen, se . Berdknat medelvirde mellan dag 10 och 20 &r 9.98 -
1071 fér den forenklade modellen och —2.95 - 10710 for original modellen.

I figur [6.6] visar graferna en jimn kurva som nérmar sig det sanna parametervirdet vid dag
2. Resultaten visar att avvikelserna de forsta tva dagarna &ar lagre med initialvirden néra steady
state. I jamforelse mellan bada varianterna av ekvationen &r de fortfarande relativt identiska for
dyr1, dpyro och agy medan det finns en skillnad mellan dessa for a;e och kqs.

7 Diskussion

Att med matematiska modeller beskriva tumorers tillvixt och med specifika métviarden forutspa
hur de kommer att vixa &r av stort intresse utifran ett samhéllsperspektiv. Trots att modeller sen
tidigare tagits fram for att beskriva tillvixtforloppet hos cancerceller finns det ingen implementerad
metod for det syftet.

I detta projekt utvecklades metoder for att bestimma de parametrar vilka representerar varia-
tionerna i tillvixtforloppen hos olika individer. Forst analyserades den valda modellen for att visa
vilken péaverkan de oidentifierade parametrarna hade, bade pa kort och lang sikt. Detta utférdes
med hjélp av en steady state-analys och en kdnslighetsanalys. Efter modellanalysen introducerades
en metod for att explicit berdkna en oidentifierad parameter och det redogjordes &ven fér en metod
vilken férvintas kunna identifiera flera parametrar samtidigt. For att understka ldmpligheten att
anvianda den valda modellen for att identifiera flera parametrar lades extra fokus pa numeriska
studier for explicit berdkning av en parameter.

Resultaten av de explicita berdkningarna visade i de tidigare delarna av tidsintervallet stora
avvikelser fran parametrarnas sanna véirden. Dessa avvikelser minskar dock mot mitten och slutet
av intervallet.

7.1 Tolkning av resultat

Analys av resultaten fran den explicita berdkningen, vilka alla hade avvikelser i borjan av tidsin-
tervallet, ledde till hypotesen att dessa avvikelser beror pa avrundningsfel och diskretiseringsfel.
I jamforelsen mellan de ursprungligen introducerade ekvationerna samt dess forenklade versioner
visas det att skillnaden fér parametrarna dys1, dase och a;; knappt var mérkbar. For parametrarna
a2 och k1o var ddremot skillnaden betydligt mer signifikant. Samma tendenser finns &ven i graferna
dédr Chebyshev noder implementerats, bade med initialvirden enligt tabell [3] for densiteterna och
startvirden nara ett steady state.

Inférandet av Chebyshev noder resulterade inte i nagon signifikant forbéttring i de explicita
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berdkningarna. Daremot nér densiteternas initialvirden ansattes néra ett steady state resulterade
detta i forbattrade parameteruppskattningar i borjan av tidsintervallet. Dessa forbéttringar skulle
mojligtvis kunna vara kopplade till att densiteterna foréndras langsammare i nédrheten av valt
steady state. En annan méjlig férklaring ar att storleken pa de alternativa startvirdena pa x kan
minska felen. Det behoéver dock undersokas vidare vad de forbéattrade resultaten beror pa.

Det finns flera metoder som kan utvérderas for att forbéattra resultaten i de explicita berdkning-
arna. En av dessa innefattar elimination av de termer i och som orsakar stora avvikelser
pa mindre delintervall.

7.2 Utvardering av projektets begriansningar

I det tidiga skedet av intervallet antar ibland zp, xp;1 och xpo valdigt sma viarden. Detta visades
problematiskt eftersom parametrarna har en storleksordning kring 10~ vilket ger upphov till fel
eller avvikelser fran den forvintade losningen, se avsnitt [5.1.1} I avsnitt [] uppenbaras aterigen
problematiken med smé parametervirden, d& den explicita parameterrekonstruktionen fluktuerar
initialt, se exempelvis figur och

Med hénsyn till de sméa storleksordningarna och att MATLAB som standard tillampar en
precision pa 16 decimaler [25] gar det inte att utesluta att precisionsbegrésningen latt skulle kunna
overskridas. Detta hade bidragit till ett storre avrundningsfel och saledes &ven det totala numeriska
felet. For att hantera denna fraga kan det vara lampligt att 6verviga algoritmer och programvara
med forbattrad precision.

En alternativ metod for att hantera avrundningsproblemet innefattar anvindning av olika skal-
ningstekniker, vilka syftar till att omvandla skalorna pa parameterintervallen till mer hanterbara
storlekar. Val av skalningsmetod beror i hog grad pa modellformuleringen och omskalning av sy-
stemet kraver darav djupare forstaelse av modellen. Detta for att undvika forlust av fysikalisk och
biologisk koppling.

Det &r tydligt att det finns utmaningar kopplade till den nuvarande metoden, i synnerhet nér
det kommer till skalning och berdkningsprecision. Darfor ar det viktigt att betona att férbéattrings-
mojligheter for metoder som presenteras kraver bearbetning och vidare forskning. Om man tillater
sig att bortse fran dessa utmaningar och istéllet fokuserar pa att utveckla verktyg for fortsatt
arbete, sa finns det betydande mdojligheter till framsteg.

7.3 Framtida forskning och hypoteser

Med explicit berdkning av en parameter implementerad ar ett mojligt nésta steg att identifiera
flera parametrar samtidigt, forslagsvis med metoden beskriven i avsnitt Pa grund av avvikel-
serna i de explicita berdkningarna &r en rimlig hypotes att liknande fel &ven kommer att uppstéa i
optimeringsalgoritmen. Ett md&jligt tillvigagangssatt for att kringga problemet &r att implementera
algoritmen pa ett tidsintervall dér de explicita berdkningarna resulterar i tillrackligt sméa avvikelser.
Detta skulle innebéra en del férdndringar i bland annat Tikhonovfunktionalen och Lagrangemeto-
den da de behdver omformuleras for att passa in pa det nya tidsintervallet. Vidare &r det relevant
att undersoka om parameterrekonstruktion dr mojlig &ven da brus introducerats i datan, for att
simulera verkliga métvirden.

Forhoppningen &r att modellen, , i framtiden ska kunna ge en béttre forstaelse av tu-
mortillvixt vilket i langden kan gynna cancerbehandling. For att kunna anvinda dessa metoder i
syfte att beskriva tumortillvixten i manniskor dr det nédvindigt att vidare studera och utveckla
modellen.
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A Appendix 1 — Definitioner

A.1 Fréchetderivatan

Foljande definition av Frechétderivatan ar tagen fran appendix A.3 i [22].

Definition A.1 (Fréchetderivatan). [22/
Lat X C RYN wara en dppen icke-tom méngd. En funktion f : X — RM Gr differentierbar i
punkten x € X om det finns en reell M x N matris, som vi betecknar med (D f(x))(x) € RM*N

sadan att
o 160 2) = 1) = (DR 2I] _

Z=0 ||

0.

A.2 Definition av rum
A.2.1 Sobolev-rum

Definition A.2. [3] Ldt Q2 vara en dppen delmdngd av R™. Fér icke-negativa heltal k och p € [1, 00,
definierar vi Sobolev rummet av ordning k enligt

WkQ) = {u € L,(Q) : D* € L,(Q), |a|< k}. (A1)

p

De korresponderande Sobolev-normerna dr

1/p
lllws = | S0l o | 1<p <o, (A.2)
la|<k
och
lulwe @) = > ID%ullr)- (A-3)
lo| <k
Vi definierar ocksa seminormerna enligt
1/p
|U|W;(Q)1= Z|: ||D“u||’£p(w) , 1< p<oo. (A.4)
al|=k
Ddérmed, for1 <p < oo, far vi skriva
k
— P
fulbws @ = | Solul 0 |- (A5)
7=0
Utéver det, nir p = oo, far vi
lulwi @)=Y IDullL ), (A.6)
le| <k
vilket ger
k
||U||W;;(Q) = ZWW;(Q) (A7)
j=0

Anméarkning A.1. For k =0 dr |-|WI;;(Q) den vanliga Ly-normen. Bendmningen seminorm an-
vands endast nar k > 1



A.2.2 Hilbert-rum

Specialfallen av WZ’f dir p = 2 och k = 1,2 kallas Hilbertrum och skrivs H*(Q), Q c R |3]. For
k=1 fas

B)
HY(Q) ::{u c LQ(Q)’&: €Lx(Q),j=1,... n} (A.8a)
J
n au 9 1/2
ull 1) = Hu||2L2(Q)+Z D ) (A.8b)
j=1 J LQ(Q)
1/2
= (3] 22 (A5c)
HY(Q)= . axj . s .0C
j=1 Z(Q)
och for £k =2
ou 0%u
H?(Q) = Lo(Q)|=— € Ly(),j=1,... Lo(Q), i,j=1,... A.
(@ ={u e La@| 7 € La@. = Lo moch T € L), ij = Lcon e (ASW
5 9 1/2
"l du i 0%u
lull g2y = | lullF,q) + e + , (A.9b)
() L2 (Q) ]z::l 8.2:]- L) o 6xia:j La ()
1/2
o b o K (A.90)
HZ(Q).— . ax] L . .
j=1 2(Q)

ii



B Appendix 2 — Bevis

B.1 Analys av steady states

Bevis av sats[{.1l Antag att =(t) > 0, o > 0 och att r, 7, Bar, Oar1, Iz > 0. Lat f(z) = %7 det
vill sidga

T
fi(@) =rar (1 - 5;) — dynzanzr + dy2 2T, (B.1a)
Ty + T
fo(®) = anzraan (1 — MlBMMQ> — ozt — Kiexviar, (B.1b)
x +x
f3(@) = avzrrzare (1 - MlBMMQ> — Om22 M2 + kT an @ (B.1c)

Enligt definition dr punkten z* ett steady state om och endast om f(z*) = 0.
Vi borjar med att hitta alla steady state under antagandet att =% = 0 vilket ger att f(xz) =0
férenklas till

fi(z") =0, (B.2)
f2(2") = =01 @i, (B.3)
fa(x") = —0nr0ahya- (B.4)

Eftersom dpr1, 02 > 0 maste dirmed z3,, = 23,5, = 0 for att «* ska vara ett steady state. Detta
medfor att det enda steady state for o} = 0 ar * = (0,0, 0).
Antar vi istéllet att 2% > 0 och x%,, = x},5 = 0, forenklas f(z) = 0 till

hie) =ra (1- 52, (B5)
Br
fa(x") =0, (B.6)
fa(z*) = 0. (B.7)
Eftersom r, x4, By > 0 uppfylls endast kravet att f(z*) = 0 om x% = Bp. Alltsa ar «* = (87,0,0)

det enda mojliga steady state fér de géllande antagandena.
Vi antar nu att @, 23,5 > 0 och x},, = 0 vilket ger att férenklingen av f(a*) = 0 blir

fi(z") =ral (1 - ;i) + dypxipxy =0, (B.8)
fa(x*) =0, (B.9)
F3(a*) = apriaiy (1 - ?i;) — Saralys = 0. (B.10)
Genom att bryta ut =3, ur ges att
—ppt(] = 2T "
Thrs = mfﬂix;%) = (G- 1), (B.11)

Detta kan sedan anvindas for att skriva om (B.10]) som

* dztfz (% B 1)
a2 1-— T — (51»[2 = O, (B.l?)

vilket i sin tur kan forenklas till andragradsekvationen

_ du2BrBu On2dn2BrBum

)2 1 " x —_— = 0. 1
(x7) r ( +dM25M Trt agor 0 (B-13)

il



Losningarna till (B.13)) ar

T r 2
. dar2BrBu (1 + 75,) N dv2BrBu I+ 750) \* SmadareBrBu (B.14)
T = , .
2r 2r ag2T
vilket kan skrivas om till
dpr2BrBm ( agr > ( agpr )2 dagordnre
= T agn + + awo + - . B.15
r 2a407 2T daraBu 2T dareBu BrBardara ( )
Vi har alltsa hittat ett tredje och fjarde steady state z* = (xi}, 0, d;“ (% — )) dér z7 beskrivs

av (B.15). Dessa steady state existerar endast om z% € R och z% > 0.
Nu antar vi att ., 23,, > 0 och %, = 0. Forenklingen av f(a*) = 0 ger d& ekvationssystemet

>k * x* * *
fi(x") = rak ( — é) —dyn iy =0, (B.16)
5 % % )y * * *
fg(iL' ) = atlele(l — ﬁ) — (5M1$M1 — k‘lgl‘Mll‘T = O, (B17)
f3(x*) = ka2 = 0. (B.18)

Enligt antagande &r kia, 25,1, 25 > 0 vilket gor att (B.18) ej gar att uppfylla. Under dessa anta-
ganden finns darfor inga steady state.
Till sist antar vi att ok, 23,1, 237 > 0 vilket ger att f(x*) = 0 forblir oféréindrat, det vill sédga

x*
T (1 — ﬁT) —dyn )y + dyexyery =0, (B.19)
T
anTpTpn <1 - MlﬁMMz> — 01y — k2w =0, (B.20)
* ok x* + .’L'* * * *
12T T s (1 — MlBMMZ> — dnra® e + kr2xyp e = 0. (B.21)
Vi kan bryta ut =}, ur (B.19) vilket ger oss
r Tk dyro
hy = — (125 ) + =2k, B.22
MU da ( ﬂT> dyr M (5-22)
Vi kan skriva om (B.20) som
T3 + T3 5M1 klgif*
x 1—M>:+T. B.23
r ( Bum au an ( )
Om vi sedan sétter in (B.23)) i (B.21) far vi
) k
2T o (Ml + 12:5}) — Op2ie + ki2xy oy = 0. (B.24)
a1 a1

Inséttning av (B.22) i (B.24]) ger oss ekvationen

) k « [ Ay r xk
at2x7\42 <(jjll + aif(t;) - 5M2907\42 + k'ul’T <A22]V[1]WQ + dijwl ( - T)> = 0. (B25)

Detta innebér att vi har steady state, z* = (x4, 23,1, T372), givna implicit av (B.22)) och (B.25). O
Bevis av sats[{-3 Lat f = &, det vill siga

x
fi=rxr (1 - 6;) — dynzanxr + dye® 2T, (B.26)
x +x
fo=anzrean <1 - MlBMMz> — a1 — kiaTanr, (B.27)
x +x
f3 = apzrTan <1 - MlBMz) — Smaare + Kisx vz, (B.28)
M
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Notera att f &r differentierbar i punkterna xf = (0,0,0) och a5 = (871,0,0) samt att f(z}) =
f(x5) = 0. S& vi kan anvénda oss av sats

Vi bérjar med att ta fram matrisen A for o = (0,0,0). For det behover vi de partiella deriva-
torna av f med avseende p& zr, a1 och xpo. Derivatorna &r foljande:

* gf; (@) =7r(1- 2[%) —dynza + dy2® e,

L4 82&;1 (m) = *dMlev

of

0x nr2

(x) = dar2xr,

. %(m) = apwy (1 — B — Fypay,

O fa _ 2z +x

* o (®) = apar(l — =MEEEM2) — Sy — kypar,
dfa — _anxrTmi

® e (:B) - Bm ’

o 5L (x) = apzua(l - SMLEEMZ ) 4 Fypa,

Ofs — _ G2TTTM2
Oz 1 (iL‘) - Bm + kipar,

i 6) = maer (1 - 23520) iy

Dessa derivator samt inséttning av punkten zj ger oss matrisen

r 0 0
A=10 —dm 0 ,
0 0 —Ono

som har egenvirdena r, —dp; och —dpr2. Eftersom 7 > 0 enligt antagande sa sdger sats [£.2] att
punkten xj &r ett instabilt steady state.

Genom att forskjuta funktionen f fran f(x) till f(x — «b) kan vi ta fram motsvarande matris
A f6r punkten ;. Vi kallar den nya foérskjutna funktionen for f vilken ser ut pa foljande sitt.

fl =r(xy — fr) (1 — :UTB_TﬁT) —dynza (xr — Br) + duz s (zr — Br), (B.29)
f2 = an(@r — Br)Tan (1 - W) —danixan — ke (xr — Br), (B.30)
f3 = ap(xr — Br)Tare (1 — W) — Onra e + ko (7 — Br). (B.31)

De nya derivatorna med avseende pa xr,z 1 och xpso dr foljande:

A f 2 —
85; (ilf) =r- T(JC;T or)

o 2l(x) = —dani (w0 — Br),

—dyizan + dara e,

o 2L (z) = dya(ar — Br),

22 (1) = apnaan (1 — DOEEM2) — oy,

. 3833{51 () = ap(vr — Br)(1 — 72IM[§;$M2) —dar1 — kia(xr — Br),

df> _ _an(zr—Br)TM1
® 9z (:B) - Bm ’

2L (1) = apaar(l - BMLELMZ ) | Fypa,

o Lfs(w) = _aw(@r—Brizus 4 k1a(zr — Br),

O ar1 Bm



aiﬁg (x) = aga(xr — Br)(1 — 7zM1;A§””) — Oz

Dessa derivator samt inséttning av punkten (0,0,0) ger oss matrisen

3r dar Br —dpy2B8r
A= 0 (ki2—an)Br—9dm 0
0 —Brki2 —a2 81 — O

Notera att vi sétter in punkten (0,0,0) istéllet for 23 pa grund av att vi anvéinder den forskjutna
funktionen f.
Vi berdknar egenvérdena, A, till A med den karaktéristiska ekvationen

det(A — \I) =0,
vilket 1 vart fall blir
3r— A\ dA{]BT _dM2BT
det(A — )\I) = det 0 (k‘12 - aﬂ)ﬁT — 51\/[1 - A 0 =
0 —Brki2 —apfr — Oprz — A
(k12 — an)fr — o1 — A 0 )
= (3r — N)det =
(8r = A)de ( —Brki2 —apBr — Oare — A

= (3r — N)((k12 — as1)Br — 0nr1 — A)(—awefr — 02 — A) = 0.

Losningarna till den karaktéristiska ekvationen ar

)\1 = 3r
X2 = Br(kiz —an) — 0t
Az = —apfr — dnr.

Dessa 16sningar ar dven vara egenvirden. Eftersom r > 0 enligt antagande, sa a&r A\; = 3r > 0.
Enligt sats ar da punkten af = (87,0,0) ett instabilt steady state.
Darav ar satsen bevisad. O

B.2 Derivator

Bevis av sats[2.3. Under antagandet att A,z och o kan varieras oberoende av varandra blir de
partiella Fréchetderivatorna av L med avseende pa A foljande.

b (0 () = - < / A ()@ (1) —fl(t))dt)M) - ( / o —fldt> X =

ry (B.32a)
= / (% — rxT(l - ;l) + dMlle-TT - dMQJ;MQ.’L‘T)det.
0 T
5y 9 ’ N T daan <
e (0 () = 5 ([ ) at) — paoa | %o = ( [ S — o ) % =
A (B.32b)
:/ (dxd];ﬂ _atlele(l_W)‘FéMlle'FkulexT)XZdt
0 M
! 3= 2 ([ e AT R b
b (00 0) = 5 [ 2@ = faona ) %o = ([ S~ ) % = .
.32¢c

T

dx Tyl + Ty 3

/ ( 2 aparzae(l — MY 5 oxare — kiszanar) Asdt.
0 dt Bm

vi



Notera att alla termer inte skrivs med i forsta steget. Alla termer som inte innehéller A, Ao
respektive A3 kommer bli 0 nir vi deriverar med avseende pa motsvarande parameter.
Genom att séitta de olika derivatorna till noll 4r sats [5.2] bevisad.

O

Bevis av sats[5.3. Under antagandet att A,z och o kan varieras oberoende av varandra kan vi
berdkna de partiella Fréchetderivatorna av L med avseende pé zp pa foljande sétt.

Ly (0) 1) = 5o (; JRCICEr dt+z / ~ i) )mT. (B.33)

Vi delar upp i fyra mindre berdkningar, en for varje term i funktionen som deriveras.

T C
axT fo .%‘1 g5 (t ))th = %T fo - 91 th) %(fo 2(zr _gl)dt =
= fo — g§)dt,
o o2 (o M@ () = fi0)dD) = 520 (3 Mrdt) — 52 (fy Mufidt) =
= {Partiell integration} = 82T([)\1xﬂg OT M g rdt) — {nT fo Ar(rar(l— 3E)
— dynzanxr + dapx ey )dl) fo — L /\17’( — L)+ Mdanzan — Mdarewazdl,

T : R
o 50— (Jy Aa(t)(@a(t) — fo(t))dt) = %(fo —Xa fadt) = 52 ( fo Ao (ap e (1 — gt )
— vz — kpeanar)dt) = [§ —Aeanaan (1 — PEEEM2) 4 Nokypa i dt,

o 52 fo As(t)(5(t) — f3(t))dt) = %(fo —As fadt) = 52 ( fo A3 (arrraas(l — 2t )
T x x
- 5M2$M2 + kianar)dt) = [ —Aaapearz(l — PEEEEM2) — Nakox g dt.

Det ger oss foljande uttryck for derivatan:

, _ T o T dn 21
L, (v)(Tr) = / (xp — g7)Tpdt + / —Mr(l — —=) + Mdamiza — Mdarezare
0 0 dt Br

Ty + T2 Ty + T2

B B

De partiella Fréchetderivatorna av L med avseende pa x5 berdknas pé foljande sétt.

T
Ly (0)@a) = 57— (; | @) - sst dt+2 / MO — F(0)d >li. (3.34)

Vi delar upp i fyra delberékningar, en for varje term.

— Xapza(l — ) + Aokizzar — Asapzara(l — ) — >\3k12IM1)>ZETdt-

T c T c
® T fo wa(t) = g5(1)%dt) = 555 (o (wann = g5)%dt) = 3(fy 2(@an — g5)dt) =
- fO TM1 — gQ)dta

o 52— (fy M@ )~ AE)d) = 52— (f) M frdt) = 52— (— [ A(rar(1-35) —dynaanar
+ dyraxprxr)dt) = fo Adyixrdt,

¢ 3131\41 \f(] A2 (t

2(t))dt) = Bzm fo )\ drann t) — ale fo Ao fodt) = {Partiell integration}
Jof Baapndt) - —— (fy Nelanaraan(l - EMIEEMZ ) — Sppiaan
T

s 7@ — Xeagzr(l — %) + A2dn + Aekrozrdt,

)—f
6le( 2T M1 oT

]
— klgl’Ml:L'T)dt)

o 52 (fo Na®)(@s(t) = fa(®)dt) = 52— (fy —Nafadt) = 52 (= [} As(awrapm(l - Dutouz)

M
— Oarp@are + knzanar)dt) = [ As2TEM2 — \3kyoxpdt,
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Detta ger oss foljande uttryck.

T T
_ o dAso 2z +x
L., (v)(ZTn1) =/ ($M1—92)$M1dt+/ Mdaner——2 =Agapar(1- LMY L o6
0 0 dt Bum
A
+ XAokisxT + W - )\gklng)fMldt.

De partiella Fréchetderivatorna av L med avseende pé x 7o berdknas pd samma sétt.

o (1 ("
/ — _ —
L, (0)@a12) = 5 (2 | sty = ssterar+ Z / ~ () ) Tt (B35)
Vi delar upp i fyra delberékningar, en fér varje term.

T c T c T
® s fo w3(t) — g5(1))2dt) = 35:2—(Jo (xar2 — g5)%dt) = 5 ([ 2(zar2 — g5)dt) = [y (zar2 —
93

.awaMz (foT /\1(75)(1"1@) f ( ))dt) 3901\/12 fo Alfldt) 69;M2( fOT)q(T.IT(l—%)—dMllexT
+ dyraza2wr)dt) = fo —A1dpoxrdt,

T . T R
o 5i— ([ Aa(t)(@ia(t) — fa(t))dt) = 9;12( o —Aefodt) = 52— (= [ Aaanzrann(1— Ear A )
— Oy — kexanier)dt) = foT 4&@;\;7“[1 dt,

T : T\ i
o 5i— ([Jy As(t)(@s(t) — fa(t))dt) = dfm (fy AsLpzdt) — dm“ (JoF A3 fzdt) = {Partiell
integration} = 8#0”[2( 3$M2 fO d/\?» xM2dt BT]\/[Q fO )\3 at2xTxM2(]- _ IMlﬁerMz)

— 5M2xM2 —+ klglexT dt fO 7@ — Agatng(l — %jxm) —+ /\35M2dt.

Detta ger oss foljande uttryck for derivatan.

T T
AoQp1 TTT
L., (v)(Tnz) = / (zar2 — 93)Tar2dt +/ (—Midappay + 22T
0 0 B
dAs3

Tarl + 2200
A Y 1] M1 L M2
n 3227 ( 3

Notera att i forsta steget av deriveringarna av L sa skrivs inte termer som deriveras till noll
med.
Genom att sétta de olika derivatorna till noll ar sats [5.3] bevisad. O

) + )\3(5M2)5M2dt.

Bevis av sats[5.4} Under antagandet att A,z och o kan varieras oberoende av varandra blir de
partiella Fréchetderivatorna av L med avseende pa o foljande.

T T
&Ml (v)(dm1) = adij\/n (;’71/0 (dara () — dSyp)%dt —I—/O A1(t) (21 (t) — f1(t))dt> A1

17T ) T -
= -7 / Q(d]\/n — d?wl)dt + / —)\1f1dt dml =
2 0 ad]Wl 0

(/OT (e (1 /7? (B.36a)

T
- %/ (dar1 — dSpy ) dmrdt + 5

0 M1
—dynxamizr + szxMQIT)dt)dnu =

T T
=M / (dary — dyq)dmadt + / MTy1Trdmidt
0 0
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<”><dm2>:azm<§% | anatt) - i+ [ Al(t)(afl(t)—fl(t))dt> G =

1 T - 9 T -
= *72/ 2(dn2 — d?\m)dm2dt + / A frdt | dime =
2 0 8dM2 0

T _ 8 T
= 72/ (dara — dSgo)dmadt + (/ —X\i (rap(1 — ﬂ“)
0 8dM2 0 ﬁT

—dyrixaier + dM233]\/1255T)dt) 2 =

T T
= / (dasz — dyy)dmadt — / Mt dmadt
0 0
(B.36b)

T T
L, (9)(a) = (b | tan) =atae+ [ xaw - fz(t))dt> an =

1 r ) T
= 573/0 2(an — agy)andt + Dans </0 —)\2f2dt> a1 =

T T

a 0 Ta1 B.36¢

= 73/ (an — ajy)andt + — (/ —o(apwrapyn (1 — “MLTTM2, ( )
0 dan \Jo B

—0M1TMm1 — klZJU]Mle)dt)atl =

’ r Ty + T2
= ’)/3/ (aﬂ — a?l)aﬂdt — / )\21‘M1$T(1 — 7)6151(#
0 0 Bum

T T
L, (0)(@m) = ~— (174 / (ara(t) — ay)?dt + / As(t)(x'a(t)—fs(t))dt> G —

I 0 r
= *"}/4/ 2(0452 — G?Q)Etgdt + — / *Agfgdt QAo =
2 0 8at2 0

T T

a 78 Ty +T B.36d

=M / (ar2 — agsy)aradt + ( / —As(aprrans(l — “MET M2 ( )
0 arz \Jo B

— Opmaare + k12$M1CET)dt>at2 =

Tyl + Tpm2

T T
= 74/ (ar2 — agy)aadt — / Aszaroxr(l — Yasodt
0 0 By
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0 1 _
(o) () = o / (kua(t) — Ky)?dt + Z / — St ) T
Ok12
8 1 T 0 \2 1 r 0 r 0
b k1o ”75 (k12 — kip)7dt | = 5’75/ 2(k12 — kig)dt = 75 kig — kipdt
12 0

0
6 T
° Do </ )\2 l‘2 — fg)dt) k1 </ —/\Qfgdt> =

0 T Tyt
= / —Xe(apzraa (1 — u) — Oz — kexanar)dt | =
8]{}12 0

Bum

T
/ )\QZEMlITdt
0

) T d T
o ETo </o A3(d3 — fs)dt> 1 </ >\3f3dt> =

9 g z +x
— % (/ —As(apxrape(l — u) — 02T + k12$M1$T)dt> _
12 0

Bum

T
= —/ )\31’M11'Tdt
0

T T
= L;ﬁz (1))(%12) = ’}/5/ (]4112 — k‘(l)2)k‘12dt + / l‘M1l‘T(>\2 - /\3)k12dt
0 0

(B.36e)
Notera att i forsta steget av deriveringarna av L s skrivs inte termer som deriveras till noll
med. Genom att sitta de olika derivatorna till noll &r sats [5.4] bevisad. O
B.3 Harledning av andra ordningens finita differens
Hérledning av forsta ordningens approximation foljer med Taylors sats
" 7_2
flet7) = f@)+ F@r+ T8 (837

Har &r f(x) funktion som vi vill approximera, = dr punkten kring approximationen gors, T &r
steglangden och £ ar en punkt som ligger mellan x och = + 7.

2!
Ho )=S0 _ gy 16
pay= Lt =10 e

I praktiken ar termen f (f) ofta liten, ddrmed kan derivatan approximeras genom att utesluta

denna.
f(a) ~ w (B.38)

Pa samma sitt kan andra ordningens approximation hérledas.



+ fl/(é—)TQ f”(f)T3

(@ =1) = f@) = P+ 5+
()@ +7) = @) + Py + LT ST
() = (o0) ¢ fla 4 7) — o= 7) =2 (@yr + 20T
2/ (@) = f(a+7)  flz ) 2L I

fla+7)—fle—7) "7

fiz) = 5 5
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C Appendix 3 — Newtons metod

I detta avsnitt beskrivs Newtons metod, tagen fran [6], {6r 16sning av det s& kallade framétpro-
blemet respektive bakatproblemet. Bendmningen pa problemen hérstammar ifrén vilken riktning
problemet 16ses, det vill sdga framéatproblemet 16ses framat i tiden medan bakatproblemet 16ses
bakat i tiden.

C.1 Newtons metod for 16sning av framatproblemet

Betrakta differentialekvationen som beskriver systemets beteende:

{d(o)— :fiu),aw te0,T], o

hér beskriver z(t) systemets tillstand vid tidpunkt ¢ och «(¢) representerar en vektor tidberoende
parametrar.
Detta l6ses framat i tiden genom att den diskretiseras med tidssteg 7. Detta resulterar i repre-

sentationen

fal =2 "7 (C.2)

T

dir % och xF+! dr viirdet pa z vid tidpunkt k respektive k + 1.

Ekvation (|C.2)) kan sedan omformuleras till foljande tva ekvationer

oF T = 7 f (2 ) + 2F, (C.3a)

2F —rf (@ ) — 2P = 0. (C.3b)

Genom att inféra en ny variabel v := 2¥*! kan funktionen F(v) definieras enligt
F():=v—1f(v,a) —zF =0. (C4)
Newtons metod for att 16sa denna typen av problem kan da skrivas enligt
"t =" — (F'(v™)) 71 F(o™), (C.5)

dar n ar antalet iterationer.
For att hitta F’(v™) anvinds (C.4)) vilket ger

F'(v")y=1-7J("), (C.6)

dér I ar identitetsmatrisen och Jy(v™) := f’(v™) dr Jacobimatrisen av f i v™. Jacobimatrisen i sig
kan bestdmmas enligt foljande ekvation

Ofr 0fr Ofs
Bwl 6952 613

o 5} o

Ji(v) = ng 64 ai (v). (C.7)
ofs Ofs Ofs
8:171 812 813

C.2 Newtons metod for 16sning av bakatproblemet

Losning av bakatproblemet foljer en liknande metod till den som presenterats i avsnitt men
det foreligger dven nagra grundlaggande skillnader som péaverkar bade tillimpning och formulering.
Bland annat i 16sningriktning, diskretiseringformulering och begynnelsevérde.

Efter att ha 16st framatproblemet med Newtons metod kan vi nu 6verga till att 16sa bakatpro-
blemet som formuleras pa foljande sétt
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Losningen av framatproblemet anvénds i hogerledet av i funktionen p(A(t), a(t)). Systemet
av differentialekvationer maste 16sas bakat da hogerledet dr bestdmt enligt (C.8). For att 16sa
ekvationssytemet diskretiseras funktionerna 6ver tid, med tidssteget 7. Funktionen i ett tidigare
tidssteg kan da formuleras enligt f6ljande

k+1 _ \k
p()‘kaa) = ua (09)

T

dsr A**1 och \F #r diskreta virden for tiderna k+1 och k. Eftersom systemet ska 16sas bakat kan
MF 16sas ut enligt foljande tva ekvationer

A= N — p(AF, ), (C.10a)
A rp(WF, @) = A = 0. (C.10b)
Genom att introducera w := A\* kan (C.10b]) skrivas som:
Q(w) :=w + p(w, o) — A1 = 0. (C.11)
For att 16sa problemet formuleras Newtons metod enligt f6ljande
w™ = w" —(Q'(w") ™ Q(w"), (C.12a)
Q' (w") =TI+ 7J(w"). (C.12Db)

Har ar I identitetsmatrisen och J(w™) ar Jacobimatrisen, som ser ut pa foljande sétt,

J(w) = |98z b2 9pa2 | (), (C.13)

C.3 Analys av Newtons metod

Figurerna i detta avsnitt generaras med fljande startvirden, 7 = 5-10%, 271 = 103 och 0 =
103. Startviirden for parametrarna ir samlade i foljande tabell.

Tabell 4: Startvirden for parametrar vid analys av Newtons metod.

Parameter | d, daro a ao k1o
Startvirde | 107° [ 10710 | 1078 [ 10710 | 5. 10710

Vid tillimpning av Newtons metod, beskriven i appendix [C.I] och [C.2] genererades inga bra
resultat for 16sningen av bakatproblemet vilket kan ses i figur [C:I} Losningen med Newtons metod
for framéatproblemet stdmmer bra 6verens med den 16sning som ges av ode45. For bakatproblemet
ser det ut som att Newtons metod ger en bra l6sning efter cirka tiden 5 dagar, vilket kan ses mer

tydligt i figur [C:2]
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%10° Framatproblemet 3 X 1012 Bakatproblemet

x; Newton *; Newton
x; oded5 X; 0ded5

0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
tid (dagar) tid (dagar)

Figur C.1: Losning av framat och bakatproblemet med Newtons metod och ode4b pa tidsintervallet
0 till 20.

10 3 <10° Bakatproblemet

*; Newton *; Newton
x; 0deds | %; 0deds
5 1

5 10 15 20 5 10 15 20
tid (dagar) tid (dagar)

Figur C.2: Losning av framat och bakatproblemet med Newtons metod och ode4b pa tidsintervallet
5 till 20.

Nagra mojliga forklaringar till detta resultat pa intervallet 0 till 5 &r att det kan vara avrund-
ningsfel eller att matrisen J beskriven i har en determinant néra noll. Detta hade paverkat
de begrénsningar som ansétts i Newtonlésaren.

Losning av bakatproblemet med Newtons metod resulterar nolldsning pa intervallet 0-5
Eftersom ode45 i detta fall anvinds som kontroll av 16sningmetoden och genererar en godtycklig
16sning framgar det att finns en problematik med l6sningmetoden fér bakatproblemet. Da tole-
ransen sinks fran 1075 till 1073 i bakétlosaren och det samtidigt testas olika antal punkter i
tidspartitionen, alltsa olika stora tidssteg, fas féljande figur.
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" 1018 a) Bakatproblemet
% Newton

x; oded5

0 5 10 15 20
200

3 x10" c) Bakatproblemet

5 *; Newlon
25 !
X; oded5

2000

Figur C.3: Losning av bakatproblemet med Newtons metod med olika antal 16sningspunkter.

Genom att successivt hoja antalet punkter ror sig Newton mot oded5 16sningen vilket syns i
figur b) och c). I d) hojs aterigen antalet punkter, det far som effekt att losningen istéllet
skarpt vinder ner mot noll. Det beror troligtvis pa att Newtons metod i detta fall inte konvergerar
korrekt och att toleransen som ansatts i koden &verskrids och l6saren séker sig mot nollan. Da
16sningen for de fall med mindre tidssteg forbattras. Vidare felsokning for att hitta orsak till felen
undersoktes inte utan istallet anvindes MATLABs losare, delvis d& Newtons metod inte 1ag i fokus

for projektet.

XV

b) Bakatproblemet

5 x10"

13
3 210

*; Newton
X; 0ded5

10 15 20

d) Bakatproblemet

800
x; Newton
x; 0deds ||



D Appendix 4 — Datautjamning

I Tikhonovfunktionalen beskrivs vektorn g¢(¢) som en kontinuerlig approximation av givna data-
punkter, g. Den kontinuerliga approximationen berdknas genom polynomregression till de diskreta
datapunkterna. Observera att denna behandling &r nédvindig for att erhalla en teoretisk rigords
16sning. Utan databehandling hade det i Tikhonovfunktionalen uppstatt ett uttryck som en diffe-
rens mellan en kontinuerlig och en diskret funktion. Datautjdmningen avser 16sa detta problem sa
att konjugerade gradientmetoden kan implementeras korrekt.

Kontinuitetsproblemet 16ses genom extrapolering, dér ett regressionsproblem formuleras som
att hitta ett polynom av grad j — 1:

j—1
p(t) =Y cit’, (D.1)
i=0
dér ¢; betecknar polynomets koefficienter. Malet &r att hitta koefficienterna ¢ = (co, c1,...,¢j—1)

s att polynomet p(t) bist approximerar datan. Problemet kan d& formuleras som
. 2
min [Ve - y2 (D2)

I normalekvationen representerar V' Vandermondematrisen, ¢ dr vektorn innehallande polyno-
mets koefficienter, och y dr en vektor innehallande de observerade datapunkterna. Vandermonde-
matrisen kan generellt skrivas som

I B
. tg t.% t;'.‘l | (03)
t? t.} t{;l
Eller mer kompakt {Va,b}f{i 11b:0 = {tg_l}fl]: I,1b:0' Vandermonde matrisen konstrueras med en

given méngd datapunkter som utgor raderna och polynomets grad som kolumnerna i matrisen.
Normalekvationen 16ses vanligen som

VIVe=vTy (D.4)

dir VT &r transponatet av V.

LU-faktorisering &r en teknik som anvéinds for att skriva om en matris som produkten av tva
trianguldrmatriser, en nedre, L, och en &vre, U. Choleskyfaktorisering &ar ett specialfall av LU-
faktorisering déir U = LT Denna faktorisering kriiver att matrisen som ska faktoriseras #r positivt
definit, det vill séiga att den &r kvadratisk och alla dess egenvirden &r stoérre &n 0 [19).

Regressionsproblemet, , och dess 16sning inleds genom Choleskyfaktorisering, dir VIV
skrivs om som VTV = LL”. Problemet kan da skrivas om som

LLTc=VTy. (D.5)

Eftersom VTV antas positivt definit for att kunna anviinda Choleskyfaktorisering medfor det #ven
att VTV #r inverterbar. Detta medfor i sin tur att L och dess transponat dr inverterbara. Problemet

kan da skrivas om som
c=LY(LH)vTy). (D.6)

Genom att berdkna uttrycket erhalls koefficienterna till regressionspolynomet. Cholesky-
faktorisering &r i detta sammanhang en anvindbar metod da den utnyttjar triangularmatrisernas
struktur vilket bidrar det till att 6ka berdkningseffektiviteten gentemot direkt 16sning av problemet.
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E Appendix 5 — Explicit berakning av en parameter

Nedan foljer resterande resultat av de metoder som applicerades for att forsoka reducera felen i den
explicita berdkningen av en parameter i avsnitt och som inte fick plats i rapportens huvuddel.

E.1 Val av losare samt forenkling av modell

I avsnitt analyseras tva figurer vilka visade avvikelser i bérjan av tidsintervallet. Liknande kan
dven konstateras for resterande parametrar. Flera metoder implementerades for att reducera dessa
avvikelser. I projektet anvinds MATLABSs egna losare samt Newtons metod for att 16sa systemet av
differentialekvationer. MATLAB har flera olika ode-16sare och vilken som passar bést att anvinda
beror bland annat pa om funktionssystemet ar styv eller inte.

I figur [E4] och visas grafer med l6sningar till explicita berdkningar for o
beriknat med MATLABs egna l6sare ode23s och ode45, samt Newtons metod, se appendix [C} De
startviirden for ot samt @ som anvéndes i berdkningarna visas i tabell [3] i avsnitt

For alla grafer &ar resultaten av l6sarna mellan dag 10 och 20 néastintill identiska, bortsett fran
figur [E:3] dér oded5 fluktuerar medans resterande 16sare inte gor det. I bérjan av tidsintervallet
visar dock resultatet berdknat med Newtons metod relativt stora avvikelser och det berdknat med
ode45 relativt sma. Da alla grafer visar fluktuationer i borjan prioriterades dock huruvida lésaren
presterade i den senare delen av tidsintervallet. Pa grund av ovanstdende anledningar valdes ode23s
som berdkningsalgoritm.

Den 6vre grafen i varje figur visar resultatet berdknat med en modifierad version av och
den nedre visar resultatet berdknat med originalekvationerna.

Generellt ser 16sningarna berdknade med ode23s ut att variera minst kring det sanna vérdet
och ger ddrav den mest passande l6sningen.

5 x10® Férenklad
T I I
Explicit berékning, ode23s
O P - mmmm T oo Explicit berdkning, Newton |+
Explicit berékning, ode45
5+ ---- Sannt parametervarde
-10 - i
-15 - B!
-20 1 1 1 1 1 1 1 1
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
«10® Original
5 T T I
Explicit berdkning, ode23s
o ORIBLAtRTr TR & 8888 8 8 8 8 8 88— Explicit berékning, Newton |+
_,'5_’ Explicit berdkning, ode45
'E 5 ---- Sannt parametervérde H
Q
]
E -10
&
-15 - B!
-20 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Dagar

Figur E.1: Grafer for explicita berdkningar av dps1. Den 6vre grafen visar resultatet vid anvindning
av den forenklade ekvationen, se (5.4)), och den nedre den ursprungliga ekvationen, se (5.1). De
olika fargerna representerar 16sningen for olika ode-l6sare.
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5 %107 Férenklad
T I I
Explicit berékning, ode23s
Explicit berdkning, Newton
ol Explicit berékning, ode45
---- Sannt parametervarde
10 B
((FaEnsah s A== R+ R —R—R— R +—R—R—R—R—% +—R—R— B—R—& +—R—R—
0 2 8 10 12 14 16 18 20
s «10% Original
T I I
Explicit berdkning, ode23s
° Explicit berékning, Newton
° 2l Explicit berdkning, ode45 ||
Ey] P
2 ---- Sannt parametervarde
Q
k]
£
1 B
©
o
(0] 2 A= === PR+ — —60——6K- +—60—0— i—0——6R- +——R—R—R—K +—R—R—
0 2 8 10 12 14 16 18
Dagar

Figur E.2: Grafer for explicita berdkningar av dpso. Den 6vre grafen visar resultatet vid anvindning
av den forenklade ekvationen, se (5.4)), och den nedre den ursprungliga ekvationen, se (5.1). De
olika férgerna representerar 16sningen for olika ode-16sare.

20

13 %108 Fére?klad ‘ ‘
Explicit berdkning, ode23s
Explicit berakning, Newton
12 Explicit berakning, oded5 |
---- Sannt parametervarde
111 b
'l STomaTAN - UV VIS Aol T S0P I AN, AT NES AV A E- AW N - W - VW D W - O WA YN SN
0.9 1 1 L L L L L
0 2 8 10 12 14 16 18 20
%1078 Original
1.3 T I I
Explicit berékning, ode23s
© 1o Explicit berdkning, Newton
T Explicit berékning, ode45
:S ---- Sannt parametervarde
3 11+ -
o
§
g
€ 1ot Y A RYCAWR A et awa el STy S S S A S
0.9 | 1 1 1 1 1 1
0 2 8 10 12 14 16 18
Dagar

Figur E.3: Grafer for explicita berdkningar av a;;. Den 6vre grafen visar resultatet vid anvindning
av den forenklade ekvationen, se (5.4), och den nedre den ursprungliga ekvationen, se ([5.1)). De
olika férgerna representerar 16sningen for olika ode-16sare.
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%1078 Férenklad

T I I
Explicit berékning, ode23s
0.8+ Explicit berdkning, Newton
Explicit berékning, ode45
06 ---- Sannt parametervarde
04r B!
0.2
Q=== decacacanaa (WA, * o A, | g decacecaaad lecececaana A | bececanaaad
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
x10°° Original
3 T T

I
Explicit berdkning, ode23s
Explicit berékning, Newton
2r Explicit berakning, ode45 ||

---- Sannt parametervarde

Parametervarde
N
T
|

Dagar

Figur E.4: Plot for explicita berdkningar av as2. Den &vre plotten visar resultatet vid anvindning
av den forenklade ekvationen, se (5.4)), och den nedre den ursprungliga ekvationen, se (5.1). De
olika férgerna representerar 16sningen for olika ode-16sare.

8 %1078 Forenklad
T I I
Explicit berékning, ode23s
6l Explicit berakning, Newton
Explicit berdkning, ode45
---- Sannt parametervarde
4 B
2
[ =EEEEETTE EEEEEEL L SPr = PRt~ OO Ot B0 iR B O R R R
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
«10710 Original
20 T I I
Explicit berdkning, ode23s
° Explicit berékning, Newton
s15F Explicit berzkning, ode45 ||
'E ---- Sannt parametervarde
210 !
Q
£
S 5+ b
©
o
05— oo o\ [V T\ g & o B o o0 oo o oo o o o
1 1 1 1 1 1 | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Dagar

Figur E.5: Grafer for explicita berdkningar av k2. Den 6vre grafen visar resultatet vid anvindning
av den forenklade ekvationen, se (5.4)), och den nedre den ursprungliga ekvationen, se (5.1). De
olika firgerna representerar 1osningen for olika ode-16sare.

For parameter dps1, dpre och ayp ar resultatet av den modifierade versionen till synes identiskt
med resultatet fran originalekvationen. For parametern a;o ger férenklingen en sémre approxima-
tion medan for parameter kqo resulterar berdkningen med den forenklade ekvationen i en stabilare
graf med mindre variation.
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E.1.1 Jamf6relse mellan originalekvationer och férenklade ekvationer

Figurerna E7] och visas grafer med 16sningar till den explicita berikningen for
o beriknade med MATLABSs egna 15sare ode23s. Figur [E.7] och 4r samma figurer som visas

1 avsnitt [6] det vill siga figur [6.2] respektive [6.3]
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Figur E.6: Grafer for explicita berdkningar av djsq1. Den Ovre grafen visar resultatet vid anvind-
ning av den forenklade ekvationen, se , och den nedre den ursprungliga ekvationen, se .
Beriknat medelviirde mellan dag 10 och 20 #r 1,00 - 10~? fér bade den forenklade modellen och
original modellen.
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Figur E.7: Grafer for explicita berdkningar av djso. Den 6vre grafen visar resultatet vid anvind-
ning av den forenklade ekvationen, se (5.4), och den nedre den ursprungliga ekvationen, se (5.1).
Beriiknat medelviirde mellan dag 10 och 20 &r 9,93 - 10~!! f6r bade den forenklade modellen och
original modellen.
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Figur E.8: Grafer for explicita berdkningar av a;;. Den 6vre grafen visar resultatet vid anvindning
av den forenklade ekvationen, se ([5.4]), och den nedre den ursprungliga ekvationen, se (5.1)). Berak-
nat medelviirde mellan dag 10 och 20 &r 1,00 - 10~8 for bade den férenklade modellen och original
modellen.
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Figur E.9: Plot for explicita berdkningar av aso. Den 6vre plotten visar resultatet vid anvindning av
den forenklade ekvationen, se (5.4)), och den nedre den ursprungliga ekvationen, se ([5.1). Berdknat
medelvirde mellan dag 10 och 20 &r 4,15 - 10~° fo6r den férenklade modellen och 1,09 - 1079 for

original modellen.
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Figur E.10: Grafer for explicita berdkningar av k1. Den 6vre grafen visar resultatet vid anvindning
av den forenklade ekvationen, se ([5.4)), och den nedre den ursprungliga ekvationen, se (5.1]). Berik-
nat medelvirde mellan dag 10 och 20 &r 9,99 - 107! fér den férenklade modellen och —4,67-10~1°

fér original modellen.

E.2 Tillampning av Chebyshev noder

Resultatet av anvindning av Chebyshev noder enligt (5.5)) visas i figur samt

[ET5] Startviirden for samtliga parametrar och densiteter &r givna i tabell [8] Observera att figur

[ET5] &r samma som figur [6.4}
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Figur E.11: Grafer for explicita berdkningar av djs; utférda med Chebyshev noder. Den &vre
grafen visar resultatet vid anvindning av den foérenklade ekvationen, se , och den nedre den
ursprungliga ekvationen, se . Beriknat medelviirde mellan dag 10 och 20 dr 1,00 - 1079 for
bade den forenklade modellen och original modellen.
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Figur E.12: Grafer for explicita berdkningar av dp;o utférda med Chebyshev noder. Den Gvre
grafen visar resultatet vid anvindning av den férenklade ekvationen, se , och den nedre den
ursprungliga ekvationen, se . Beriiknat medelvirde mellan dag 10 och 20 &r 1,08 - 1070 for
béade den forenklade modellen och original modellen.
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Figur E.13: Grafernfor explicita berdkningar av a;; utférda med Chebyshev noder. Den 6vre grafen
visar resultatet vid anvindning av den forenklade ekvationen, se , och den nedre den ursprung-
liga ekvationen, se . Beriknat medelviirde mellan dag 10 och 20 &r 9,93 - 10~° for bade den
forenklade modellen och original modellen.
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Figur E.14: Grafer for explicita berdkningar av as;s utférda med Chebyshev noder. Den 6vre gra-
fen visar resultatet vid anvindning av den foérenklade ekvationen, se , och den nedre den
ursprungliga ekvationen, se . Bersiknat medelvirde mellan dag 10 och 20 &r 3,82-1077 for den
forenklade modellen och 5,00 - 10710 f6r original modellen.
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Figur E.15: Grafer for explicita berdkningar av k15 utférda med Chebyshev noder. Den 6vre gra-
fen visar resultatet vid anvindning av den férenklade ekvationen, se , och den nedre den
ursprungliga ekvationen, se (5.1)). Beriiknat medelviirde mellan dag 10 och 20 &r 1,03 - 10710 for
den forenklade modellen och —4,49 - 10719 for original modellen.

Inférandet av Chebyshev noder gav jimnare grafer med mindre varians i jaimforelse med de fall
da berdkningspunkterna fordelats jamnt. En annan skillnad mellan dessa fallen ar att resultaten
for anvindande av olika 16sare skiljer sig mindre vid anvindning av Chebyshev noder. Dock &r det
fortfarande en relativt lang period i borjan av tidsintervallet som de berdknade parametervirdena
fluktuerar kring det sanna parametervérdet.

E.3 Chebyshev och steady state

Figur [E.16] [E.17] [E.18] [E.19] samt [E.20] visar resultatet av de explicita berikningarna vid anvind-
ning av Chebyshev noder, likt i [E2] fast dér startvirdena pa densiteterna z &r satta nira ett
steady state, med 7 = 3,13-10%, zp;; = 107° och zps0 = 4,03 - 10%. Resterande parametervirden
foljer tabell 3] Observera att figur [E:20] &r samma som i figur [6.6]
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Figur E.16: Grafer for explicita berdkningar av dj;; utférda med Chebyshev noder samt néira
steady state. Den Gvre grafen visar resultatet vid anvdndning av den forenklade ekvationen, se
(5.4]), och den nedre den ursprungliga ekvationen, se (5.1]). Berdknat medelvirde mellan dag 10 och
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20 &r 1,00 - 10~° for bade den forenklade modellen och original modellen.
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Figur E.17: Plot for explicita berdkningar av dpso utférda med Chebyshev noder samt néra steady
state. Den 6vre plotten visar resultatet vid anvindning av den forenklade ekvationen, se ([5.4]), och
den nedre den ursprungliga ekvationen, se (5.1). Berdknat medelvirde mellan dag 10 och 20 ar
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9,90 - 107! for bade den forenklade modellen och original modellen.
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Figur E.18: Plot for explicita berdkningar av as;; utférda med Chebyshev noder samt néra steady
state. Den Gvre plotten visar resultatet vid anvindning av den férenklade ekvationen, se , och
den nedre den ursprungliga ekvationen, se (5.1). Berdknat medelvirde mellan dag 10 och 20 ar
1,00 - 1078 for bade den forenklade modellen och original modellen.
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Figur E.19: Plot for explicita berdkningar av as;o utférda med Chebyshev noder samt néra steady
state. Den Gvre plotten visar resultatet vid anvdndning av den férenklade ekvationen, se , och
den nedre den ursprungliga ekvationen, se . Berdknat medelvirde mellan dag 10 och 20 &r
—1,77-10719 f56r den férenklade modellen och 9,02 - 10~!! fér original modellen.

XXVii



10° Férenklad

X
T T I I
}» Explicit berékningar, ode23s
---- Sannt paramtetervarde

o

EN
1

Parametervirde
N
|

[ e R T -
-2 ! ! 1 | ! ! ! ! il
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Dagar
x10°° Original
T T I I
O oo Explicit berékningar, ode23s |-
° ---- Sannt paramtetervarde
B :
2
g2 b
k]
£€-3+ B
s
&4y .
5+ B
L 1 1 1 1 | 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Dagar

Figur E.20: Plot for explicita berdkningar av k15 utférda med Chebyshev noder samt néra steady
state. Den Gvre plotten visar resultatet vid anvindning av den férenklade ekvationen, se , och
den nedre den ursprungliga ekvationen, se (5.1). Berdknat medelvirde mellan dag 10 och 20 ar
9,98 - 107! for den férenklade modellen och —2,95 - 10719 for original modellen.
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F Appendix 6 — Kallkod

Det bor noteras att delar av den kod som anvénds i arbete inte &r var egen. En stor del har specifikt
utformats for att passa de d&ndamal och syften som nédmns i rapporten. Viktigt att podngtera ar
dock att mycket av koden kommer fran tidigare arbete, tillhérande var handledare, Larisa Beilina.
For en mer detaljerad forklaring av koden samt fortydling vilka delar som dr skapade i projektet
och vilka som &r givna, se README.md filen.

Koden tillsammans med README.md é&r tillginglig nedan samt via féljande GitHub-lank:

© 0 N e U oA W N e

T T T S e I e
W R = O © ® NG A W N = O

24
25

26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38

39
40
41
42
43
44

46
47
48
49
50
51

https://github.com/reginag99/MVEX11-VT23-09.git.

README.md

# MVEX11-VT23-09

Kod som anvédndes i kandidatarbetet, kurs MVEX11-VT23-09. Vissa av filerna
dr givna och enbart modifierade medans andra &r skapade i projektet.

Se README f&ér ytterligare instuktioner.

Nedan kommer en beskrivning for test-filerna, vilka &r de som ska koras.
Resterande filer &r funktionsfiler som anvdnds i testfilerna. I filerna
motsvarar alpha_unknown=1 d_ml, alpha_unknown=2 d_m2, alpha_unknown=3 a_tl,
alpha_unknown=4 a_t2 och alpha_unknown=5 k_12.

test_variation_colour.m bygger p& given kod men delen %% Variations in
observations &r skapat i projektet. Inskrivna max och min punkter for
respektive parameter ytterpunkterna p& dess estimerade parameterintervall.

test_alpha_exp.m &r de explicita berdkningarna av en parameter med den
ursprungliga modellen och inte den fdérensklade. Det gdr att védlja om
resultatet ska presenteras i vanlig eller logaritmerad skala. Det gar ocksa
att vdlja vilken ldsare som ska anvédndas. Antingen ode23s, ode45 eller Newton.
Férsta delen av projektet &r skapad i projektet medan den nedre delen,
skalningen, &r tagen fran given kod.

test3.m &r given och visar 16sningen av modellen med och utan tillagt
brus i figur 1. Figur 2 visar 1l6sningen for de olika densiteterna. Koden &r given
och har inte skapats i projektet.

test2.m var redan given jamfor losningen av ode45 och Newton, bakat och framiat.
Koden &r given och har inte skapats i projektet.

test2_Chebyshew.m jadmfoér l6sningen av ode45 och Newton, bak&t och framét,
efter tillédmpning av Chebyshew noder. Grunden &r test2.m som sedan
modifierades i projektet.

test.m dr given men modifierad d& filen inte fungerade och genererade error.
Figur 1 visar 16sningen med och utan brus. Figur 2 visar framdtldsningen av ode45
och Newton. Figur 3 visar bak&tlésningen av ode45 och Newton.

mod_test_alpha_exp_delar.m jadmfor 1l6sningen av den explicita berdkningen for

ndr delar av den forenklade modellen tagits bort. Detta gjordes for att

undersdka om avvikeler av modellen orsakar i synnerhet av en viss del av

ekvationerna. I fugur 2 visar genererade denisiteterna som ocksd anvédnts for de
explicita

berdkningarna. Foérutom skaliningen som &r tagen fran givet script har all

kod i filen skapats i projektet.

mod_test_alpha_exp_Chebyshew.m genererar plottar for de explicita

berdkningarna efter tillé&mpning av Chebyshew noder. Plottarna visar resultatet

av olika ldsare, skillnaden mellan fdérenklade verionen av modellen och orginal
modellen i vanlig samt logaritmisk skala. I fugur 2 visar genererade

denisiteterna som ocksad anvéadnts for de explicita ber&dkningarna.Fdrutom

skaliningen som &r tagen fré&n givet script har all kod i filen skapats i projektet.

mod_test_alpha_exp_Chebyshew_plot.m &r en anpassad verion foér att anvéndas
i rapporten av mod_test_alpha_exp_Chebyshew.m.

mod_test_alpha_exp.m genererar plottar for explicita ber&dkningen for
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53 orginalmodellen samt forenklade modellen, 16st med ode45,o0de23s och Newton.

54 I fugur 2 visar genererade denisiteterna som ocks& anvdnts for de explicita

55 berdkningarna.Férutom skaliningen som &r tagen fré&n givet script har all

56 kod 1 filen skapats i projektet.

57

58 mod_testl_alpha_exp_ode23s.m &r en anpassad version av mod_testl_alpha_exp.m

50 f6r att anvédndas i rapporten.

60

61 Create_adjoint_figure.m gernererar figurerna for Newtons metod i rapporten.

62 Filen bygger pad given kod som modifierats. Om denna &dndras gloém inte att

63 d&ndra observationsintervallet s& det matchar! For att generera samma plottar som i
rapporten sé&tt:

64 obs_start = 2.1 foér tidsintervall 0 till 20.

65 obs_start = 5 och intervallet &r 5 till 20.

66

67 leastsquare.m &r polynomregression vilket anvédnds for att skapa ett polynom

68 fran diskreta datapunkter. Koden &r skapad i projektet.

test variation colour.m

1 %% Startvirden
2 clc; close all; clear
3 hhStartvdrden p& x och tidsvariabler

am = 500; % Antal observationer

5 obs_start = 2.1; obs_end = 7; %Intervall for observationer
¢ time_final = 20;

7

s time_mesh = linspace(0,time_final ,m);

o % x_initial = [x_T(0); x_M1(0); x_M2(0)]

10 % Startvdrden som verkar passa fig la

1 x_initial = [56*%x10°6; 10°3; 10°3];

12

13 ht% Variations in observations

14 %tNedanstdende max och min fdérvardera parameter &r respektives
15 hparameterintervall, givet i rapporten.

16 alpha_max = [10~-7 10~-8 10~-6 10~-8 10~-71];

17 alpha_min [10~-11 10"-12 10°-10 10~°-12 10~-12];

1s alpha_mid 10.~((logl0(alpha_min)+logl0 (alpha_max))/2);

19

20 % Konstanter att &ndra for att plotta andra parametrar och grafer
21 alpha = alpha_mid’; J Vadrden p& parametrar som ej varieras

22 big_var = 2; % Hur manga stora linjer

23 small_var = 5; %» Hur ma&nga sm& linjer per stor linje

24 alpha_chosen 5; % Vilken parameter ska varieras

-

25

26 alpha_chosen_variance = [alpha_min(alpha_chosen) alpha_max(
— alpha_chosen)];

27 variation=logspace(loglO0(alpha_chosen_variance (1)) ,logl0(
< alpha_chosen_variance(end)) ,big_var);

2s variation_step=variation(2)/variation (1) ;

29

3o figure ("Name", "Variation av parameter " + alpha_chosen)

31 subplot (3,1,1)

s2 xlabel (’Dagar’,’FontSize’,12,’FontWeight’,’bold’)

33 ylabel (’X_T, [celler]’,’FontSize’,12,’FontWeight’,’bold’)

34 hold on

35 subplot (3,1,2)

36 xlabel (’Dagar’,’FontSize’ ,12, ’FontWeight’,’bold’)
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37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

57

59

60

61

62

63

64

65

66

67

71

T2

73

T4

75

76

T

78

79

81

ylabel (’X_{M1}, [celler]’,’FontSize’,12,’FontWeight’,’bold’)
hold on

subplot (3,1,3)

xlabel (’Dagar’,’FontSize’,12,’FontWeight’,’bold’)

ylabel (’X_{M2}, [celler]’,’FontSize’,12,’FontWeight’,’bold’)
hold on

dark_green = [30,120,130]/255;
dark_orange [112,81,28]/255;
dark_purple [101,120,163]/255;

light_green = [122,214,185]/255;
light_orange = [232,131,78]/255;
light_purple [151,190,203]/255;

greenGRADIENTlight = @(i,N) light_green + (dark_green-light_green)
— *x((i-1)/(N-1));

greenGRADIENTdark = @(i,N) dark_green - (dark_green-light_green)
— *((i-1)/(N-1));

orangeGRADIENTlight = @(i,N) light_orange + (dark_orange-
< light_orange)*((i-1)/(N-1));

orangeGRADIENTdark = @(i,N) dark_orange - (dark_orange-
> light_orange)*((i-1)/(N-1));

purpGRADIENT1light = @(i,N) light_purple + (dark_purple-light_purple
— )*((i-1)/(N-1));

purpGRADIENTdark = @(i,N) dark_purple - (dark_purple-light_purple)
— *x((i-1)/(N-1));

N_small=small_var*big_var-1;
N_big=big_var;
alpha_read=[];

b=logspace (logl0(alpha_chosen_variance (1)) ,logl10(
< alpha_chosen_variance(end)) ,big_var*(small_var+1));

for i=1:length(b)
alpha (alpha_chosen,:)=b(i);
alpha=alpha_vec (alpha(l) ,alpha(2),alpha(3),alpha(4),alpha(5),
<~ time_mesh);
F45 = ForwardODE45 (alpha,time_mesh,x_initial);

if i==

subplot (3,1,1)

plot(time_mesh ,F45(1,:),’color’,orangeGRADIENT1ight (i,
— length(b)),’linewidth’,2);

subplot (3,1,2)

plot(time_mesh ,F45(2,:),’color’,greenGRADIENTlight (i,length
<~ (b)),’linewidth’,2);

subplot (3,1,3)

plot (time_mesh ,F45(3,:),’color’,purpGRADIENT1ight (i,length(
< b)),’linewidth’,2);

elseif i==length (b)

XXX1



82

83

84

85

86

87

88

89

90

91

92

93

106

107

108

109

110

subplot (3,1,1)
plot(time_mesh ,F45(1,:),’color’,orangeGRADIENT1ight (i,

— length(b)),’linewidth’,2);

subplot (3,1,2)
plot (time_mesh ,F45(2,:),’color’,greenGRADIENTlight (i, length

<~ (b)),’linewidth’,2);

subplot (3,1,3)
plot(time_mesh ,F45(3,:),’color’,purpGRADIENTlight (i,length (

< b)),’linewidth’,2);

else

F=F45

orangeGRADIENTlight (i,N_small)

subplot (3,1,1)

plot (time_mesh ,F45(1,:),’color’,orangeGRADIENTlight (i, length(b)
<~ ),’linestyle’,’--’,%linewidth’,1);

subplot (3,1,2)

plot(time_mesh ,F45(2,:),’color’,greenGRADIENT1ight (i,length (b))

<_>

,’linestyle’,’--’,’1linewidth’ ,1);

subplot (3,1,3)
plot (time_mesh ,F45(3,:),’color’,purpGRADIENT1ight (i, length(b)),

(_>

end

end

’>linestyle’,’--’,’linewidth’,1);

for i_big_var=1:big_var

U

alpha(alpha_chosen,:)=variation(i_big_var);
alpha_read=[alpha_read; alpha(alpha_chosen,1)];
alpha=alpha_vec (alpha(1l) ,alpha(2),alpha(3),alpha(4),alpha(5),
time_mesh) ;

F45 = ForwardODE45 (alpha,time_mesh,x_initial);

if i_big_var == 1

for i_small_var=1:small_var
line_width = 1;
alpha_plus_var = alpha;
(variation_step/2*i_small_var/small_var)
alpha_plus_var (alpha_chosen,:) = alpha_plus_var(

alpha_chosen,:)*(variation_step/2*i_small_var/small_var) ;

alpha_read=[alpha_read; alpha_plus_var (alpha_chosen

,1)15;

small_plus_F45 = ForwardODE45 (alpha_plus_var,

time_mesh ,x_initial) ;

subplot (3,1,1)
plot(time_mesh,small_plus_F45(1,:),’color’,

orangeGRADIENTlight (i_small_var ,N_small),’linestyle’,’--2,"
linewidth’,line_width) ;

subplot (3,1,2)
plot(time_mesh,small_plus_F45(2,:),’color’,

greenGRADIENTlight (i_small_var ,N_small),’linestyle’,’--7,"
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%

U
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linewidth?’,line_width) ;
subplot (3,1,3)
plot(time_mesh,small_plus_F45(3,:),’color’,
purpGRADIENTlight (i_small_var ,N_small),’linestyle’,’--7,"
linewidth?’,line_width) ;
a = alpha(:,1);
end
elseif i_big_var == length(variation)
for i_small_var=1:small_var-1
line_width = 1;
alpha_minus_var=alpha;
alpha_minus_var (alpha_chosen,:) = alpha_minus_var (
alpha_chosen,:)*(0.5 + (i_small_var-1)/small_var/2);
alpha_read=[alpha_read; alpha_minus_var (alpha_chosen
il
small_minus_F45 = ForwardODE45 (alpha_minus_var,
time_mesh ,x_initial) ;

subplot (3,1,1)
plot (time_mesh ,small_minus_F45(1,:),’color’,
orangeGRADIENTdark (small_var-i_small_var ,N_small),’linestyle
»,2--2 Jlinewidth’,line_width) ;
subplot (3,1,2)
plot(time_mesh,small_minus_F45(2,:),’color’,
greenGRADIENTdark(small_var-i_small_var,N_small),’1inestyle
>,2--2 J]inewidth’,line_width) ;
subplot (3,1,3)
plot(time_mesh,small_minus_F45(3,:),’color’,
purpGRADIENTdark (small_var -i_small_var ,N_small),’linestyle
>,2--2 ’linewidth’,line_width) ;
end
else
for i_small_var=1:small_var
line_width = 1;

alpha_plus_var = alpha;

alpha_plus_var (alpha_chosen,:) = alpha_plus_var(
alpha_chosen,:)*(variation_step/2*i_small_var/small_var) ;

alpha_read=[alpha_read; alpha_plus_var (alpha_chosen
»1)1;

small_plus_F45 = ForwardODE45 (alpha_plus_var,
time_mesh ,x_initial) ;

subplot (3,1,1)
plot(time_mesh,small_plus_F45(1,:),’color’,
orangeGRADIENT1light (i_small_var ,N_small),’linestyle’,’--2,"

linewidth’,line_width) ;

subplot (3,1,2)

plot(time_mesh,small_plus_F45(2,:),’color’,
greenGRADIENTlight (i_small_var ,N_small),’linestyle’,’--7,"
linewidth’,line_width) ;

subplot (3,1,3)

plot(time_mesh,small_plus_F45(3,:),’color’,
purpGRADIENTlight (i_small_var ,N_small),’linestyle’,’--,"
linewidth’,line_width) ;

end
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U

U

U

(_>

<_>
% end
alpha

%% In

funct
scali
scali
scali
scali
scali

funct

exact
<_>
exact
;}
exact
N
exact

for i_small_var=1:small_var-1
line_width = 1;

alpha_minus_var=alpha;

alpha_minus_var (alpha_chosen,:) = alpha_minus_var (
alpha_chosen,:)*(0.5 + (i_small_var-1)/small_var/2);

alpha_read=[alpha_read; alpha_minus_var (alpha_chosen
s1)15

small_minus_F45 = ForwardODE45 (alpha_minus_var,
time_mesh ,x_initial) ;

subplot (3,1,1)
plot(time_mesh,small_minus_F45(1,:),’color’,
orangeGRADIENTdark (small_var-i_small_var ,N_small),’linestyle

»,2--2 J]inewidth’,line_width) ;
subplot (3,1,2)
plot(time_mesh,small_minus_F45(2,:),’color’,
greenGRADIENTdark (small_var-i_small_var ,N_small),’linestyle
>,2--2 Jlinewidth’,line_width) ;
subplot (3,1,3)
plot(time_mesh,small_minus_F45(3,:),’color’,
purpGRADIENTdark (small_var -i_small_var ,N_small),’linestyle
>,2--2 Jlinewidth’,line_width) ;

end
end
subplot (3,1,1)
plot(time_mesh ,F45(1,:),’color’,orangeGRADIENTl1ight (i_big_var
,N_big),’linewidth’,2);
subplot (3,1,2)
plot (time_mesh ,F45(2,:),’color’,greenGRADIENTlight (i_big_var,
N_big),’linewidth’,2)
subplot (3,1,3)
plot(time_mesh ,F45(3,:),’color’,purpGRADIENTlight (i_big_var,
N_big),’linewidth’,2)

_read=sort (alpha_read);

ner functions

ion alpha = alpha_vec(dml,dm2,atl,at2,k12,time_mesh)
ng_factor_dml = dmil;

ng_factor_dm2 dm2 ;
ng_factor_atl = atl;

ng_factor_at2 = at2;

ng_factor_kl12 = k12;

ion_flag = 0; % constant

_dml = ExactParameter(scaling_factor_dml ,function_flag,
time_mesh); %Exact profile for dml to produce data.
_dm2 = ExactParameter(scaling_factor_dm2,function_flag,
time_mesh); %Exact profile for dm2 to produce data.
_atl = ExactParameter(scaling_factor_atl,function_flag,
time_mesh); %Exact profile for atl to produce data.
_at2 = ExactParameter(scaling_factor_at2,function_flag,
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— time_mesh); %Exact profile for at2 to produce data.
exact_k12 = ExactParameter(scaling_factor_k12,function_flag,
<~ time_mesh); %Exact profile for k12 to produce data.

alpha = [exact_dml; exact_dm2; exact_atl; exact_at2; exact_k12];

end

adj2func.m

function lambda = adj2func(t,alpha,x,lambda)
% alpha = (d_ml, d_m2, a_tl, a_t2, k_12)
% z = 1
r = 0.93;
beta_T = 3%x10°9;
d_m1 = alpha(1);

d_m2 = alpha(2);
a_tl = alpha(3);
a_t2 = alpha(4);
beta_M = 9%10°8;
sigma_ml = 0.173;
sigma_m2 = 0.173;

k_12 = alpha(5);

x_.T = x(1); x_M1 = x(2); x_M2 = x(3);

lambdal = -lambda (1) *r*(1-2*xx_T/beta_T) + lambda(1l)*d_mlx*x_M1

< - lambda (1) *d_m2*xx_M2...

-lambda (2)*a_ti1xx_M1*x(1-(x_M1+x_M2)/beta_M) + lambda

— (2)*xk_12%x_M1...

-lambda (3)*a_t2*x_M2*(1-(x_M1+x_M2)/beta_M) - lambda

— (3)*k_12*x_M1;
lambda2 = -lambda(2)*a_t1*x_T*x(1-(2%x_M1+x_M2)/beta_M) +
— lambda(2)*sigma_ml...

+lambda (3) *xa_t2*x_T*x_M2/beta_M - lambda(3)*k_12*x_T

< + lambda(1)*d_mix*xx_T...
+lambda (2) *k_12*x_T;

lambda3 = lambda (3)*sigma_m2 - lambda(3)*a_t2*x_T+*(1-(x_M1+2%

— x_M2)/beta_M) ...

-lambda (1) *d_m2*x_T + lambda(2)*a_tl*x_T*x_M1/beta_M

—
lambda = [lambdal; lambda2; lambda3];

end

adjfunc.m

function lambda = adjfunc(t,alpha,x,lambda,g)
% alpha = (d_ml, d_m2, a_tl, a_t2, k_12)
%h oz =1
r = 0.93;
beta_T = 3*x10°9;
d_mi alpha (1) ;
d_m2 alpha(2) ;

Il
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a_tl = alpha(3);

a_t2 = alpha(4);

beta_M = 9%10°8;

sigma_ml = 0.173;

sigma_m2 = 0.173;

k_12 = alpha(5);

x_T = x(1); x_M1 = x(2); x_M2 = x(3);
lambdal =

lambda (1) *d_m2*x_M2. ..
-lambda (2) *a_t1*xx_M1x*
— (2)*xk_12*x_M1...
-lambda (3) *xa_t2*x_M2x*
— (3)*k_12*x_M1...
+(x_T - g(1));

> =

lambda?2
— lambda(2)*sigma_ml...
+lambda (3) xa_t2*x_T*x

— + lambda(1)*d_milx*x_T...
+lambda (2) *k_12*x_T +
lambda3 = lambda (3)*sigma_m2 -

— x_M2)/beta_M) ...
-lambda (1) *d_m2*x_T +
(H
+(x_M2-g(3));
lambda = [lambdal; lambdaZ2;

end

AdjfuncJacobi.m

function lambda

-lambda (1) *r*x(1-2*xx_T/beta_T) + lambda (1) *d_milx*xx_M1

(1-(x_M1+x_M2)/beta_M) + lambda

(1-(x_M1+x_M2)/beta_M) - lambda

-lambda (2)*a_t1*x_T*x(1-(2*xx_M1+x_M2)/beta_M) +

_M2/beta_M - lambda(3)*k_12%*x_T

(x_M1-g(2));
lambda (3) *a_t2*x_T*(1-(x_M1+2%

lambda (2) *a_t1*x_T#*x_M1/beta_M

lambda3];

AdjfuncJacobi(x,alpha)

% alpha = (d_ml, d_m2, a_tl, a_t2, k_12)
r = 0.93;

beta_T = 3*%x10°9;

d_m1 = alpha(1);

d_m2 = alpha(2);

a_tl = alpha(3);

a_t2 = alpha(4);

beta_M = 9%10°8;

sigma_ml = 0.173;

sigma_m2 = 0.173;

k_12 = alpha(5);

x_ T = x(1); x_M1 = x(2); x_M2 = x(3);
lambda = zeros(3,3);

lambda (1,1)
lambda (1,2)
lambda (1,3)
lambda (2,1)
lambda (2,2)
— k_12*xx_T;
lambda (2,3)

-r*x(1-2*xx_T/beta_T

d_mlxx_T;

XXXVi

a_t2*x_T+*x_M2/beta_M -

) + d_ml*xx_M1 - d_m2*x_M2;

—a_tl*x_M1*x(1-(x_M1+x_M2)/beta_M) + k_12*xx_M1;
—a_t2*%x_M2*(1-(x_M1+x_M2)/beta_M) -

k_12xx_M1;

—a_tl*xx_T*(1-(2*x_M1+x_M2)/beta_M) + sigma_ml +

k_12*xx_T;



23

25

26

27

2

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

32

33

34

35

36

37

38

lambda (3,1) -d_m2*x_T;
lambda (3,2) = a_tl*x_T*x_M1/beta_M;
lambda (3, 3) sigma_m2 - a_t2*x_T*(1-(x_M1+2*xx_M2)/beta_M);

end

AdjointNewton.m

%Computes the adjoint solution of the model problem.
function [lambda] = AdjointNewton (alpha, x, g, time_mesh, obs_start

<~ , obs_end)

final_time = time_mesh(end); % here we choose the final time
nodes = length(time_mesh) ;

t=final_time; % final time in adjoint solver, the same final
— time is in the forward problem

MaxIter = 1000; % maximal number of iterations in Newton’s

— method

% values for lambda(T)= 0 at the final time
lambda = zeros(length(x(:,1)),nodes);
w = lambda(:,end);

dt = time_mesh(2:end)-time_mesh(l:end-1); %Time step
%i = nodes + 1;
for i = nodes:-1:2

adjtol=1;adjiter=0;
while adjtol>10"(-5) && adjiter < MaxIter sNewton
<~ 1diterations
if t >= obs_start & t <= obs_end % z = 1
adjF = w - lambda(:,i) + dt(i-1)+*adjfunc(t,alpha(:,
— i),x(:,1i),...
lambda (:,i),g(:,i));
else % z = 0
adjF w - lambda(:,i) + dt(i-1)*adj2func(t,alpha(:,
— i),x(:,1),...

lambda(:,1i));
end
adjJ = eye(length(lambda(:,end))) + dt(i-1)x
<~ AdjfuncJacobi(x(:,1i),alpha(:,1i));

dw = -adjJ\adjF;
w=w+dw; %»The Newton iteration
adjiter = adjiter +1;
adjtol = norm(dw,inf);
end
if adjiter==MaxIter %If the Newton meth. does not

— converge
disp(’No convergence in the Newton method for adjoint
— problem’)
break
end

lambda(:,i-1) = w;
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1 function [dml_guess,g_obs] =

t=t-dt(i-1);
end

end

AdjointODE45.m

function lambda =
<~ obs_end)
[time ,lambda] =

AdjointODE45 (alpha, x, g,

oded45(@(t, lambda)

time_mesh ,obs_start,

Adjfunc(t,lambda,x,g,alpha,time_mesh,obs_start,

<~ obs_end),...

flip(time_mesh) ,[0;0;0]);

lambda =

function func =
<~ obs_end)

alphaPol =0@(t) [];
for i = 1:size(alpha,l)
Pol_i =@(t) interpl(time_mesh,alpha(i,
alphaPol =@(t) [alphaPol(t); Pol_i(t)];
end
alphat = alphaPol(t);
xPol =0(t) [];
for i = 1:size(x,1)
Pol_i =@(t) interpl(time_mesh ,x(i,:),t);
xPol =@(t) [xPol(t); Pol_i(t)];
end
xt = xPol(t);
gPol =0(t) [1;
for j = 1:size(g,1)
Pol_j =@(t) interpl(time_mesh,g(j,:),t);
gPol =0(t) [gPol(t); Pol_j(t)1;
end
if t >= obs_start & t <= obs_end % z = 1
gt = gPol(t);
func = adjfunc(t,alphat,xt,...
lambda,gt);
else % z = 0
func = adj2func(t,alphat,xt,...
lambda) ;
end

end

end

AnalyticParameter.m

flip(lambda) ’;

AnalyticParameter (alpha,

Adjfunc(t,lambda,x,g,alpha,time_mesh,obs_start,

3) o)) 3

time_mesh,

<~ obs_start ,obs_end,noise_flag,noise_level,x_initial)

XXxXVviil



3 %final_time = time_mesh (end) ;

4 nodes = length(time_mesh) ;
5 time_step = time_mesh(2:end) - time_mesh(l:end-1);
— %Time step for discrete derivatives.
6 g_prim = zeros(3,nodes);
7
8 %Simulate the true values of the model problem, with and
— without noise.
9 [g,g_brus,g_add] = ExactNewton(alpha,time_mesh,noise_level,
<~ x_initial);
10 if noise_flag == 1
11 g_obs = g_brus;
12 elseif noise_flag == 2
13 g_obs = g_add;
14 else
15 g_obs = g;
16 end
17
18 %Compute derivatives of g.
19
20 g_prim(:,2:end) = (g_obs(:,2:end)-g_obs(:,1:end-1))./time_step;
21
22 %Compute analytic eta inside observation interval.
23 r = 0.93;
24 beta_T = 3*%x10°9;
25
26 d_m2 = alpha(2,:);
27 x_T = g_obs(1,:); x_M1 = g_obs(2,:); x_M2 = g_obs(3,:);
28 x_T_prim = g_prim(1,:);
29
30 dml = (r*x_T.*(1 - x_T/beta_T) + d_m2.*x_M2.*x_T - x_T_prim)./(

— x_M1.*xx_T);

31

32 dml_guess = dml;

33

34 % plot(time_mesh,dml_guess,’0’)
35 end

calculate alpha exp.m

1 function alpha_exp=calculate_alpha_exp(alpha,alpha_unknown ,x,t_min,
— t_max)

3 x_T=x(1,:);

4 Xx_M1=x(2,:);

5 x_M2=x(3,:)

e m=length(x_T) - 1; Y&ndrade till -1 d& jag tycker steglidngden borde
— bli det

7 time_step=(t_max-t_min)/m;

s alpha_exp=zeros(m-1,1); %&ndrade fr&n m-2 till m-1

>

9
10 for k=2:m
11 X_k=X(2,k);

12
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dxT_dt=(x_T(k+1) -x_T(k-1))/(2*time_step);
dxM1_dt=(x_M1(k+1)-x_M1(k-1))/(2*time_step);
dxM2_dt=(x_M2 (k+1) -x_M2(k-1))/(2*time_step);

dx_dt=[dxT_dt dxM1_dt dxM2_dt];
alpha_exp(k-1)=calc_explicit (alpha,alpha_unknown ,x_k,dx_dt)

end
end

function alpha_exp_k=calc_explicit(alpha,alpha_unknown ,x,dx_dt)
dmi=alpha (1) ;
dm2=alpha(2) ;
atl=alpha (3);
at2=alpha(4) ;
k12=alpha (5) ;
r=0.93;
deltaM1=0.173;
deltaM2=0.173;
betaT=3%10"9;
betaM=9%10"8;

xT=x(1) ;
xM1=x(2) ;
xM2=x(3) ;

dxT_dt=dx_dt (1) ;
dxM1_dt=dx_dt (2);
dxM2_dt=dx_dt (3);

if alpha_unknown==
alpha_exp_k=(-dxT_dt+r*xT*(1-xT/betaT)+dm2*xM2*xT) /(xT*xM1) ;

elseif alpha_unknown==
alpha_exp_k=(dxT_dt -r*xT*(1-xT/betaT)+dml*xM1*xT)/(xT*xM2) ;

elseif alpha_unknown==
alpha_exp_k=(dxM1_dt+deltaM1*xM1+k12*xM1*xT) /(xT*xM1*(1-(xM1+
— xM2)/betaM));

elseif alpha_unknown==
alpha_exp_k=(dxM2_dt+deltaM2*xM2-k12*xM1*xT) /(xT*xM2*(1-(xM1+
— xM2)/betaM));

else
alpha_exp_k=(dxM1_dt-atl*xTxxM1*(1-(xM1+xM2)/betaM)-deltaMl*xM1
— )/ (xT*xM1) ;

end

end

Create Adjoint figure.m

%% Initials

clc; close all; clear all;

%%hinitial of x and time variables

m = 15; % number of observations

obs_start = 2.1; obs_end = 7; Yinterval of observations
time_final = 20;

x1
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time_start = 0;

time_mesh = linspace(time_start,time_final ,m);
% x_initial = [x_T(0); x_M1(0); x_M2(0)]

% initial values that seems to fit fig 1la
Xx_initial = [5*10°6; 10-3; 10-3];

gron = [102,194,165]/255;
orange = [252,141,98]/255;
lila = [141,160,203]/255;

%% Plot forward
alpha = alpha_vec(10°-9,10°-10,10"-8,10"-10,5%10"-10, time_mesh) ;
noise_level = 0.1;% 10% noise

%using ode45 since newton seems to have problems with low numbers
— for
% this particular system of odes

[g, g_brus, g_add] = ExactODE45(alpha,time_mesh,noise_level,
< x_initial);

figure

hold on

m2=1000;

time_mesh2 = linspace(time_start,time_final ,m2);

alpha = alpha_vec(10°-9,10°-10,10"-8,10"-10,5*10"-10, time_mesh2) ;
FN = ForwardNewton (alpha,time_mesh2,x_initial);

F45 = ForwardODE45 (alpha,time_mesh2 ,x_initial);

subplot (1,2,1);
plot(time_mesh2 ,FN(1,:),’-’,’Color’,orange,’linewidth’,2)
hold on
plot(time_mesh2 ,F45(1,:),’--?,’Color’,lila,’linewidth’,2)
title(’Framitproblemet’) ;
xlabel (’tid (dagar)’);
legend (’x_T Newton’, ’x_T ode45’)

%% Plot Adjoint

time_obs = linspace(obs_start, obs_end, 15);

alpha_obs = alpha_vec(10--9,10°-10,10"-8,10"-10,5*x10"-10, time_obs) ;

[g, g_brus, g_add] = ExactODE45(alpha_obs,time_obs ,noise_level,
< x_initial); % get observations

hinterpolate to be able to use for other time meshes

gPol =@(t) [1;

for j = 1:size(g_brus,1)
Pol_j =0(t) interpl(time_mesh,g_brus(j,:),t);
gPol =0(t) [gPol(t); Pol_j(t)]1;

end

time_mesh2 = linspace(time_start,time_final ,m2);

alpha = alpha_vec(10°-9,10°-10,10"-8,10"-10,5*%10"-10, time_mesh?2) ;
g_brus = gPol(time_mesh2);

FN = ForwardNewton (alpha,time_mesh2,x_initial);
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F45 = ForwardODE45 (alpha,time_mesh2 ,x_initial);

AN = AdjointNewton (alpha, FN, g_brus, time_mesh2, obs_start,
— obs_end) ;

A45 = AdjointODE45 (alpha, F45, g_brus, time_mesh2, obs_start,
<~ obs_end) ;

subplot (1,2,2);

plot(time_mesh2 ,AN(2,:),’-’,’Color’,orange,’linewidth’,2)
hold on

plot(time_mesh2 ,A45(2,:),’--’,’Color’,lila,’linewidth’,2)

title (’Bak&tproblemet’) ;

xlabel (’tid (dagar)’);

legend (’x_T Newton’, ’x_T ode45’)

%% creating some special figures

%% observations

alpha = alpha_vec(10~-9,10°-10,10"-8,10"-10,5%10"-10, time_mesh) ;

noise_level = 0.1;% 10% noise

%using ode45 since newton seems to have problems with low numbers

— for
% this particular system of odes

[g, g_brus, g_add] = ExactODE45(alpha,time_mesh,noise_level,
< x_initial);
figure

plot(time_mesh,g(l,:),’linewidth’,2)
hold on
plot (time_mesh,g_brus(1l,:),’*’)
legend(’x_T, ode45’,’observations gl’)
title ([?’0DE45 versus noisy data, noise , \delta= ’,num2str(
<5 noise_level)l);

%% Test solver quality : Forward
% figure

% hold on

% sch = 0;

% for m2 = [50 100 200 400 800 1000]

% time_mesh2 = linspace(time_start,time_final ,m2);

% alpha = alpha_vec(10°-9,10°-10,10"-8,10"-10,5%10"-10,
< time_mesh);

% FN = ForwardNewton (alpha,time_mesh2,x_initial);

% F45 = ForwardODE45 (alpha,time_mesh2 ,x_initial) ;

% sch = sch+1;
% subplot (2, 3, sch);
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% plot(time_mesh2 ,FN(1,:),’-r’,time_mesh2 ,F45(1,:),’--b’,’linewidth
— 2,2);

% title(’ forward problem?’);

% xlabel (m2)

% legend (’x_T Newton’, ’x_T ode45’)

% % text (time_mesh2(end) ,FN(1,end) ,[’N’, num2str (m2)])
%% text (time_mesh2(end) ,FN(1,end) ,[’45’, num2str(m2)])
% end

%

% grid on

%

%

% hold off

%% Test solver quality : Adjoint

noise_level = 0.1;

time_obs = linspace(obs_start, obs_end, 15);

alpha_obs = alpha_vec(10--9,10°-10,10"-8,10"-10,5*x10"-10, time_mesh)
—

[g, g_brus, g_add] = ExactODE45(alpha_obs,time_obs ,noise_level,
< x_initial); % get observations

%interpolate to be able to use for other time meshes

gPol =@ (t) [1;

for j = l:size(g_brus,1)
Pol_j =0(t) interpl(time_mesh,g_brus(j,:),t);
gPol =0@(t) [gPol(t); Pol_j(t)];

end

figure
hold on
sch = 0;

for m2 = [200 800 2000 20000]

disp(m2)

time_mesh2 = 1inspace(time_start,time_final,mQ);

alpha = alpha_vec(10°-9,107-10,10"-8,10"-10,5*%10"-10, time_mesh?2
— )

g_brus = gPol(time_mesh?2);

FN = ForwardNewton (alpha,time_mesh2,x_initial);

F45 = ForwardODE45 (alpha,time_mesh2,x_initial);

AN = AdjointNewton(alpha, FN, g_brus, time_mesh2, obs_start,
<~ obs_end) ;

A45 = AdjointODE45 (alpha, F45, g_brus, time_mesh2, obs_start,
— obs_end) ;

sch = sch+1;

subplot (2, 2, sch);

subindex = {’a) ’, ’b) ’, ’c) ’, ’d) °’};

plot (time_mesh2 ,AN(1,:),’-’,’Color’,orange,’linewidth’,2)
hold on

xliii



160

162

163

164

165

167

168

169

170

171

172

173

197

198

199

200

202

203

204

205

206

end

plot (time_mesh2 ,A45(1,:),’--?,’Color’,lila,’linewidth’,2)
xlabel (m2)

title([subindex{sch}, ’Adjoint problem’]);

legend (’x_T Newton’, ’x_T oded45’)

figure

for

end

m2=[2000]

disp(m2)

time_mesh2 = linspace(time_start,time_final ,m2);

alpha = alpha_vec(10°-9,10"-10,10"-8,10"-10,5*%10"-10, time_mesh?2
= )z

g_brus = gPol(time_mesh?2);

FN = ForwardNewton (alpha,time_mesh2,x_initial);

F45 = ForwardODE45 (alpha,time_mesh2,x_initial);

AN = AdjointNewton(alpha, FN, g_brus, time_mesh2, obs_start,
<~ obs_end) ;

A45 = AdjointODE45 (alpha, F45, g_brus, time_mesh2, obs_start,
< obs_end) ;

subplot (1,2,1)

plot (time_mesh2 ,FN(1,:),’-’,’Color’,orange,’linewidth’,2)
hold on

plot(time_mesh2 ,F45(1,:),’--?,’Color’,lila,’linewidth’,2)
title (’Forward problem?’);

legend (’x_T Newton’, ’x_T ode45’)

x1lim ([5 201)

subplot (1,2,2)

plot (time_mesh2 ,AN(2,:),’-’,’Color’,orange,’linewidth’,2)
hold on

plot(time_mesh2 ,A45(2,:),’--?,’Color’,lila,’linewidth’,2)
title(’Adjoint problem’);

legend (’x_T Newton’, ’x_T ode45’)

x1lim ([5 20])

hold off

hh

Inner functions

207 function alpha = alpha_vec(dml,dm2,atl,at2,k12,time_mesh)

208

209

210

211

212

scaling_factor_dml = dml;
scaling_factor_dm2 = dm2;
scaling_factor_atl = atl;
scaling_factor_at2 = at2;

scaling_factor_k12 = k12;
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function_flag = 0; % constant

exact_dml = ExactParameter(scaling_factor_dml,function_flag,
< time_mesh); %Exact profile for dml to produce data.
exact_dm2 = ExactParameter (scaling_factor_dm2 ,function_flag,
— time_mesh); %Exact profile for dm2 to produce data.
exact_atl = ExactParameter (scaling_factor_atl ,function_flag,
< time_mesh); %Exact profile for atl to produce data.
exact_at2 = ExactParameter(scaling_factor_at2,function_flag,
<~ time_mesh); %Exact profile for at2 to produce data.
exact_k12 = ExactParameter (scaling_factor_k12 ,function_flag,

— time_mesh); %Exact profile for k12 to produce data.

alpha = [exact_dml; exact_dm2; exact_atl; exact_at2; exact_ki12
— 1;

end

ExactNewton.m

%Computes the exact solution of the model problem.

function [g,g_brus,g_add] = ExactNewton(alpha, time_mesh,
< noise_level ,x_initial)%(alpha, time_mesh,bobs_start,obs_end,
<~ noise_level ,x_initial)

nodes = length(time_mesh); % Number of nodes in the time
— partition

g = ForwardNewton (alpha,time_mesh,x_initial);
% 1b = find(obs_start < time_mesh,1) -1;
% ub = nodes - find(obs_end > flip(time_mesh) ,1) + 2;
% g(:,1:1b) = 0; g(:,ub:end) = 0;

brus = (rand(3,nodes)*2 - 1)*noise_level;

g_brus = g + g.*xbrus;

g_add = g + gxnoise_level;
end

ExactODE45.m

%Computes the exact solution of the model problem.

function [g,g_brus,g_add] = ExactODE45(alpha, time_mesh,noise_level
<~ ,x_initial)%(alpha, time_mesh,obs_start,obs_end,noise_level,
— x_initial)

nodes = length(time_mesh); % Number of nodes in the time
— partition

g = Forward0ODE45 (alpha,time_mesh,x_initial);
% 1b = find(obs_start < time_mesh,1) -1;

xlv
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% ub = nodes - find(obs_end > flip(time_mesh) ,1) + 2;

% g(:,1:1b) = 0; g(:,ub:end) = 0;
brus = (rand(3,nodes)*2 - 1)*noise_level;
g_brus = g + g.*xbrus;
g_add = g + gxnoise_level;

end

ExactParameter.m

function exact_par = ExactParameter(scaling,flag,time_mesh)
%Input: 1. scaling factor
%2. function flag (0. const. 1. +linear 2. -linear 3. sin 4.

— exp(-x))
%time = 0;

s = zeros(l,length(time_mesh));
s = 3*xtime_mesh/time_mesh(end);
if flag == 1

exact_par = scaling#*s/3;
elseif flag == 2

exact_par = scaling*(1-s/3);
elseif flag == 3

exact_par = scaling*sin(s);
elseif flag == 4

exact_par = scaling*exp(-s);
else

exact_par = scaling#*ones(l,length(time_mesh));
end

yA figure

% plot (time_mesh,exact_par,’b --s’,’LineWidth’,3);
%legend (’ linear 1°)
% title(’Test function in time’)

end

Forwardfunc.m

function f = Forwardfunc(x,alpha)
% alpha = (d_ml, d_m2, a_tl, a_t2, k_12)
r = 0.93;

beta_T = 3*%x10°9;
d_m1 = alpha(1);
d_m2 = alpha(2);
a_tl = alpha(3);
a_t2 = alpha(4);
beta_M = 9%10°8;
sigma_ml = 0.173;
sigma_m2 = 0.173;
k_12 = alpha(5);

=

xlvi



14 x_T = x(1); x_M1 = x(2); x_M2 = x(3);

15

16 f1 = r*x_T*(1 - x_T/beta_T) - d_mli*x_Ml*xx_T + d_m2*xx_M2*x_T;

17 f2 = a_tl*xx_Txx_M1x(1 - (x_M1+x_M2)/beta_M) - sigma_mlxx_M1 -
— k_12*%x_M1x*x_T;

18 f3 = a_t2*x_T*xx_M2x(1 - (x_M1+x_M2)/beta_M) - sigma_m2*x_M2 +
— k_12*xx_M1xx_T;

19 f = [fl; f2; f3];

20 end

ForwardfuncJacobi.m

1 function f = ForwardfuncJacobi(x,alpha)

2 % alpha = (d_ml, d_m2, a_tl, a_t2, k_12)

3 r = 0.93;

4 beta_T = 3*x10°9;

5 d_m1 = alpha(1);

6 d_m2 = alpha(2);

7 a_tl = alpha(3);

s a_t2 = alpha(4);

9 beta_M = 9%x10°8;

10 sigma_ml = 0.173;

11 sigma_m2 = 0.173;

12 k_12 = alpha(5);

13

14 x_T = x(1); x_M1 = x(2); x_M2 = x(3);

15 f = zeros(3,3);

16

17 f(1,1) = r*x(1-2*xx_T/beta_T) - d_ml*xx_M1 + d_m2*x_M2;

18 f(1,2) = -d_mlx*x_T;

19 £f(1,3) = d_m2*xx_T;

20 £f(2,1) = a_t1*x_M1*(1-(x_M1+x_M2)/beta_M) - k_12*x_M1;

21 £(2,2) = a_tlxx_T*(1-(2*xx_M1+x_M2)/beta_M) - sigma_ml - k_12%
— x_T;

22 £(2,3) = -a_tl1*x_T*xx_M1/beta_M;

23 f(3,1) = a_t2*x_M2*x(1-(x_M1+x_M2)/beta_M) + k_12*x_M1;

24 £(3,2) = -a_t2*x_T*x_M2/beta_M + k_12*x_T;

25 £(3,3) = a_t2*xx_T*(1-(x_M1+2xx_M2)/beta_M) - sigma_m2;

26

27 end

ForwardNewton.m

1 function x = ForwardNewton (alpha,time_mesh,x_initial)
2 % Computes the forward solution of the model problem.

4 nodes = length(time_mesh) -1;

5

6 MaxIter = 1000; % maximal number of iterations in Newton
— method

7

s x = zeros(size(x_initial ,1) ,nodes+1);

9

10 x(:,1) = x_initial;
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end

dt = time_mesh(2:end)-time_mesh(l:end-1); %Time step

v = x_initial;
for i = 1:nodes
tol=1;
iter=0;

while tol>10"(-10) && iter < MaxIter %Newton iterations
F= v - x(:,1i) - dt(i)*Forwardfunc(v,alpha(:,1i));
J=eye(length(x_initial)) - dt(i)*ForwardfuncJacobi (v,
< alpha(:,1i));
dv = -J\F;
if norm(F) <10~(-5)
disp(’norm(F) is very small! Newtons method
— stops at time step )
time_mesh (i)

break
end
v=v+dv; %The Newton iteration
iter = iter +1;
tol = norm(dv,inf) ;
end
if iter==MaxIter %If the Newton meth. does not

—» converge
disp([’No convergence in the Newton method at time: ?
— num2str (time_mesh(i))])
break
end
for k = 1:length(x_initial)
if v(k) < O
warning (’Forward solution algorithm yields invalid
<~ solution. Try increasing the number of nodes in the time
— partition.’)
return
end
end
x(:,i+1) = v;
end

ForwardODE45.m

function f = ForwardODE45(alpha,time_mesh,x_initial)

[time ,f] = oded45(@(t,x) Forfunc(t,x,alpha,time_mesh),time_mesh,
<~ x_initial);
f = £7;
function func = Forfunc(t,x,alpha,time_mesh)
alphaPol =@(t) [];
for i = 1:size(alpha,1l)
Pol_i =@(t) interpl(time_mesh,alpha(i,:),t);
alphaPol =@(t) [alphaPol(t); Pol_i(t)];
end
alphat = alphaPol(t);
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func = Forwardfunc(x,alphat);
end

end

leastsquare.m

clear,clc

% Solution of least squares problem min_x || Ax - y |[|_2

grad=5; J graden p& polynomet
points=200; %antalet diskreta punkter = ( rader i matrisen A)

% x = [1 23 4 5];
%y =1[343.55 6];

x=zeros (1, points) ;
y=zeros (1, points) ;
v=[1;
for i=1:1:points
x = linspace(-10.0,10.0,points);
% exakt funktion
y(i)= sin(pi*x(i)/5); %+ x(i)/5;
% y=rand (1,i)*0.1;
%hy(i) = 1./(1+x(i).72) + O.1lxrandn(size(x(i)));

end

%skapar vandermode matrisen

V = bsxfun(@power ,x(:) ,0:grad) ;
%vandemorde = V

% VxA=Y ekvation som ska ldsas
% VL: V*V’*xA dvs. VL=A

% L SNINGEN V*HL "(HL=A)"

th

% berdknar hogeledet
HL=V’*xy’;

% berdknar viansterledet
VL=V’%V;

%VL=zeros (degree+1) ;

% Losning av normalekvationen med Cholesky faktorisering

%symmetri=issymmetric (VL)

if all(eig(VL) > 0) % vi kollar om matrisen &r positivt definit
— eftersom chol krdver "symmetrisk positiv definita matriser"
<~ annars borjar den anta
VL = chol(VL, ’lower’); % chol faktoriserar matrisen lhs till
<~ en trianguldr matris s8 att lhs=1’x1
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%felet kan kollas med:
%norm(l*1’ - 1lhs )
HL = VL?> \ (VL \ HL);

figure (1)
plot(x,y,’-- r’, ’linewidth’,2)
hold on

% berdknar approximation till det exakta polynomet med
— coefficienter c

polynom = Vx*HL;
plot(x,polynom,’: b’, ’linewidth’,2)
hold off

str_xlabel = [’polynomgrad: ’, num2str(grad)];

% Berdknar det relativa felet
% mnorm(approx. value - true value) / norm(true value)
%hel=norm(y’- approx)/norm(y’)

error=norm(y’- polynom)/norm(y’);
hfprintf (’Relativt fel: %.2f%%’, error);

legend (’exakt ’,str_xlabel);
title([’Relativt fel: ’ num2str(error)])
xlabel (’x’)

else

error (’Det uppfylls inte att matrisen &r positivt definit; en
<~ matris A sd8dan att x~(T) Ax > 0 for alla x°’);
end
LinearClassNormalEqExample2.m
function [approx] = LinearClassNormalEqExample2(y,x,m)
Y o o o __
% Solution of least squares problem min_x || Ax - y [|[|_2
7 using the method of normal equations.
7 Matrix A is constructed as a Vandermonde matrix.

d=5; 7 degree of the polynomial

%»m=50;%number of discretization points or rows in the matrix A

hy=zeros (1,m);

A=[1;

%Values for parameter eta

O e e o
scaling_factor = 0.7;

hfunction_flag = 1; 7 flag means choose of the model function

— for eta: can be chosen between 1 and 4
heta(t) = scaling_factor*function
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2

ext_eta = ExactEta(scaling_factor,function_flag,x); %Exact
eta.

construction of a Vandermonde matrix

for i=1:m

for j=1:d4+1
A(i,j)=power(x(i),j-1);
end

end

T

h
C_>

c=

Y/
—>

C=

=

h

plot(x,y,’0?)

computing the right hand side in the method of normal
equations

A’*y);

computing matrix in the left hand side in the method of
normal equations

A’ xA;

zeros (d+1) ;

solution of the normal equation using Cholesky decomposition

for j=1:d4+1

s1=0;
for k=1:j-1
s1=s1+1(j,k)*1(j,k);
end
1(j,j)=CC(j,j)-s1)"~(1/2);
for i=j+1:d+1
s2=0;
for k=1:j-1
s2=52+1(i,k)*1(j,k);
end
1(i,j)=(C(i,j)-82)/1(j,j);
end

end
for i=1:d4d+1

for k=1:1:i-1
c(i)=c(i)-c(k)*1(i,k);
end

c(i)=c(i)/1(i,1);

end
for i=d+1:-1:1

for k=d+1:-1:i+1
c(i)=c(i)-c(k)*1(k,1i);
end

c(i)=c(i)/1(i,i);

end

size(x);
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end

size (y);

figure (1)
plot(x,y,’0 r’,
hold on

>linewidth’ ,2)

% compute approximation to this exact polynomial with comp.

— coefficients

approx = Axc;
plot (x,approx,’

str_xlabel = [’

xlabel (>Time’)

C

- 2, ’linewidth’,2)

poly.degree d=’, num2str(d)];

legend(’\eta from measured data’,’ approximated guess for \

— eta_0’);

title([’Least squares for classification, number of input
<~ points ’,num2str(m)])

% computation of the relative error as

% mnorm(approx.

value - true value) / norm(true value)

%hel=norm(y’- approx)/norm(y’)

mod _calculate alpha exp dell.m

function alpha_exp=mod_calculate_alpha_exp_dell (alpha,alpha_unknown
~ ,X,t_min,t_max)

x_T

=x(1,:);
x_M1=x(2,:);
x_M2=x(3,:)

>

m=length(x_T) - 1;

— bli det

%dndrade till -1 d& jag tycker steglédngden borde

time_step=(t_max-t_min)/m;
alpha_exp=zeros(m-1,1); %&ndrade fr&n m-2 till m-1

for

end
end

dxT_dt=(x_T(k+1) -x_T(k-1))/(2*time_step);

M1(k+1) -x_M1(k-1))/(2*time_step);
M2 (k+1) -x_M2(k-1))/(2*time_step) ;

dt dxM1_dt dxM2_dt];

alpha_exp(k-1)=calc_explicit_FE (alpha,alpha_unknown,x_k,

k=2:m
x_k=x(:,k);
dxM1_dt=(x_
dxM2_dt=(x_
dx_dt=[d=xT_
— dx_dt) ;

lii



23

24

25

26

27

28

29

30

32

33

34

35

36

37

38

39

40

42

43

44

45

46

47

48

49

57

58

function alpha_exp_k_FE=calc_explicit_FE(alpha,alpha_unknown,x,
— dx_dt);
dmi=alpha (1) ;
dm2=alpha (2) ;
atl=alpha (3);
at2=alpha(4);
k12=alpha (5) ;
r=0.93;
deltaM1=0.173;
deltaM2=0.173;
betaT=3*%x10"9;
betaM=9%10"8;

xT=x(1) ;
xM1=x(2) ;
xM2=x(3) ;

dxT_dt=dx_dt (1) ;
dxM1_dt=dx_dt (2);
dxM2_dt=dx_dt (3) ;

if alpha_unknown==
alpha_exp_k_FE = r*(1-xT/betaT)/xM1 - dxT_dt/(xM1*xT) ; %+ dm2%*
— xM2/xM1

elseif alpha_unknown==
alpha_exp_k_FE = dxT_dt/(xM2*xT) - r*(1-xT/betaT)/xM2 ; %+ dmilx
— xM1/xM2

elseif alpha_unknown==
alpha_exp_k_FE = dxM1_dt/(xT*xM1*(1 - (xM2+xM1)/betaM)) +
— deltaM1l/(xT*(1-(xM1+xM2)/betaM)); % + k12/(1-(xM1+xM2)/betaM
— )

elseif alpha_unknown==
alpha_exp_k_FE = dxM2_dt/(xT*xM1*(1 - (xM2+xM1)/betaM)) +

— deltaM2/(xT*(1 - (xM2+xM1)/betaM));% - ki12/(1 - (xM2+xM1)/
— betaM)

else
alpha_exp_k_FE = -dxM1_dt/(xM1*xT) - deltaM1/xT ; %+ atl*x(1-(
— xM1 + xM2)/betaM)

end

end

mod _calculate alpha exp del2.m

function alpha_exp=mod_calculate_alpha_exp_del2(alpha,alpha_unknown
% ,X,t_min,t_max)

x_T=x(1,:);

x_M1=x(2,:);

x_M2=x(3,:)

m=length(x_T) - 1; %&dndrade till -1 d& jag tycker steglédngden borde
— bli det
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time_step=(t_max-t_min)/m;
alpha_exp=zeros(m-1,1); %&ndrade fran m-2 till m-1

for k=2:m
x_k=x(:,k);

dxT_dt=(x_T(k+1) -x_T(k-1))/(2*time_step);
dxM1_dt=(x_M1(k+1)-x_M1(k-1))/(2*time_step);
dxM2_dt=(x_M2(k+1) -x_M2(k-1))/(2*time_step);

dx_dt=[dxT_dt dxMi_dt dxM2_dt];

alpha_exp(k-1)=calc_explicit_FE(alpha,alpha_unknown,x_k,
— dx_dt);
end
end

function alpha_exp_k_FE=calc_explicit_FE(alpha,alpha_unknown,x,
— dx_dt);
dmi=alpha (1) ;
dm2=alpha (2) ;
atl=alpha (3);
at2=alpha(4);
k12=alpha (5) ;
r=0.93;
deltaM1=0.173;
deltaM2=0.173;
betaT=3*%x10"9;
betaM=9%10"8;

xT=x(1) ;
xM1=x(2) ;
xM2=x(3) ;

dxT_dt=dx_dt (1) ;
dxM1_dt=dx_dt (2);
dxM2_dt=dx_dt (3);

if alpha_unknown==
alpha_exp_k_FE = - dxT_dt/(xM1*xT) + dm2*xM2/xM1;%r*x(1-xT/betaT
— ) /xM1
elseif alpha_unknown==2
alpha_exp_k_FE = dxT_dt/(xM2*xT) + dmlx*xxM1/xM2; % - r*(1-xT/
— betaT) /xM2
elseif alpha_unknown==
alpha_exp_k_FE = dxM1_dt/(xT*xM1*(1 - (xM2+xM1)/betaM)) + k12
— /(1-(xM1+xM2)/betaM); % + deltaM1l/(xT*(1-(xM1+xM2)/betaM))
elseif alpha_unknown==

alpha_exp_k_FE = dxM2_dt/(xT*xM1*(1 - (xM2+xM1)/betaM)) - k12
— /(1 - (xM2+xM1)/betaM); % + deltaM2/(xT*x(1 - (xM2+xM1)/betaM)
— )

else
alpha_exp_k_FE = -dxM1_dt/(xM1*xT) + atl*(1-(xM1 + xM2)/betaM)
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—~ 3 % - deltaMi/xT
end

end

mod__calculate alpha exp del3.m

function alpha_exp=mod_calculate_alpha_exp_del3(alpha,alpha_unknown
~ ,X,t_min,t_max)

x_T=x(1,:);
x_M1=x(2,:);
x_M2=x(3,:)
m=length(x_T) - 1;
time_step=(t_max-t_min)/m;
alpha_exp=zeros(m-1,1);

for k=2:m
x_k=x(:,k);

dxT_dt=(x_T(k+1) -x_T(k-1))/(2*time_step);
dxM1_dt=(x_M1(k+1)-x_M1(k-1))/(2*time_step);
dxM2_dt=(x_M2(k+1) -x_M2(k-1))/(2*time_step);

dx_dt=[dxT_dt dxM1_dt dxM2_dt];

alpha_exp(k-1)=calc_explicit_FE (alpha,alpha_unknown,x_k,
— dx_dt);
end
end

function alpha_exp_k_FE=calc_explicit_FE(alpha,alpha_unknown,x,
— dx_dt);
dmi=alpha (1) ;
dm2=alpha (2) ;
atl=alpha (3);
at2=alpha(4);
k12=alpha (5) ;
r=0.93;
deltaM1=0.173;
deltaM2=0.173;
betaT=3*%x10"9;
betaM=9%10"8;

xT=x(1) ;
xM1=x(2) ;
xM2=x(3) ;

dxT_dt=dx_dt (1) ;

dxM1_dt=dx_dt (2);
dxM2_dt=dx_dt (3);
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if alpha_unknown==1
alpha_exp_k_FE = r*x(1-xT/betaT)/xM1 + dm2*xM2/xM1 ; %- dxT_dt/(
— xM1*xT)

elseif alpha_unknown==
alpha_exp_k_FE = - r*(1-xT/betaT)/xM2 + dml*xM1/xM2; %dxT_dt/(
— xM2xxT)

elseif alpha_unknown==
alpha_exp_k_FE = +deltaM1/(xT*(1-(xM1+xM2)/betaM))+ k12/(1-(xMl
< +xM2)/betaM); % dxM1_dt/(xT*xxM1*x(1 - (xM2+xM1)/betaM))

elseif alpha_unknown==
alpha_exp_k_FE = + deltaM2/(xT*(1 - (xM2+xM1)/betaM)) - k12
— /(1 - (xM2+xM1)/betaM);%dxM2_dt/(xT*xM1*x(1 - (xM2+xM1)/betaM)
= )

else
alpha_exp_k_FE = - deltaM1/xT + atl*(1-(xM1 + xM2)/betaM); 7%-
— dxM1_dt/(xM1x*xT)

end

end

mod __calculate alpha exp.m

function alpha_exp=mod_calculate_alpha_exp(alpha,alpha_unknown,x,
< t_min,t_max)

x_T=x(1,:);

x_M1=x(2,:);

x_M2=x(3,:);

m=length(x_T) - 1; %&dndrade till -1 d& jag tycker steglédngden borde
— bli det

time_step=(t_max-t_min)/m;

alpha_exp=zeros(m-1,1); %&ndrade fr8n m-2 till m-1

for k=2:m
x_k=x(:,k);

dxT_dt=(x_T(k+1) -x_T(k-1))/(2*time_step);
dxM1_dt=(x_M1(k+1)-x_M1(k-1))/(2*time_step);
dxM2_dt=(x_M2(k+1) -x_M2(k-1))/(2*time_step);

dx_dt=[dxT_dt dxM1_dt dxM2_dt];

alpha_exp(k-1)=calc_explicit_FE (alpha,alpha_unknown,x_k,
— dx_dt);
end
end

function alpha_exp_k_FE=calc_explicit_FE(alpha,alpha_unknown,x,
— dx_dt) ;

dmi=alpha (1) ;

dm2=alpha(2) ;

atl=alpha(3);

Ivi



so at2=alpha (4);

31 k12=alpha(5);

32 r=0.93;

33 deltaM1=0.173;

3¢ deltaM2=0.173;

35 betaT=3%x10"9;

36 betaM=9%10"8;

37

38 xT=x(1) ;

30 xM1=x(2) ;

a0 xM2=x(3) ;

41

a2 dxT_dt=dx_dt (1) ;
43 dxM1_dt=dx_dt (2) ;
4a dxM2_dt=dx_dt (3) ;
45

46 if alpha_unknown==1

a7 alpha_exp_k_FE = r*(1-xT/betaT)/xM1 - dxT_dt/(xM1*xT) + dm2*xM2
— /xM1;

a8 elseif alpha_unknown==

49 alpha_exp_k_FE = dxT_dt/(xM2*xT) - r*(1-xT/betaT)/xM2 + dmlx*xM1
— /xM2;

50 elseif alpha_unknown==

51 alpha_exp_k_FE = dxM1_dt/(xT*xM1*(1 - (xM2+xM1)/betaM)) +

5 deltaMi1/(xT*x(1-(xM1+xM2)/betaM)) + k12/(1-(xM1+xM2)/betaM);
s2 elseif alpha_unknown==

53 alpha_exp_k_FE = dxM2_dt/(xT*xM1*(1 - (xM2+xM1)/betaM)) +
— deltaM2/(xT*(1 - (xM2+xM1)/betaM)) - k12/(1 - (xM2+xM1)/betaM
= )

54 else

55 alpha_exp_k_FE = -dxM1_dt/(xM1*xT) - deltaM1/xT + atl*(1-(xM1 +
— xM2)/betaM);

56 end

57

55 end

mod_test alpha exp Chebyshew plot.m

1 clc; close all; clear all;

3 t_min=0;t_max=20; m=500; x_initial = [5%10°6; 10~3; 10-3];%For att
— ha startvédrden n&dra ett steady state satt in
— [3.1298490038*x10~9; 10~-5; 402531911.894];

4 time_mesh =[];

5 for k = 1:m

6 time_mesh(end+1) = -(t_max-t_min)/2*cos ((2*xk-1)*pi/(2*m)) + (
— t_max+t_min)/2;

7 end

8

9

10 alpha = [10~-11 10"-12 10°-10 10~-12 10~ -12]1%*100;

11 alpha_l=alpha_vec(alpha(1l),alpha(2),alpha(3),alpha(4),alpha(5),
< time_mesh);

12 x_23s = ForwardODE23s(alpha_1,time_mesh,x_initial);

13 x_Newton = ForwardNewton (alpha_1,time_mesh,x_initial);

Ivii



14 x_45 = ForwardODE45 (alpha_1,time_mesh,x_initial);

15 t_plot = [12500];

16

17

1s gron = [102,194,165]/255;

19 orange = [252,141,98]/255;

20 1ila = [141,160,203]/255;

21

22 alpha_unknown=5;

23 KhF6renklad

22 alpha_exp_23s=mod_calculate_alpha_exp(alpha,alpha_unknown,bx_23s,
< t_min,t_max) ;

25 alpha_exp_Newton=mod_calculate_alpha_exp(alpha,alpha_unknown,
— x_Newton,t_min,t_max) ;

26 alpha_exp_45=mod_calculate_alpha_exp(alpha,alpha_unknown ,x_45,t_min
— ,t_max) ;

27 alpha_exp_23s_T = alpha_exp_23s’;

2s alpha_mod_medel mean (alpha_exp_23s_T ([250:498]))

29

30 horginal

31 alpha_exp_23s_org=calculate_alpha_exp(alpha,alpha_unknown,x_23s,
< t_min,t_max) ;

32 alpha_exp_Newton_org=calculate_alpha_exp(alpha,alpha_unknown,
~— x_Newton,t_min,t_max) ;

33 alpha_exp_45_org=calculate_alpha_exp(alpha,alpha_unknown ,x_45,t_min
— ,t_max) ;

34 alpha_exp_23s_org_T = alpha_exp_23s_org?’;

35 alpha_mod_medel = mean(alpha_exp_23s_org_T([250:498]))

36

37

3s max_45_org = max(alpha_exp_45_org);

3o max_Newton_org = max(alpha_exp_Newton_org);

10 max_23s_org = max(alpha_exp_23s_org);

41

42 max_45_mod = max(alpha_exp_45);

43 max_Newton_mod = max(alpha_exp_Newton);

42 max_23s_mod = max(alpha_exp_23s);

45

46

a7 max_org = max([max_45_org max_Newton_org max_23s_org]l);
4s max_mod max ([max_45_mod max_Newton_mod max_23s_mod]) ;

49

so min_45_org = min(alpha_exp_45_org);

51 min_Newton_org = min(alpha_exp_Newton_org) ;
s2 min_23s_org = min(alpha_exp_23s_org);

54 min_45_mod= min(alpha_exp_45);
55 min_Newton_mod = min(alpha_exp_Newton) ;
s6 min_23s_mod = min(alpha_exp_23s);

ss min_org = min([min_45_org min_Newton_org min_23s_org]l);
so min_mod min ([min_45_mod min_Newton_mod min_23s_mod]) ;

60

61 figure(’name’,’Chebyshew’)

62 subplot(2,1,1)

63 plot (time_mesh(2:end-1) ,alpha_exp_23s,’color’, gron ,LineWidth=2)
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hold on

plot ([0 20],[alpha(alpha_unknown) alpha(alpha_unknown)], ’r--’,
<~ LineWidth=1)

legend (’Explicit berdkningar, ode23s’,’Sannt paramtetervédrde’)

title(’Férenklad’,’FontSize?’ ,14)

ylim([min_mod -max_mod/3,max_mod*1.3])

xlabel (’Dagar’,’FontSize’,12, ’FontWeight’,’bold’)

ylabel (’Parametervédrde’,’FontSize’ ,12, ’FontWeight’,’bold’)

%ylim ([-5*%10~-8 10~-7]) %Fo6r paramteter 5

subplot (2,1,2)

plot(time_mesh (2:end-1) ,alpha_exp_23s_org,’color’,gron,LineWidth=2)

hold on

plot ([0 20],[alpha(alpha_unknown) alpha(alpha_unknown)], ’r--’,
< LineWidth=1)

legend (’Explicit ber&dkningar, ode23s’,’Sannt paramtetervidrde’)

title(’0Original’,’FontSize’ ,14)

ylim([min_org-max_org/3,max_org*1.3])

xlabel (’Dagar’,’FontSize’,12, ’FontWeight’,’bold’)

ylabel (’Parametervédrde’,’FontSize’ ,12, ’FontWeight’,’bold’)

hold on

%ylim([-5%10~-8 10~-7]) %Fo6r paramteter 5

fontsize (16,"points")

hh

figure (’name’,’Chebyshew’)

subplot(2,1,1)

plot(time_mesh (2:end-1) ,alpha_exp_23s,’-*’,’MarkerSize’ ,12,’
<~ MarkerIndices’,1:20:length(time_mesh), ’Color’,gron,
< LineWidth=1)

hold on

plot(time_mesh (2:end-1) ,alpha_exp_Newton,’-o0’,’MarkerSize’ ,12,”
< MarkerIndices’,1:20:length(time_mesh),’Color’,orange,
< LineWidth=1)

hold on

plot (time_mesh(2:end-1) ,alpha_exp_45,’-S’,’MarkerSize’,12,”’
< MarkerIndices’,1:20:1length(time_mesh),’Color’,lila,LineWidth
— =1)

hold on

plot ([0 20],[alpha(alpha_unknown) alpha(alpha_unknown)], ’r--’,
< LineWidth=1)

legend (’Explicit ber&dkning, ode23s’,’Explicit ber&dkning, Newton’
<~ ’2Explicit berdkning, oded45’,’Sannt parameterviarde’)

title(’Forenklad’,’FontSize’ ,14)

ylim ([min_mod -max_mod/3,max_mod*1.3])

xlabel (’Dagar’,’FontSize’,12,’FontWeight’,’bold’)

ylabel (’Parametervédrde’,’FontSize’ ,12, ’FontWeight’,’bold’)

ylim([-5%10~-8 10~-7]) %For paramteter 5
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116

118

subplot (2,1,2)

plot(time_mesh(2:end-1) ,alpha_exp_23s_org,’-*’,’MarkerSize’,12,’
< MarkerIndices’,1:20:length(time_mesh), ’Color’,gron,
— LineWidth=1)

hold on

plot(time_mesh (2:end-1) ,alpha_exp_Newton_org ,’-o’,’MarkerSize’ 12,
< ’MarkerIndices’,1:20:1length(time_mesh),’Color’,orange,
< LineWidth=1)

hold on

plot (time_mesh(2:end-1) ,alpha_exp_45_org,’-S’,’MarkerSize’ ,12,’
< MarkerIndices’,1:20:length(time_mesh),’Color’,lila,LineWidth
— =1)

hold on

plot ([0 20],[alpha(alpha_unknown) alpha(alpha_unknown)], ’r--’,
<~ LineWidth=1)

legend (’Explicit ber&dkning, ode23s’,’Explicit ber&dkning, Newton’
<~ ’Explicit berdkning, oded45’,’Sannt parametervarde’)

title(’0Original’,’FontSize’ ,14)

ylim([min_org-max_org/3,max_org*1.3])

xlabel (’Dagar’,’FontSize’,12,’FontWeight’,’bold’)

ylabel (’Parametervédrde’,’FontSize’ ,12,’FontWeight’,’bold’)

ylim([-5*%10~-8 10~-7]) %Fo6r paramteter 5

fontsize (16,"points")

o

figure

plot(time_mesh ,x_23s(1,:),’-*’,’MarkerSize’,12, ’MarkerIndices”’
— ,1:20:1length(time_mesh), ’Color’,gron, LineWidth=1) ;

hold on

plot( time_mesh,x_23s(2,:),’-0’,’MarkerSize’,12, ’MarkerIndices”’
<~ ,1:20:1length(time_mesh),’Color’,orange ,LineWidth=1) ;

hold on

5 plot (time_mesh ,x_23s(3,:),’-S’,’MarkerSize’,12, ’MarkerIndices”’

— ,1:20:1length(time_mesh),’Color’,lila,LineWidth=1);
hold on
legend (’x_T’, ’x_{M1}’, ’>x_{M2}’);
xlabel (’Dagar’,’FontSize’,12, ’FontWeight’,’bold’);
ylabel (’Densitet, [celler]’,’FontSize’,12,’FontWeight’,’bold’)

fontsize (16,"points")

YA
function alpha = alpha_vec(dml,dm2,atl,at2,k12,time_mesh)

scaling_factor_dml = dmil;
scaling_factor_dm2 = dm2;
scaling_factor_atl = atl;
scaling_factor_at2 = at2;

scaling_factor_k12 = k12;
function_flag = 0; 7 constant

exact_dml = ExactParameter(scaling_factor_dml , function_flag,
— time_mesh); %Exact profile for dml to produce data.
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30

exact_dm2 = ExactParameter (scaling_factor_dm2,function_flag,
— time_mesh); %Exact profile for dm2 to produce data.

exact_atl = ExactParameter(scaling_factor_atl,function_flag,
< time_mesh); %Exact profile for atl to produce data.

exact_at2 = ExactParameter(scaling_factor_at2,function_flag,
<~ time_mesh); %Exact profile for at2 to produce data.

exact_k12 = ExactParameter(scaling_factor_k12,function_flag,
— time_mesh); %Exact profile for k12 to produce data.

alpha = [exact_dml; exact_dm2; exact_atl; exact_at2; exact_k12];

end

mod_test alpha exp Chebyshew.m

clc; close all; clear all;

t_min=0;t_max=20; m=500; x_initial =[5*%10"6; 10-3; 10-3];%For att
— ha startvdrden ndra ett steady state s&tt in
— [3.1298490038%10~9; 10~-5; 402531911.894];

time_mesh =[];

for k = 1:m

time_mesh(end+1) = -(t_max-t_min)/2*cos ((2*xk-1)*pi/(2*m)) + (
— t_max+t_min)/2;

end

alpha = [10~-11 10~-12 10~-10 10~-12 10~ -12]1%100;

alpha_1l=alpha_vec (alpha (1) ,alpha(2),alpha(3),alpha(4),alpha(5),
<~ time_mesh) ;

x_23s = Forward0DE23s(alpha_1,time_mesh,x_initial);

x_Newton = ForwardNewton(alpha_1,time_mesh,x_initial);

x_45 = Forward0ODE45(alpha_1,time_mesh,x_initial);

t_plot = [1:500];

gron = [102,194,165]/255;
orange = [252,141,98]/255;
lila = [141,160,203]/255;

alpha_unknown=4;
alpha_exp_23s=mod_calculate_alpha_exp(alpha,alpha_unknown,bx_23s,

< t_min,t_max) ;
alpha_exp_Newton=mod_calculate_alpha_exp(alpha,alpha_unknown,

— x_Newton,t_min,t_max) ;
alpha_exp_45=mod_calculate_alpha_exp(alpha,alpha_unknown ,x_45,t_min

— ,t_max) ;

%orginal
alpha_exp_23s_org=calculate_alpha_exp(alpha,alpha_unknown,x_23s,
< t_min,t_max) ;
alpha_exp_Newton_org=calculate_alpha_exp(alpha,alpha_unknown,
— x_Newton,t_min,t_max);
alpha_exp_45_org=calculate_alpha_exp (alpha,alpha_unknown ,x_45,t_min
— ,t_max) ;
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max_45_org = max(alpha_exp_45_org);
max_Newton_org = max(alpha_exp_Newton_org);
max_23s_org = max(alpha_exp_23s_org);

max_45_mod = max(alpha_exp_45);
max_Newton_mod = max(alpha_exp_Newton) ;
max_23s_mod = max(alpha_exp_23s);

max_org = max ([max_45_org max_Newton_org max_23s_orgl);
max_mod = max([max_45_mod max_Newton_mod max_23s_mod]) ;

min_45_org = min(alpha_exp_45_org);
min_Newton_org = min(alpha_exp_Newton_org);
min_23s_org = min(alpha_exp_23s_org);

min_45_mod= min(alpha_exp_45);
min_Newton_mod = min(alpha_exp_Newton) ;
min_23s_mod = min(alpha_exp_23s);

min_org = min([min_45_org min_Newton_org min_23s_orgl);
min_mod min([min_45_mod min_Newton_mod min_23s_mod]) ;

figure (’name’,’Chebyshew’)

subplot (2,2,1)

plot (time_mesh(2:end-1) ,alpha_exp_23s,’color’, gron ,LineWidth=2)

hold on

plot(time_mesh (2:end-1) ,alpha_exp_Newton, ’color’,orange,LineWidth
— =2)

hold on

plot(time_mesh (2:end-1) ,alpha_exp_45, ’color’,lila ,LineWidth=2)

hold on

plot ([0 20],[alpha(alpha_unknown) alpha(alpha_unknown)], ’r--’,
<~ LineWidth=1)

legend (’Explicit berdkning, ode23s’,’Explicit ber&dkning, Newton’
<~ ’Explicit berdkning, oded45’,’Sannt parametervidrde’)

title(’Foérenklad’)

ylim([min_mod -max_mod/3,max_mod*1.3])

subplot (2,2,2)

plot(time_mesh(2:end-1) ,logl0(alpha_exp_23s), ’color’ ,gromn,
< LineWidth=2)

hold on

plot(time_mesh(2:end-1) ,l0ogl0(alpha_exp_Newton),’color’,orange,
— LineWidth=2)

hold on

plot (time_mesh (2:end-1) ,logl10(alpha_exp_45),’color’,lila,LineWidth
— =2)

hold on

plot ([0 20],[logl0(alpha(alpha_unknown)) loglO(alpha(alpha_unknown)
— )], ’r--’,LineWidth=1)

legend (’Explicit berdkning i logaritmisk skala, ode23s’,’Explicit
— ber&dkning i logaritmisk skala, Newton’ , ’Explicit ber&kning
— i logaritmisk skala, oded45’,’Sannt parameterviarde’)

title(’Forenklad, logaritmisk skala’)
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84
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90

91

92

93

94

95

96

97

98

99

subplot (2,2,3)
plot(time_mesh (2:end-1) ,alpha_exp_23s_org,’color’,gron,LineWidth=2)
hold on
plot (time_mesh (2:end-1) ,alpha_exp_Newton_org,’color’,orange,
< LineWidth=2)
hold on
plot(time_mesh (2:end-1) ,alpha_exp_45_org,’color’,lila,LineWidth=2)
hold on
plot ([0 20],[alpha(alpha_unknown) alpha(alpha_unknown)], ’r--’,
< LineWidth=1)
legend (’Explicit ber&dkning, ode23s’,’Explicit berdkning, Newton’
<~ ’Explicit berdkning, oded45’,’Sannt parametervarde’)
title(’0Original’,’FontSize’ ,14)
ylim ([min_org-max_org/3,max_org+*1.3])
xlabel (’Dagar’,’FontSize’,12,’FontWeight’,’bold’)
ylabel (’Parametervédrde’,’FontSize’ ,12, ’FontWeight’, ’bold’)

subplot (2,2,4)

plot(time_mesh(2:end-1) ,l0gl10(alpha_exp_23s_org),’color’, gron,
< LineWidth=2)

hold on

plot (time_mesh(2:end-1) ,logl0(alpha_exp_Newton_org),’color’,orange,
< LineWidth=2)

hold on

plot (time_mesh (2:end-1) ,l0gl10(alpha_exp_45_org),’color’,lila,
<~ LineWidth=2)

hold on

plot ([0 20],[logl0(alpha(alpha_unknown)) loglO(alpha(alpha_unknown)
— )], ’r--’,LineWidth=1)

legend (’Explicit berdkning i logaritmisk skala, ode23s’,’Explicit
<~ berdkning i logaritmisk skala, Newton’ , ’Explicit berdkning
<~ i logaritmisk skala, oded45’,’Sannt parametervidrde’)

title(’0Original’,’FontSize’ ,14)
ylim([min_org-max_org/3,max_org*1.3])

xlabel (’Dagar’,’FontSize’,12, ’FontWeight’,’bold’)

ylabel (’Parametervédrde’,’FontSize’ ,12, ’FontWeight’,’bold’)
hold on

hh

figure

plot(time_mesh ,x_45(1,:), ’r’);

hold on

plot ( time_mesh,x_45(2,:),%g’);
hold on

plot(time_mesh ,x_45(3,:), 219 0)) 8
hold on

legend (’x_T’, ’x_{M1}’, ’>x_{M2}’);

xlabel (’M&tpunkt’) ;
ylabel (’Densitet’)

Ixiii
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139

140

142

143

10

12

13

14

15

17

18

19

20

21

22

hh

function alpha = alpha_vec(dml,dm2,atl,at2,k12,time_mesh)

scaling_factor_dml
scaling_factor_dm2
scaling_factor_atl
scaling_factor_at2
scaling_factor_k12

function_flag = O0;

dm1 ;
dm?2 ;
atl;
at2;
k12;

constant

exact_dml = ExactParameter(scaling_factor_dml , function_flag,
— time_mesh); %Exact profile for dml to produce data.
exact_dm2 = ExactParameter(scaling_factor_dm2,function_flag,
<~ time_mesh); %Exact profile for dm2 to produce data.
exact_atl = ExactParameter(scaling_factor_atl,function_flag,
< time_mesh); %Exact profile for atl to produce data.
exact_at2 = ExactParameter(scaling_factor_at2,function_flag,
— time_mesh); %Exact profile for at2 to produce data.
exact_k12 = ExactParameter(scaling_factor_k12,function_flag,

< time_mesh); %Exact profile for k12 to produce data.

alpha = [exact_dml;

end

exact_dm2;

mod_test alpha exp delar.m

clc; close all; clear all;

t_min=0; t_max=20; m=500;
— arden ska ligga nara ett steady state,
— [3.1298490038%10°9;

X_initial

10~ -5;

exact_atl;

time_mesh=1linspace(t_min,t_max,m);
alpha = [10~-11 10~-12 10°-10 10~-12 10~ -12]1%100;
alpha_1il=alpha_vec (alpha(1l) ,alpha(2),alpha(3),alpha(4),alpha(5),

< time_mesh) ;

exact_at2;

x_23s = Forward0DE23s(alpha_1,time_mesh,x_initial);
x_Newton = ForwardNewton(alpha_1,time_mesh,x_initial);
x_45 = Forward0ODE45(alpha_1,time_mesh,x_initial);

t_plot = [1:500];

gron = [102,194,165]/255;
orange = [252,141,98]/255;
lila = [141,160,203]/255;

alpha_unknown=5;
%modifierad, hela

satt in
402531911.8941] ;

exact_k12];

=[5%10"6; 10-3; 10-3];%0m startv

alpha_exp_23s=mod_calculate_alpha_exp(alpha,alpha_unknown,bx_23s,

< t_min,t_max) ;

alpha_exp_Newton=mod_calculate_alpha_exp(alpha,alpha_unknown,
— x_Newton,t_min,t_max);

alpha_exp_45=mod_calculate_alpha_exp (alpha,alpha_unknown ,x_45,t_min

<~ ,t_max) ;
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24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37
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39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

51

53

54

55

56

57

%modifierad, del 1 dvs dm2*xM2/xM1 &r borttaget
alpha_exp_23s_dell=mod_calculate_alpha_exp_dell (alpha,alpha_unknown
— ,x_23s,t_min,t_max) ;
alpha_exp_Newton_delli=mod_calculate_alpha_exp_dell (alpha,
< alpha_unknown ,x_Newton,t_min,t_max);
alpha_exp_45_dell=mod_calculate_alpha_exp_dell (alpha,alpha_unknown,
— x_45,t_min,t_max) ;

Ymodifierad, del 2
alpha_exp_23s_del2=mod_calculate_alpha_exp_del2(alpha,alpha_unknown
<~ ,x_23s,t_min,t_max) ;
alpha_exp_Newton_del2=mod_calculate_alpha_exp_del2(alpha,
<~ alpha_unknown ,x_Newton,t_min,t_max);
alpha_exp_45_del2=mod_calculate_alpha_exp_del2(alpha,alpha_unknown,
— x_45,t_min,t_max) ;

Ymodifierad, del 3
alpha_exp_23s_del3=mod_calculate_alpha_exp_del3(alpha,alpha_unknown
— ,x_23s,t_min,t_max) ;
alpha_exp_Newton_del3=mod_calculate_alpha_exp_del3(alpha,
< alpha_unknown ,x_Newton,t_min,t_max);
alpha_exp_45_del3=mod_calculate_alpha_exp_del3(alpha,alpha_unknown,
~ x_45,t_min,t_max) ;

figure
subplot (2,1,1)
plot(time_mesh (2:end-1) ,alpha_exp_23s,’-*’,’MarkerSize’ ,12,°’
< MarkerIndices’,1:20:length(time_mesh), ’Color’,gron,
< LineWidth=1)
hold on
plot(time_mesh (2:end-1) ,alpha_exp_Newton,’-o0’,’MarkerSize’ ,12,”’
< MarkerIndices’,1:20:length(time_mesh),’Color’,orange,
< LineWidth=1)
hold on
plot (time_mesh(2:end-1) ,alpha_exp_45,’-S’,’MarkerSize’,12,”’
< MarkerIndices’,1:20:1length(time_mesh),’Color’,lila,LineWidth
— =1)
hold on
plot ([0 20],[alpha(alpha_unknown) alpha(alpha_unknown)], ’r--’,
— LineWidth=1)
legend(’Explicit calculation, ode23s’,’Explicit calculation, Newton
— 2 , ’Explicit calculation, oded45’,’True value of parameter’)
title(’Forenklad, hela’)
xlabel (’Dagar’,’FontSize’,12, ’FontWeight’,’bold’);
ylabel (’Parametervédrde’,’FontSize’ ,12, ’FontWeight’,’bold’)

subplot (2,1,2)

plot(time_mesh(2:end-1) ,alpha_exp_23s_dell,’-*’,’MarkerSize’,12,’
< MarkerIndices’,1:20:length(time_mesh), ’Color’,gron,
— LineWidth=1)

hold on

plot(time_mesh (2:end-1) ,alpha_exp_Newton_dell,’-o’,’MarkerSize’ , 12,
< ’MarkerIndices’,1:20:1length(time_mesh),’Color’,orange,
< LineWidth=1)
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65

66

67
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hold on

plot(time_mesh(2:end-1) ,alpha_exp_45_dell,’-S’,’MarkerSize’,12,’
< MarkerIndices’,1:20:length(time_mesh),’Color’,lila,LineWidth
— =1)

hold on

plot ([0 20],[alpha(alpha_unknown) alpha(alpha_unknown)], ’r--’,
< LineWidth=1)

legend (’Explicit calculation, ode23s’,’Explicit calculation, Newton
— > , PExplicit calculation, oded45’,’True value of parameter’)

title(’Férenklad, del 1 borta?’)

xlabel (’Dagar’,’FontSize’,12, ’FontWeight’,’bold’);

ylabel (’Parametervédrde’,’FontSize’ ,12, ’FontWeight’,’bold’)

fontsize (16,"points")

figure

subplot (2,1,1)

plot(time_mesh(2:end-1) ,alpha_exp_23s_del2,’-*’,’MarkerSize’,12,’
< MarkerIndices’,1:20:length(time_mesh), ’Color’,gron,
— LineWidth=1)

hold on

plot(time_mesh (2:end-1) ,alpha_exp_Newton_del2,’-0’,’MarkerSize’ 12,
< ’MarkerIndices’,1:20:1length(time_mesh),’Color’,orange,
<~ LineWidth=1)

hold on

plot (time_mesh (2:end-1) ,alpha_exp_45_del2,’-S’,’MarkerSize’ ,12,°’
< MarkerIndices’,1:20:1length(time_mesh),’Color’,lila,LineWidth
— =1)

hold on

plot ([0 20],[alpha(alpha_unknown) alpha(alpha_unknown)], ’r--’,
— LineWidth=1)

legend(’Explicit calculation, ode23s’,’Explicit calculation, Newton
— 2 , ’Explicit calculation, ode45’,’True value of parameter’)

title(’Fdrenklad, del 2 ©borta?)

xlabel (’Dagar’,’FontSize’,12, ’FontWeight’,’bold’);

ylabel (’Parametervédrde’,’FontSize’ ,12, ’FontWeight’,’bold’)

subplot (2,1,2)

plot(time_mesh(2:end-1) ,alpha_exp_23s_del3,’-*’,’MarkerSize’,12,’
< MarkerIndices’,1:20:length(time_mesh), ’Color’,gron,
— LineWidth=1)

hold on

plot(time_mesh (2:end-1) ,alpha_exp_Newton_del3,’-o0’,’MarkerSize’ 12,
< ’MarkerIndices’,1:20:1length(time_mesh),’Color’,orange,
<~ LineWidth=1)

hold on

plot (time_mesh (2:end-1) ,alpha_exp_45_del3,’-S’,’MarkerSize’ ,12,°’
< MarkerIndices’,1:20:1length(time_mesh),’Color’,lila,LineWidth
— =1)

hold on

plot ([0 20],[alpha(alpha_unknown) alpha(alpha_unknown)], ’r--’,
— LineWidth=1)

legend(’Explicit calculation, ode23s’,’Explicit calculation, Newton
— 2 , ?Explicit calculation, oded45’,’True value of parameter’)

title(’Forenklad, del 3 ©borta?)

xlabel (’Dagar’,’FontSize’,12, ’FontWeight’,’bold’);
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124

127

129

130

ylabel (’Parametervédrde’,’FontSize’ ,12, ’FontWeight’, ’bold’)

hold on

fontsize (16,"points")

hh

figure

plot(time_mesh ,x_45(1,:), ’r’);

hold on

plot ( time_mesh,x_45(2,:),%g’);

hold on

plot(time_mesh ,x_45(3,:), 29°) g

hold on

legend (’x_T’, ’x_{M1}’,

xlabel (’Matpunkt’);

ylabel (’Densite

hh

function alpha

t?)

>

’x_{M2}’);

= alpha_vec(dml,dm2,atl,at2,k12,time_mesh)

scaling_factor_dml = dmil;

scaling_factor_dm2 = dm2;

scaling_factor_atl = atl;

scaling_factor_at2 = at2;

scaling_factor_k12 = ki12;

function_flag = 0; J% constant

exact_dml = ExactParameter(scaling_factor_dml, function_flag,
<~ time_mesh); %Exact profile for dml to produce data.

exact_dm2 = ExactParameter(scaling_factor_dm2,function_flag,
< time_mesh); %Exact profile for dm2 to produce data.

exact_atl = ExactParameter(scaling_factor_atl,function_flag,
— time_mesh); %Exact profile for atl to produce data.

exact_at2 = ExactParameter(scaling_factor_at2,function_flag,
< time_mesh); %Exact profile for at2 to produce data.

exact_k12 = ExactParameter(scaling_factor_k12,function_flag,

<~ time_mesh

) 8

%Exact profile for k12 to produce data.

alpha = [exact_dml; exact_dm2;

end

mod_test alpha exp.m

clc; close all;

t_min=0; t_max=2

clear all;

0;

m=500; x_initial

exact_atl;

exact_at2;

— ha startvadrden ndra ett steady state sdtt in

— [3.1298490038%10°9;

10°-5;

time_mesh=linspace(t_min,t_max,m);
alpha = [10~-11 10~-12 10"-10 10"-12 10~ -12]1%100;
alpha_1l=alpha_vec (alpha (1) ,alpha(2),alpha(3),alpha(4),alpha(5b),

~— time_mesh

)

402531911.8941] ;

x_23s = Forward0DE23s(alpha_1,time_mesh,x_initial);

Ixvii

exact_k12];

=[5*%10"6; 10-3; 10-3];%For att



s x_Newton = ForwardNewton(alpha_1,time_mesh,x_initial);

9 Xx_45 = Forward0ODE45(alpha_1,time_mesh,x_initial);

10 t_plot = [1:500];

11

12 gron = [102,194,165]/255;

13 orange = [252,141,98]/255;

14 lila = [141,160,203]/255;

15

16 alpha_unknown=1;

17 alpha_exp_23s=mod_calculate_alpha_exp (alpha,alpha_unknown ,bx_23s,
< t_min,t_max) ;

1s alpha_exp_Newton=mod_calculate_alpha_exp (alpha,alpha_unknown,
~— x_Newton,t_min,t_max) ;

19 alpha_exp_45=mod_calculate_alpha_exp(alpha,alpha_unknown ,x_45,t_min
— ,t_max) ;

20

21 horginal

22 alpha_exp_23s_org=calculate_alpha_exp(alpha,alpha_unknown,bx_23s,
< t_min,t_max);

23 alpha_exp_Newton_org=calculate_alpha_exp(alpha,alpha_unknown,
— x_Newton,t_min,t_max);

22 alpha_exp_45_org=calculate_alpha_exp (alpha,alpha_unknown ,x_45,t_min
— ,t_max);

25

26

27 figure (’name’,’Vanlig?)

2s subplot(2,1,1)

20 plot (time_mesh(2:end-1) ,alpha_exp_23s,’-*’,’MarkerSize’ 12,
< MarkerIndices’,1:20:length(time_mesh), ’Color’,gron,
<~ LineWidth=1)

30 hold on

31 plot (time_mesh(2:end-1) ,alpha_exp_Newton,’-o0’,’MarkerSize’ ,12,°
< MarkerIndices’,1:20:length(time_mesh),’Color’,orange,
< LineWidth=1)

32 hold on

33 plot (time_mesh (2:end-1) ,alpha_exp_45, ’-S’,’MarkerSize’,12,”’
< MarkerIndices’,1:20:1length(time_mesh),’Color’,lila,LineWidth
— =1)

32 hold on

35 plot ([0 20],[alpha(alpha_unknown) alpha(alpha_unknown)], ’r--7,
< LineWidth=1)

36 legend(’Explicit berdkning, ode23s’,’Explicit berdkning, Newton’ ,
< ’Explicit berdkning, oded45’,’Sannt parametervidrde’)

37 title (’Forenklad’)

38

39 hsubplot (2,2,2)

10 %plot(time_mesh(2:end-1),logl0(alpha_exp_23s), ’color’,gron,
> LineWidth=1.5)

41 %hold on

42 fhplot (time_mesh (2:end-1) ,10ogl0(alpha_exp_Newton), ’color’,orange,
<~ LineWidth=1.5)

43 %hold on

412 %hplot (time_mesh(2:end-1) ,logl0(alpha_exp_45), ’color’,lila,
<~ LineWidth=1.5)

45 %hhold on

a6 %hplot ([0 20],[logl0(alpha(alpha_unknown)) loglO(alpha(alpha_unknown
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48

49

50

51

52

53

54
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57

58

59

60
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65
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67

68

69

70
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T2

73
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75

76

7

78

79

80

81

82

83

84

= ))], ’r--’)
%legend (’Logarithm of explicit calculation, ode23s’,’Logarithm of
— explicit calculation, Newton’ , ’Logarithm of explicit
— calculation, ode45’,’True value of parameter’)
%title(’Modifierad, logaritmisk skala’)

subplot (2,1,2)

plot(time_mesh(2:end-1) ,alpha_exp_23s_org, ’-*’,’MarkerSize’,12,’
< MarkerIndices’,1:20:1length(time_mesh), ’Color’,gron,
— LineWidth=1)

hold on

hold on

plot(time_mesh(2:end-1) ,alpha_exp_Newton_org,’-o’,’MarkerSize’ ,12,”°
< MarkerIndices’,1:20:1length(time_mesh),’Color’,orange,
— LineWidth=1)

hold on

plot(time_mesh (2:end-1) ,alpha_exp_45_org, ’-S’,’MarkerSize’, 12,
< MarkerIndices’,1:20:length(time_mesh),’Color’,lila,LineWidth
— =1)

hold on

plot ([0 20],[alpha(alpha_unknown) alpha(alpha_unknown)], ’r--’,
< LineWidth=1)

legend (’Explicit berdkning, ode23s’,’Explicit berdkning, Newton’
< ’Explicit beré&dkning, ode45’,’Sannt parameterviarde’)

title(’0riginal’,’FontSize’ ,14)

xlabel (’Dagar’,’FontSize’,12, ’FontWeight’,’bold’)

ylabel (’Parametervédrde’,’FontSize’ ,12, ’FontWeight’, ’bold’)

fontsize (16,"points")

%subplot (2,2,4)

%plot(time_mesh (2:end-1) ,logl0(alpha_exp_23s_org), ’color’,gron,
<~ LineWidth=1.5)

%hold on

%plot (time_mesh (2:end-1) ,logl0(alpha_exp_Newton_org), ’color’,
— orange ,LineWidth=1.5)

%hold on

%plot (time_mesh (2:end-1) ,logl0(alpha_exp_45_org), ’color’,lila,
<~ LineWidth=1.5)

%hold on

%plot ([0 20],[logl0(alpha(alpha_unknown)) loglO(alpha(alpha_unknown
= 1, r--)

%legend (’Logarithm of explicit calculation, ode23s’,’Logarithm of
— explicit calculation, Newton’ , ’Logarithm of explicit
<~ calculation, ode45’,’True value of parameter’)

stitle (’0Orginal, logaritmisk skala’)

hh

figure

plot(time_mesh ,x_23s(1,:),’-*’,’MarkerSize’,12,’MarkerIndices’
<~ ,1:20:1length(time_mesh), ’Color’,gron, LineWidth=1);

hold on

plot( time_mesh,x_23s(2,:),’-0’,’MarkerSize’,12, ’MarkerIndices”’
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95

96

97
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99

100

101

105

106

107

108

<~ ,1:20:1length(time_mesh),’Color’,orange ,LineWidth=1) ;

hold on

plot(time_mesh ,x_23s(3,:),’-S’,’MarkerSize’,12, ’MarkerIndices”’
— ,1:20:1length(time_mesh),’Color’,lila,LineWidth=1);

hold on

legend (°x_T’, ’x_{M1}’, ’>x_{M2}’);

xlabel (’Dagar’,’FontSize’,12, ’FontWeight’,’bold’);

ylabel (’Densitet’,’FontSize’ ,12, ’FontWeight’,’bold’)

fontsize (16,"points")

%o

function alpha = alpha_vec(dml,dm2,atl,at2,k12,time_mesh)
scaling_factor_dml = dmil;

scaling_factor_dm2 = dm2;

scaling_factor_atl = atl;

scaling_factor_at2 = at2;

scaling_factor_ki12 = ki12;

function_flag = 0; % constant

exact_dml = ExactParameter(scaling_factor_dml, function_flag,
— time_mesh); %Exact profile for dml to produce data.

exact_dm2 = ExactParameter(scaling_factor_dm2,function_flag,
< time_mesh); %Exact profile for dm2 to produce data.

exact_atl = ExactParameter(scaling_factor_atl,function_flag,
— time_mesh); %Exact profile for atl to produce data.

exact_at2 = ExactParameter(scaling_factor_at2,function_flag,
— time_mesh); %Exact profile for at2 to produce data.

exact_k12 = ExactParameter(scaling_factor_k12,function_flag,

— time_mesh); %Exact profile for k12 to produce data.

alpha = [exact_dml; exact_dm2; exact_atl; exact_at2; exact_k12];

end

mod_testl alpha exp ode23s.m

clc; close all; clear all;

t_min=0;t_max=20; m=500; x_initial =[5%10"6; 10~3; 10-3];%For att
— ha startvdrden néra ett steady state sdtt in
— [3.1298490038%10~9; 10~-5; 402531911.894];
time_mesh=linspace(t_min,t_max,m) ;
alpha = [10~-11 10~-12 10°-10 10~-12 10~ -121%100; %[1,1,1,1,11;%
alpha_l=alpha_vec (alpha (1) ,alpha(2),alpha(3),alpha(4),alpha(5b),
< time_mesh);
x_23s = ForwardODE23s (alpha_1,time_mesh,x_initial);
t_plot = [1:500];

gron = [102,194,165]/255;
orange = [252,141,98]/255;
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lila = [141,160,203]/255;
alpha_unknown=2;

%modifierad

alpha_exp_23s=mod_calculate_alpha_exp(alpha,alpha_unknown,bx_23s,
< t_min,t_max) ;

alpha_exp_23s_T = alpha_exp_23s’;

alpha_mod_medel mean (alpha_exp_23s_T ([250:498]))

%orginal

alpha_exp_23s_org=calculate_alpha_exp(alpha,alpha_unknown,x_23s,
< t_min,t_max);

alpha_exp_23s_org_T = alpha_exp_23s_org’;

alpha_mod_medel = mean(alpha_exp_23s_org_T([250:498]))

figure(’name’,’Vanlig?’)

subplot (2,1,1)

plot (time_mesh (2:end-1) ,alpha_exp_23s,’color’, gron,LineWidth=2)

hold on

plot ([0 20],[alpha(alpha_unknown) alpha(alpha_unknown)], ’r--’,
< LineWidth=1)

legend (’Explicit berdkningar, ode23s’,’Sannt paramtetervédrde’)

title(’Férenklad’,’FontSize’ ,14)

xlabel (’Dagar’,’FontSize’,12, ’FontWeight’,’bold’)

ylabel (’Parametervédrde’,’FontSize’ ,12, ’FontWeight’, ’bold’)

subplot(2,1,2)

plot (time_mesh (2:end-1) ,alpha_exp_23s_org, ’color’,gron,LineWidth
— =2)

hold on

plot ([0 20],[alpha(alpha_unknown) alpha(alpha_unknown)], ’r--’,
— LineWidth=1)

legend (’Explicit berdkningar, ode23s’,’Sannt paramtetervédrde’)

title(’0Original’,’FontSize’ ,14)

xlabel (’Dagar’,’FontSize’,12, ’FontWeight’,’bold’)

ylabel (’Parametervédrde’,’FontSize’ ,12, ’FontWeight’, ’bold’)

fontsize (16,"points")

hh

figure

plot(time_mesh ,x_23s(1,:),’-*’,’MarkerSize’,12, ’MarkerIndices”’
— ,1:20:1length(time_mesh), ’Color’,gron, LineWidth=1);

hold on

plot( time_mesh,x_23s(2,:),’-0’,’MarkerSize’,12, ’MarkerIndices”’
— ,1:20:1length(time_mesh),’Color’,orange ,LineWidth=1) ;

hold on

plot(time_mesh ,x_23s(3,:),’-S’,’MarkerSize’,12, ’MarkerIndices”’
<~ ,1:20:1length(time_mesh),’Color’,lila,LineWidth=1) ;

hold on

legend (°x_T’, ’x_{M1}’, ’>x_{M2}’);
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11

12

13

14
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19

20

xlabel (’Dagar’,’FontSize’,12, ’FontWeight’,’bold’);
ylabel (’Densitet, [celler]’,’FontSize’,12,’FontWeight’,’bold’)

fontsize (16,"points")
b
function alpha = alpha_vec(dml,dm2,atl,at2,k12,time_mesh)

scaling_factor_dml = dmil;
scaling_factor_dm2 = dm2;
scaling_factor_atl = atil;
scaling_factor_at2 = at2;

scaling_factor_k12 = k12;
function_flag = 0; % constant

exact_dml = ExactParameter(scaling_factor_dml,function_flag,
< time_mesh); %Exact profile for dml to produce data.

exact_dm2 = ExactParameter (scaling_factor_dm2,function_flag,
— time_mesh); %Exact profile for dm2 to produce data.

exact_atl = ExactParameter(scaling_factor_atl, function_flag,
< time_mesh); %Exact profile for atl to produce data.

exact_at2 = ExactParameter(scaling_factor_at2,function_flag,
<~ time_mesh); %Exact profile for at2 to produce data.

exact_k12 = ExactParameter(scaling_factor_k12,function_flag,
— time_mesh); %Exact profile for k12 to produce data.

alpha = [exact_dml; exact_dm2; exact_atl; exact_at2; exact_k12];
end

solver adapt.m

%% Specify fixed parameter values.
clear all

close all

clc

%Time parameters

C—> __________________________________________________________
final_time = 20;
%obs_start = 100; %Starting time for observations of

— true solution.

obs_start = 0;

obs_end = 20; %End time for observations of true
<~ solution.

%Parameters from the model problem

dm1=10"-11;
dm2 =10"-12;
atl =10"-10;
at2 =10"-12;
k12=10"-12;

%0ptimization parameters

gamma_start =10"(-11); %Initial value of regularization
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— parameter.
1 opt_step_length = 0.001; %Step length in optimization algorithm.

N

22 optim_maxiter = 500; %Maximum iterations of optimization alg.

23 hNoise
C_> ____________________________________________________________________
(_>

24 noise_level = 0.01; %Noise level of observations.

25 hnoise_level = 0.1; %Noise level of observations.

26 noise_flag = 1; % 0 = no noise, 1 = random noise, 2 =

— additive noise.

27

2s %, Create initial time mesh, observations and starting guess for
— parameter dml.

20 htime_mesh = O:final_time; % will be adaptively updated.

30 m=15; %number of observations

31 time_mesh =linspace(0,final_time ,m);

32

33 refined = time_mesh;
34
35
ss hValues for scaling factors for parameters
e I e e T e e e e

37

38 scaling_factor_dml = 10°-11;

39 scaling_factor_dm2 = 107-12;

10 scaling_factor_atl = 107-10;

a1 scaling_factor_at2 = 107-12;

42 scaling_factor_k12 = 10°-12;

43

44

45 function_flag = 0; %»dm1 (t) = scaling_factor*function

46 hfunction flag can be between 1 and 4, determines model function
— which should be reconstructed

a7 % Function flag: 0. const. 1. +linear 2. -linear 3. sin 4. exp(-x)
as 4NB! For now, we will specify these values inside the time-adaptive
— loop

49

5o hinstad.

51 4#They will be moved back here at a later stage.

s2 h[dml_guess ,g] = AnalyticDml (exact_dml,6time_mesh,6obs_start,obs_end,
— noise_flag ,noise_level);

53 hlnput: 1. exact dml 2. time mesh 3. observation start 4.
—> observation end. 5. noise_flag. 6. noise level

54

55 6 initials for forward problem

56 Xx_initial = [5%10°6; 10°3; 10°3];

58 fhp===============  values of exact constant parameters

59

0o eps = 10°(-7);

61 % Run algorithm

62 figure

63 for meshref = 1:10 JOuter loop is for time adaptivity, will be
— replaced with while loop later.

64

65 time_mesh = refined; %
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< Our new time mesh (if mesh refinement has been made.

nodes = length(time_mesh) ;

%res_time=

C_>

0.1*ones (1,nodes) ;

exact_dml = ExactParameter (scaling_factor_dml ,function_flag,

<~ time_mesh);

%Exact profile for dml to produce data.

exact_dm2 = ExactParameter(scaling_factor_dm2,function_flag,

< time_mesh) ;

%Exact profile for dm2 to produce data.

exact_atl = ExactParameter (scaling_factor_atl ,function_flag,

< time_mesh) ;

%Exact profile for atl to produce data.

exact_at2 = ExactParameter (scaling_factor_at2,function_flag,

<~ time_mesh) ;

%Exact profile for at2 to produce data.

exact_k12 = ExactParameter(scaling_factor_k12,function_flag,

< time_mesh) ;

alpha = [exact_dml; exact_dm2; exact_atl
— 1

%0bservations and first guess for dml.

C_>

[dml_guess ,g]l] = AnalyticParameter (alpha,
< obs_end ,noise_flag,noise_level ,x_initial);

%plot (time_mesh ,dml_guess,’0’)
%obtain initial guess for gradient method using method of
— normal equations

>

t

%Exact profile for k12 to produce data.

exact_at2; exact_k12

ime_mesh,obs_start,

suse polynomial of degree 5 to recover noisy data via method
— of normal equations and obtain initial guess

%dml_guess=LinearClassAdapt (dml_guess,
dml_guess = LinearClassNormalEqExample2 (dml_guess ,time_mesh ,m);
dml = zeros (optim_maxiter ,nodes) ;
<~ Preallocation of dml (for use in for-1loop).

dm1(1,:) = dml_guess;
— First guess for dml in first row.
beta = opt_step_length*ones(1l,nodes);

time_mesh ,m) ;

)

gamma = gamma_start;

— Restore beta and gamma.

big_grad = zeros(l,nodes);

— Preallocation of vector for adaptivity.

ul = ForwardODE45(alpha,time_mesh,x_initial);
= %Compute initial forward sol.

lambdal = AdjointODE45 (alpha,ul,g,time_mesh,obs_start,obs_end);
%Compute adjoint sol.

—

% ul(l1,:) = X_T; ul(2,:)

g0
(_>

= X_M1; u1(3,:)

= (lambdal (1,:) .*ul(1,:) .*xul(2,:));

with respect to dmil

without reg.term

Ixxiv

X_M2;

%Compute grad



103 grad_hist = zeros (optim_maxiter ,nodes) ;

104 grad_hist(1,:) = g0; %
— Save gradient for later plot.

105 if norm(g0) < 1000

106 dml1(l:end,:) = ones(length(l:optim_maxiter) ,1)*dml(1,:);
—  %Check if gradient is already small

107 disp(’The algorithm has converged at first step!’)

108 break

109 end

110 bm = 1/gamma; %
— For Conjugate Gradient algorithm.

111 gn = —go;

112 dn = gn;

113 g0 = sign(g0);
< %Normalize gradient.

114 dm1(2,:) = dm1(1,:) + beta.*xg0;
— %Compute new dml.

115 iter = 0;

116 for i = 2:optim_maxiter-1
— %Here we start calculating dml.

117 gamma = gamma/i~0.5;
— %Update gamma.

118 u = ForwardODE45 (alpha,time_mesh,x_initial);
— %Update forward and adjoint sol.

119 lambda = AdjointODE45 (alpha,u,g,time_mesh,obs_start,obs_end
= Jg

120

121 % update gradient for dml with reg.term: gamma is reg.
— parameter

122 gm = gamma*(dml1(i,:)-dm1(1,:)) + lambdal(l,:).*xul(l,:).*ul
— (2,:);

123

124 bs = (norm(gm)/norm(gn)) "~2;
—  %For CG.

125 dm = -gm + bs*dn;

126 bm = -(gm*dn’)/(gamma*(dn*dn’)) ;
— Y%beta = -<g,d>/gamma<d,d>

127 grad_hist(i,:) = gm;
— %Save gradient for later plot.

128 if norm(gm) < 0.001
— %Check if gradient is small enough.

120 dml (i+l:end,:) = ones(length(i+1l:optim_maxiter) ,1)x*dmi(
— i,:);

130 grad_hist(i+l:end,:) = ones(length(i+1l:optim_maxiter)
— ,1)xgrad_hist(i,:);

131 disp(’The algorithm has converged!’)

132 break

133 elseif 0.999999*norm(dm1(i-1,:)) < norm(dmi(i,:)) && norm(
~ dm1(i,:)) < 1.000001*norm(dmi1(i-1,:))

134 dmil(i+l:end,:) = ones(length(i+l:optim_maxiter) ,1)*dml(
— i,:);

135 grad_hist(i+l:end,:) = ones(length(i+1l:optim_maxiter)
— ,1)*grad_hist(i,:);

136 disp(’Dml does not change!’)
— %Also terminate if dml stabilizes.

137 break
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%elseif norm(grad_hist(i-1,:)) < norm(grad_hist(i,:))

% dmi1(i+1,:) = dm1(i,:) + 0.5*xbdml.*xsign(grad_hist(i,:))
—

% dml(i+2:end,:) = ones(length(i+2:optim_maxiter) ,1)*dml
— (i+1,:);

% disp(’Gradient grows.’)

% break

% %Termination if the gradient increases turned out to
— give

% worse results, and is therefore disabled.

else

gm = sign(gm); %

~— Otherwise, continue with line search.

for j = 1:nodes
if dm1(i,j) < 10°-9

— %Force dm1=0 if computed dml is negative.

dmi(i+1,j) = 10~-9;
elseif dm1(i,j) > 10~-3

dm1(i+1,j) = 10°-3;
elseif bm < 0.01
dm1 (i+1,3j) = dm1(i,j) + bm*gm(j); PA
— Use conjugate gradient if appropriate.
else
if gm(j) == -gn(j) %

— Otherwise use fixed step length.

%bdml (j) = beta(j)/2; %

— If gradient change sign, halve step-length.

beta(j) = beta(j)/2;

end
dm1 (i+1,j) = dm1(i,j) - beta(j)*gm(j); %
<~ Compute new dml closer to the actual solution.
end
end
end
gn = gm; %Save gradient for use in the CG
— algorithm.
dn = dm;
iter = iter + 1;
end
iter;
max_grad = max(abs(grad_hist(end,:)));
big_grad = abs(grad_hist(end,:)) > 0.2xmax_grad;
refined = []; %Start refinement of time mesh
refining = [];
k = 1;
r = 1;
while r < length(big_grad)
if big_grad(r+1) == 1 && big_grad(r) == 0
refined = [refined,time_mesh(k:r)];
end
if big_grad(r) == 0
r =r + 1;
if r == length(big_grad)
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186

187

188

189

refined = [refined,time_mesh(k:r)];

end
continue
else
hj = i;
while big_grad(r) == 1 && r < length(time_mesh)
refining = [refining,time_mesh(r),(time_mesh (r)+
< time_mesh(r+1))/2];
r =r + 1;
if r == length(time_mesh)
refining = [refining,time_mesh(r)];
end
end
refined = [refined, refining]l;
k = r;
end
refining = [];

end

dmil_final = dml(end,:);

%relativeerror = norm((dml(end,:)-exact_dml)/exact_dml)/m;
relativeerror = norm((dmil(end,:)-exact_dml)/exact_dml) ;
reler (meshref) = relativeerror;

%if (meshref > 1 & relativeerror < reler (meshref-1) )
figure

plot(time_mesh,exact_dml,’b’,’LineWidth’,3)

hold on

plot(time_mesh ,dml_final,’-*’,’LineWidth’,1)
title([’Calculated dml, number of refinements: ’,num2str (
< meshref),’number of points’,num2str(m)])

legend(’exact dml’, ’computed dmil (CGM)’)

hold off

hfigure (2)
%plot (time_mesh,exact_dml,’b’,’LineWidth’,3)

%hold on

% plot(time_mesh ,dml_final,’-%’,’LineWidth’,1)

% title([’Calculated \dml, number of refinements: ’,num2str (

< meshref) ,’number of points’,num2str (m)])
7 legend (’exact \dml’,’computed \dml’)
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7 hold off

meshref
% plot(time_mesh, dml(end,:)) %Plot calculated dml for
— diteration in time adaptive algorithm.

%end
reler

%include time partitioning
%% Visualize computed dmi
hfigure

%hsurf (dmi)

%xlabel (’time partition’);

%ylabel (’iteration’) ;

%zlabel (>dml?) ;

%title (’Computed drug efficiency, dml’);

% presentation of the computed gradient
hfigure

%surf (grad_hist)

%xlabel (’time partition?);

%ylabel (’iteration’?) ;

%hzlabel (’gradient ’) ;

%title (’>Gradient of the functional?);

if ( relativeerror < eps)
break
end

if (meshref > 1 & relativeerror > reler (meshref-1) )
break
end

%% Apply least-squares smoothing on the solution

%dml_final = dmil(end,:);

N = length(dml_final);

e = ones(N,1);

D = spdiags([e -2xe e], 0:2, N-2, N);
F = speye(N) + 50%x(D’*D);

dml_smooth = F\dmil_final’;

figure
plot(time_mesh,exact_dml,’LineWidth’,2)

hold omn
plot (time_mesh ,dml_guess,’LineWidth’,2)

plot(time_mesh ,dml_smooth,’LineWidth’ ,2)
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202 legend(’exact dml’,’guess for dml (LS)’,’computed
< dml (smoothed CGM)?)

293

294

295

206 % plot(time_mesh ,dml_final,’LineWidth’,2)

207 yA legend (’exact \dml’,’guess for \dml’,’computed \dml
= )

298

299

300 xlabel (’Time’)

301

302

303 title([’Calculated dml, number of refinements: ’,num2str(

< meshref),’number of points’,num2str(m)])
304
305 hold off
306 end

test alpha exp.m

1 hh
2 clc, clf

4 t_min=0;t_max=20; m=5000; x_initial = [5%10°6; 10~3; 10-3];

5 time_mesh=1linspace(t_min,t_max,m);

¢ alpha = [10~-11 10"°-12 10~-10 10~-12 10~-12]1%100;

7 alpha_1=alpha_vec (alpha (1) ,alpha(2),alpha(3),alpha(4),alpha(5),
< time_mesh);

s x = ForwardODE23s (alpha_1,time_mesh,x_initial);

9 hx = ForwardNewton (alpha_1,time_mesh,x_initial);

10 %hx = ForwardODE45 (alpha_1,time_mesh,x_initial);

1 t_plot = linspace(0,20,5000);

12

13

14 alpha_unknown=1;

15 alpha_exp=calculate_alpha_exp (alpha,alpha_unknown ,x,t_min,t_max);

16

17 %#Ger vanlig skala

1s hplot (t_plot(2:end-1) ,alpha_exp,LineWidth=1.5)

19 %hold on

20 hplot ([0 20],[alpha(alpha_unknown) alpha(alpha_unknown)], ’r--2)

21 hlegend (’Explicit ber&dkning’,’Sanna parameterviardet’)

22

23 %hGer logaritmisk skala

22 plot (t_plot(2:end-1),logl0(alpha_exp),LineWidth=1.5)

25 hold on

26 plot ([0 20],[logl0(alpha(alpha_unknown)) loglO(alpha(alpha_unknown)
= ), ®==")

27 legend (’Logaritmiska vdrdet av den explicita berdkningen’,’Sanna
< parametervirdet’)

28

20 %

3o function alpha = alpha_vec(dml,dm2,atl,at2,k12,time_mesh)

31 scaling_factor_dml = dmil;
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32 scaling_factor_dm2 = dm2;

33 scaling_factor_atl = atil;

3¢ scaling_factor_at2 = at2;

35 scaling_factor_k12 = ki12;

36

a7 function_flag = 0; % constant

38

39 exact_dml = ExactParameter (scaling_factor_dml , function_flag,
< time_mesh); %Exact profile for dml to produce data.

10 exact_dm2 = ExactParameter (scaling_factor_dm2,function_flag,
<~ time_mesh); %Exact profile for dm2 to produce data.

.1 exact_atl = ExactParameter (scaling_factor_atl,function_flag,
— time_mesh); %Exact profile for atl to produce data.

42 exact_at2 = ExactParameter (scaling_factor_at2,function_flag,
< time_mesh); %Exact profile for at2 to produce data.

43 exact_k12 = ExactParameter (scaling_factor_k12,function_flag,

<~ time_mesh); %Exact profile for k12 to produce data.
44
45 alpha = [exact_dml; exact_dm2; exact_atl; exact_at2; exact_k12];
46

47 end

test.m

1 %% Initials

2 clc; close all; clear all;

3 hhinitial of x and time variables

am = 15; Y number of observations

5 obs_start = 2.1; obs_end = 7; %interval of observations
¢ time_final = 20;

s time_mesh = linspace(0,time_final ,m);

o % x_initial = [x_T(0); x_M1(0); x_M2(0)]

10 % initial values that seems to fit fig 1la

11 X_initial = [5%10°6; 10~3; 10-3];

12

13

14 %% observations

15 alpha = alpha_vec(10°-9,10°-10,10"-8,10"-10,5%10"-10, time_mesh) ;
16 noise_level = 0.1;% 10% noise

18 husing ode4b5 since newton seems to have problems with low numbers
— for

19 % this particular system of odes

20

21 [g, g_brusl, g_add] = Exact0DE45 (alpha,time_mesh ,noise_level,
<~ x_initial);

22 figure

23

22 plot (time_mesh,g(1,:),’linewidth’,2)

25 hold on

26 plot (time_mesh ,g_brus1(1l,:),’%’)

27 legend(’x_T, ode45’,’observations gl’)

28 title ([?’0DE45 versus noisy data, noise , \delta= ’,num2str (
<~ noise_level)]);
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%% Test solver quality : Forward

figure
hold on
sch = 0;
for m2 = [15 20 50 100 500 1000]
time_mesh2 = linspace(0,time_final ,m2);
alpha = alpha_vec(10°-9,10°-10,10"-8,10"-10,5*%10"-10, time_mesh?2
— )3
FN = ForwardNewton (alpha,time_mesh2,x_initial);

F45 = ForwardODE45 (alpha,time_mesh2 ,x_initial);

subtitle (’0DE45 versus Newton
sch = sch+1;
subplot (2, 3, sch);

plot(time_mesh2 ,FN(1,:),’-r’,time_mesh2 ,F45(1,:),’--b’,’linewidth’

— ,2);

for forward problem’);

subtitle (’0DE45 versus Newton for forward problem’);

xlabel (m2)

legend (’x_T Newton’, ’x_T ode45’)

% text (time_mesh2(end) ,FN(1,end),[’N’, num2str (m2)])
% text (time_mesh2 (end) ,FN(1,end) ,[’45°, num2str(m2)])
end

grid on

%% Test solver quality : Adjoint
clc
noise_level = 0.1;

time_obs = linspace(obs_start, obs_end, 15);

alpha_obs = alpha_vec(10--9,10~-10,10"-8,10"-10,5*x10"-10, time_obs) ;
[g, g_brus, g_add] = Exact0ODE45(alpha_obs,time_obs ,noise_level,

< x_initial); % get observations
%interpolate to be able to use for other time meshes

gPol =0(t) [1;
for j = l:size(g_brus,1)

Pol_j =@(t) interpl(time_mesh,g_brus(j,:),t);

gPol =@(t) [gPol(t); Pol_j(t)];
end

figure
hold on
sch = 0;

for m2 = [15 20 50 100 500 1000]

time_mesh2 = linspace(0,time_final ,m2);

alpha = alpha_vec(10°-9,107-10,10"-8,10"-10,5*%10"-10, time_mesh?2

— )3
g_brus = gPol(time_mesh?2);

FN = ForwardNewton (alpha,time_mesh2,x_initial);
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F45 = ForwardODE45 (alpha,time_mesh2 ,x_initial);
AN = AdjointNewton (alpha, FN, g_brus, time_mesh2, obs_start,
— obs_end) ;

A45 = AdjointODE45 (alpha, F45, g_brus, time_mesh2, obs_start,

<~ obs_end) ;

sch = sch+1;

subplot (2, 3, sch);

plot(time_mesh2 ,AN(2,:),’-r’,time_mesh2,A45(2,:),’--b’,”
<3 linewidth’,?2)

%text (time_mesh2 (1) ,A45(2,1),[’’, num2str(m2)])
%text (time_mesh2 (end) ,FN(1,end) ,[’45°, num2str (m2)])
xlabel (m2)

legend (’x_T Newton’, ’x_T ode45’)

title (’0DE45 versus Newton for adjoint problem?’);
hold on

end

title (’>0DE45 versus Newton for adjoint problem?’);

grid on

hold off
%% Test Forward Newton vs ode4b
alpha = alpha_vec(10°-9,10°-10,10"-8,10"-10,5%10"-10, time_mesh) ;

FN = ForwardNewton (alpha,time_mesh,x_initial);
F45 = ForwardODE45 (alpha,time_mesh,x_initial);
figure

subplot (2, 3, 1);

plot(time_mesh ,FN(1,:),time_mesh ,F45(1,:),’--’,’linewidth’,2)
legend (’x_T Newton’, ’x_T ode45’)

grid on

hold on

%legend (’x_T Newton’, ’x_M1’,°x_M2’,°x_T oded4b5’, ’x_M1’>,’x_M2’)

%% Newton and Raluca
%fig la
figure

alpha = alpha_vec(10°-9,10-10,10"-8,10"-10,5%10"-10, time_mesh) ;
FN = ForwardNewton(alpha,time_mesh,x_initial);

subplot (2, 2, 1);

plot(time_mesh ,FN,’--’,’linewidth’,2)
grid on

legend (’x_T?, ’x_{M1}’,’x_{M2}’)
title(’(a)?’)

hold on

%fig 1b

alpha = alpha_vec(10°-11,10"-10,10"-8,10"-10,5*%10"-10, time_mesh) ;

FN1 = ForwardNewton (alpha,time_mesh,x_initial);
alpha = alpha_vec(10°-9,10°-10,10"-8,10"-10,5*10"-10, time_mesh) ;
FN2 = ForwardNewton (alpha,time_mesh,x_initial);

alpha = alpha_vec(10~-7,10-10,10"-8,10"-10,5%10"-10, time_mesh) ;
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FN3 = ForwardNewton (alpha,time_mesh,x_initial);

subplot (2, 2, 2);

plot (time_mesh ,FN1(1,:),’:r’,time_mesh,FN2(1,:),’-r’,time_mesh,bFN3
— (1,:),’-.r’,’linewidth’,2)

title (’ (b))

legend (’d_{m1} = 10~{-11}’,’d_{m1} = 10°{-9}’,’d_{m1} = 10~{-7}")

ylim ([0 4%10-9])

grid on

hold on

htig 1c

; alpha = alpha_vec(10~-9,10°-12,10"-8,10"-10,5%10"-10, time_mesh) ;

FN1 = ForwardNewton (alpha,time_mesh,x_initial);
alpha = alpha_vec(10°-9,10°-10,10"-8,10"-10,5*10"-10, time_mesh) ;
FN2 = ForwardNewton (alpha,time_mesh,x_initial);
alpha = alpha_vec(10°-9,10°-8,10"-8,10"-10,5%10"-10, time_mesh) ;
FN3 = ForwardNewton(alpha,time_mesh,x_initial);

subplot (2, 2, 3);

plot(time_mesh ,FN1(1,:),’:r’,time_mesh ,FN2(1,:),’-r’,time_mesh ,FN3
— (1,:),’-.r?,%linewidth’,2)

title(’(c)?)

; legend (°’d_{m1} = 10°{-11}’,’d_{m1} = 10°{-9}’,’d_{m1} = 10°{-7}°)

ylim ([0 4%10°91)
grid on
hold on

%fig 1d

alpha = alpha_vec(10°-9,10-10,10"-10,10"-10,5%10"-10, time_mesh) ;
FN1 = ForwardNewton (alpha,time_mesh,x_initial);
alpha = alpha_vec(10°-9,10°-10,10"-8,10"-10,5%10"-10, time_mesh) ;
FN2 = ForwardNewton(alpha,time_mesh,x_initial);
alpha = alpha_vec(10°-9,10°-10,10"-6,10"-10,5%10"-10, time_mesh) ;
FN3 = ForwardNewton (alpha,time_mesh,x_initial);

subplot (2, 2, 4);

plot(time_mesh ,FN1(1,:),’:r’,time_mesh ,FN2(1,:),’-r’,time_mesh ,FN3
— (1,:),’-.r’,’linewidth?’,2)

title (?(d)?)

legend (’d_{m1} = 10~{-11}’,’d_{m1} = 10°{-9}’,’d_{m1} = 10~{-7}")

ylim ([0 4%10~9])

grid on

%% Test Adjoint newton vs ode4b
alpha = alpha_vec(10°-9,10"-10,10"-8,10"-10,5*10"-10, time_mesh) ;
FN = ForwardNewton (alpha,time_mesh,x_initial);
F45 = ForwardODE45 (alpha,time_mesh,x_initial);
AN = AdjointNewton (alpha, FN, g_brusl, time_mesh, obs_start,
<~ obs_end) ;
A45 = AdjointODE45 (alpha, F45, g_brusl, time_mesh, obs_start,
<~ obs_end) ;

figure
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for i = 1:size(AN,1)
subplot (2, 3, i);
plot(time_mesh ,AN(i,:),’linewidth’,2)
plot (time_mesh ,A45(i,:),’--’,’linewidth’,2)
legend ([’\lambda’ ,num2str (i), ’Newton’],[’\lambda’,num2str (i),’
<~ ode45°])
hold on
end

%% Inner functions

function alpha = alpha_vec(dml,dm2,atl,at2,k12,time_mesh)

scaling_factor_dml = dmil;

scaling_factor_dm2 = dm2;

scaling_factor_atl = atl;

scaling_factor_at2 = at2;

scaling_factor_k12 = k12;

function_flag = 0; % constant

exact_dml = ExactParameter (scaling_factor_dml ,function_flag,
< time_mesh); %Exact profile for dml to produce data.
exact_dm2 = ExactParameter (scaling_factor_dm2 ,function_flag,
— time_mesh); %Exact profile for dm2 to produce data.
exact_atl = ExactParameter(scaling_factor_atl ,function_flag,
< time_mesh); %Exact profile for atl to produce data.
exact_at2 = ExactParameter (scaling_factor_at2,function_flag,
— time_mesh); %Exact profile for at2 to produce data.
exact_k12 = ExactParameter (scaling_factor_k12 ,function_flag,

— time_mesh); %Exact profile for k12 to produce data.

alpha = [exact_dml; exact_dm2; exact_atl; exact_at2; exact_ki12
— 1;

end

test2 Chebyshew.m

%% Initials
clc; close all; clear all;
%%initial of x and time variables

m = 15; % number of observations

obs_start = 2.1; obs_end = 7; Jinterval of observations
time_final = 20;

t_min = 0;

Il

%time_mesh linspace (0, time_final ,m) ;

% x_initial = [x_T(0); x_M1(0); x_M2(0)]

% initial values that seems to fit fig 1la

x_initial = [5%10°6; 10°3; 10°3];

time_mesh =[];

for k = 1:m
time_mesh(end+1) = -(time_final-t_min)/2*cos ((2*k-1)*pi/(2*m))
~—~ + (time_final+t_min)/2;
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end

%% observations
alpha = alpha_vec(10°-9,10°-10,10"-8,10"-10,5%10"-10, time_mesh) ;
noise_level = 0.1;% 10% noise

%using ode4b5 since newton seems to have problems with low numbers
— for
% this particular system of odes

[g, g_brus, g_add] = ExactODE45(alpha,time_mesh,noise_level,
<~ x_initial);
figure

plot (time_mesh ,g(1,:),’linewidth’,2)
hold on
plot (time_mesh,g_brus(1,:),’*’)
legend(’x_T, ode45’,’observations gl’)
title ([?’0DE45 versus noisy data, noise , \delta= ’,num2str(
<> noise_level)]);

%% Test solver quality : Forward

figure
hold on
sch = 0;
for m2 = [50 100 200 400 800 1000]
time_mesh2 = linspace(0,time_final ,m2);
alpha = alpha_vec(10°-9,10°-10,10"-8,10"-10,5%10"-10, time_mesh?2
— )3
FN = ForwardNewton (alpha,time_mesh2 ,x_initial);

F45 = ForwardODE45 (alpha,time_mesh2 ,x_initial);

sch = sch+l;
subplot (2, 3, sch);

plot(time_mesh2 ,FN(1,:),’-r’,time_mesh2 ,F45(1,:),’--b’,’linewidth’
— ,2);

title(’ forward problem’);

xlabel (m2)

legend (’x_T Newton’, ’x_T ode45’)

% text (time_mesh2(end) ,FN(1,end) ,[’N’, num2str(m2)])
% text (time_mesh2 (end) ,FN(1,end) ,[’45°, num2str(m2)])
end

grid on

hold off

%% Test solver quality : Adjoint
cl®
noise_level = 0.1;
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time_obs = linspace(obs_start, obs_end, 15);
alpha_obs = alpha_vec(10--9,10~-10,10"-8,10"-10,5*x10"-10, time_obs) ;
[g, g_brus, g_add] = ExactODE45(alpha_obs,time_obs ,noise_level,
< x_initial); % get observations
%interpolate to be able to use for other time meshes
gPol =0(t) [1;
for j = l:size(g_brus,1)
Pol_j =0@(t) interpl(time_mesh,g_brus(j,:),t);
gPol =0@(t) [gPol(t); Pol_j(t)];
end

figure
hold on

sch = 0;

for m2 = [50 100 200 400 800 1000]
time_mesh2 = linspace(0,time_final ,m2);
alpha = alpha_vec(10°-9,10"-10,10"-8,10"-10,5*%10"-10, time_mesh?2
= )z
g_brus = gPol(time_mesh?2);
FN = ForwardNewton (alpha,time_mesh2,x_initial);
F45 = ForwardODE45 (alpha,time_mesh2 ,x_initial);
AN = AdjointNewton(alpha, FN, g_brus, time_mesh2, obs_start,
— obs_end) ;
A45 = AdjointODE45 (alpha, F45, g_brus, time_mesh2, obs_start,
<> obs_end) ;

sch = sch+1;

subplot (2, 3, sch);
plot (time_mesh2 ,AN(2,:),’-r’,time_mesh2 ,A45(2,:),’--b’,”’
<~ linewidth?’,2)

% text (time_mesh2 (1) ,A45(2,1),[’?, num2str (m2)])

% text (time_mesh2(end) ,FN(1,end) ,[’45°, num2str(m2)])
xlabel (m2)
title(’adjoint problem?’);
legend(’x_T Newton’, ’x_T ode45?’)

end

grid on

hold off

%% Inner functions

function alpha = alpha_vec(dml,dm2,atl,at2,k12,time_mesh)

scaling_factor_dml = dmil;
scaling_factor_dm2 = dm2;
scaling_factor_atl = atl;
scaling_factor_at2 = at2;

scaling_factor_k12 = k12;
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function_flag = 0; % constant

exact_dml = ExactParameter (scaling_factor_dml ,6 function_flag,
< time_mesh); %Exact profile for dml to produce data.
exact_dm2 = ExactParameter(scaling_factor_dm2,function_flag,
— time_mesh); %Exact profile for dm2 to produce data.
exact_atl = ExactParameter (scaling_factor_atl ,function_flag,
— time_mesh); %Exact profile for atl to produce data.
exact_at2 = ExactParameter(scaling_factor_at2,function_flag,
< time_mesh); %Exact profile for at2 to produce data.
exact_k12 = ExactParameter (scaling_factor_k12,function_flag,

< time_mesh); %Exact profile for k12 to produce data.

alpha = [exact_dml; exact_dm2; exact_atl; exact_at2; exact_k12
— 1
end
test2.m
%% Initials
clc; close all; clear all;
%%hinitial of x and time variables
m = 15; % number of observations
obs_start = 2.1; obs_end = 7; %interval of observations

time_final = 20;

time_mesh = linspace(0,time_final ,m);

b
b

X_

hh

x_initial = [x_T(0); x_M1(0); x_M2(0)]
initial values that seems to fit fig 1la
initial = [5*%10°6; 10~3; 10-3];

observations

alpha = alpha_vec(10°-9,10°-10,10"-8,10"-10,5%10"-10, time_mesh) ;

no

(g
fi
pl

ho
pl

o
fi

ho

ise_level = 0.1;% 10% noise

, g_brus, g_add] = ExactODE45(alpha,time_mesh ,noise_level,
— x_initial);

gure

ot (time_mesh,g(1l,:),’linewidth’,2)

1d on

ot (time_mesh,g_brus(l,:),’*’)

legend (’x_T, ode45’,’observations gl’)

title ([?’0DE45 versus noisy data, noise , \delta= ’,num2str (
<> noise_level)]);

Test solver quality : Forward
gure

1d on

sch = 0;
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for m2 = [50 100 200 400 800 1000]
time_mesh2 = linspace(0,time_final ,m2);
alpha = alpha_vec(10°-9,10°-10,10"-8,10"-10,5%10"-10, time_mesh?2
— )3
FN = ForwardNewton (alpha,time_mesh2 ,x_initial);
F45 = ForwardODE45 (alpha,time_mesh2 ,x_initial);

sch = sch+1;
subplot (2, 3, sch);

plot(time_mesh2 ,FN(1,:),’-r’,time_mesh2 ,F45(1,:),’--b’,’linewidth’
— ,2);

title(’ forward problem?’);

xlabel (m2)

legend (’x_T Newton’, ’x_T ode45’)

% text (time_mesh2(end) ,FN(1,end) ,[’N’, num2str(m2)])
% text (time_mesh2 (end) ,FN(1,end) ,[’45°, num2str(m2)])
end

grid on

hold off

%% Test solver quality : Adjoint

sle
noise_level = 0.1;
time_obs = linspace(obs_start, obs_end, 15);

alpha_obs = alpha_vec(10°-9,10°-10,10"-8,10"-10,5*x10"-10, time_obs) ;
[g, g_brus, g_add] = ExactODE45(alpha_obs,time_obs ,noise_level,
— x_initial); % get observations
%interpolate to be able to use for other time meshes
gPol =@(t) [1;
for j = 1:size(g_brus,1)
Pol_j =@(t) interpl(time_mesh,g_brus(j,:),t);
gPol =@(t) [gPol(t); Pol_j(t)];
end

figure
hold on

sch = 0;

for m2 = [50 100 200 400 800 1000]
time_mesh2 = linspace(0,time_final ,m2);
alpha = alpha_vec(10°-9,10°-10,10"-8,10"-10,5*%10"-10, time_mesh?2
— )
g_brus = gPol(time_mesh2);
FN = ForwardNewton (alpha,time_mesh2,x_initial);
F45 = ForwardODE45 (alpha,time_mesh2 ,x_initial);
AN = AdjointNewton (alpha, FN, g_brus, time_mesh2, obs_start,
<~ obs_end) ;
A45 = AdjointODE45 (alpha, F45, g_brus, time_mesh2, obs_start,
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<~ obs_end) ;

sch = sch+l;
subplot (2, 3, sch);

plot (time_mesh2 ,AN(2,:),’-r’,time_mesh2 ,A45(2,:),’--b’,”’

<~ linewidth?’,2)
% text (time_mesh2 (1) ,A45(2,1),[’?, num2str(m2)])
% text (time_mesh2(end) ,FN(1,end) ,[’45°, num2str(m2)])
xlabel (m2)
title(’adjoint problem’);
legend (’x_T Newton’, ’x_T ode45?’)
end

grid on

hold off

%% Inner functions

function alpha = alpha_vec(dml,dm2,atl,at2,k12,time_mesh)

scaling_factor_dml = dmil;

scaling_factor_dm2 = dm2;

scaling_factor_atl = atl;

scaling_factor_at2 = at2;

scaling_factor_k12 = k12;

function_flag = 0; % constant

exact_dml = ExactParameter(scaling_factor_dml,function_flag,

— time_mesh); %Exact profile for dml to produce data.

exact_dm2 = ExactParameter (scaling_factor_dm2,function_flag,

— time_mesh); %Exact profile for dm2 to produce data.

exact_atl = ExactParameter(scaling_factor_atl,function_flag,

<~ time_mesh); %Exact profile for atl to produce data.

exact_at2 = ExactParameter (scaling_factor_at2,function_flag,

— time_mesh); %Exact profile for at2 to produce data.

exact_k12 = ExactParameter (scaling_factor_k12 ,function_flag,

— time_mesh); %Exact profile for k12 to produce data.

alpha = [exact_dml; exact_dm2; exact_atl; exact_at2;
— 1;

end

test3.m

%% Initials

clc; close all; clear all;

%%hinitial of x and time variables

m = 15; % number of observations

obs_start = 2.1; obs_end = 7; %interval of observations
time_final = 20;
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time_mesh = linspace(0,time_final ,m);

% x_initial = [x_T(0); x_M1(0); x_M2(0)]
% initial values that seems to fit fig la
x_initial = [5*x10°6; 10~3; 10-3];

%% observations
alpha = alpha_vec(10°-9,10"-10,10"-8,10"-10,5%10"-10, time_mesh) ;
noise_level = 0.1;% 10% noise

%using ode45 since newton seems to have problems with low numbers
— for
% this particular system of odes

[g, g_brus, g_add] = ExactODE45(alpha,time_mesh,noise_level,
<~ x_initial);
figure

plot (time_mesh ,g(1,:),’linewidth’,2)
hold on
plot(time_mesh,g_brus(1l,:),’*’)
legend(’x_T, ode45’,’observations gl’)
title ([?’0DE45 versus noisy data, noise , \delta= ’,num2str(
<+ noise_level)]);

%% Test solver quality : Forward

figure

hold on

sch = 0;

for m2 = [50 100 200 400 800 1000]
time_mesh2 = linspace(0,time_final ,m2);
alpha = alpha_vec(10°-9,10°-10,10"-8,10"-10,5%10"-10, time_mesh?2
— )3

F45 = ForwardODE45 (alpha,time_mesh2 ,x_initial);

sch = sch+1;
subplot (2, 3, sch);

plot(time_mesh2 ,F45(1,:),’--r’,time_mesh2 ,F45(2,:),’--b’,time_mesh?2
— ,F45(3,:),’--m’,’linewidth’,2);

title(’ forward problem?’);

%xlabel (m2)

xlabel ([’nr.of discr. points:’,num2str(m2)]);

%title ([’ 0ODE45 versus noisy data, noise , \delta= ’,num2str(
— noise_level)]);

legend (’x_T’,’x_{M_1}’,’x_{M_2}’)
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% text (time_mesh2(end) ,FN(1,end) ,[’N’, num2str(m2)])
% text (time_mesh2(end) ,FN(1,end) ,[’45°, num2str(m2)])
end

grid on

hold off

%% Inner functions

function alpha = alpha_vec(dml,dm2,atl,at2,k12,time_mesh)

scaling_factor_dml = dmil;

scaling_factor_dm2 = dm2;

scaling_factor_atl = atl;

scaling_factor_at2 = at2;

scaling_factor_k12 = k12;

function_flag = 0; % constant

exact_dml = ExactParameter (scaling_factor_dml,function_flag,

< time_mesh); %Exact profile for dml to produce data.

exact_dm2 = ExactParameter (scaling_factor_dm2 ,function_flag,

— time_mesh); %Exact profile for dm2 to produce data.

exact_atl = ExactParameter(scaling_factor_atl ,function_flag,

< time_mesh); %Exact profile for atl to produce data.

exact_at2 = ExactParameter (scaling_factor_at2,function_flag,

— time_mesh); %Exact profile for at2 to produce data.

exact_k12 = ExactParameter (scaling_factor_k12 ,function_flag,

— time_mesh); %Exact profile for k12 to produce data.

alpha = [exact_dml; exact_dm2; exact_atl; exact_at2;
— 1;

end

xci

exact_k12
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