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Popularvetenskaplig presentation

Om du nagonsin har blickat ut 6ver havet har du sékert undrat hur vagorna ror sig eller hur de
till och med kan se stationédra ut. Hur nagot later beroende pa ljudvagens karaktar. Du kanske har
undrat om det finns nagon koppling mellan dessa fenomen som tycks svinga fram och tillbaka.
Svaren ligger i att studera sfariska polynom.

Aren 1798 till 1825 publicerade Pierre-Simon Laplace sitt verk Mécanique Céleste, en mate-
matiskt skrift som studerar hur planeterna paverkar varandra i tre dimensioner. Laplace forstod
att deras beteende kunde beskrivas med harmoniska funktioner, vilka &r losningar till Laplaces
ekvation

Af=0.

Ekvationen séger att om man tar hiansyn till alla riktningar samtidigt sker ingen acceleration,
planeterna kan byta riktning, men de behéaller konstant fart.

Samtidigt som Laplace arbetade Adrien-Marie Legendre med elektriska félt och utvecklade sina
Legendrepolynom. Sfariska harmoniska funktioner eller sfariska polynom &ar en kombination av dessa
och upptéicktes ndr man studerade rérelsen hos elektriskt laddade partiklar. Nu anvénds de inom
flera andra vagrelaterade fenomen, som kvantmekanisk beskrivning av en viteatom eller ljudvagor.
De lever pa ytan av ett klot, alltsa en sfar.

Det andra ordet i namnet, polynom &ar for att de sfiriska polynomen tillhér en samling av
de mest vilstuderade matematiska objekten. Polynom &r matematiska funktioner som beror pa
variabler av olika grad, i tre dimensioner sédger man ofta x, y och z om de tre variablerna som
representerar var sin riktning i det tredimensionella rummet. Ett exempel pa ett tredimensionellt
polynom &r:

f(z,y,2) = ba® 4 dyx + 32°.

En av polynomens viktigaste egenskaper ar deras nollstéllen. I exemplet ovan kan nollstéllen ex-
empelvis vara nér alla tre variabler ar noll eller ndr x = z =1 och y = —2.

F(1,2,1)=5-1+4-(-2) 1+3-1=8—-8=0.

Sokandet efter nollstéllen for de sfiriska polynomen é&r ett problem som studeras &n idag,
over 200 ar efter Laplace och Legendre borjade studera dem. Pa den tredimensionella ytan av en
sfar, dar de sfariska polynomen lever, bildar nollstéllena kurvor som vi kallar nodalkurvor. Om
nodalkurvorna gar runt och sluter om ett omrade blir det som en liten 6 omgiven av nollor, vi
kallar en sadan 6 for nodaldomdn. Se figur [1| for ett exempel pa detta dér vi skurit ut den ena 6n,
s& att resterande omrade kan ses som ett hav.

Figur 1: Ett sfariskt polynom med dess ena nodaldomén utskuren.




Sammandrag

Bérard och Helffer visar i artikeln A. Stern’s analysis of the nodal sets of some families
of spherical harmonics revisited |BH| pa existensen av sfiriska polynom med en kind méngd
nodaldoméner, omraden som omsluts av nodalkurvor. Mer specifikt &r ett av deras resultat
att for udda gradtal har deras polynom exakt 2 nodaldoméner och fér jamna gradtal £ exakt
¢ 4+ 1 nodaldoméner.

En modern artikel i matematik kan vara svar att ta till sig for studenter pa kandidatniva,
dven de inom matematik. Mycket bakgrund ligger i varje mening for att det forskarna vill
presentera skall komma fram effektivt for andra forskare.

Detta arbete syntetiserar deras studie med bakgrund om de sfériska polynomen. Dessutom
forklaras och forenklas deras artikel mer ingdende och kréver mindre forkunskap. Slutligen
simuleras och visualiseras nagra utvalda polynom och deras nodalkurvor och nodaldoméner.

Abstract

Bérard and Helffer shows in the article A. Stern’s analysis of the nodal sets of some families
of spherical harmonics revisited the existence of spherical harmonics with a known amount
of nodal domains, areas enclosed by nodal curves. More specifically, one of their results is
that the constructed polynomials of odd degree have exactly 2 nodal domains and ¢+ 1 nodal
domains for even degrees /.

A modern mathematical article can be hard to understand for students at the undergrad-
uate level, even for those within mathematics. A lot of background is put into every sentence
so that the scientists can present their results in an efficient way for other scientists.

This project synthesizes their study with some background on spherical harmonics. Their
article is explained more thoroughly, giving it fewer prerequisites. Finally, some polynomials
are simulated and visualized.
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1 Inledning

Vi kommer i detta arbete att presentera teori om homogena harmoniska funktioner, med enhetssfa-
ren S? som definitionsméngd. Dessa anvinds till exempel inom fysikens potentialldra eller for att
16sa den sa kallade varmeekvationen.

Den inledande sektionen &mnar definiera sfdiriska polynom. Den andra sektionen finner nagra
viktiga egenskaper hos de sfériska polynomen. I sektion tre och fyra gar vi igenom nagra resultat
fran artikeln A. Stern’s analysis of the nodal sets of some families of spherical harmonics revisited
|[BH]J.

Inledande resultat om sfiriska polynom &r baserade pa teori fran larobdckerna Linear Algebra
Done Right |A], An elementary treatise on harmonic functions with applications |[M], och intro-
duction to Fourier Analysis on Eucledian spaces |[SW].

Artikeln |[BH]| &r kortfattad och tung jamfort med de texter som #r vanligt forekommande
for studenter pa kandidatniva, darfor anvdnds andra grundliggande texter for att forenkla och
fortydliga resultaten i de avslutande delarna med maélet att en tredjearsstudent med huvudfokus i
matematik kan ta sig igenom arbetet, kanske inte utan anstrangning, men relativt enkelt.

Vi anviinder beteckningen v for en punkt (x,y,2) € R? och dv for volymelementet dzdydz.

Definition 1. Vi definierar Enhetssfiren S? som en delmingd av R? bestdende av alla punkter
med euklidiskt avstand 1 fran origo.

1.1 Polynom pa R?

Innan vi definierar sfariska harmoniska polynom kan det vara viktigt att betrakta vanliga polynom
pa R3. Vi betraktar forst sa kallade monom - polynom av en term pa formen 2%y%2? for a, 8,
postitiva heltal. Vi formulerar féljande grundliggande resultat om dessa funktioner.

Lemma 1. Lat m;, mo, ... vara monom pa formen m; = z*y”% 2% for a, B,~ postitiva heltal, dir

m; # mj for i # j. Da géller att monomen {m;}$2, &r linjért oberoende.

Bewvis. Vi betraktar ekvationen .
i=1

Dér n ar ett godyckligt dndligt heltal. Vi vill visa att ¢; = 0 for alla 7. Till detta d&ndamal fixerar
vi j > 0 och differentierar ekvation pa foljande vis

o 9% o &
e By B D G = ¢lBh! + R(v) = 0,
=1

dér R &r en restterm bestaende av en summa ickekonstanta monom pa formen m; = :ca;yﬁ; 27 for
of < o, Bl < B, < . Dock géller att R(0,0,0) = 0, s& att c;ja;!8;!v;! = 0, och eftersom j &r
godtyckligt giller detta for alla c;, sa att monomen é&r linjért oberoende. O

Det dr enkelt att se att varje polynom pa R? kan skrivas som en linjirkombination av monom
av olika grad.

1.2 Rummet av homogena polynom

Definition 2. En funktion f : R? — R kallas for homogen av grad ¢, dir ¢ € Z*, om vi har att

f(rv) =rtf(v), ¥r e R\ {0}. (2)

Vi observerar att ett homogent polynom i R? av grad ¢ maste vara pa formen
n
flo) =Y ey, (3)
i=0

déir ¢; € R, n € Z* och a4, B;,7; ir ickenegativa heltal som uppfyller a; + 8; +y; = £. Nedan foljer
nagra exempel pa homogena polynom.



Exempel 1. Homogena polynom av grad 0 &r konstanter.
Exempel 2. Homogena polynom av grad 1 &r pa formen ciz 4+ coy + c32, dér c1, co och c3 &r reella
konstanter.
Exempel 3. 23, 2%y, och zyz #r homogena av grad 3 eftersom (rz)? = rixz, (rz)%(ry) = r32%y
och (rz)(ry)(rz) = rizyz

Vi kommer nu att inféra notation samt formulera tva lemman relaterade till homogena polynom
av en fix grad betraktade som vektorer i ett funktionsrum.
Definition 3. Vi betecknar mingden av alla homogena polynom av grad ¢ som P*.
Lemma 2. Mingden P* utgdr ett vektorrum.

Bewvis. Vi har slutenhet under addition, ty
p1,p2 € P = pi(ra) + pa(ra) = r'pi(z) + r'pa(a) = r(p1(2) + p2(2)).
Vi har slutenhet under multiplikation med skalér, ty
p1,p2 € Phoa € R = apy(rz) = ar’pi(z) = ' (ap1(2)).
Ovriga krav uppfylles likadant som for andra funktionsrum. O

Lemma 3. En lista av mononom m ... m, pa formen m; = z®y% 2% diar m; # m; for i # j,
som innehéller alla unika kombinationer av potenser si att a; + 8; +v; = £ ar en bas [AL 39] till
rummet P~.

Bevis. Att mononomen spanner rummet foljer direkt fran , och att de ar linjart oberoende foljer
av Lemma [1} Alltsa utgor dessa monom en bas till P*.
O

Homogenitet av fix grad ger att ett polynom i R? &r bestimt av sin restriktion i S?. Detta &r
den huvudsakliga anledningen till denna begréansning.

Exempel 4. Givet en grad ¢ motsvarar det homogena polynomet p; : S> — R exakt ett homogent
polynom p; : R? — R genom forhallandet py(v) = |v|’py(v/|v]). Tfall vi inte fixerar gradtalet
uppstar det tvetydlighet. Betrakta polynomen p;(v) = = och pa(v) = x(2? + y? + 22). Dessa har
samma restriktion pé sfdren, men korresponderar mot homogena polynom av grad 1 respektive 3.

Ett godtyckligt polynom P : R?> — R av grad n &r en linjirkombination av mellan 1 och n
stycken linjirt oberoende homogena polynom vilket ger att homogenitet inte &r en stor begrénsning.

1.3 Dimension av P’.

Definition 4. Lat X vara ett vektorrum, da betecknar dim X antalet element i en bas till X.

(L+1)(+2)
2
Bevis. Vi vill finna alla unika kombinationer av «, 3,y sa att a + 8 4+ v = £. Detta kan ses som
att « kan anta alla de £ + 1 stycken vérden mellan 0 och ¢. Fér varje sadant virde kan § anta alla

varden mellan 0 och ¢ — «, v blir entydigt bestdmd:

Lemma 4. dim P = . |SW| s. 139]

all[¢le=1]¢=1]¢=2]... 7T 1 J...T 1 JoJ]...To
Blo] 1 0 2 | ... |e=1|.. [ 0 [¢]..Tol|
Yy [0 o 1 0 |...[ 0 | .. le=1]0]. ¢

Alltsa far vi:

£
i szik: (C+1)(0+2)
2

k=1

4)-(5)
2

Exempel 5. Vi har att dim P? = =10, och en bas for P3 &r

3 2 2 2 2 3 2 2 3
{Zayzax27yzamyzamzayaxy7xyﬂx}'



1.4 Laplaceoperatorn och harmoniska funktioner i R3

Definition 5. En viktig operator som ligger till grund f6r en stor del av teorin dr Laplaceoperatorn
A i rummet, som definieras enligt

L0 9 9

Af

T ox2 9y 922

Definition 6. En funktion f : R? — R ségs vara en harmonisk funktion om den uppfyller Laplace
ekvation

Af =0.

Laplaces ekvation dyker exempelvis upp nér vi inom fysiken férsoker 16sa problemet med vér-
mediffusion i en kub, en variant pa virmeekvationen. For en harledning av detta i planet se S.
18]. Vi paminner om att andraderivatan kan tolkas som krokning (konvexa eller konkava omraden).
Det foljer att alla ickekrokta funktioner, alltsd konstanta, linjara eller affina, &r harmoniska. For
polynom innebér detta att polynom av grad ett eller lagre ar harmoniska.

Exempel 6. A(ciz + coy + c32) =0, Veg, 0,03 € R.

Det finns &ven harmoniska polynom av hogre grad, men for hogre grader ar langt ifran alla
polynom harmoniska.

Exempel 7. A(z? +y? + 2?) = 6 men A(z? +y? — 22%) = 0.

Exempel 8. I Figur [2] ser vi de viarden ett specifikt harmoniskt och homogent polynom antar pa
ytan av S2.

Figur 2: Ett harmoniskt och homogent polynom av grad 5.

02

2 Sfariska Polynom

Vi borjar detta kapitel med att gora en definition som utgar fran teorin i kapitel 1.

Definition 7. Ett sfiriskt polynom p® av grad ¢ &r ett harmoniskt och homogent polynom av grad
¢ med p’ : R® = R.

Det gar att definiera sfiriska polynom fran R3 till C men det kommer inte att behdvas for den
hér texten. Ett harmoniskt polynom med bild i C har harmonisk realdel och imaginérdel vilket vi
kommer att anvinda i sektion [3.3l



Namnet sfiriska polynom kommer fran att de ar polynomldsningar till problemet
—Agu+ UL+ 1)u = 0fgs (4)

déar Agz ar den sfariska laplaceoperatorn som vi beskriver senare i kapitel dér vi ocksa visar att
de sfériska polynomen &r 16sningar till . Innan det visar vi hur stor en bas till sfariska polynom
av given grad ¢ dr. Vi avslutar denna sektion genom att visa att rum av sfariska polynom av skild
grad ar ortagonala till varandra.

2.1 Dimension av H’.
Vi ska underséka laplaceoperatorn A och dess relation som linjér operator pa vektorrummet P,

Lemma 5. Laplaceoperatorn A : PY — P =2 &r en linjér avbildning.

Bewvis. Dubbel partiell derivation tar ett polynom av grad £ till ett polynom av grad ¢ — 2 alltsa
avbildar A polynom fran P¢ till polynom i P¢~2.
Kvar att visa &r linjdritet [Al s. 52]. Lat py,ps € P och c € R.

0? 0? 8?
(p1+172)+ (p1+p2)+ (p1 + p2)

1' A(pl +p2) = axQ ayQ 622
Pp1 | ;| 0P O?py | O*p2 | O*p2
N (63:2 * 0y? + 8z2>+<8:ﬁ2 + 0y? - 322)
= Ap1 + Aps.

Ppr | Pp1  Pp
2. Acpy :c< 92 + By + 9.2 ) = cAp;.

Exempel 9. For cx?yz + y* € P* har vi:
A (cw2yz + y4) = cAz?yz + Ayt = 2cyz + 12y% € P2,

Definition 8. For en linjér operator T : X — Y déar X och Y dr vektorrum, sa ar Ker T', kdrnan
av T, vektorrummet som spénns av alla vektorer i A som tas till0i ) av T.

Notera att en harmonisk funktion ar en funktion som tillhér kirnan av Laplaceoperatorn.
Definition 9. Lat H’ = KerA|pe, vektorrummet av sfiriska polynom av grad .

Vi skall bestdimma dim Ker A|pe som &r méngden vektorer i en bas till rummet av sfiriska
polynom. Vi kommer anvénda teori om adjunkt till en operator fér att visa att A &r surjektiv, dér-
efter anvinda ett algebraiskt samband mellan virdeméngden och bildméngden till A. Teorin som
kommer upp &r baser, inreprodukter och adjunkter. Hela denna sektion &r tolkning av motsvarande
bevis i boken av Stein och Weiss [SW], s. 138-140].

n n
Definition 10. Lat p;, ps € P, vara polynom pa formen p; = Z criz®iyPiaYi och py = Z coix®iyPia
i=1 i=1
for ndgot n. Vi definierar den bilinjéra formen (.,.)p enligt

n
L. (p1,p2)p =Y c1i(x®y” 27 pa)p,
1=1

o~ 9P o
« Yy -—
2 (&S ) = g

(z,y,2)=(0,0,0)

672 9 9 » =30
(z,y,2)=(0,0,0)

Exempel 10. (3z2yz,52%y2)p = 15




200 ,,

=S 7Ty =0.
0x2 Oy 0z (@,,2)=(0,0,0)

Exempel 11. (3z%yz,52%y?)p =5

Exempel 12. (32%yz,32%yz + 522y?) p = 9(a?yz, 2%y2)p = 18.

Lemma 6. Den bilinjira formen (-, -) p r en skaldrprodukt och bildar med P* ett inre produktsrum
[Al s. 166].

Bevis. Linjaritet i den forsta positionen foljer direkt av definitionen. Kvar att visa &r positivitet,
definitivitet och symmetri. Positivitet och definitivitet foljer fran att

n n .

0% g OPiqyBi gy
= (P Y = 12

{(p1,p1)p = ;:1 ci{z®y”2", p1)p = ;:1 i oz Oybi Oz

n
= Z|Ci\zai!5i!%‘!-

(%,y,2)=(0,0,0) ;=1

Detta ger att alla faktorer i hégerledet &r storre én eller lika med 0, och 0 om och endast om alla
konstanter ¢ ...c, ar lika med noll. Eftersom potenser av olika grad tas till 0 av inreprodukten
som i exempel [T1] s& géller att

n
(p1,p2)p = 201 (@Y™ 2" pa) chzc%az'ﬁl il = eaile™y 2 p1)p = (p2,p1) D

=1 =1 =1

vilket &r symmetrin och vi ar fardiga. O

Vi paminner om att ifall vi har en operator T' samt en inreprodukt sa géller det per definition
att dess adjunkt T* uppfyller (Tv,w) = (v, T*w) |A} s. 204]. Notera att

Lemma 7. Givet en fix grad £ och A : P* — P*=2 For p € P2 giller A*p = (22 +y2 + 22)p.

Bewvis. Lat m; vara en basvektor till P¢ och ms en till P¢~2 pa samma former som i Lemma Da

har vi
82 62m1 827711
<Am17m2 < ,m > +< 7m2> +< 7U>
63:2 Oy? D 022 I

= (m fﬂm2> + (M1, ¥’ ma) , + (ma, 2°ma)
:<m % +y? +z) >D
< A m2>

O

Notera att vi i den andra likheten anvant att tva av de tre termerna férsvinner for mononom pé for-
men av mq och mso. Den tredje termen &r skild fran 0 om och endast om m; € {$2m2, y2ma, zzmz}.

Exempel 13.
(x?yz, A*yz) = (@yz, (® + y* + 2)yz)p
= (2®yz,2°yz)p + (2%yz,9°2)p + (2%yz,y2°)p
=240+40
=2(yz,y2)p +(0,y2)p +(0,y2)p
= (Az?yz,y2)p

Vi vill visa att méngden av alla element i definitionsméngden som tas till noll av A*, 4r endast
nollvektorn. Sedan anvénds ett viktigt samband fran linjar algebra.

Lemma 8. KerA*=0

Bevis. Lat p; € P* och py € P2, Antag att py € KerA*. D4 0 #ir ortogonal till alla andra vektorer
har vi att (p1, A*pe)p = 0 for alla p; € P’. Enligt Lemma far vi da

(p1,A%p2)p = <P1, ($2 + y2 + 22)p2>D =0.

som #r noll endast om p; & {x2py, y*pa, 2%pa} eller po = 0. Eftersom p; dr godtycklig ir py = 0,
vilket skulle visas. O



Vi paminner om att for en linjar operator T och for dess adjunkt géller

KerT* = (rangeT)> [Al 207],
diir rangeT" #r bildméngden till T och (rangeT)’ #r rummet av vektorer ortogonala till rangeT .
For en surjektiv linjar operator 7' : V' — W géller att

dimW — dimV = dimKerT [Al 63].
Nu har vi alla byggstenar for var forsta sats.
Sats 1. dim H’ =2+ 1.

Beuis.
KerA* = (rangeA)t =0

Alltsa ar endast nollvektorn ortogonal till bildméngden av A som alltsa ar surjektiv. Med hjilp av
Lemma [ kan vi da se att

dim#¢ = dimP* — dimP!2
() +2) - (- 1)(0)
B 2

40+ 2

2
=20+1.

2.2 Variabelbyte till sfariska koordinater

Vi paminner om sfiriska koordinater i R3.

Definition 11. Lat £ : RT x [0,7] x R — R3 vara definierad av
E(r,0,¢) = (rsinf cos ¢, rsinfsin ¢, r cosd) = v.

Vi anviinder ibland notationen E(6, ¢) da vi arbetar pa S?, och med det menas E(1,6,¢). For en
funktion f : R3 — R skriver vi f(r,0,¢) och for en funktion f : S? — R skriver vi f(0, ¢).

Notera att @ = 0 korresponderar mot nordpolen (0,0, 1) € S? och att E inte #r injektiv. Notera
dven att med en geometrisk tolkning for denna konvention av sfiriska koordinater, s& &r 6 vinkeln
mellan z — axeln och vektorn v, medan ¢ ar vinkeln mellan x — axeln och projektionen av v pa
planet z = 0.

2.3 Laplaceoperatorerna A och Ag: i R? och §?

Vi definierar hir laplaceoperatorn for S? och visar sedan dess relation till laplaceoperorn for R3.
Slutligen visar vi dess relation till de sfariska harmoniska polynomen.

Definition 12. Den sféiriska Laplaceoperatorn for en funktion f ges av
1 0 af 1 0%*f
Agf = —— [sinf—= —=.
=/ = Gna a0 (bm ae) T a7 0 092

Notera att Agz ldmnar radien r opaverkad, vilket blir relevant i sektion Med hjalp av
berékningar av repeterad produktregel som i [M| s. 74] far vi som i [RWW| s .253] att A kan
formuleras i sfiriska koordinater for en godtycklig funktion f: R3\ {0} — R

_ 119 (,0f 1L 9 (. ,0f Lﬁ
A=0 [87“ ( ar> " 50 90 (Sln(’ae) " sn? 07

1[0 af
= % |7 (#5F) +as1]




Lemma 9. For ett homogent polynom p; € P* har vi relationen
1
Beuvis. Lat p vara ett homogent polynom, fér denna géar det att bryta ut radien, vilket ger en mojlig

definition

3]
p1(r,0,¢) =: °py(6, ¢) som gar att anvinda i formeln % =0 1p,,

si att py begrinsad till S? och oberoende av radien. Da far vi

1[0 1 1
Apr = ol lom (0r*'ps) + Agepr | = o) (6 +1)r'ps + Agepy] = 2 [(L(£+1)p1 + As2p1] . (5)

O

Relationen mellan Agz och A leder till en sats som foljer av den harmoniska egenskapen hos de
sfariska polynomen.

Sats 2. Ett sfariskt polynom av grad ¢ ar en egenfunktion till Agz med egenvirde —¢(¢ + 1).
Bewvis. For h € H¢ giller Ah = 0, vilket med Lemma@ ger att

0— %2 (6 + 1)h + Ageh] .

Genom att multiplicera bada sidor med r? och flytta 6ver ena termen far vi da
Ageh = —L(L+ 1)h
vilket &r den 6nskade identiteten. O

Vi paminner om att ett godtyckligt polynom &r en linjarkombination av homogena polynom. Det
foljer att om H ar ett godtyckligt harmoniskt polynom gar det att skriva pa formen H = 22‘:004115
déir ¢¢ &r konstanter och At &r sfariska polynom. Det harmoniska polynomet H &r en egenfunktion
till Age tillhorande egenvirdet Xj_ — (£ + 1)ap dér ap = 1 om ¢ # 0 och 0 annars.

2.4 Ortogonalitet av sfiriska polynom av skild grad éver S?

Vi kommer i denna sektion integrera sfiriska polynom 6ver ytan av S?. Fér detta krivs lite bak-
grund i Differentialgeometri.

Definition 13. Lat f : U € R2 — S? vara en bijektiv och differentierbar parametrisering av en
yta och 1at (u,v) € U. D4 definierar vi areaelementet till avbildningen dS i punkten (u,v) med

Of (u,v) " Of (u,v)
ov

d5 = ou

dudv.

Dar x symboliserar kryssprodukten.

Lemma 10. Ytintegralen av areaelementet 6ver hela den parametriserade ytan / 1dS ger arean
U
av U och ar oberoende av parametrisering.

Detta fundamentala resultat inom Differentialgeometri kommer inte att bevisas hér, men ett
bevis gar att aterfinna i [C| s.117].

Exempel 14. Vi paminner om bytet till sfiriska koordinater. Vid en parametrisering av ytan till
S? far vi dS = sin @ dfdé [RWW, s.237].

For nista definition kommer vi att vilja integrera &ver hela S?. Parametriseringen i exempel
missar att ticka en kurva av S? som gar fran nordpolen till sydpolen. Detta &r inte nagot problem
eftersom arean av kurvan &ar noll.



Definition 14. Lat hy, he € H, dér H = U #H*. Vi definierar den bilinjéra formen (.,.);. med
LeZ+

(hy,ho)r = / hiho dS.
SZ
Lemma 11. Den bilinjéra formen (-, -); ar en skalarprodukt och bildar med H ett inre produktsrum
[Al s. 166].

Bevis. Linjaritet 1 den forsta positionen foljer fran linjaritet hos integraler. Symmetri f6ljer direkt
av kommutativitet av multiplikation. Kvar att visa ar positivitet och definitivitet som foljer fran
att

(hy, ha)g = / Iy [2dS > 0.
S2
Med likhet endast om h; ar lika med 0 &ver hela S2. O

For satsen kommer vi forst att behéva en kiind identitet. Vi pAminner om Gauss sats [RWW]|,
s.259]. Lat K vara ett begriinsat sammanhingade omrade i R?® med den glatta randen OK. Da
géller for ett vektorfilt F' i rummet att

/ F~ndS:/V-de (6)
oK K

déar n ar normalvektorn med rikting ut ur kroppen och V ar gradienten. Notera att VF # V - F,
dar hogerledet kallas divergensen av F och tillhér R. Notera dven relationen till A definierad av
V.-V =A

Lemma 12. (Greens andra identitet [RWW, s.259]) Lat K vara som ovan. D& géller

ov ov
/BK U~ va—ndS = /K(uAv — vAu)dv.

Bewvis. Lat u och v vara deriverbara funktioner i kroppen K och ta vektorfialtet F = uVv — vVu.
Placering i @ ger

v v
— —v—dS = V- (uVv —vVu)d
/0 U v S / (uVv — vVu)dv

= / Vu-Vu(l — 1)+ (uAv — vAu)dv
K

= / (uAv — vAu)dv.
K

O
Sats 3. Lét ¢hy € H’ och hy € HY med £ # ¢ da giller att (hy, hy); = 0.
Bewvis. Vi har genom den harmoniska egenskapen att
hi(v)Ahs(v) — ha(v)Ahy(v) = 0.
D4 ir vi redo att firdigstilla beviset. Lat int S?={v € R? : v < 1}.

0= /im . (h1(v)Ahg(v) — ha(v)Ahq (v))dv

= . hi(r,0, ¢)W — ha(r,0, (b)WdS - enligt Lemma

= /2 PN — YRy (0, $)ha (6, ¢)dS - da r #r den utatpekande normalen till S?,

= (;—4’)<h17h2>1 - dar=1 pa %
Eftersom £ # ¢’ kan vi dela med (¢ — ¢') och vi far den 6nskade identiteten. O



Alla funktioner pa S? begriinsade med avseende till normen inducerad av (.,.); spinner ett
fullstéandigt metriskt rum tillsammans med denna norm. Detta kallas ett hilbertrum betecknat
L?(S?). Vi paminner om att ett godtyckligt harmoniskt polynom r en summa av sfiriska polynom.
L?(S?) ir just det slutna holjet till de sfiriska polynomen. Med sats [3| blir de en ortagonal bas som
spinner ett delrum tét i L2(S?) [SW, s.138].

3 Lateral- och sektorialpolynom

I den hér delen definierar vi tva klasser av sfariska polynom som vi kallar for lateralpolynom och
sektorialpolynom |[M} s. 131-132]. Vi definierar #iven tva specifika funktioner z, : R® — R och
wy : R3 — R, som #r av respektive klass. Notera att &ven om polynomen &r definierade pa hela R?
undersoker vi dem 6ver S?. Beteckningen z, ska inte férvirras med variabeln z.

3.1 Nollstallen pa sfaren

De polynom vi definierar i detta kapitel kommer att klassificeras baserat pa hur deras nollstéllen
ar fordelade 6ver S2. For att forenkla detta kommer vi borja med definitioner. Vi bérjar med att
hémta intuition fran enhetscirkeln.

Exempel 15. Betrakta sin(nw), dir n &r ett fixt heltal. Denna trigonometriska funktion har
2n nollstillen pa intervallet [0,27). Méangden M = {w € R : sin(nw) # 0} bestar av 2n Oppna
sammanhéngande omréaden. n stycken dar sin(nw) ar positiv, si kallade positiva omraden, och n
stycken negativa omrdden.

Vi vill utéka detta till funktioner pa S2.

Definition 15. Om f : R? — R ér en funktion s& kallar vi méngden f~1(0)|se = {p € S* : f(p) =
0} for nodalkurvorna till f.

3.2 Lateralpolynomet z,

Vi kommer i denna sektion att definiera ett specifikt lateralpolynom, men innan det definierar vi
allménna lateralpolynom.

Definition 16. Givet ett fixt € [0, 7] &r en delméingd av S? pa formen {E(0, ¢) : ¢ € [0,27]} en
latitudcirkel. Det vill siga att vi valjer en hdjd pa enhetssfaren med fixt  och later vinkeln ¢ 16pa
runt ett varv, vilket ger oss en cirkel. Vi kallar 6 for latitud.

Exempel 16. Om vi betraktar Jorden som S? med nordpolen som punkten (0,0, 1) ir ekvatorn
en latitudcirkel med latitud 6 = 7/2.

Definition 17. Ett polynom p : S? — R kallas for lateralpolynom om dess nodalkurvor bildar
latitudcirklar pa S2.

Exempel 17. polynomet 22 + y2 — 222 fran exempel [7] &r ett lateralpolynom pa S%. Detta foljer
fran att

1
224yt —222=0 = 1-322=0 = z2=+—.

V3

Polynomet &r dven rotationsinvariant pa S?> med avseende pa rotationer i z-axeln, det vill sdga att
dess varde bestdms direkt av variabeln z.

Lateralpolynomen vi véljer for detta arbete kommer att vara s& kallade Legendrepolynom FP;.

Definition 18. Ett Legendrepolynom av grad n ges av

Pn(p) = [87" ]
(
0

dér f: Br(0,€) — R #r en funktion definierad av f(7) = (14 72 — 27p)~'/2. Konstanten e > 0 &r
vald baserad pa p s att f &r vildefinierad pa bollen Bg(0, €).



Definitionen ovan utgar fran Taylorutvecklingen av funktionen f. Utvecklingen sker med avse-
ende pa variabeln 7 € R i punkten 7 = 0, och p betraktas som en konstant. Vi har sambandet

e LR ™

dér Legendrepolynomen &r koefficienterna i Taylorserien |[M] s. 72].
Man kan &ven definiera Legendrepolynomen direkt fran Laplaceekvationen i sfiriska koordina-
ter. Med antagandet att 16sningsfunktionen w i ar oberoende av ¢ erhaller vi

u” (0) + cot(0)u'(0) + (¢ + 1)u(f) =0,

som &dr en andragradens ordinér differentialekvation i en variabel. Det visar sig att Legendrepoly-
nomet av grad £ loser denna ekvation, se [M| s. 75-77] for bevis. Notera att vi i detta fallet skulle
fa att Legendrepolynomen &r harmoniska per definition.

En nagot enklare derivering av specifika Legendrepolynom ges av Rodriguez formel [M, s. 8],

1 dar
2nnl dpn

Pu(p) = ——(p* =" (8)

Exempel 18. Via far vi fram att Py(p) = p och Py(p) = (3p? — 1)/2. Vi kan dven notera en
likhet mellan exempel |17/ och Ps(p).

Definition 19. Vi definierar 2z, : R® — R med
2p(v) = |v[*Py(z/|v]) nér |v| # 0 och z,(0) := 0.

zp ar rotationsinvariant med avseende pa rotationer runt z-axeln, och dr darmed ett lateralpo-
lynom eftersom den #r oberoende av = och y pa S2. Nér vi betraktar z, i sfariska koordinater pa
ytan av S? anviinder vi notationen z,(6, ¢) = Py(cos6).

Exempel 19. Genom kombination av exempel [I8]och definition [19] far vi att

|v|* 32° 1

(o~ 1 = 5028 = @ 4))

z1(v) = |'v| =z och z9(v) = 5

v
Vi ser ocksa att pa S? giiller det att z2(v) = (1/2)(322 — 1), ty |v| = 1.
Lemma 13. Funktionen z, ar ett sfariskt polynom.

Bevis. Homogeniteten foljer direkt fran definitionen, kvar att visa &r att z, ar ett polynom och att
det dr harmoniskt. For beviset om harmonicitet refererar vi till [M} s. 75-77]. Vi visar att z, ar ett
polynom. Vi utgar fran Rodriguez formel . Vi har enligt binomialsatsen att

‘
(0> —1)" => < > (—1).
k=0
Om vi deriverar hogerledet ¢ ganger far vi
— (O (20 —2Kk)! , o, k
- —1)".
%(k) —amy” Y

dér n = £/2 om ¢ &r jamn eller (¢ —1)/2 om ¢ &r udda. Om vi lagger in p = z/|v| och multiplicerar
hela ekvationen med |v|* far vi

i:( ) (26 — 2k)! o2 (2)" 2 (~1)F.

Eftersom alla faktorer i alla termer dr polynom &r ocksa summan det. O
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3.3 Sektorialpolynomet w,

Vi kommer i denna sektion att definiera ett specifikt sektorialpolynom, men innan det definierar
vi sektorialpolynom.

Definition 20. Givet ett fixt ¢ € [0, 27], definierar vi en meridian som delméngden {E(0,¢) : 0 €

[0, 7]}

Definition 21. Ett polynom p : S? — R kallas for sektorialpolynom om dess nodalkurvor bildar
meridianer pa S2.

Exempel 20. Betrakta méngden {E(0,¢) : ¢ = j5,0 € [0,7]} dér 0 < j < 3. Denna méngd
bestar utav fyra meridianer som delar enhetssféren i fyra sa kallade sektorer. Vi kan notera att tva
vil utvalda meridianer som sitter ihop kan betraktas som enhetscirklar i R?, medan latitudcirklar

betraktade i planet bara har enhetsradie ifall latituden &r § = 7/2. Vi aterkommer till sektorer i
sektion (4.4

Exempel 21. Pa jordklotet kallas koordinaten pa en meridian 16pande fran nord till syd for
longitud, det vill sdga att for punkter pa halvcirkelsegmentet {E(6, ¢) : 6 € [0, 7]} sa séger vi att
¢ ar punkternas longitud.

Definition 22. Lat wy : R* — R vara definierad med wy(z,vy,2) = S(z + iy)g, dir £ € Z*, och &
ar imagindrdelen av funktionen. I poldra koordinater pa ytan av S? far vi

we(6, ) = sin (0)"S(cos ¢ + isin @) = sin’ (§)S(e?) = sin’ (6) sin (£6).

Lemma 14. Funktionen wy &r ett periodiskt sektorialpolynom och uppfyller w¢(6, ¢ + 27 /¢) =
wé(ea ¢) .

Beuvis. Detta foljer direkt genom observation av wy i sfariska koordinater da sinusfunktionen &r
periodisk. O

Nodalkurvorna till wy bestar av méngden {E(0,¢) : ¢ = j7, 0 < j < 20— 1} dér j € Z. Vi har
alltsa £ stycken meridianer som delar sfaren i 2¢ sektorer.

Lemma 15. Funktionen wy &r ett sfdriskt polynom.
Bewvis. wy ar ett homogent polynom, ty

we(kv) = S(ka + kiy)* = k'S(x +iy)* Vk € R.

Den &r &ven harmonisk, ty

82 o\ 82 0\l
A =& (LI o ZEEID) g (we- e + i + 2o+ i) 0.
Sista likheten eftersom i2 = —1. Alltsi dr wy ett sfiriskt polynom. O

3.4 Polynomet h**

Definition 23. Vi definierar nu polynomet h** : R? — R som
R = wy + pze.
I sfariska koordinater pa S? har vi
h*E(B, ¢) = sin (0) sin (€¢) + puPy(cosh).
Polynoment h** beror pa parametern i € R och heltalet £ > 0.

Sats 4. Polynomet h*‘ ir ett sfiriskt polynom av grad /.
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Beuvis. Eftersom homogenitet &r en linjir egenskap givet konsekvent grad ¢ och harmonicitet ocksa
ar en linjér egenskap, sa foljer det direkt fran Lemma [I3] och Lemma [T5] att en linjirkombination
av zp och wy ar ett sfariskt polynom. O

Lemma 16. Polynomet h*‘ &r periodiskt 6ver S? och uppfyller att h**(6, ¢ + 21 /€) = h**(0, ¢).

Bewis. Eftersom z, ar rotationsinvariant har vi att
W0, 6) — (0, ¢+ 21 /0) = we(8, ) — we(6, ¢ + 2m/0).
Enligt Lemma [T4] 4r &ven hogerledet noll och vi far den sokta likheten. O

Det #r delvis dessa polynom h** som |BH| har studerat i sin artikel, och det &r deras resultat
om h** som vi vill géra begripbara i nista sektion.

4 Nodalkurvor for h#t

Vi kommer i denna sektion inledningsvis formulera och bevisa specifika egenskaper som polynomen
h#** uppfyller. Vi formulerar dven en sats som beskriver nodalkurvorna fér A*¢ i detalj. Detta gor
vi utefter artikeln av Bérard P. och Helffer B. |BH]J.

Definition 24. En nodaldomdn till en funktion f &r ett sammanhingade omrade i S? \ C dir C
ar nodalkurvorna till f.

Exempel 22. Vi betraktar sin(nw) fran exempel [L5{ och ser att nodaldoménerna utgors av de n
positiva och de n negativa omradena.

Innan vi borjar med bevisen kan det vara givande att se nodalkurvorna fér nagra exempelviarden
pa p och ¢. Vi har i Figur 3] och [d] nedan ritat upp ett jimnt respektive udda gradtal. Notera att vi
i Figur [3| har fem nodaldoméner, medan vi i Figur [f] bara har tva, nigot som speglar ett monster
som vi bevisar i Sats[5] I bilderna skuggar vi de negativa omradena sé att nodalkurvorna blir de
skuggade omradernas kant.

0.5

Figur 3: h#4, Figur 4: b7,
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4.1 Kritiska nollpunkter och nodalkurvor

Vi vill kunna sikerstilla att nodalkurvorna till A*¢ #r enkelt slutna, det vill siga att de inte
sjalvkorsar. Ifall en kurva pa S? #r enkelt sluten vet vi att den kommer att dela S? i exakt tva
omraden, ett pa var sin sida av kurvan. En sjdlvkorsande sluten kurva kan ddremot dela samma
omrade i tre eller fler delar. Eftersom vi vill att nodalkurvorna ska vara férutsdgbara maste vi
kunna undvika detta. Sjalvkorsning av nodalkurvor hos en egenfunktion till Laplaceoperatorn
korresponderar mot sa kallade kritiska nollpunkter till funktionen, se (5) i |B), s.2].

Definition 25. En kritisk nollpunkt (0,¢) € S? till en funktion f : S — R #r en punkt som
uppfyller
of of

5g(0:9) =0 och %(9,@:0. (9)

Vi kommer inte att kunna testa det andra villkoret for kritiska nollpunkter hos h** i polerna
eftersom derivatan av 0 € [0, 7] inte &r definierad i parametriseringen. Detta kommer inte vara ett
problem sé linge |p| > 0 pd grund av nésta lemma.

Lemma 17. Lat h*‘(6, ¢) vara definierad som ovan. Da giller att |h**(0, ¢)| = | (7, ¢)| = p.

f(0,¢) =0,

Bews. Insattning av p = £1 i ekvation @ ger 0ss
1 1

«/1—|—22:|:22p_ [1F 2|

Dirmed vet vi enligt Taylorexpansion att koefficienterna P;(1) = 1 och Py(—1) = (—1)*. Eftersom
wy dr noll vid polerna giller alltsa att [h*¢| = p vid dessa punkter. O

Definition 26. For en fix grad ¢ 1at ;  vara det i:te nollstéllet till Py(cos @) dér 1 <7 < ¢.

Lemma 18. For £ > 1 giller att Legendrepolynomet P; har £ nollor pa intervallet (—1,1) och att
P, och P;_; saknar gemensamma nollor pa intervallet, mer precist géller fér nollorna att

0<O1,0<010-1<02p<03p-1-0p_10-1<bp¢<m.

Detta dr allménna egenskaper for ortogonala egenfunktioner i hilbertrum vilket vi visade att
de sfiriska polynomen dr med Sats [3| For dessa egenskaper refererar vi till [BH, s.6].

Lemma 19. Lat
Sine (91"(71)

M= Py(cos (61.0-1))]

som ar vildefinierad genom Lemma p; motsvarar alla kritiska nollstillen hos h®* pa S2.

Beuvis. Inséttning av h*? i @ och lite omskrivningar ger oss tre ekvationer for kritska punkter i
sfariska koordinater,

sin® (6) sin (£¢) i e ) )
= W, Csin () cos@sin”* 0 = psin P;(cos ) och cos (fep) = 0. (10)

Vi far av den sista ekvationen att sin({¢) = £1. For |sinf| # 0 galler identiteten
P}(cosf) = £(sin2 0)(P;_1(cos #) — cos O Py(cos f)),

se [BH], s. 5]. T kombination med de 6vriga ekvationerna i far vi att Py (cos @) = 0, vilket med
notationen i Definition @ ger att 6 = 0; o1 for nagot 1 <4 < £ — 1. Vi har alltsa enbart kritiska
nollpunkter fér de # som korresponderar mot de ¢ — 1 nollstéllena fér Py,_q, och for dessa viarden
pa 0 maste p uppfylla den forsta ekvationen i . O

Definition 27. Lat p. = 1<ir<1£ Nz

Om 0 < p1 < e har h** inga kritiska nollstéllen, och dirmed #r nodalkurvorna till funktionen
enkelt slutna. Vi kommer hédanefter att anta fér g att 0 < p < pie.
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4.2 Beteende for h*‘ pa nagra meridianer
Definition 28. Vi later B; beteckna en meridian definierad enligt

By = {(0,¢) € [0,7] x [0,27] : ¢ — (j—&—%)%}, diir 0 < j < 20— 1.

Exempel 23. For h*:3 kommer indexet j for meridianerna att 16pa fran 0 till 5 och alltsa bilda 6
meridianer. Alla meridianer By — Bs tillhdrande h*3 finns illustrerade i figur

Vi vill karaktérisera hur h*¢ beter sig pa meridianer av formen Bj for att kartligga nollstallen.
Det hér leder oss till ett Lemma [BH] s. 10].

Lemma 20. Lat B; vara som ovan och betrakta h#*t lings Bj. Da géller
(i) Om 0 € [0y ¢, — 01 4] & B**(0, ) # 0.
(i) Om bade £ och j &r jimna sa dr h4(0,¢) > 0 for 6 € [0,61 ¢] U [7 — 01,0, 7).

(iii) Nér ¢ &r jimn men j &r udda sa dr h**(0,¢) = 0 pa exakt tva stiillen, for exakt ett 6 i
intervallet (0,60 ¢) och exakt ett i intervallet (m — 61 ¢, 7).

(iv) Om ¢ &r udda och j ir jimn sa ir h*4(6, ¢) > 0 for 6 € [0, 0y ¢] och h*4(6, ¢) = 0 for exakt ett 0 €
(ﬂ' — 9174, 7T).

(v) Om bade £ och j ir udda h**(6, ¢) < 0 for 6 € [r—01 4, 7] och (0, ¢) = 0 for exakt ett 6 €
(0,01,5).

Betrakta figur och figur [4] for exempel pa hur detta kan se ut. Bevisen for egenskaper (i) — (v)
finns i appendix 1, da de liknar beviset for egenskap (i) som aterges nedan.

Bevis (i). Anta att h**(0, ¢) = 0 lings B, vilket ér ekvivalent med att
(1) sin® (8) + pPy(cos 8) = 0,
ty (—1) = sin (5 + jm). Omskrivning ger oss

Py(cosf)  (—1)7*!
sinf(9) (1)

Viansterledet dr vidldefinierat, ty sin (f) = 0 enbart pa polerna, och intervallet &dr valt si att
vi undviker detta. Deriverar vi véinsterledet med avseende péa 6 kan vi identifiera ¢ — 1 stycken
extrempunkter som vi kallar 1/p;, 1 <4 < ¢ —1 i enlighet med Lemma Dessa extrempunkter
ligger pa intervallet (61 ¢, ™ — 61 ¢) enligt Lemma Inséttning i (11) ger

1 _ (_1)j+1
i wo
ilket & tségelse da O inf i O
vilket ar en motsagelse da U < p < 152@_1/@

4.3 Egenskaper for nodalkurvorna till 2*‘ i rutorna Q); ;

I den hér sektionen kommer vi att dela in enhetssfiaren i ett antal rutor, for att sedan beskriva hur
nodalkurvorna till 2*¢ beter sig inom dessa.

Definition 29. Givet lateralpolynomet z, samt sektorialpolynomet w, bildar unionen av deras
nodalkurvor ett rutmonster pa sfiren. Givet ett fixt ¢ och j bildar vi

Q= {B(0.0): 01 <0 < 1005 <6 < G+ DT, (12)

Méngden @;; &r en sammanhéngande méngd pa sfiren ddr produkten av polynomen z,w, &r
nollskiljd, omgiven av nodalkurvor till z,w,. Vi kallar @Q); ; for en ruta. Vi observerar dven att zpwy
har tecknet (—1)"™/ inom rutan Q; ;. Q; ; kallas jimn Q-ruta om zyw, > 0 respektive udda Q-ruta
om zywy < 0.
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Om en meridian B; och en ruta @;; definierade fér samma ¢ illustreras pa S?, sa kommer varje
Bj att skdra mitt genom @-rutor med samma j, en kolonn av rutor. Om Lemma @ betraktas
utifran denna illustration sa beskriver specifika delar av lemmat beteendet for h%* pa specifika
rutor i kolumnen.

Exempel 24. Givet £ = 3 sa bildar nodalkurvorna till zzws 24 rutor, 4 rader och 6 kolumner med
6 meridianer som delar kolumnerna pa mitten. Dessa finns illustrerade i Figur

Nordpolen

D
1

M By B B, Bs By Bs
0 1 21
d) Sydpolen

Figur 5: Q;;-rutor for £ = 3 heldragna. Meridianer B; i prickade linjer.

Lemma 21. Funktionen A*‘ har f5ljande egenskaper inom rutorna Qi j

(1)

(i)

Om @;; &r en jaimn Q-ruta finns det ingen nodalkurva eller del av en nodalkurva till hHt
inom Q; ;.

Nodalkurvorna till A#¢ &r transversala till hérnen av Q-rutorna.

Beuwis.

(1)

(ii)

Utifran definitionen av jdmna @Q-rutor géller det att z; och w, har samma tecken och ar
nollskilda inom dessa. Det ger att linjarkombinationen h** &r nollskild eftersom g > 0. Det
ger att nodalkurvan ej kan befinna sig i jimna @-rutor.

L&t unionen av alla udda @-rutor och nodalkurvorna till wyz; betecknas N. N &r bagvis
sammanhéngande endast vid hérnen till Q-rutorna. Limnar en nodalkurva till 2*¢ unionen
N s& befinner den sig i en jamn @Q-ruta vilket den inte kan enligt ().

Slutligen visar vi att nodalkurvor for h** endast kan korsa nodalkurvor for wyz, i hérnen till
Q-rutor med motsigelser i tva fall. Antag forst att en nodalkurva v till h*¢ vidroér en punkt

E(6; ¢, ¢) pa nodalkurvan for z, dér ¢ ¢ ]% for nagot j € N. Da far vi att

W4 (0i,0, @) = sin®(0;,0) sin(£8) + pPy(cos(0; ) = sin(6; ¢) sin(£g) = 0.
Eftersom 0;, € (0,7) och ¢ # j% &r bade sin(6;,¢) och sin(¢¢) nollskillda, vilket &r en
motségelse.

Antag istilllet att en nodalkurva till 2** vidrér en punkt F(6, J%) pa nodalkurvan for sekto-
rialpolynomet w, dér 6; ¢ < 6 < ;41 ¢, or nagot ¢ € N. Vi far att

h“’Z(G,j%) = sin’ () sin(j) + pPy(cos(0)) = uPy(cos(f)) = 0.

Men om 6; ¢ < 0 < 0,41 ¢ &r Py(cos(d)) nollskild, vilket &r en motségelse.
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Lemma 22. Det finns ingen enkelt sammanhingande delkurva av nodalkurvorna till h*¢ som
ligger helt inkapslad i nagon ruta @; ;.

Bevis. Fixera en punkt langs en meridian B; i en godtycklig ¢);; och bendmn 6-koordinaten som
1

%) till (5 + 5)(%) Eftersom sin(£¢) dr monotont vixande eller monotont

avtagande pa intervallet ar h**(fy, ¢) = sin‘(6y) sin(£¢) 4 Py (cos(fy)) antingen monotont viixan-

de eller monotont avtagande pa intervallet. Alltsa kan h*‘(6y, $) maximalt anta ett nollstille pa

intervallet.

0y. Lat ¢ variera fran j(

1
Samma resultat erhalls for intervallet mellan (5 — 5)(%) och j (%) For fix 6p inom en Q;;-ruta
finns alltsa maximalt tv& nollpunkter férdelat pa var sin sida av 5;. For att sluta en enkelt sam-

manhéngande delkurva inom @;;-rutan behéver nollpunkterna vara pa samma kurva som korsar
B; minst tva ganger. Men med Lemma @ har vi att B; har maximalt ett nollstélle i en enskild
Qq;-ruta, en motségelse.

O

Exempel 25. Betrakta Figur El och Figur EI nedan. Vi ser att for £ = 5 sa ar k¢ positiv i
nordpolen och negativ i sydpolen. Nir istéllet £ = 4 sa dr h** positiv i bada polerna. Notera ocksa
hur nodalkurvorna beter sig enligt de hittils formulerade resultaten.

0.8
0.6
0.4
0.2

-0.2
-0.4
-0.6
-0.8

0.5

-0.5

Figur 6: Negativa nodaldoménerna fér p = % Figur 7: Negativa nodaldoménerna for p = %

och ¢ = 5 med dess @Q;j-rutor. och ¢ = 4 med dess @Q;j-rutor.

4.4 Huvudsatsen

Definition 30. Givet en grad ¢, 1at en klyfta av S? vara definierad av omradet
{E0,¢9):0<0<m,(2k+1/2)7 < ¢ < (2k + 5/2)7}, for nagot heltal k.

I varje klyfta kommer det att finnas 3 stycken meridianer pa formen fran definition 28 némligen

Bog,Bog+1,Bak+2-

Som med sektorerna i exempel kan en partition av S? bildas av klyftor. Varje rad av Q-rutor
i klyftan kommer att besta av en hel och tva halva rutor.

Nedan foljer en bearbetad version av satsen och beviset fran [BH, s.13] som i detalj beskriver
nodalkurvor och nodaldoméner for h**.

16



Sats 5. For h#! giller att

(i) Om ¢ &ar udda bildar méngden av nodalkurvor pé sfaren en sammanhéngande sluten enkel
kurva och A** har exakt tva nodaldoméner pa sfiren.

(it) Om ¢ &r jamn formar méngden av nodalkurvor pé sfiren en union av ¢ enkla sammanhéng-
ande separerade slutna kurvor och A" har exakt (¢ + 1) nodaldoméner pa sfiren.

Bevis. For detta bevis kallar vi riktningen dér ¢ kar langst S? for héger och motsatt riktning for
vanster. Vi kallar riktningen dér  minskar for uppéat och motsatt fér nedat. Till bada bevisen finns
tillhérande figurer, figur [§| fr (i) och figur [9] for (ii). Enligt Lemma [22] s& kan ingen nodalkurva
vara helt inkapslad i nagon @Q-ruta.

(i) ¢ udda. Enligt Lemma [20| korsas varje meridian By exakt en gng av nigon nodalkurva, i
den &versta @); ; rutan som skéirs av By och Bay4o, i den understa for Bog41.

I en klyfta, langst Boy finns nagon nodalkurva  som korsar meridianen i den versta Q-rutan
vid en punkt som vi kallar z;. Fran x; foljer vi v at hoger och noterar att v maste rora sig ut
ur rutan nedat till rutans hogra nedre hérn eftersom nordpolen dr nollskild enligt Lemma[T7]
Da hamnar v i en ruta som delas pa mitten av Bgpy1 som saknar nollstéllen i denna Q-ruta
enligt Lemma Alltsa lamnar -+ rutan nere at vinster.

Nodalkurvan v hamnar i en ruta som skérs av By, som v inte kan korsa, enligt Lemma [20]
som innan. Hir méste v ldmna rutan nere at hoger och processen repeteras tills v nar den
understa raden av Q-rutor.

I den understa raden maste v korsa Bgjy1 1 nagon punkt za, eftersom den har en nollpunkt
i detta omréde enligt Lemma [20] och ingen mer kurva kan komma in i rutan pa véinstersidan
av Bog41 eftersom sydpolen som nordpolen &r nollskild.

Nodalkurvan blir speglad 6ver Bag1 med identiska argument tills den nar den 6versta raden
dér den lamnar klyftan genom skéirningspunkten x3 i Bogio. Eftersom « korsat alla horn till
Q;,; rutor i klyftan och inga nodalkurvor kan korsa varandra finns inga fler nodalkurvor i
klyftan.

Eftersom « borjar och slutar pa motsvarande héjd i klyftan finns bara en enda nodalkurva
pa hela S2. Alltsa finns det endast tva nodaldoméner.

Figur 8: Klyfta fran ¢ = 3
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(ii) ¢ jamn. Enligt Lemmakorsar ingen nodalkurva jamna meridianer By, k € N. D4 kommer
varje nodalkurva att vara helt innesluten i en klyfta.

I mitten av klyftan finns en udda meridian Bgjy1, enligt Lemma [20] finns det exakt tva
stycken nollpunkter pa denna, kalla dessa x1, 3. Vidare enligt samma Lemma kommer en
av dessa, 7 att hamna i den Gversta raden av rutor och x5 i den understa raden av rutor.

Lat ~ vara en nodalkurva i klyftan som korsar punkten x1, vi foljer sedan ~ at hoger fran
x1. Forst maste v rora sig nedat i halvrutan till héger om Bsgg41. Annars hade v hamnat i
nordpolen som &r nollskild enligt Lemma 20} Sedan hamnar + repeterat i rutor dir den inte
kan korsa mitten da rutorna skéirs av Bapy1 eller Bopyo. Efter ett antal repetitioner nér ~
den sista raden av rutor dér den korsar 6ver till andra sidan av Bapy1 genom punkten x,.

P& samma sitt kommer v att fardas upp for klyftan tills den blir sluten vid .

Efter att « ritats ut &r alla horn till alla rutor i klyftan téckta av en nodalkurva. Alltsa finns
det exakt en nodalkurva i klyftan som formar exakt ett sammanhéngande omrade.

Alltsa finns det exakt £ smé& nodaldoméner, en for varje klyfta, samt en yttre nodaldomén
vilket ger ¢ + 1 nodaldoméner.

O

Figur 9: klyfta fran £ =4
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5 Diskussion

5.1 Insikter

Av alla steg i arbetet visade sig det sista vara det enklaste att forsta. Det tydligt visuella resone-
manget var enkelt. Om ett liknande bevis skulle konstrueras fran grunden skulle det férmodligen
vara enklast att gissa sig till slutmalet, det vill séga att géra en ansats, och fran ansatsen leta fram
bevis for de olika stegen som finns.

5.2 Forslag till framtida arbete

Arbetet fungerar som ett tydligt avstamp for andra potentiella arbeten. En av de mest sjalvklara
for ndgon annan pa kandidatniva dr kanske att fortsatta forklara resultat fran [BH], till exempel
deras sats pa sidan 20 dir de anviander ett annat sfariskt polynom med exakt tre nodaldoméner
for jamna gradtal. Det finns ocksad mer detaljer att dyka ned i kring de satser som ingatt i detta
arbete.

Ett fortsatt arbete skulle kunna studera statistiska egenskaper av antalet nodaldoméner for ett
slumpmaissigt polynom. I en artikel av F. Nazarov och M. Sodin [NS] visar de att for slumpméssiga
sfariska polynom giller att antalet nodaldoméner oftast ar af?, dér a &r medianvirdet av antalet
nodaldoméner delat pa gradtalet ¢, hos en stérre samling sfiriska polynom. Detta resultat kanske
gar att forfina genom att studera en specifik méangd sféariska polynom, sa som i det hér arbetet och
att underscka deras nodaldoméner for att sedan jamfora med dess koefficienter a.

En tredje fortsdttning &r att hitta exakta méngden av nodaldoméner hos andra familjer av
sfariska polynom. Det skulle i bista fall visa sig pa sikt att det gar att bygga en bas till hela #*
rummen av polynom med kinda nodaldoméner och i férlangningen kanske beskriva nollstéllen hos
godtyckliga sfiriska polynom genom att da bryta ned dem till denna bas.

Slutligen skulle det vara mgjligt att underscka hur upptackter om nollstéllen till sfariska poly-
nom kan anvéndas inom fysik.
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6 Appendix 1 — teori

6.1 Delar av beviset for Lemma

Infor detta bevis aterger vi foljande definition:

W (0i, ) = (—1)7 sin‘(6;0) + pPu(cos(;,0)),
%h“’é(ﬂu, @) = (fl)jﬁ sine_l(tﬁ)l—,g) cos(0; ¢) + ,uPé (cos(B;.0)) sin(6; ¢)

for (6;,¢) € B; i ndgon meridian B;. Utifran detta har vi féljande egenskaper:

sin®(#) > 0 for 6 € [0, 7]
Py(cos()) > 0 for 6 € [0,61,0)
Py(cos(#)) > 0 for 6 € (
Py(cos(0)) < 0 for 6 € (

7w — 01,7 nérj dr jamnt

7w — 61,7 nér j ar udda
Det som aterstar att visas fran Lemma [20] &r f6ljande:
(i) Om bade ¢ och j dr jimna sa &r h*(0,¢) > 0 for 0 € [0,61 0] U [1 — 01,4, 7].

(i) Nar ¢ ar jimn men j &r udda sa dr h**(0,¢) = 0 pa exakt tva stillen, for exakt ett 0 i
intervallet (0,6; ¢) och exakt ett i intervallet (m — 61 4, 7).

(i4i) Om ¢ &r udda och j &r jimn sa &r h*(0, ¢) > 0 for 6 € 0,61 4] och K(0, ¢) = 0 for exakt ett 6 €
(m—01,0,7).

(iv) Om bade £ och j &r udda h**(0, ¢) < 0 for @ € [1—61 4, 7] och KE(0, ) = 0 for exakt ett 6 €
(0,91)@).

Fall (i): £ &r jAmn, j dr jAmn:

Di bade ¢ samt j dr jimna dr varje term i h*(6; 4, ¢) positiv i intervallet [0,7]. Vidare
ar h4(0;0,6) # 0 i hela intervallet [0,7], detta foljer ifran sinf(d) = 0 = 6 € {0,7} och
Py(cos(0)) =1 for 0 € {0,7}.

Fall (ii): ¢ r jamn, j r udda:
For j udda, s& ges (—1)7 sin(6) < 0 for 6 € (0, 7). Med detta har vi foljande:

R (0;.0,¢) < 0 for 0 € {010, — 01,0}
hu’e(gi,% ¢) > (0 for 0 € {O, ﬂ'}

Detta anger att det finns minst en punkt inom (0,61 ) och (7 — 01,4, 7) dér h*!(6; 4, ¢) = 0.
For att visa att h**(6; ¢, ¢) = 0 i exakt en punkt inom (0, 6y ¢) respektive (m — 0y 4, 7) riicker det
att visa att %h%f(ew, #) # 0 inom respektive intervall, da flera nollstéllen for h**(6; ,, $) medfor
ett lokalt extremvarde.

I detta méan delar vi upp detta for tva fall:

Inom intervallet (0,6, ) har vi (—1)7¢sin“"1(6; ¢) cos(6;.¢) < 0 da 61, < 5, samt PJ/» (cos(B;0) <0,
da Pj(cos(f;¢)) &r en strikt avtagande funktion inom detta intervall for alla £. Med detta far vi
%h”’e (0.0, ¢) < 0 inom hela intervallet, som medfor endast ett nollstélle.

Inom intervallet(r — 61 ¢, 7) har vi (=1)7¢sin’~(6; ¢) cos(6; ) > 0 da cos(f;¢) < 0 inom detta
intervall, vidare har vi att Pp(cos(f;¢)) &r en strikt vixande funktion i detta intervall for alla jam-
na ¢ som medfor P; (cos(6;.¢)) > 0. Samma resonemang som ovan ger att h*!(6; 4, ¢) = 0 vid endast
en punkt.
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Fall (4i): ¢ 4r udda, j ar jamn:

Inom intervallet [0, 0; ¢] géller samma argument som for ¢ jamn och j jimn, dvs att varje term
Ar positiv. T intervallet (m — 6 ,,7) har vi minst en nollpunkt, da h*‘(m — 01,,¢) > 0 samt
ht(m, ¢) < 0 Fér att visa entydighet fér h*4(6; 4, ¢) = 0 inom (7 — 61 4, 7) riicker det att visa att
L h#4(0;0,6) < 01 hela intervallet. Detta far vi fran:

010 < g =>a>71—01,0> g = cos(6;) < 0,0; € (m— 014, )
samt att Py(cos(f)) ér strikt avtagande for udda ¢ inom [ — 6, ¢, 7], vilket ger P, (cos(6;.¢)) < 0.

Fall (iv): ¢ &r udda, j &r udda:

Eftersom udda och jdmna ¢ beter sig likadant inom [0, 6; ;] anvinds samma argument som Fall
(1) for att hitta ett entydigt nollstélle inom det intervallet. I intervallet (m — 60y ¢, ) &r varje term
negativ, med (—1)7 sin‘ (7 — 6y ¢) < 0 och Py(cos(n)) = —1.
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7 Appendix 2 — killkod

7.1 Matlabkod till tvAdimensionella illustrationer

%Author Levi Sundkvist

%returns a noncritical mu

function mu =mufinder(l,q)

syms z;

%find zeroes od the 1-1 degree legendre polynomial and thier angle
%representation

p=sym2poly(legendreP (1-1,2z));

tj=roots (p);

thetaj=acos(tj);

%finding critical zeros

legendreP (1, cos(thetaj));

sin(thetaj);

mui=((sin(thetaj))."1)./(abs(legendreP (1l,cos(thetaj))));
%muliplying the smallest critical zero by q

mu=min (mui) *q;

%Author Levi Sundkvist

%draws one period of the polynomial

%1 is the degree of the polynomial

%mu should be a number in [0,1) where 1 is the first critical O
function polynomialpicture(l,mu)

%defines appropriate interval of phi and theta
[phi,thetal=meshgrid(linspace(pi/(2*1) ,5%pi/(2x1)),linspace(0,pi));
%finds the values of the 3 relevant functions
Wl=((sin(theta))."1) .*sin(l*phi);

Zl=legendreP (1,cos (theta));

Hl=Wl+mufinder (1,mu)*Z1;

hold on;

%plot the square grid

contour (Z1*W1,[0,0], 'k',LineWidth=0.5);

%plot the nullline

contour (H1,[0,0], 'k',LineWidth=2) ;

plot (ones (50) *50, linspace (0,100,50),'. "', 'MarkerEdgeColor','k');
plot (ones (50) *0,linspace (0,100,50),'. "', 'MarkerEdgeColor','k');
plot (ones (50) *100,linspace (0,100,50),'."', 'MarkerEdgeColor', 'k');

%Author Levi Sundkvist

%draws one period of the squarepattern

%mu should be a number in [0,1) where 1 is the first critical O
function squareplotter (1)

%defines appropriate interval of phi and theta
[phi,thetal=meshgrid(linspace (0,2*pi),linspace(0.01,0.99%pi));
%finds the values of the 3 relevant functions
Wl=((sin(theta))."1) .*sin(1l*phi);

Zl=legendreP (1,cos(theta));

Bl=cos (phix*1)

hold on;

%plot the square grid

contour (Z1,[0,0], 'k',LineWidth=0.5) ;

contour (W1,[0,0],'k',LineWidth=0.5) ;

contour (B1,[0,0],':k',LineWidth=2);
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set(gca, 'XTick',[], 'YTick', [])

7.2 Matlabkod till tredimensionella illustrationer

hhForfattare: August Hjelstrom

bt

clc, clf, clear

tic htidtagarstart

n = 200; %valj antal punkter, men inte mer an 100

tol = 1e-100; %feltolerans fran 0 i x-led

L=5; %Gradtal pa polynomet

mu=mu_c_func (L) *0.5 %hittas av funktion

[X,Y,Z]=sphere(n); hskapar punkter som ligger pa sfaren

X(X==0)=tol; % om x vore O blir det division med noll
nedan

x=X(:); % gor om x-matris till kolumner

y=Y(:); % gor om y-matris till kolumner

z=Z(:); % gor om z-matris till kolumner

r = (x.72+y."2+z.72) .70.5; %nya koordinater

phi = atan(y./x); %nya koordinater

theta = acos(z./(xr)); %nya koordinater

W_l=sin(theta) . (L) .*sin(L*phi);

syms t; %derivering
f_t=(t~2-1)."L; %derivering
ddt (t)=diff(f_t,L); %derivering

Z_1l=double(1/(2"Lxfactorial (L)) .* ddt (cos(theta)));

H_1=W_l+mux*xZ_1;

if mod (L, 2)== %L udda eller jamn
for ii=1:length(x) %denna chunk ar for att motverka
nat
if x(ii) <0 %konstigt i matlab som flippar
grafen
y(ii)=-y(ii); %hi y-led
end
end
end
toc htidtagarstopp
bt
figure %0modifierad plot pa
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scatter3(x,y,z,10,H_1,'filled"')
colormap (gray)

colorbar

xlabel ('x"')

ylabel('y ")

zlabel ('z"')

hold on

axis equal

hh

figure hplotten for sfarsikt

linjer
scatter3(x,y,z,10,H_1,'filled"')
colormap (gray)
colorbar
xlabel ('x"')
ylabel('y"')
zlabel ('z"')

theta_circ = linspace (0, 2*pi, 10000);

x_circ = cos(theta_circ);

y_circ sin(theta_circ);
z_circ=y_circ*0;

ekvator=z_circ;

x_circ2 = 0.867*cos(theta_circ);
y_circ?2 0.867*sin(theta_circ);
z_circ2=y_circ2*0+.5;
ekvator=z_circ;

z_circ3 cos(theta_circ);
y_circ3 = sin(theta_circ);
x_circ3=y_circ3*0;
ekvator=z_circ;

z_circ4d = 0.867*cos(theta_circ);
y_circ4 0.867*sin(theta_circ);
x_circd=y_circ2*0+.5;

Z_circb = cos(theta_circ);
x_circh sin(theta_circ);
y_circb=y_circ*0;
ekvator=z_circ;

Z_circé 0.867*cos(theta_circ);
x_circ6 = 0.867*sin(theta_circ);
y_circ6=y_circ2*0+.5;

z_circ7 = cos(theta_circ);
x_circ7 = 1/sqrt(2)*sin(theta_circ);
y_circ7=1/sqrt (2)*sin(theta_circ);

z_circ8 cos(theta_circ);
x_circ8 1/sqrt (2) *sin(theta_circ);
y_circ8=1/sqrt (2)*sin(theta_circ);

hold on
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scatter3(x_circ,y_circ,z_circ,10,ekvator-1,'filled"')
scatter3(x_circ2,y_circ2,z_circ2,10,ekvator-1, " 'filled")
scatter3(x_circ2,y_circ2,-z_circ2,10,ekvator-1,'filled"')

scatter3(x_circ3,y_circ3,z_circ3,10,ekvator-1, 'filled"')
%hscatter3(x_circ4 ,y_circd ,z_circ4,10,ekvator-1,'filled ')
%scatter3(-x_circd,y_circ4d,z_circ4,10,ekvator-1,"'filled"')

scatter3(x_circb,y_circh,z_circb5,10,ekvator-1, 'filled"')
%hscatter3(x_circ6,y_circ6,z_circ6,10,ekvator-1,'filled"')
%scatter3(x_circ6,-y_circ6,z_circ6,10,ekvator-1,"'filled ')

scatter3(x_circ7,-y_circ7 ,z_circ7 ,10,ekvator-1,'filled"')
scatter3(x_circ8,y_circ8,z_circ8,10,ekvator-1, " 'filled"')
axis equal

Doh

clf

figure %plotten for sfarsikt ploynom med nodallinjer
scatter3(x,y,z,10,H_1,'filled"')

colormap (gray)

colorbar

xlabel ('x"')

ylabel ('y')

zlabel ('z"')

theta_circ = linspace(0, 2*pi, 10000);

I

x_circ cos(theta_circ);

y_circ = sin(theta_circ);
Z_circ=y_circ*0;

ekvator=z_circ;

x_circ2 = 0.845*xcos(theta_circ);
y_circ2 = 0.845*xsin(theta_circ);
Z_circ2=y_circ2*0+.54;

x_circ22 = 0.435%xcos(theta_circ);
y_circ22 = 0.435xsin(theta_circ);
z_circ22=y_circ2*0+.9048;
ekvator=z_circ;

z_circ3 = cos(theta_circ);
y_circ3 = -.951*sin(theta_circ);
x_circ3=-0.309*sin(theta_circ);

Z_circ9 = cos(theta_circ);
y_circ9 -.5878*sin(theta_circ);
x_circ9=0.809*sin(theta_circ);

z_circb5 = cos(theta_circ);
x_circh sin(theta_circ);
y_circb=y_circx*0;

z_circ7 = cos(theta_circ);
x_circ7 = .309*sin(theta_circ);
y_circ7=.951*sin(theta_circ);
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Z_circ8 = cos(theta_circ);
x_circ8 = .809*sin(theta_circ);
y_circ8=.5878*sin(theta_circ);

hold on
scatter3(x_circ,y_circ,z_circ,10,ekvator-1,'filled"')
scatter3(x_circ2,y_circ2,z_circ2,10,ekvator-1, " 'filled")
scatter3(x_circ2,y_circ2,-z_circ2,10,ekvator-1,'filled"')
scatter3(x_circ22,y_circ22,z_circ22,10,ekvator-1, 'filled"')
scatter3(x_circ22,y_circ22,-z_circ22,10,ekvator-1, " 'filled"')

scatter3(x_circ3,y_circ3,z_circ3,10,ekvator-1, " 'filled")

scatter3(x_circh,y_circh,z_circb5,10,ekvator-1, 'filled"')
scatter3(x_circ9,y_circ9,z_circ9,10,ekvator-1, " 'filled")

scatter3(x_circ7,-y_circ7 ,z_circ7 ,10,ekvator-1,'filled"')
scatter3(x_circ8,y_circ8,z_circ8,10,ekvator-1, " 'filled")
axis equal

hh

tic
nod_tol=1e-12; %bredd pa nodallinjen
new_H_1 = zeros(size(H_1)); %“plottar badboll pattern med

nodallinje

new_H_1(H_1 > nod_tol) = .8;
new_H_1(H_1 < -nod_tol) = -1;
new_H_1(1,:)=1;

figure %plotten for badboll

scatter3(x,y,z,3,new_H_1,'filled"')

colormap (gray)

colorbar

xlabel ('x"')

ylabel ('y')

zlabel('z")

axis equal

hold on

theta_circ = linspace(0, 2*pi, 10000); %nedan beraknas nodallinjer
manuellt

x_circ = cos(theta_circ);

y_circ = sin(theta_circ);
z_circ=y_circ*0;

ekvator=z_circ;

x_circ2 = 0.845%cos(theta_circ);
y_circ2 = 0.845xsin(theta_circ);
z_circ2=y_circ2*0+.54;

x_circ22 = 0.435%cos(theta_circ);
y_circ22 = 0.435*sin(theta_circ);
z_circ22=y_circ2*0+.9048;
ekvator=z_circ;
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Zz_circ3 = cos(theta_circ);
y_circ3 = -.951*sin(theta_circ);
x_circ3=-0.309*sin(theta_circ) ;

z_circ9 = cos(theta_circ);
y_circ9 = -.5878xsin(theta_circ);
x_circ9=0.809*sin(theta_circ);
z_circh = cos(theta_circ);
x_circb5 = sin(theta_circ);

y_circb=y_circx*0;

z_circ7 = cos(theta_circ);
x_circ7 = .309*sin(theta_circ);
y_circ7=.951*sin(theta_circ);

Z_circ8 = cos(theta_circ);
x_circ8 = .809*sin(theta_circ);
y_circ8=.5878*sin(theta_circ);

hold on
scatter3(x_circ,y_circ,z_circ,4,ekvator,'filled"')
scatter3(x_circ2,y_circ2,z_circ2,4,ekvator, 'filled’')
scatter3(x_circ2,y_circ2,-z_circ2,4,ekvator,'filled"')
scatter3(x_circ22,y_circ22,z_circ22,4,ekvator,'filled"')
scatter3(x_circ22,y_circ22,-z_circ22,4,ekvator,'filled"')

scatter3(x_circ3,y_circ3,z_circ3,4,ekvator, 'filled"')
scatter3(x_circh,y_circh,z_circh,4,ekvator, 'filled"')
scatter3(x_circ9,y_circ9,z_circ9,4,ekvator,'filled"')
scatter3(x_circ7,-y_circ7 ,z_circ7 ,4,ekvator,'filled"')

scatter3(x_circ8,y_circ8,z_circ8,4,ekvator, 'filled’')
axis equal

toc
bt
bt
%htransparent plot
clf
tic
nod_tol=1le-12; %bredd pa nodallinjen
new_H_1 = zeros(size(H_1)); %plottar genomskinlig badboll -
monster
new_H_1(H_1 > nod_tol) = .8;
new_H_1(H_1 < -nod_tol) = -1;

new_H_1(1,:)=1;

k=0;
for i=1:length(new_H_1)
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if new_H_1(i)>0
k=k+1;
HL (k)=new_H_1(i);
x_new(k)=x(i);
y_new (k)=y(i);
z_new(k)=z(i);
end
end
HL (1) =-1;

figure %plotten
scatter3(x_new,y_new,z_new,.7,-HL,'filled"')
colormap (gray)
colorbar
xlabel ('x"')
ylabel('y ")
zlabel('z"')
axis equal
hold on
theta_circ = linspace(0, 2*pi, 10000);
h
“beraknar nodallinjer
manuellt da
%det kan va svart att hitta
ratt
%htolerans for att fa en
kontinuerlig
%nodallinje
%Maste anpassas efter givet L

,mu
theta_circ = linspace (0, 2*pi, 10000);
x_circ = 1*cos(theta_circ);

y_circ = 1xsin(theta_circ);

zZ_circ=y_circ*0+.3505;
ekvator=z_circ;

x_circ2 = 0.94xcos(theta_circ);
y_circ2 = 0.94*sin(theta_circ);
z_circ2=y_circ2x*0-.3505;
x_circ22 0.52*%xcos(theta_circ);
y_circ22 = 0.52*sin(theta_circ);
z_circ22=y_circ2*0+.86;
ekvator=z_circ;

Zz_circ3 = cos(theta_circ);
y_circ3 = 1xsin(theta_circ);
x_circ3=-0*xsin(theta_circ);

z_circ9 = cos(theta_circ);
y_circ9 = 1/sqrt(2)*sin(theta_circ);
x_circ9=1/sqrt (2)*sin(theta_circ);

z_circh = cos(theta_circ);
x_circh sin(theta_circ);
y_circb=y_circx*0;
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z_circ7 = cos(theta_circ);
x_circ7 = 1/sqrt(2)*sin(theta_circ);
y_circ7=1/sqrt (2) *sin(theta_circ);

Z_circ8 = cos(theta_circ);
x_circ8 = .809*sin(theta_circ);
y_circ8=.5878*sin(theta_circ);

hold on

%scatter3(x_circ,y_circ,z_circ ,4,ekvator,'filled ')
scatter3(x_circ2,y_circ2,z_circ2,4,ekvator, 'filled"')
scatter3(x_circ2,y_circ2,-z_circ2,4,ekvator, 'filled')
scatter3(x_circ22,y_circ22,z_circ22,4,ekvator,'filled"')
scatter3(x_circ22,y_circ22,-z_circ22,4,ekvator,'filled')

scatter3(x_circ3,y_circ3,z_circ3,4,ekvator,'filled"')

scatter3(x_circh,y_circh,z_circh,4,ekvator, 'filled')
scatter3(x_circ9,y_circ9,z_circ9,4,ekvator, 'filled')

scatter3(x_circ7,-y_circ7 ,z_circ7 ,4,ekvator,'filled’')
%scatter3(x_circ8,y_circ8,z_circ8,4,ekvator,'filled')
toc

%o

tic

nod_tol=1e-7; %bredd pa nodallinjen
H_1_mod=W_1.%xZ_1;

W1l_Z1 = zeros(size(H_1l_mod)); %plottar checkerboard pattern

W1_Z1(H_1_mod > nod_tol) = 1;
W1_Z1(H_l_mod < -nod_tol) = -1;

figure %plotten
scatter3(x,y,z,10,W1_Z1,"'filled")
colorbar

xlabel ('x"')

ylabel ('y')

zlabel ('z"')

axis equal

hold on

toc

%o

clf

tic

nod_tol=1e-7; %bredd pa nodallinjen

H_1_mod=W_1.%xZ_1;

W1_Z1 = zeros(size(H_1l_mod));
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W1_Z1(H_l_mod > nod_tol) = 1;

W1_Z1(H_1_mod < -nod_tol) = -1;

figure %plottar checkerboard pattern
scatter3(x,y,z,10,Wl_Z1,"'filled")

colorbar

xlabel ('x")
ylabel('y"')
zlabel('z"')
axis equal
hold on
3=0;
for i=1:length(H_1) %sorterar ut nodallinjerna
if W1_Z1(i)==
J=j+1;
W1_Zl_new(j)=W1l_Z1(i);
x_new (j)=x(i);
y_new(j)=y(i);
z_new (j)=z(i);
end
end
figure %plottar nodallinjerna
scatter3(x_new,y_new,z_new,10,Wl_Z1l _new,'filled"')
axis equal

toc
hh
function mu = mu_c_func (L)
%se sa att t_j har L element, annars andra
toleransen
syms t; %derivering

P_L=sym2poly(legendreP (L-1,t));
t_j=roots(P_L);

theta_j = acos(t_j) ; %t till theta enligt
berardhelfer

taljaren = sin(theta_j) .~ (L);

namnaren = legendreP(L,cos(theta_j));
mu_i =taljaren./abs(namnaren) ; b mu_i
mu_c = min(mu_i) ; % raknar ut slutgiltiga mu_c
mu=mu_c

end
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