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Abstract

The purpose of this thesis was to investigate whether students understanding of letter symbols
in algebra has changed since Dietmar Kiichemanns study in 1976, as well as to see whether
teachers’ view on students understanding and their misconceptions correlate with the test
results shown by the students. To be able to measure the students understanding, the same test
that Kiichemann used in 1976 was used on students aged 15/16 today (although on a much
smaller scale), and the results were then analysed, and the students were categorised into
different levels of understanding, based on the descriptions of the levels made by Kiichemann
in 1981. If the students are categorized into level 1 or 2, they are able to solve problems where
the letter symbols are used as objects, the letters are given a value, or they aren’t used. The
difference between level 1 and 2 is that the students are able to solve problems with a more
complex structure. The students at level 3 are also able to solve problems where the letter
symbols are used as specific unknown when the problems have a simpler structure, and
finally the students at level 4 are able to also solve problems where the letter symbols are used
as specific unknowns even when the questions have a more complex structure, as well as
when the symbols are used as generalised numbers and variables. The results of the study
showed that the students tended to make the same mistakes as they did in 1976, but the
number of students on level 3 had decreased by 11 percentage points and the amount at both
level 2 and 4 had increased. The teachers also seemed to have a pretty good understanding of
the misconceptions that the students have, as they were able to correctly guess the most
common misconceptions on most questions that they were asked about.
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1 Inledning

En av matematikens grundpelare &r algebra, och inom algebra kan bokstavssymbolerna
anvandas pa manga olika satt. Redan i arskurs 1 - 3 borjar elever att lara sig algebra och ju
hogre upp i alder eleverna kommer, desto mer komplex blir algebran (Skolverket, 2011).

Da algebra ar en stor del av matematiken ar det viktigt som larare att kanna till vilka
uppfattningar och svarigheter elever kan ha nar det kommer till algebra. Detta, blandat med
vara egna erfarenheter fran VFU och var egen skolgang, gjorde att jag tillsammans med mina
tva kurskamrater Alexzander Hasselholm och Sadam Taranis skrev vart forsta examensarbete
om elevers uppfattningar och svarigheter kring bokstavssymboler inom algebra. Det arbetet
hade ett stort fokus pa en studie som gjordes av Dietmar Kichemann 1976, dar han
undersokte  elevers  kunskaper angaende  bokstavssymboler och dess  olika
anvandningsomraden. | slutet av det arbetet tog vi upp att det hade varit intressant att
genomfodra en liknande studie, fast idag och i Sverige. Den tanken ar det som ledde till detta
examensarbete som grundar sig i Kiichemanns studie fran 1976. Studien som genomforts &r
en liknande studie till Kiichemanns (dock pa en mycket mindre skala).

Begreppet variabel anvands dessutom inte som ett Overgripande begrepp for
bokstavssymboler pa grund av att Kiichemann anvéander ordet variabel for att beskriva en
specifik kategori for hur bokstavssymboler anvands (beskrivs i kapitel 3.2.6)

2 Syfte

Syftet med detta examensarbete ar att undersoka vad elever har for forstaelse och vilka
missuppfattningar de kan ha angaende bokstavssymboler inom algebra. Syftet ar dven att
jamfora dagens elever med eleverna i Kiichemanns studie fran 70-talet for att se hur elevernas
forstaelse har andrats sedan dess, samt att undersoka vad larare tror att eleverna har svart med
angaende bokstavssymboler och huruvida det dverensstammer med resultatet. Dessa syften
kan fortydligas i foljande fragestallningar:

2.1 Fragestallning

1. Hur har elevers forstaelse och missuppfattningar kring bokstavssymboler andrats
sedan 70-talet?

2. Stammer larares uppfattningar kring elevernas svarigheter dverens med elevernas
resultat?



3 Bakgrund
3.1 Styrdokument

Att elever har en god forstaelse kring bokstavssymboler ar viktigt for att eleverna ska klara av
ett godkant betyg i bade grundskolans och gymnasiets matematik. Enligt Skolverket (2011)
bor matematikundervisningen ge eleverna forutsattningarna att utveckla foljande:

Gymnasiet:

”Formaga att hantera procedurer och losa uppgifter av standardkaraktar utan och med
verktyg.”

Grundskola:

”Vilja och anvédnda ldmpliga matematiska metoder for att gora berdkningar och Idsa
rutinuppgifter”

Det ingar aven i det centrala innehallet for alla kurs 1 p4 gymnasiet att eleverna ska kunna ”
Hantering av algebraiska uttryck, inklusive att faktorisera och multiplicera uttryck” samt for
arskurs 7 — 9 att eleverna ska kunna “Innebérden av variabelbegreppet och dess anvindning i
algebraiska uttryck, formler och ekvationer.” och ”"Metoder for ekvationslosning”.

3.2 Tidigare forskning

1976 genomfordes en storre studie som undersckte elevers forstaelse kring ett flertal olika
omraden inom matematik i England. Kiichemann mer specifikt tittade pa elevers forstaelse
kring numeriska variabler och studien genomférdes pa 15 olika skolor, spridda mellan
“vanliga” skolor och skolor dir ndgot sorts intagnings kriterium kriavdes, pa éver 3000 elever
i aldrarna 13 till 15. Studien gick ut pa att ett skrivtest med 23 fragor (53 delfragor allt som
allt) (se bilaga 1 for den Oversatta versionen) dar bokstavssymboler anvands pa olika satt gavs
ut till eleverna. Kichemann analyserade sedan elevernas svar och tog fram 6 kategorier for
olika satt som elever tolkar bokstavssymboler (1978). Dessa kategorier kallas for foljande:

Bokstaven ges ett vérde
Bokstaven anvands inte
Bokstaven som ett objekt
Bokstaven som specifik obekant
Bokstaven som ett generellt tal
Bokstaven som en variabel

ook wdE

Kategorierna forklaras mer noggrant nedan

Kiichemann skrev om sin studie i ett arbete 1981 dar han &ven kategoriserade elevernas svar i
olika Levels of understanding vilket ses i tabellerna. Dessa kommer beskrivas ytterligare i
kapitel 4: Teoretiskt ramverk.



3.2.1 Bokstaven ges ett varde

”This category applies to responses where the letter is assigned a numerical value from the
outset” (Kiichemann, 1981; s. 104)

Den forsta av Kiichemanns kategorier for bokstavssymbolers anvandande kallar han for Letter
Evaluated (Kiichemann, 1978). Denna kategori innehaller uppgifter dar eleverna ska hitta ett
specifikt varde for obekanta tal, men utan att eleverna ska behdva operera pa det obekanta
(vilket &r en av skillnaderna mellan Bokstaven ges ett varde och Bokstaven som en specifik
obekant). Eleverna kan bestdamma ett varde for bokstavssymbolen direkt utan att behdva se
bokstaven som nagot okéant (Kiichemann, 1981). Celik och Giines (2013) beskriver att detta
kan goras via den sa kallade trial and error metoden. Metoden gar ut pa att eleverna testar sig
fram tills de hittar ett svar som fungerar. Till exempel i ekvationen x — 6 = 27 kan eleverna
testa sig fram till det korrekta svaret. Tabell 1 nedan visar exempel pa fragor och elevsvar fran
Kiichemanns studie som ingar i kategorin Bokstaven ges ett vérde.

6(i) (Niva 1) 11(i) (Niva 2) 11(ii) (Niva 2)

Vad kan du sdga om a om Vad kan du sdga om u ifall Vad kan du sdga om m ifall

a+5=8 u=v+3ochv=1 m=3n+lochn=4

a=3 92% |u=14 61% | m=13 62%
u=2 14% | Andra vérden 14%

Tabell 1: Uppgifter tagna och éversatta fran Kiichemann (1981). Uppgifterna som tillhor kategorin Bokstaven
ges ett vérde.

Uppgift 6(i) ar ett typiskt exempel pa en uppgift dar eleverna kan anvanda sig av trial and
error metoden som Celik och Giines (2013) beskrev, vilket &r en av forklaringarna till att
majoriteten av eleverna svarade korrekt pa denna fragan. En annan anledning ér att talen har
ett sa pass lagt vérde, och da kravs inte manga forsok for att hitta ratt svar. Kiichemann (1981)
skriver dock att det ursprungliga syftet med uppgiften var att se ifall eleverna hade formagan
att fa a ensamt i ett led, med 8-5 i det andra ledet. Uppgifterna 11(i) och 11(ii) involverar
dock tva bokstavssymboler, vilket okar svarigheten pa fragorna da det inte langre gar att
enbart kora pa trial and error metoden for att komma fram till ratt svar, men majoriteten av
eleverna klarar fortfarande av fragan. Anledningen till att eleverna fortfarande klarar av
uppgiften i stor utstrackning beror pa att eleverna far veta en av bokstavssymbolernas varde,
till exempel v = 1, vilket gor att de sen kan l6sa uppgiften genom vanlig aritmetik
(Kichemann, 1981)

3.2.2 Bokstaven anvands inte

“Here the children ignore the letter, or at best acknowledge its existence but without giving it
a meaning” (Kiichemann, 1981; s. 104)

Kiichemanns andra kategori kallar han for Letter not Used. Uppgifterna i den har kategorin
kan eleverna l6sa utan att behdva rakna ut vad bokstavssymbolens varde ar. Celik och Giines
(2013) beskriver det som att eleverna kan ignorera eller inte tolka bokstdverna, men att de
anda erkanner deras existens. Om man till exempel ska 16sa problemet ”a +b =43, a+b + 2
= ?7” (Kiichemann, 1981; s. 106) behdver eleverna inte rékna ut vad a och b ar, utan de kan
ignorera bokstéverna och direkt addera 2 for att komma fram till det korrekta svaret. Tabell 2
nedan visar exempel pa olika uppgifter fran Kiichemanns studie som tillhér denna kategori.



5(i) (Niva 1) 5(ii) 4(ii) (Niva 2)
Oma+hb=43 Omn — 246 =762 Laggpadpan+5
atb+2=... n-247=...
45 97% | 761 74% |n+9 68%
763 13% | 9 20%
Andra varden 8%

Tabell 2: Uppgifter tagna och 6versatta fran Kiichemann (1981). Uppgifterna som tillhér kategorin Bokstaven
anvands inte.

Fragorna 5(i) och 5(ii) ar bada fragor dar svaret kan raknas ut genom att ignorera tillvaron av
bokstavsymbolen. Uppgift 5(i)s forklaring gick Celik och Giines (2013) igenom ovan, och
uppgift 5(ii) hanteras i samma stil. 5(ii) kan I6sas genom att upptéacka att n — 247 kan skrivas
om till n — 246 — 1 och sedan ersatta n — 246 i forsta ekvationsuttrycket och fa 762 — 1 vilket
blir 761. Bada uppgifterna anvander samma metod, men dock var det 97 procent som svarade
ratt pa forsta fragan 5(i) och 74 procent som svarade ratt pa den andra 5(ii). Antalet elever
som svarade ratt sjonk alltsd med 23 procentenheter, och Kiichemann (1981) beskriver att
denna minskning beror pa att ekvationen blev mer komplicerad pa grund av att talen blev
storre och att operationen var implicit och kontraintuitiv. Eleverna tenderar att tdnka att
eftersom 247 ar storre an 246 bor de addera 1 till 762 istallet for att subtrahera, vilket
forklarar de 13 procenten som svarade 763.

Lucariello, Tine och Ganley (2013) beskriver att 68 procent eleverna svarade ratt pa fraga
4(ii) da de helt enkelt kunde ignorera att jobba med n:et och enbart tanka pa att arbeta med 5
+ 4. Sahin och Soylu (2011) genomférde &ven de en studie med en liknande uppgift (4x + 9x
= ?) och fann att eleverna helt ignorerade bokstéverna och svarade rent numeriskt (40 procent
svarade 13)

3.2.3 Bokstaven som ett objekt

”The letter is regarded as a shorthand for an object or as an object in its own right”
(Kichemann, 1981; s. 104).

Den tredje kategorin kallar Kiichemann for Letter used as an object. Bokstaverna kan ses som
objekt eller som forkortningar for objekt, men det uppstar problem da bokstaven ska st for
antalet objekt istillet (Celik och Giines, 2013). Problemet tydliggors i fraga 14 ur
Kilichemanns studie:

”Blue pencils cost 5 pence each and red pencils cost 6 pence each. I buy some blue and some
red pencils and altogether it costs me 90 pence. If b is the number of blue pencils bought, and
if r is the number of red pencils bought, what can you write down about b or r?”” (Kuchemann,
1981; s. 107).

Nagra av de vanligaste felen som gavs pa denna fraga var b + r = 90 och 6b + 10r = 90, vilket
betyder att eleven har sett bokstaven som ett objekt, och inte antalet objekt. For att kunna ldsa
denna uppgift korrekt behdver eleven kunna se bokstédverna som specifika obekanta, vilket
kommer att tas upp i nasta avsnitt (3.2.4).

| tabell 3 nedan foljer nagra av Kiichemanns uppgifter som tillhor denna kategori.




9(i) 9(ii) 9(iii) 13(i) (Niva 1) 13(iv) (Niva 2)
h h u u 2a+ 5a = 2a+5b+a=
e e
) Hols 5
t
e 6
3e 94% | 4h +t 2u + 16 7a 86% | 3a+5b 60%
4h + 1t 68% |u+u+16 64%

Tabell 3: Uppgifter tagna och éversatta fran Kiichemann (1981). Uppgifterna som tillhor kategorin Bokstaven
som objekt.

Kuichemann (1981) skriver att i fragorna 9(i), 9(ii) och 9(iii) kan bokstdverna ses som de
faktiska sidorna, och inte langden pa sidorna. Samma princip kan anvéndas dven i bada svaren
pa fraga 13 i tabellen ovan. | fraga 13(i) bemoéter eleverna en obekant bokstavssymbol som de
ska addera ihop, och i fraga 13(iv) finns tva obekanta bokstavssymboler. Kiichemann (1981)
beskriver att for att I6sa uppgifterna kan eleverna tidnka pa bokstaverna som objekt, till
exempel kan a sta for apelsiner och b for bananer. | den forsta uppgiften har eleven 2
apelsiner och lagger till 5 apelsiner och far sammanlagt 7 apelsiner. Samma princip géller
aven i den andra fragan da eleven istéllet far 2 apelsiner + 5 bananer + 1 apelsin, och da
sammanlagt far 3 apelsiner och 5 bananer. Problemet med detta tankesétt ar nar eleverna
behdver kunna addera eller subtrahera tva helt olika objekt med varandra, till exempel i
uppgifterna i tabell 4 nedan.

13(viii) (Niva 3) 13(v) (Nivé 4)
3a-b+a= (a-b)+b=
4a—b 47% | a 23%

Tabell 4: Uppgifter tagna och dversatta fran Kiichemann (1981). Uppgifterna som tillhor kategorin Bokstaven
som objekt.

Om eleverna fortsétter att tanka pa bokstaverna som objekt i fraga 13(viii) och 13(v) kommer
det bli svart for eleverna att 16sa uppgifterna. Att ha 3 apelsiner och sedan ta bort en banan ger
inte sammanhanget mycket mening. Ytterligare en svarighet for eleverna sker i fraga 13(v) da
det anvénds en parentes som avsiktligt drar uppmérksamheten till uttrycket a — b, vilket i sig
sjalv inte kan forenklas. Kiichemann (1981) skriver att genom att anvénda bokstaven som ett
objekt innebar det att bokstavens mening reduceras fran nagot abstrakt till ndgot konkret. Att
anvanda bokstaven som ett objekt gjorde det helt plétsligt mojligt for eleverna att 16sa fragor
som de i vanliga fall hade haft svart for att 16sa nar eleverna anvande bokstéaverna med den
avsedda betydelsen. Dock uppstar problemen nar reduceringen av forstaelsen av bokstaven
intréffar vid oldampliga tillfallen. Till exempel sker detta sarskilt ofta nar det involverar
foremal, sa som pennor och frukter, och denna skillnad kan vara svar att forsta.

Lucariello, Tine och Ganley (2013) samt Persson (2010) gar aven de igenom elevernas olika
missuppfattningar likt Kiichemann har gjort. De beskriver de missuppfattningar som eleverna
gor nér de anvander uttryck som en etikett for ett objekt. De anvander sig av det klassiska
exemplet Students and Professors problemet som lyder ”Write an equation, using the
variables S and P to represent the following statement. ‘At this university there are six times
as many students as professors.” Use S for the number of students and P for the number of
professors” (Lucariello, Tine och Ganley, 2013; s. 31). En av de vanliga missuppfattningarna
som eleverna har kring det har problemet &r att det drar slutsatsen att S och P &r etiketter for




objekt (studenter och forelasare) istallet for en variabel som star for antalet studenter och
antalet forelasare. Detta leder till att elever ger felaktiga svar som till exempel 6S = P.

Macgregor och Stacey (1997) genomforde en studie pa tre skolor (A-C) pa elever i arskurs 8
och 9 angéaende elevernas uppfattning och forstaelse kring bokstavssymboler. Pa skola C
uppvisade eleverna en stor svarighet med anvandningen av bokstavssymbolerna som objekt.
Efter att ha diskuterat med lararna pa skolan insdg Macgregor och Stacey att en stor del av
forvirringen hos eleverna uppstod fran laromedlet som anvéndes i undervisningen, detta pa
grund av att laromedlet oftast anvande bokstaver som forkortningar av ord (k star for katt, 5k
star for 5 katter). De uppmarksammade ocksa att lararna pa skolan var en del av orsaken och
att lararna inte tydliggjort bokstavernas kontextuella ssmmanhang for eleverna. Eleverna pa
skolan visade ocksa en koppling mellan bokstavssymboler och den alfabetiska ordningen av
bokstédverna (H = 8 till exempel). Né&r l&rarna uppmarksammades kring detta var det dock
hyfsat latt korrigerat, medan elevernas missuppfattningar kring forkortningarna av ord visade
sig vara mer svarkorrigerad och fortsatte att vara en svarighet for eleverna (Macgregor &
Stacey, 1997).

3.2.4 Bokstaven som specifik obekant

”Children regard a letter as a specific but unknown number, and can operate upon it directly.”
(Ktchemann, 1981; s. 104).

Den fjarde kategorin kallar Kiichemann for Letter used as a specifik unknown och bade
Kichemann (1981) och Celik och Giines (2013) skriver att i de tidigare kategorierna har
eleverna kunnat undvika att se bokstédver som specifika obekanta, men nu krévs detta for att
kunna losa uppgifter som till exempel 4(v): multiplicera n + 5 med 4. For att kunna l6sa
uppgifter som denna maste elever kunna multiplicera 4 med bade n och 5, men som syns i
tabell 6 nedan ar det manga elever som ger svar da detta inte har gjorts. Nedanfor i tabeller 5
och 6 foljer sex uppgifter som tillhér denna kategori.

14 (Niva 3) 5(iii) (Niva 3) 9(iv)
Vad kan dusagaomrifall |Ome+f=38 2 5\2
r=s+toch etf+g=...

r+s+t=30

Delar av figuren &r inte ritad.
Det finns n antal sidor
sammanlagt, alla med langd . () =

r=15 35% | 8+¢g 41% | 2n 38%
r=30-s-t 6% n2
r=10 21% | 15 2%

12 26%

89 3%

9 6%

Tabell 5: Uppgifter tagna och 6versatta frdn Kiichemann (1981). Uppgifterna som tillhor kategorin Bokstaven
som specifik obekant.



A(iii) (NivVa 3) 4(v) (NiV& 4) 22 (Niva 4)

L&gg pa 4 pa 3n Multipliceramed 4 pan +5 | Blaa pennor kostar 5 kr styck
och rdda pennor kostar 6 kr styck
Jag koper nagra blaa och nagra
rdda pennor och det tillsammans
kostar mig 90 kr.

Om b &r antalet kopta blaa
pennor, och r &r antalet kdpta
roda pennor, vad kan du skriva
om b och r?

3n+4 36% | 4n+20eller4(n+5) 17% | 5b+6r=90 10%

Two correct pairs of
(6,10), (12,5), (18,0), (0,15) 1%

n 31% | 4n+5eller4*n+5 19% | b+r=90 17%
7 16% [ n+20 31%
20 15% | 6b + 10r = 90 eller
12b + 5r =90 6%

Tabell 6: Uppgifter tagna och éversatta fran Kiichemann (1981). Uppgifterna som tillhor kategorin Bokstaven
som specifik obekant.

Uppgift 14 visade sig vara ganska svar for eleverna da endast 41 procent svarade korrekt pa
fragan. Uppgiften kunde l6sas genom att s + t ersattes av r i den andra ekvationen, alltsa
kravdes det att eleverna kunde hantera bokstédverna som specifika obekanta. De elever som
istallet svarade r = 10 verkar ha undvikit denna kategori och istéllet utvarderat r direkt
(Kichemann, 1981).

| uppgift 5(iii) kan eleverna ocksa valja att ignorera bokstaverna som i 5(i) och 5(ii), men
problemet uppstar sedan i det andra ekvationsuttrycket (e + f+ g = ...) da vi inte ser ett tal
som i det forsta ekvationsuttrycket (e + f = 8). Da eleverna fortfarande kan ignorera e och f
behover de fortfarande kunna arbeta med den obekanta bokstaven g, det vill séga, de behdver
kunna anvanda sig av en specifik obekant. Eleverna som inte kan hantera bokstavssymboler
som specifika obekanta kan da komma att forsoka utvardera variabeln g, till exempel genom
attsegsom4 (e+f+g=4+4+4=12)eller 7 (g & den sjunde bokstaven i alfabetisk
ordning) och far da svaren 12 och 15 (Kiichemann, 1981).

Kichemann (1981) skriver att en stor utmaning for eleverna var uppgift 4(iii) vilket kan verka
forvanande. 3n + 4 kan verka simpelt nog, men det kan vara otillfredsstallande for eleverna att
svara detta da svaret inte kdanns “firdigt”. De eleverna tenderar att istallet svara 7n eller bara 7
da de inte kan hantera att n ar obekant och att de inte kan kombinera elementen mer, och
ignorerar bokstaven helt eller lamnar den som den &r. Som namnt ovan var det manga elever
som hade svart for uppgift 4(v) pa grund av dess stérre strukturella komplexitet.
Multiplikationen maste tillampas pa hela uttrycket, dock multiplicerade manga elever 4 med
enbart det ena eller det andra elementet i uttrycket. Kiichemann (1981) skriver dven att svaret
4 * n + 5 kan uppsta pa grund av att eleverna har bristande kunskaper angaende parenteser,
och att de da menade att svara 4(n + 5) men glémde av parenteserna i svaret.

Kichemann (1981) beskriver att uppgift 22 skapade en stor forvirring hos eleverna da
eleverna var tvungna att skapa ett algebraiskt uttryck utifran en text, och att dven de elever
som hade haft det latt i de tidigare uppgifterna hade svart for denna uppgift. For att klara av




uppgiften pa ett korrekt sett kravs det att eleven kan hantera bokstaverna som specifika
obekanta. Om eleverna inte kan hantera det kan detta leda till nagra intressanta felsvar.
Kichemann (1981) skriver att de elever som gav svaret b + r = 90 (17 procent) har en
forstaelse for grundprincipen i bokstavernas anvandande (Niva 3, mer i avsnitt 4.3), men att
svaret star for blaa pennor och roda pennor tillsammans kostar 90 kr. Da detta rent tekniskt
sett ar sant, ger de en begransad information och visar pa att eleven har anvant bokstaverna
som objekt. De elever som svarade 6b + 10r = 90 eller 12b + 5r = 90 (6 procent) har hittat ett
korrekt vérde for b och r, men istéllet for att uttrycka det som att b och r ar tal, ser de ater igen
b och r som objekt som star for blaa pennor och réda pennor.

3.2.5 Bokstaven som generellt tal

“The letter is seen as representing, or at least as being able to take, several values rather than
just one.” (Klichemann, 1981; s. 104).

Kategori fem kallar Kiichemann Letter used as a generalized number och den innebér att till
skillnad fran forra kategorin kan bokstaven anta ett flertal varden, inte enbart ett specifikt
varde. Till exempel kréavs det i fraga 16 att bokstéverna kan ses som generella tal, och da ar ¢
< 5 ett passande svar (Celik och Giines, 2013). I tabell 7 nedan star exempel pa fragor som
ingar i denna kategori.

16 (Niva 3) 18(ii) (Niva 4)
Vad kan du sdga om ¢ L+M+N=L+P+N
ifall c + d =10 och ¢ & mindre an d Alltid Aldrig Ibland, nér:
c<5 11% | Ibland, ddaM =P 25%
c=1, 2, 3, 4 (systematisk lista) 19%
c=10-d 4%
Osystematisk lista 1% | Ibland, eller
M och P &r givna specifika vérden 14%
Endast ett varde (oftast ¢ = 4) 39% | Aldrig 51%

Tabell 7: Uppgifter tagna och versatta fran Kiichemann (1981). Uppgifterna som tillhcr kategorin Bokstaven
som generellt tal.

Uppgifterna for denna kategori var svarare for eleverna att klara av &n manga av uppgifterna
for specifika obekanta, vilket kan bero pa att eleverna forstar sig pa specifika obekanta innan
generella tal (Kichemann, 1981). Uppgift 16 var ute efter att undersoka ifall eleverna
uppfattade att det finns flera svar for vad ¢ kan vara och inte enbart ett svar, samt ifall de kan
ge ett uttryck for det. Det syns tydligt i fraga 16 att manga av eleverna fortfarande antar att
bokstaverna har ett varde da 39 procent av eleverna gav ett svar som enbart var ett vérde (till
exempel ¢ = 4). Kichemann (1981) skriver dock att eleverna férmodligen skulle kunna fa
fram fler svar ifall man hade fragat efter det.

Christou och Vosniadou (2012) skriver att trots att manga elever kan forsta konceptet av att
bokstavssymboler kan agera som generella tal, & det manga elever som inte klarar av att l6sa
uppgifter da detta kravs. Detta pastar de ar pa grund av att eleverna fastnar i vad de kallar for
the natural number bias, vilket betyder att eleverna tenderar att se pa bokstavssymbolerna
som enbart naturliga tal. De fann dock att dven de elever som enbart svarat naturliga tal kunde
acceptera icke naturliga svar efter att de foreslagits for dem. Christou och Vosniadou tror att
detta beror pa att eleverna fastnar i deras ursprungliga forstaelse av tal, vilket innebar de



naturliga talen, sa att nar de kommer till att anvanda bokstavssymboler atergar eleverna till
denna ursprungliga forstaelse och svarar enbart med naturliga tal.

3.2.6 Bokstaven som en variabel

“The letter is seen as representing a range of unspecified values, and a systematic relationship
IS seen to exist between two such sets values.” (Kiichemann, 1981; s. 104).

Den sista av Kuchemanns kategorier kallar han for Letter used as a variable och innebar att
bokstavssymbolerna kan ses som variabler, vilket betyder att bokstaverna ibland behover ses
som en mangd olika ospecificerade tal och det finns en systematisk relation mellan tva sadana
tal (Celik och Giines, 2013)

3 (Niva 4)

Vilken ar storst, 2n eller n + 2?
Forklara:

Korrekt, ratt forklaring

(ex 2n, nar n > 2) 6%
2n 71%
n + 2 eller ’samma” 16%

Tabell 8: Uppgifter tagna och 6versatta fran Kiichemann (1981). Uppgifterna som tillhor kategorin Bokstaven
som en variabel.

Uppgift 3 i tabell 8 gick ut pa att se ifall eleverna kunde avgora att vilket av uttrycken (2n och
n + 2) som var storst beror pa vardet av n. Dock var det hela 71 procent som svarade att 2n
var storst, och forklaringen bakom detta resonemang var att 2n ar storst pa grund av att det &r
multiplikation (Kiichemann, 1981). Kiichemann beskrev att han inte sag nagot bevis pa att
eleverna anvant sig av Trial and error metoden, framfér allt inte hos eleverna som svarade
ratt pa uppgiften. Kiichemann skriver att de som som gav ett korrekt svar pa fragan hittade ett
forhallande mellan de bada elementen (2n och n + 2) som han kallar fér Second-order
Relationship.

The relevance of such a relationship can best be explained by seeing what
happens to 2n and n + 2 when specific values are chosen for n. Consider, for
example, the values n = 4 and n = 7 which give the pairs (8, 6) and (14, 9) for (2n,
n + 2). Here the obvious (first order) relationship, which holds for each pair in
turn and which is prompted by the original question, is that 2n > n + 2. However,
it is also possible to establish a second-order relationship between the pairs, which
can be expressed as ‘as n increases the difference between 2n and n + 2 increases
(14 —9>8—6)’ or ‘the increase in 2n is greater than the increase in n + 2 (14 — 8
> 9 — 6)’. The significance of this relationship is that it opens up the possibility
that for some smaller value of n there may be no difference between 2nand n + 2
(when n = 2), or the difference may even be reversed (when n > 2) (Kichemann,
1981; s. 112).

Han tar dock upp att eleverna som I6ser uppgiften inte gar igenom alla dessa steg, utan de kan
se relationen mellan 2n och n + 2 redan fran borjan, och de elever som inte ser denna relation
letar sig till nagot snabbare och enklare svar (Kiichemann, 1981).



4 Teoretiskt ramverk

Det teoretiska ramverket som anvands for detta arbete & Kichemanns Levels of
understanding. Kichemann (1981) tog 30 av sina uppgifter och delade in dem i 4 olika
grupper. De fyra olika grupperna representerar 4 olika nivaer av forstdelse som eleverna
behdver uppna for att kunna I6sa uppgifterna som tillhor varje grupp.

Valet av teori for detta arbete grundas i syftet, vilket ar att jamfora resultatet pa den egna
studien med Kiichemanns studie fran 70-talet. Da han delat in eleverna i de olika nivaerna av
forstaelse gjordes samma sak i detta arbete. Nivaerna féljer nedan och &r alla tagna ifran
Kuichemanns arbete fran 1981.

4.1 Nival

Uppgifterna som eleverna pa denna niva klarar av ar antingen rent numeriska (8 och 7(ii)),
eller har en mer simpel struktur och kan l6sas genom att anvanda bokstaverna som objekt
(9(i) och 13(i)), genom att ge bokstaven ett véarde (6(i)) eller genom att inte anvanda
bokstaven alls (5(i)). For de mer komplexa uppgifterna tenderade eleverna som lag pa denna
niva att svara 4ht eller 5 ht istéallet for 4h + t pa 9(ii), 8ab istéllet for 3a + 5b pa 13(iv) och 763
istallet for 761 pa 5(ii). Pa de fragor da eleverna behdvde forsta sig pa specifika obekanta
tenderade eleverna pa denna niva att istallet ge bokstaverna ett varde (p = 32 istéllet for p = 2n
pa fraga 9(iv), e + f + g = 12 istallet for 8 + g pa 5(iii)) eller att de inte anvande bokstaven alls
(7 eller 7n istéallet for 3n + 4 pa 4(ii)). Nedan i tabell 9 star uppgifter som elever pa niva 1
Klarar av att l9sa.

Fraga 13 14 15
aringar | aringar | aringar
8 o 95% | 97% | 96%
2
7
9 O=
5(i) a+b=43,a+h+2= 2% |97% | 95%
9(i) 91% | 94% | 93%
e e
e O=
6(i) a+b=8, a= 86% | 92% | 93%
7(ii) 79% | 89% | 90%
6
10 A=
13(i) 2a+5b = 7% | 86% | 87%

Tabell 9: Uppgifter tagna och éversatta fran Kiichemann (1981). Uppgifterna som elever pa niva 1 klarar av att
I6sa.
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4.2 Niva 2

Den stora skillnaden mellan uppgifterna som eleverna pa denna niva klarar av till skillnad
fran niva 1 ar dess stigande komplexitet. Dock behover eleverna fortfarande bara kunna
hantera att ge bokstaverna ett varde (11(i) och 11(ii)) eller anvandas som objekt (9(ii), 7(iii),
9(iii), 13(iv)). Eleverna pa denna niva kan fortfarande inte hantera bokstaverna som specifika
obekanta, generella tal eller variabler. Det kan argumenteras for att forbattringen som gors till
denna niva sker pa grund av att eleverna har en storre familjaritet med algebraiska notationer.
Dock hade eleverna som lag pa denna niva storre framgang pa provet som helhet.

De forbattrade provresultaten for eleverna pa niva 2 kan ocksa indikera en villighet att
acceptera svar som till en viss grad kan ses som “oklara” (detta fordjupas i nasta niva) vilket
kan beskrivas som acceptance of lack of closure. Till exempel kan manga av eleverna som
svarade 8ab som en forkortning av 2a + 5b + a (dar ungefar en tredjedel av dem var pa niva 1)
ha vetat att de skulle ha skrivit 3a + 5b men foredrog svaret 8ab da det sag mer “fardigt” ut.
Ett liknande argument kan goras for fraga 11. P& fraga 11(i) lamnade de flesta eleverna pa
niva 1 denna fraga blank eller svarade u = 2. Dessa tva svar kan forklaras av tvetydigheten i u
=v + 3 (att det involverar tva obekanta till exempel), vilket kan ha fatt manga av eleverna att
helt skippa fragan eller fatt dem att lasa fragan som att u och v tillsammans blir 3, vilket
minskade tvetydigheten, men istallet gav svaret 2. | tabell 10 nedan star exempel pa uppgifter
som elever pa niva 2 klarar av.

Fraga 13 14 15
aringar | aringar | aringar
15(i) (Detta var en numerisk fraga angaende 63% 75% 72%
diagonaler av manghorningar)
9(ii) o ] 58% | 68% | 73%
h h
t 0=
7(ii) 54% | 68% | 76%
n
m A -
9(iii) U ¥ 54% | 64% | 67%
5 5
6 o=
11(ii) m=3n+1,n=4, m= 4% | 62% | 67%
11(i) u=v+3v=1, u= 49% 61% 70%
13(iv) 2a+5b+a= 40% | 60% | 66%

Tabell 10: Uppgifter tagna och éversatta fran Kiichemann (1981). Uppgifterna som elever pé niva 2 klarar av att
I6sa.
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4.3 Niva3

Den stora 6kningen i forstaelse hos eleverna pa denna niva ar att de kan hantera bokstaver
som specifika obekanta, dock endas da uppgiftsstrukturen ar simpel. Eleverna kan se svar som
8 + g, 3n + 4 och O = 2n som meningsfulla, d&ven da bokstaverna inte representerar objekt och
nar svaren inte ser fardiga ut. Nedan i tabell 11 star exempel pa fragor som elever pa niva 3
Klarar av att l9sa.

Fraga 13 14 15
aringar | aringar | aringar
15(ii) En figur med k sidor har ... diagonaler 34% 52% 54%
(férlangning av 15(i))

13(viii) 3a-b+a= 27% | 47% | 56%
13(ii) 2a+5b = 29% 45% 51%
5(iii) e+f=8e+f+g= 250 | 41% | 50%
14 r=s+tr+s+t=230, r= 30% 41% 39%
9(iv) 2,02 24% | 38% | 41%

Delar av figuren &r inte ritad. De
finns n antal sidor sammanlagt,

alla med léingd 2 O=
4(iii) Lagg till 4 pa 3n 220 | 36% | 41%
16 c+d=10,c<d, c= 21% 30% 35%

Tabell 11: Uppgifter tagna och éversatta fran Kiichemann (1981). Uppgifterna som elever pa niva 3 klarar av att
l6sa.

4.4 Niva 4

Eleverna pa denna niva kan inte bara hantera bokstaver som specifika obekanta med en
komplex uppgiftsstruktur (13(v), 4(v), 7(iv)). De kan ocksa losa uppgifter som 20, 22 och
17(i), som kréver att bokstdverna ses som specifika obekanta, trots att det finns en stor
frestelse att se dem som objekt (tartor och bullar, pennor, med mera). 18(ii) handlar om att
kunna hantera bokstaver som generella tal, vilket elever pa denna niva klarar. Pa fraga 21
kravs det att eleverna kan inse att ett bestamt x lika val kan representeras av ett uttryck som
5x, samt att det resulterar i transformationen + 5 och inte X 5 pa x vérdet. Att kunna hantera
anvandandet av x och operationerna i denna fraga ar pa nagra sétt likt den koordinationen som
kravs for att kunna anvanda bokstaver som variabler som kréavs for fraga 3. Nedan i tabell 12
star exempel pa uppgifter som elever pa niva 4 klarar av.
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Fraga 13 14 15
aringar | aringar | aringar
18(i) L+M+N=L+P+N, 11% 25% 27%
Alltid Aldrig Ibland, nér:
13(v) (@a-b)+b= 15% 23% 32%
20 Vad star 4t + 3b for (om tartor kostar t kr och bullar 14% 22% 30%
kostar b kr, och om t tartor kops, och sa vidare)?
4(v) Multipliceran + 5 med 4 8% 17% 25%
7(iv) 7% 12% 16%
5
e i 2 A=
21 Om denna ekvation &r sann nar x = 6, 4% 12% 16%
(x+1)3+x=2349
vilket véarde pa x kommer da att géra denna ekvation
sann?
(5x +1) 3+ 5x =349 X =
22 Blaa pennor kostar 5 kr styck och réda pennor kostar 6 | 2% 11% 13%
kr styck. Jag képer nagra blaa och nagra roda pennor
och det tillsammans kostar mig 90 kr. Om b &r antalet
kopta blaa pennor, och r ar antalet kopta roda pennor,
vad kan du skriva om b och r?
3 Vilken &r storst, 2n eller n + 2? Forklara: 4% 6% 10%
17 Fragan handlar om totala Iénen L efter t timmars 2% 5% 8%

overtid, nar man fatt grundlonen och 6vertids l16nen

Tabell 12: Uppgifter tagna och éversatta fran Kiichemann (1981). Uppgifterna som elever pa niva 4 klarar av att

16sa.
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5 Metod
5.1 Datainsamlingsmetod

Datainsamlingsmetoden for detta examensarbete bestod av tva delar: en kvantitativ och
kvalitativ.

5.1.1 Kvantitativ studie

Den forsta delen av datainsamlingen var en kvantitativ studie, och bestod av ett prov som
gavs ut till elever for att mata deras forstaelse kring bokstavssymbolers anvandningar inom
algebra. Denna del av studien gjordes tillsammans med min kurskamrat Alexzander
Hasselholm. Da vi var speciellt intresserade av att kunna jamfora vart resultat med
Kuichemanns resultat fran hans studie 1976, utformades vart prov utifrdn det prov som
Kichemann anvénde i sin studie. (Provet i bilaga 1)

5.1.2 Kvalitativ studie

Den kvalitativa studien bestod av intervjuer med tre olika matematiklarare pa skolan dar den
kvantitativa studien genomférdes. Malet med intervjuerna var att undersoka vad
matematikldrare tror att elever har for missuppfattningar kring bokstavssymboler och deras
anvandningar inom algebra, samt att jamfora lararnas uppfattningar med elevernas faktiska
resultat. Intervjuformen valdes till en semistrukturerad intervju, da intresset lag i att hora
lararnas allmanna uppfattningar, men dven deras tolkningar av vissa specifika fragor (Dalen,
2021) (Intervjuguide i bilaga 2).

5.2 Urval

Forfragan om att fa genomféra provet med elever skickades ut till 12 olika gymnasie- och
hogstadieskolor i géteborgsomradet. Det var dock endast en skola som svarade och sa att de
hade tid att genomfdra provet (E-mail till skolorna i bilaga 4).

Det ursprungliga urvalet av alder pa eleverna valdes till arskurs nio pa hogstadiet eller ettan
pa gymnasiet, da dessa aldrar stamde bra dverens med de &ldre aldrarna som Kiichemann
gjorde sin studie pa. Dock var det, som namnt ovan, endast en skola som svarade, en
gymnasieskola. Urvalet blev endast pa elever i ettan pa gymnasiet. Studien gjordes pa 5 olika
klasser (sammanlagt 59 elever) som gick bade yrkes- och hogskoleforberedande program.

Urvalet av lararna som skulle intervjuas gjordes genom att i forsta hand fraga de larare som
hade de klasser som provet gjordes pa, och sedan tillfragades ytterligare en matematiklarare
pa skolan. Detta gjordes for att forhoppningen var att lararna vars klasser provet gjordes pa
skulle ha en bra insikt i vad deras egna elever har for forstaelser, samt att den sista lararen
skulle ha ytterligare insikt utanfor de klasserna da hen hade manga klasser ibland annat olika
introduktionsprogram.

5.3 Genomfoérande

Den kvalitativa delen av undersokningen genomfordes tillsammans med en av mina
kurskamrater, Alexzander Hasselholm. Datainsamlingen borjade med skapandet av provet.
For att kunna jamfora resultaten med studien som Kuchemann gjort innan behdvde provet
vara sa likt originalet som majligt. Vi tog kontakt med Kiichemann och fick hans originalprov
som sedan oversattes till svenska innan det gavs ut till eleverna (E-mail till Kiichemann i
Bilaga 3).
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Provet delades ut till eleverna pa skolan under tva olika dagar. Vi borjade med att presentera
oss sjalva for alla klasser och berattade varfor vi var dar och vad proven skulle anvandas till.
Eleverna fick sedan cirka en timme pa sig att svara pa uppgifterna pa provet.

Under de tva dagarna som jag var pa plats pa skolan tog jag dven kontakt med nagra av
matematiklararna och fragade ifall jag kunde fa genomféra intervjuer med dem veckan efter.
Nar jag fatt tre larare som sa ja till forfragan kontaktade jag dem via email och planerade in
tider for intervjuerna under en dag veckan efter provdatainsamlingen.

Intervjuguiden holls kort da jag ville halla intervjuerna till max 20 minuter. Detta pa grund av
att jag dels inte ville ta upp for mycket tid av lararna, men ocksa pa grund av att intervjudelen
av datainsamlingen inte skulle bli lika tidskrdvande som den kvantitativa provdelen.
Intervjuguiden bestod av en bakgrundsfraga (angdende antalet ar de jobbat som lérare), en
valdigt oppen fraga angaende lararnas allmanna uppfattningar kring elevers svarigheter kring
bokstavssymboler, samt 4 kortare fragor angaende specifika fragor fran provet och vad de tror
att elever kan gora for misstag pa de fragorna. En pilotstudie genomfordes pa min kurskamrat,
och efter pilotstudien byttes en av fragorna fran provet ut till en annan fraga, men allt annat
beholls som det var. Intervjuerna blev alla mellan 9 och 22 minuter langa (Léarare 1: 21.56,
Larare 2: 8.59 och Larare 3: 9.57)

5.4 Forskningsetik

Enligt Vetenskapsradet (2002) kravs det att forskare foljer foljande fyra delar for att studien
ska bli forskningsetisk:

5.4.1 Informationskravet

Regel 1: Forskaren skall informera uppgiftslamnare och undersékningsdeltagare
om deras uppgift i projektet och vilka villkor som galler for deras deltagande. De
skall darvid upplysas om att deltagandet &r frivilligt och om att de har rétt att
avbryta sin medverkan. Informationen skall omfatta alla de inslag i den aktuella
undersokningen som rimligen kan tankas paverka deras villighet att delta
(Vetenskapsradet, 2002; s. 7)

Infor bada formerna av datainsamling borjade jag med att forklara studiens syfte for eleverna
och lararna. Jag beskrev ocksa hur deras svar skulle komma att anvandas i studien och att de
kunde svara pa sa manga av fragorna som de ville/ kunde svara pa.

5.4.2 Samtyckeskravet

Regel 2: Forskaren skall inhdmta uppgiftslamnares och undersékningsdeltagares
samtycke. | vissa fall bor samtycke dessutom inhdmtas  fran
foralder/vardnadshavare (t.ex. om de undersokta &r under 15 ar och
undersokningen ar av etiskt kanslig karaktar)

Regel 3: De som medverkar i en undersokning skall ha ratt att sjalvstandigt
bestamma om, hur ldnge och pa vilka villkor de skall delta. De skall kunna
avbryta sin medverkan utan att detta medfor negativa foljder for dem.

Regel 4 1 sitt beslut att delta eller avbryta sin medverkan far inte
undersokningsdeltagarna utsattas for otillborlig patryckning eller paverkan.
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Beroendeforhallanden bor heller inte foreligga mellan forskaren och tilltankta
undersokningsdeltagare eller uppgiftslamnare. (Vetenskapsradet, 2002; s. 9 — 10)

Eleverna fick reda pa innan provet borjade att de fick svara pa sa manga fragor som de ville/
kunde och att om de ville ga innan lektionens tid var slut fick de det. De blev ocksa tillsagda
att deras larare inte skulle fa reda pa nagon del av informationen om specifika elever. Lararna
gav sitt samtycke till intervjuerna i person och/ eller 6ver email. De fick hade ocksa valet att
inte svara pa nagon av fragorna ifall de sa hade velat det.

5.4.3 Konfidentialitetskravet

Regel 5: All personal i forskningsprojekt som omfattar anvandning av etiskt
kansliga uppgifter om enskilda, identifierbara personer bor underteckna en
forbindelse om tystnadsplikt betraffande sddana uppgifter.

Regel 6: Alla uppgifter om identifierbara personer skall antecknas, lagras och
avrapporteras pa ett sadant satt att enskilda méanniskor ej kan identifieras av
utomstaende. | synnerhet galler detta uppgifter som kan uppfattas vara etiskt
kdnsliga. Detta innebér att det skall vara praktiskt omdjligt for utomstaende att
komma &t uppgifterna. (Vetenskapsradet, 2002; s. 12)

Eleverna blev ombedda att skriva ner sitt fornamn, skola, klass samt fodelsear pa framsidan
av provet. Detta gjordes sa att vi sedan skulle kunna organisera och analysera alla proven pa
ett lattare och smidigare satt. Eleverna blev dock garanterade att deras prov inte skulle ses av
nagra anda &n oss och att inga namn eller skolnamn skulle inga i sjalva rapporten, utan allt
kommer att vara anonymt. Lararna fick ocksa reda pa att deras svar pa intervjun skulle forbli
anonymt i rapporten.

5.4.4 Nyttjandekravet
Regel 7: Uppgifter om enskilda, insamlade for forskningsandamal, far inte

anvandas eller utlanas for kommersiellt bruk eller andra icke-vetenskapliga syften.

Regel 8: Personuppgifter insamlade for forskningsandamal far inte anvandas for
beslut eller atgarder som direkt paverkar den enskilde (vard, tvangsintagning, etc.)
utom efter sarskilt medgivande av den berorda. (Vetenskapsradet, 2002; s. 14)

Eleverna blev garanterade att provsvaren enbart skulle anvandas till var studie, och att det inte
pa nagot satt skulle paverka deras betyg i matematik. Materialet frdn bade provet och
intervjuerna kommer inte att anvandas till nagot annat en denna studie.

5.5 Trovardighet

5.5.1 Reliabilitet

Reliabilitet handlar om hur palitligt det som mats &r. Det finns tre viktiga faktorer som har en
paverkan pa hur hog reliabilitet nagot har: stabilitet, intern reliabilitet och
interbeddmarreliabilitet (Bryman, 2011).
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5.5.1.1 Stabilitet

Stabilitet innebar att ifall samma grupp skulle matas tva ganger, ska resultatet inte skilja sig i
stor utstrackning (Bryman, 2011). Detta dr nagot som vi inte tog sarskilt stor hansyn till nar vi
genomforde provet, da det inte handlar om asikter, utan kunskaper. Ifall man hade latit
eleverna gora provet igen nagra manader senare har de dels sett provet innan, men ocksa,
forhoppningsvis, forbéttrat sina kunskaper inom matematik och borde da fa ett battre resultat.
Med provet fanns inte heller tiden till att kunna genomfora studien igen med samma individer.

5.5.1.2 Intern reliabilitet

Intern reliabilitet innebédr att det finns en samstdmmighet mellan de olika delarna av
undersokningen som tar upp samma fraga (Bryman, 2011). Under réttningen av provet visade
det sig att de elever som lag pa niva 1 klarade de flesta niva 1 fragor, att de som lag pa niva 2
klarade de flesta niva 2 och sa vidare, vilket jag tycker visar pa en hyfsat hog grad av intern
reliabilitet.

5.5.1.3 Interbeddmarreliabilitet

Interbedomarreliabilitet innebar att beddmningen inte ska vara subjektiv. Om flera olika
beddmare eller observatorer hade varit inblandade hade de alla kommit fram till samma
resultat (Bryman, 2011). Detta forsokte vi géra genom att jag och Alexzander Hasselholm
analyserade och kategoriserade in alla eleverna i olika kategorier tillsammans.

Utover detta forsokte vi dven att hoja reliabiliteten i méatningen genom att eliminera de
elevprov dar vi missténkte eller kande till att eleven hade fuskat.

5.5.2 Validitet

Validitet innebér att matningen mater det man &r ute efter, det vill sdga matningens relevans
och trovardighet ar hog (Bryman, 2011).

Det vi var ute efter med undersokningen var att kunna jamfora resultatet med var studie med
Kiichemanns resultat fran hans studie 1976. Att vi hade samma prov i var undersokning som
han hade i hans undersokning gjorde definitivt att validiteten i var méatning 6kade. Nar det
kom till intervjuerna var jag ute efter att se ifall lararnas uppfattningar om vad elever har for
missuppfattningar kring bokstavssymboler stamde Gverens med elevsvaren fran provet.
Genom att forst stalla en 6ppen fraga till lararna for att fa deras ursprungliga tankar, men dven
sedan stalla fragor angaende specifika uppgifter fran provet for att kunna gora en mer konkret
jamforelse mellan de bada.

5.6 Analys/bearbetning
5.6.1 Provet

Analysen av provet gjordes tillsammans med Alexzander Hasselholm. Vi bérjade med att
sortera och organisera alla elevproven efter klass och sedan rattades alla proven. Vi
organiserade in alla svaren i ett Excel dokument och fargkodade svaren efter foljande: ratt
svar, vanliga missuppfattningar, intressanta felsvar, nastan rétt svar samt diskvalificering.

Ratt svar var for alla svar som var helt ratt, vanliga missuppfattningar var for de vanligaste

forekommande felsvaren, intressanta felsvar var for andra felsvar som var intressanta att
uppmarksamma men som inte uppstod lika ofta, nédstan ratt svar var for de svaren som néstan
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var ratt fast det saknades en liten bit for att fa det att bli 100 procent ratt, och diskvalificering
var for de elever som antingen fuskade eller lamnade in néstan helt tomma prov.

Efter att vi organiserat allt i Excel-dokumentet bérjade vi dela in eleverna i de olika nivaerna
av forstaelse. Detta gjorde vi genom att titta pa vilka uppgifter och svar som motsvarade
vilken niva, och titta sedan pa vad varje individuell elev svarat pa de olika uppgifterna.
Genom att gora detta delade vi i eleverna i de olika nivaerna baserat pa hur manga fragor
eleverna klarat pa varje niva. Efter att vi delat in eleverna i de olika nivaerna skapade jag en
figur (figur 1) for att visa fordelningen mellan de olika nivaerna, och figurer (figur 2 och 3)
for hur nivaerna idag ligger till jamfoért med nivaerna fran 1976. Sedan skapade jag aven en
tabell (tabell 14) som jamforde andelen korrekta svar och vanligt forekommande felsvar pa
vissa fragor jamfort med Kiichemanns resultat.

5.6.2 Intervjuerna

Efter att intervjuerna genomfordes transkriberades intervjuerna med hjalp av Microsoft Word
onlines transkriberingsprogram. Intervjuerna avkodades sedan efter fdljande teman:
bokstaverna ignoreras, bokstaverna ges ett varde, lasforstaelse, bokstavsovana, teckenovana.
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6 Resultat

Resultatet kommer inledas med resultatet fran var egen undersokning. Sedan jamfors vart
resultat med Kiichemanns. Sist ses resultatet fran intervjuerna.

6.1 Provresultat
6.1.1 Vara resultat

Fraga % korrekt Fraga % korrekt Fraga % korrekt
svar svar svar

2(i) 93 7(iv) 27 13(vii) |51
2(ii) 94 8 92 13(viii) | 49

3 4 9(i) 92 13(ix) | 25
4(J) 73 9(iii) 71 14 54
4(ii) 64 o(ii) 83 15(i) 32
A(iii) 56 9(iv) 36 15(ii) | 46
A(iv) 61 10(i) 12 16 14
4(v) 29 10(ii) 10 17(i) 17
4(vi) 63 11(i) 75 17(ii) | 48
5(i) 88 11(ii) 85 18(i) 68
5(ii) 66 12 81 18(ii) 20
5(iii) 53 13(i) 93 19(i) 32
6(i) 92 13(ii) 58 19(ii) 9
6(ii) 39 13(iii) | 61 20 27
7(i) 93 13(iv) | 85 21 15
7(ii) 93 13(v) 34 22 19
7(iii) 85 13(vi) | 64 23 2

Tabell 13: Andelen elever som gav ett korrekt svar pa fragorna

Provet bestod av, som namnt tidigare, 23 fragor med sammanlagt 53 delfragor. Dock raknades
resultatet fran fraga 1 bort i bestdamningen av de olika nivaerna, da det framkom under
matningens gang att majoriteten av eleverna inte forstatt sig pa fragan.

Som kan ses i tabellen var det fragorna 23, 3 och 9(ii) som eleverna hade svarast for, vilket
alla &r niva 4 fragor. Eleverna hade daremot lattare for fragorna som till exempel 2(i), 2(ii),
6(i), 7(i), 8 och 9(i), vilket alla ar niva 1 fragor.

Resultatet fran studien har blivit sammanstallt genom att eleverna har blivit indelade i
Kuichemanns olika nivaer av forstaelse, vilket kan ses i figuren nedan.
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Nivaer av forstaelse: 2022

3%

mNiva0 = Nival =Niva2 Niva3 = Niva4
Figur 1: Andelen elever pa varje niva

Majoriteten av eleverna lag jamnt fordelade mellan niva 1 och 2 (31 procent vardera). 3
procent av eleverna lag pa niva 0, vilket betyder att eleverna i fraga inte uppnadde kraven for
niva 1 som beskrevs i det teoretiska ramverket. Sedan var det 20 procent som lag pa niva 3
och 15 procent som lag pa niva 4.

6.1.2 Jamforelse med Kichemann

| figur 2 nedan ser vi en jamférelse mellan Kiichemanns resultat pa nivaer av forstaelse
jamfort med resultatet av var studie.

Skillnad mellan 1976 och 2022

Niva 4 9%

15%

31%

Nive L ER}R}R}R}RIREEEEEEEEee 2y,
Nivio [ o
0% 5% 10% 15% 20% 25% 30% 35%

m1976 m2022

Figur 2: Skillnaden i nivaer av forstaelse mellan 1976 och 2022

Skillnaden pa niva 0 och 1 é&r liten, och skillnaden kan i stort sett bortses (en minskning pa 2
procentenheter for niva 0 och en 6kning pa 1 procentenhet for niva 1). Daremot ar skillnaden
pa niva 2, 3 och 4 réatt stor. Det har skett en stor minskning pa niva 3, en minskning pa 11
procentenheter. Det har dock skett en 6kning pa bade niva 4 och niva 2. Niva 4 har en 6kning
pa 6 procentenheter och en dkning pa 8 procentenheter for niva 2.
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Nedan i tabell 14 foljer en mer detaljerad beskrivning av elevsvar pa nagra fragor, bade fran

1976 och 2022.

Fraga 2022 (15/16 aringar) 1976 (14 aringar)
6(i) (Niva 1) a=3 92% |a=3 92%
Vad kan du s&gaom aom a
+5=8
11(i) (Niva 2) u=4 75% [u=4 61%
Vad kan du sdqgaomuifall |u=2 2% |u=2 14%
u=v+3ochv=1
11(ii) (Niva 2) m=13 85% | m=13 62%
Vad kan du sdga om m ifall | andra varden 0% | andra vérden 14%
m=3n+lochn=4
14 (Niva 3) r=15 54% | r=15 35%
Vad kan du sdgaomrifall v | r=30—-s—t 0% |r=30—-s-t 6%
=s+tochr+s+t=30
r=10 10% | r=10 21%
5 (i) (Niva 1) 45 88% | 45 97%
Oma+b=43
at+tb+2=...
5(ii) 761 66% | 761 74%
Omn — 246 =762 763 14% | 763 13%
n—247=...
Andra vérden 8% | Andra vdrden 8%
5(iii) (Niva 3) 8+g 53% | 8+g 41%
Ome+f=8 15 0% |15 2%
etf+g=...
12 10% | 12 26%
89 2% | 8g 3%
9 0% |9 6%
13 (i) (Niva 1) 7a 93% | 7a 86%
2a+5a=
13(viii) (Niva 3) 4da—b 47% | da—b 47%
3a—-bt+ta=...
13(v) (Niva 4) a 34% | a 23%
(@a-b)+b=...
22 (Niva 4) 5b + 6r =90 19% | 5b+6r=90 10%
Blaa pennor kostar 5 kr
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styck och réda pennor b+r=90 5% |b+r=90 17%
kostar 6 kr styck. Jag kdper
nagra blaa och nagra roda 6b + 10r = 90 eller 6b + 10r = 90 eller
pennor och det tillsammans | 12b + 5r =90 7% | 12b +5r =90 6%
kostar mig 90 kr. Om b &r
antalet kopta blaa pennor,
och r ar antalet kopta roda
pennor, vad kan du skriva
om b och r?
4(ii) (Niva 2) n+9 64% [ n+9 68%
Laggpadpan+5 9 5% |9 20%
4(iii) (Niva 3) 3n+4 56% | 3n+4 36%
Lagg pa 4 pa 3n 7n 8% | 7n 31%
7 0% |7 16%
4(v) (Niva 4) 4n+20eller4(n+5) 29% |4n+20eller4(n+5) 17%
Multipliceramed 4 pan+5 |4n+5eller4*n+5  27% | 4n+5eller 4*n +5 19%
n+ 20 14% | n+20 31%
20 0% |20 15%
16 (Niva 3) c<5 14% | c<5 11%
Vad kandusdgaomcifallc | c=1,2,3,4 c=1234
+d =10 och ¢ & mindre an | (Systematisk lista) 12% | (systematisk lista) 19%
d
c=10-d 0% [c=10-d 4%
Osystematisk lista 4% | Osystematisk lista 1%
Ett varde bara Ett varde bara
(oftast c = 4) 37% | (oftast c = 4) 39%
18(ii) (Niva 4) Ibland, ndar M =P 20% | Ibland, nd&r M =P 25%
L+M+N=L+P+N Ibland. Eller Ibland. Eller
Alltid Aldrig Ibland, nér: M och P &r givna M och P &r givna
specifika vérden 19% | specifika varden 14%
Aldrig 34% | Aldrig 51%
3 (Niva 4) Korrekt, ratt forklaring Korrekt, ratt forklaring
(ex 2n, nérn > 2) 4% | (ex 2n, nérn > 2) 6%
Vilken &r storst, 2n eller n +
2? Forklara: 2n 68% | 2n 71%
n + 2 eller "samma” 7% | n+ 2 eller ”samma” 16%

Tabell 14: Uppgifterna tagna och oversatta fran Kiichemann (1981). Jamforelse av andelen elever som uppgett
de olika svaren 2022 och 1976. Ordningen &r grupperade efter de 6 olika kategorierna som Kiichemann beskrev.
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Pa uppgift 6(i) kan vi se att resultatet ar den samma mellan 1976 och 2022. | bada studierna
var det 92% som gav ett korrekt svar pa fragan. Da detta ar en niva 1 fraga kan det resultatet
verka logiskt eftersom det inte var nagon signifikant skillnad for niva 1 mellan de bada
studierna.

Uppgifter 11(i) och 11(ii) visar pa att det skett en 6kning i andelen korrekta svar jamfort med
1976. Det kan &ven vara vart att namna att fler elever klarade av fraga 11(ii) an 11(i) i bada
matningarna, trots att fraga 11(ii) la till ett steg for multiplikation.

Uppgift 14s resultat ar dock lite annorlunda mot vad skulle kunna vara forvantat. Da 2022
studien visade pa en minskning av elever pa niva 3, skulle det vara forvantat att se en
minskning i andelen som klarade av fragorna pa niva 3 ocksa, dock &r detta inte alltid fallet.
Da det enbart var 41 procent som gav ett korrekt svar pa fragan 1976, ar det istallet 54 procent
som svarade korrekt 2022, vilket ar en signifikant skillnad.

Samma fenomen kan hittas i uppgift 5(iii). Dar ar det &ven vart att ndmna att vissa svar som
Kiichemann sag mycket av i sin undersokning saknades helt fran 2022 undersékningen. Svar
som 15 och 9 inte existerade pa var undersokning, det vill siga tenderade inte eleverna i var
undersokning att satta vardena 7 eller 1 pa g (7 for sjunde bokstaven i alfabetet, 1 for att det ar
det ’simplaste” virdet).

Vi sag daremot en 6kning i antalet ratta svar pa fraga 22 (fran 11 till 19 procent) Detta ar dock
ocksa kanske mer vantat da det var en ratt signifikant 6kning med elever som ligger pa niva 4
fran 1976. Samma galler pa fraga 4(iii), dar det var en okning fran 17 till 29 procent. Dock
kan det vara intressant att ndmna den stora skillnaden i vilket som var det vanligaste felsvaret
pa fraga 4(iii). 1976 var det vanligaste felsvaret n + 20, vilket hela 31 procent av eleverna
svarade. Sedan lag 4n + 5 eller 4*n + 5 pa 19 procent och 20 pa 15 procent. Daremot i var
studie var det 4n + 5 eller 4*n + 5 som var det vanligaste felsvaret med 27 procent av eleverna
som uppgav det svaret (en Okning pa 8 procentenheter). n + 20 har ocksa fatt en stor
minskning, frdn 31 procent till 14 procent (en minskning pa 17 procentenheter). Det var inte
en enda elev som gav svaret 20 pa fraga 4(iii), vilket ocksa var en stor skillnad fran 1976.

Fraga 16 visade pa en liten minskning i korrekta svar. 2022 var det 26 procent som gav ett
korrekt svar, medan 1976 var det 34 procent som uppgav ett korrekt svar (minskning pa 8
procentenheter). Daremot var det fortfarande den storsta delen av elever som enbart uppgav
ett envardes svar (vanligaste var ¢ = 4). 1976 var det 39 procent av eleverna som gav ett
sadant svar, och 2022 var det 37 procent.

Fraga 3 visade sig vara en av de svaraste fragorna for eleverna att klara av i bada
undersokningarna, da endast 6 procent (1976) och 4 procent (2022) av eleverna gav ett
korrekt svar pa fragan. Majoriteten av eleverna uppgav svaret 2n pa fragan (71 procent 1976
och 68 procent 2022).

6.2 Ladrarintervjuer

Nedan foljer resultaten fran de transkriberade lararintervjuerna, indelade efter de teman som
skrevs med i metoden, vilket representerar de delar som lararna uppfattar att eleverna har
storst problem med.
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6.2.1 Bokstaver ignoreras

Nagot som alla tre lararna var Gverens om var att elever som har svart for att anvanda
bokstavssymboler tenderar att ignorera bokstéverna. Att de antingen véljer att inte rékna med
de 6verhuvudtaget eller att de ignorerar dess nérvaro till slutet av uppgiften.

Nar lararna fick fragan om vad de trodde att det vanligaste felsvaret var pa uppgift 13(ii) (2a +
5b) var de alla 6verens om att det vanligaste felet var 7ab. De var ocksa alla 6verens om att en
av anledningarna till detta felsvar var att eleverna ignorerar bokstaverna, eller inte ser nagon
skillnad pa a och b.

”[7ab] man ligger ihop 2 och 5 sd blir det typ 7 och sen ligger man till a:na och b:na sa du
blandar liksom dpplen och paron, for de ser inte nagon skillnad pa det for siffror &r siffror
och bokstdiver dr bokstdver. Det tror jag dr en jdttevanlig miss.” (Léarare 1)

Ett annat exempel da larare trodde att eleverna ignorerar bokstaverna var pa fraga 5(iii). Dar
svarade en larare:

”Jag tror att man kan fd vissa svar som bara dr 8. For att man tanker sig att i exemplen, sa
ska det bli ett tal. Och da ska det val bli ett tal och sa vet man inte vad man ska ta sig till med
G och sa bara skriver man 8 skulle jag kunna tinka mig.” (Lérare 2)

Samma larare tog dven upp att denna missuppfattning skulle kunna vara ett problem pa dven
fraga 4(v).

“Och de som skriver 20n, dd tror jag att man &r medveten om att man ska multiplicera allt,
men man tanker inte att man ska multiplicera n och 5 var fér sig med 4 utan man tanker att
man liksom kan gora allting i ett. Alternativt att man inte tanker sa mycket utan bara 4 * 5 ar
20 och sa skriver jag val bara 20n. ” (Larare 2)

6.2.2 Bokstaver ges ett varde

En av lararna tog dven upp att eleverna helt enkelt bestammer ett vérde for bokstaven i fraga.
Om de inte vet vad bokstaven &r vérd, kan de sétta vilket varde som helst istallet for att
behalla bokstaven som den ar. Lararen sa detta om fraga 5(iii):

”Sen kan jag egentligen tinka mig att de kan skriva vilket tal som helst ocksa. De bara liksom
tanker vada det spelar vél ingen roll att jag vet att e och f ar 8, for jag vet ju anda inte g sa da
kan jag lika gdrna svara 357 som 211.” (Larare 2)

6.2.3 Lasforstaelse

Lararna var 6verens om att pa fraga 20 var det, i de flesta fall, elevernas lasforstaelse som
orsakade problemen. Att de antingen inte laste fragan ordentligt eller att de inte hade
tillrackligt god lasforstaelseformaga.

Tva av lararna tog &ven upp att eleverna som svarat 7ab pa fraga 13(ii) dven kan ha last
fragans formulering och missat eller ignorerat att det stod “Forkorta fOljande, om det &r
méjligt” och helt enkelt kiint att de var tvungna att géra ndgonting. Aven ifall de kanske visste
att svaret var 2a + 5b kande de sig tvingade till att forsoka forkorta problemet ytterligare.
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“De forvdntar sig att det alltid ska jag gd och gora det som stdr och da vet man kanske
egentligen att det ska vara 2a + 5b, men man forsoker anda med nagot man egentligen vet
inte stammer” (Lrare 2)

“och sen framfor allt sa star det berékna eller forkorta 2a plus 5b och da tar man for givet:
Jag maste gora nagot. ” (Larare 3)

6.2.4 Bokstavsovana

En av ldrarna tog aven upp svarigheten i att anvanda olika bokstaver. Hen tog upp att i flera
fall hade eleverna kanske haft en storre chans att klara av fragorna ifall bokstaverna hade
hallits till x och y, da det ar de bokstaver som eleverna ar vana vid att anvanda.

“Och sen, dessutom sd tror jag att det blir svdarare om det stdr e plus f. Vad betyder det e?
Vad betyder f? Och en del... Jag vet att manga fragar ju sda hdr: varfor kallar vi det alltid for
xochy?”

“De har aldrig sprungit pd bokstiverna t och b forr i en uppgift sa tror de att det ar sa jakla
svart. Jag tror kanske nastan att det varit lattare om man har kallat det for x och y” (Lérare 1)

Detta visar lite pa en motsagelse, da lararen tar upp att eleverna ibland kan ifragasatta varfor
man anvander just bokstaverna x och y, men samtidigt forstar de kanske sig pa uppgifterna
lattare ifall x och y &r bokstéaverna som anvands.

6.2.5 Teckenovana

Pa fraga 4(v) var lararna 6verens om att en stor del av felen som kan ske pa denna fragan
handlar om att eleverna inte kan hantera parenteser pa ett korrekt sett eller att de glommer av
parenteserna nar de skriver ner sitt svar.

”Det finns sakert ett gang som svarar 4n + 5 och de &r ovana vid att tanka pa algebraiska
uttryck som enheter sa att de ténker att de skriver kanske ner det pa papper 4 * n + 5 utan
parentes, och sen efter det s& gldmmer de bort vad det var de skulle gora och sa bara att se
dem att sta 4 * n och sa skriver de 4n och sa plus 5.” (Léarare 2)

“multiplicerar med 4 pa dessa och de missar parenteserna kring n + 5 i sa fall om man nu
skulle stalla upp det.” (Larare 3)
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7 Diskussion

7.1 Resultatdiskussion

7.1.1 Hur har elevers forstaelse och missuppfattningar kring
bokstavssymboler 4ndrats sedan 70-talet?

Den stora skillnaden mellan Kiichemanns (1981) resultat och vart resultat var skillnaderna pa
nivaer av forstaelse. Som jag skrev i resultatet var det ingen storre skillnad mellan nivaerna 0
och 1 for de bada studierna. Dock var det en stor skillnad pa nivaerna 2, 3 och 4. Da vi hade
en storre andel elever som lag pa niva 4 jamfort med Kiichemann, hade vi ocksa en storre
andel som lag pa niva 2 och mindre pa niva 3.

1976 och 2022
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— 022 1976

Figur 3: Jamforelse av elever pa varje niva 2022 och 1976

Men vad innebar denna skillnad? Vad innebér det att farre elever ligger pa niva 3? Om vi
tittar pa Kiichemanns (1981) beskrivning av vad elever som ligger pa niva 3 kan hantera, star
det att elevernas storsta forbattring jamfort med niva 2 &r att de nu kan hantera bokstaver som
specifika obekanta da uppgifterna har en simplare struktur, samt att de kan se svar som 3n + 4
och kénna sig ndjda med de svaren, trots att de kan se ofdrdiga” ut (Kiichemann, 1981).
Detta innebar i var studie att farre elever klarar av att hantera bokstaverna som specifika
obekanta da vi hade 35 procent av elevernas som lag pa antingen niva 3 eller 4, medan
Kichemann hade 40 procent. Dock hade vi en storre andel av elever som lag pa niva 4
jamfort med Kiichemann. Skillnaden mellan niva 3 och 4 &r att elever pa niva 4 klarar av att
hantera bokstaver som specifika obekanta &ven nér uppgifterna har en mer komplex struktur,
inklusive uppgifter som kréver specifika obekanta men dar eleverna tenderar att vilja se
bokstdverna som objekt. De klarar dven av att hantera bokstdver som generella tal och
variabler (Kiichemann, 1981). Detta betyder att trotts att det var farre elever i var studie som
ligger pa de hogre nivaerna, ar det en storre andel av de eleverna som ligger pa den hogsta
nivan. Aven ifall vi hade farre elever som kan hantera bokstiver som specifika obekanta var
det en storre del av de som kan hantera det som ocksa kunde 16sa mer komplexa uppgifter.

| storsta allméanhet var det ingen jattestor skillnad mellan var studie och Kiichemanns.

Felsvaren som gavs var i de flesta fall desamma idag som pa 70-talet. Den storsta skillnaden
kommer i manga fall istéllet i andelen av eleverna som gett de olika svaren.
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Vissa uppgifter som det inte dar nagon storre skillnad pa forvantade vi oss inte heller nagon
stor skillnad pa. Till exempel pa uppgift 6(i) var det ingen skillnad i andelen elever som svarat
korrekt pa fragan, vilket vi forvantade oss da det knappt var nagon skillnad pa andelen elever
pa niva 1 mellan de tva studierna. | allmanhet var skillnaderna pa niva 1 fragorna inte stor,
vilket verkar logiskt. Aven ¢kningen i andelen elever som klarade fréga 22 och 4(v) verkar
stamma Overens med resultatet da vi fick en stor okning i andelen elever pa niva 4. Fraga 16
(niva 3) visade ocksa pa en minskning i andelen elever som klarade den, vilket dven det
stammer dverens med nivaerna.

Sedan var det nagra uppgifter som gav svar som vi inte hade forvéantat oss. Till exempel
visade bade uppgift 14 och 5(iii) att det var en storre andel av eleverna som klarade av
uppgifterna idag an pa 70-talet, trots att andelen elever pa niva 3 och 4 minskat. Det var dven
en liten minskning i andelen elever som klarade av fraga 3 (en niva 4 fraga) trots den stora
okningen i elever pa niva 4.

Pa fragorna 11(i) och 11(ii) skedde nagot som bade jag och Alexzander tycket var intressant
da det hande i bade var undersékning och i Kiichemanns. Fler elever svarade ratt pa uppgift
11(ii) trots att den vid forsta anblick ser mer komplex ut pa grund av multiplikationen. Jag
tror dock att detta beror pa det som Kiichemann beskrev angaende fraga 11(i) som jag beskrev
i det teoretiska ramverket: de laser fragan som u och v tillsammans blir 3 (Kiichemann, 1981).
Detta tror jag ar lattare hant pa fraga 11(i) an pa fraga 11(ii) vilket ar varfor vi ser en 6kning i
antalet korrekta svar pa fraga 11(ii)

Allt som allt var det inga enorma skillnader pa resultatet fran var studie jamfort med
Kiichemanns. P& grund av att vi bara fick in data fran en skola blir det dven svart att dra
generella slutsatser angdende hur elevers forstaelse har andrats sedan 70-talet. Men det verkar
som att farre elever klarar av att anvanda bokstdver som specifika obekanta, men att det
daremot ar fler elever utav de elever som klarar det som dven klarar av mer komplexa
uppgifter.

7.1.2 Stammer larares uppfattningar kring elevernas svarigheter éverens
med elevernas resultat?

Nar det kommer till hur vl lararnas uppfattningar kring elevernas svarigheter staimde dverens
stamde det generellt bra Gverens. Alla tre larare var helt Gverens om de vanligaste felsvaren pa
fraga 4(v) och 13(ii). Pa fraga 13(ii) (2a + 5b) var det forsta alla lararna tog upp att eleverna
formodligen kunde svara 7ab pa uppgiften och att detta formodligen berodde pa att de
antingen helt ignorerade eller inte forstod att det ar olika bokstéver och att det inte gar, som en
larare beskrev, att ”blanda dpplen och paron”, eller att de inte kdnde sig bekvdma med att det
inte gick att forkorta mer, da det stod i fragan att de skulle forkorta uttrycken, om det var
mojligt. Pa fraga 4(iii) var lararna ocksa Gverens om att det vanligaste felsvaret formodligen
var 4n + 5. Dock trodde lararna att detta formodligen berodde pa att eleverna inte har
tillrackligt med forstaelse kring parenteser. Nagra av lararna tog aven upp nagra av de andra
felsvaren som exempel pa andra fel som kunde ha skett (n + 20 till exempel) men gav aldrig
nagon forklaring till varfor det felet ka ha skett, utan alla lararna var Gverens om att det
vanligaste felet var 4n + 5.

Nar det kom till fraga 20 var lararna Overens om att det férmodligen var elevernas
lasforstaelse som kunde skapa en stor svarighet. Detta tror jag stammer val 6verens med det
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som eleverna visade. Laser eleverna inte igenom fragan ordentligt eller har problem med sin
lasforstaelse kan det latt bli att eleverna ser bokstaverna t och b och automatiskt antar att det
star for tartor och bullar, och inte priset som det star i uppgiften. Da eleverna svarar att b star
for bullar och t for tartor visar det att eleverna har anvant bokstaverna som objekt och inte
som specifik obekant.

Fraga 5(iii) var den enda fragan dar lararnas uppfattningar kring vad de vanligaste felsvaren
kunde vara inte stdimde Overens med vad eleverna visade. Lé&rarna trodde att eleverna
formodligen bara skulle satta vilket tal som helst istéllet for g i ekvationen, men detta var inte
nagot som vi sag en tendens till i vart arbete, och var dven en av skillnaderna mellan var
studie och Kiichemanns. Elevernas vanligaste felsvar pa fraga 5(iii) (for bade oss och
Kuichemann) var 12, vilket formodligen kommer ifran att eleverna har satt att e + f = 8 och
antagit att det betyder att e = f = 4, och sedan antagitatte =f=g=4 ochatt dae + f + g = 12.
Men att eleverna satt in ett helt slumpmaéssigt varde var inte nagot som vi sdg mycket av hos
nagon av eleverna.

7.2 Metoddiskussion

Nér det kom till att valja metod for studien kandes det uppenbart att vélja en kvantitativ studie
for att kunna jamfora Kiichemanns studie med var egen, da Kiichemanns studie ocksa var
kvantitativ. Jag och Alexzander Hasselholm tog gemensamt kontakt med Kiichemann och fick
hans prov och hans godkannande till att anvanda fragorna till var egen studie. Vi arbetade
sedan tillsammans med alla delar kring den kvantitativa studien. Vi tog kontakt med skolor,
oversatte provet till svenska, akte ut till skolan for att samla in data och arbetade sedan
gemensamt med att ratta och analysera proven. Denna del av studien var definitivt den mest
tidskravande delen, da det tog en lang tid for oss att komma igang och forsdka hitta skolor
som kunde stalla upp under de veckorna vi foreslagit. Vi hade tur med att min gamla VFU
skola hade tid da en av matematiklararna skulle resa bort under en vecka, och att vi darfor
kunde fa tillgang till hens ettor under den veckan, samt att en annan larare pa skolan lag i bra
till i planingen och hade tid att lata oss ta 6ver en lektion samma vecka. Pa grund av det korta
tidsintervallet for detta arbete hade vi tyvarr inte tid att genomféra undersokningen pa flera
skolor, vilket var nagot vi egentligen hade velat gora. Dock var det kanske lite tur i oturen att
endast en skola kunde da, ater igen, tidsintervallet for detta arbete hade gjort det svart att
hinna med fler skolor och fler klasser.

Jag genomforde sedan dven en kvalitativ studie med tre larare, for att kunna jamfora lararnas
uppfattningar kring elevernas svarigheter med elevernas faktiska svar. Jag valde att
genomfora studien for att fa fram lararnas uppfattningar som en kvalitativ studie just for att
jag ville hora lararnas tankar kring eleverna svarigheter pa ett sett som jag visste att en
kvantitativ studie inte skulle kunna fanga upp. Jag valde aven att genomféra den som en
semistrukturerad intervju da jag ville ha en mer avslappnad och 6ppen diskussion kring
lararnas uppfattningar och tankar, samtidigt som jag ville styra lararna mot de fragor som jag
var nyfiken kring att titta mer pa.

7.2.1 Felkallor

Nagot som ar vart att tanka pa med att forsoka dra slutsatser mellan var studie och
Kiichemanns studie ar dels att vi ar olika manniskor, vilket betyder att vara tolkningar kring
de olika nivaerna kan differentiera. En elev som vi satt pa niva 2 kanske Kiichemann hade satt
pa niva 1 eller tvart om. Vi har forsokt att folja Kiichemanns nivaer sa noggrant som majligt,
men det kan ju sa klart ha skett tolkningsskillnader.
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Vi hade dven, som ndmnt ovan endast en skola som tog del i undersékningen (59 elever)
vilket gor det valdigt svart att dra generella slutsatser utifran var studie angaende resten av
Sverige. Vi var dven tvungna att diskvalificera 5 elever, da vi antingen misstankte fusk, visste
att de fuskat, eller att eleven inte svarat pa mer an 1 eller 2 fragor.

Det var dven nagra andra sma delar som blev fel med provet som vi tagit hansyn till. For det
forsta satte vi tva av delfragorna i fel ordning (9(ii) och 9(iii)). Vi tror dock inte att detta har
haft nagon storre inverkan pa elevernas resultat pa fragorna.

En av fragorna (13(Vv)) blev fel nar vi skrev ner den, och felet upptacktes inte forens vi borjade
analysera proven. Uppgiften ifran Kiichemanns prov 16d 2a + 5b + a, medan den i vart prov
I6d 2a + 5a + a. Detta fel gjorde att vi inte kunde jamfora svaren med Kiichemann, samt att
det inte raknades med som en Niva 2 fraga langre.

Vi valde &ven att helt rakna bort fraga 1 fran analysen, da eleverna hade stora svarigheter med
hur denna uppgift var stalld. Vi ar osdkra pa ifall det var nagot som majligtvis blev fel under
oversattningen eller ifall det var ndgot annan som orsakade denna stora missforstaelse kring
uppgiften.

7.3 Didaktiska konsekvenser

Nagot som jag kommer att ta med mig som larare angaende detta ar att vara noggrann med
eleverna. Som var beskrivet i bakgrunden (kapitel 3.2.3), skrev Macgregor och Stacey (1997)
att om ldrarna inte ar noggranna med att tydliggora oklarheter som kan uppsta hos eleverna
kommer de inte sjalva att kunna utvecklas vidare. Man maste som larare vara vaéldigt
uppmarksam pa alla missuppfattningar som uppstar hos eleverna, och att vissa av dessa
missuppfattningar kan komma fran larobockerna.

Nagot annat som jag har uppmarksammat under arbetets gang &r att for att eleverna ska ha en
chans att utvecklas i sitt matematiska tankande och kunna lésa fler problem, behdver eleverna
komma ifrdn tidnket med “bokstaven som objekt”. Att se pad bokstiver som objekt ar
nodvandigt for vissa uppgifter, men i manga fall fastnar eleverna i detta och lar sig darfor
aldrig att hantera de som specifika obekanta eller vidare (de nar alltsa inte upp till niva 3 och
4). Detta ar nagot som man som léarare behdver tanka pa att reda ut hos eleverna.

7.4 Framtida forskning

| slutet av mitt forra examensarbete skrev vi att for framtida forskning hade det varit
intressant att se en studie idag i Sverige, for att se ifall det var nagra skillnader kring
resultaten fran idag jamfort med 70-talet. Detta ar ndgot som jag fortfarande tycker ar en
intressant idé, da detta arbete tyvarr ar for litet for att kunna dra nagra generella slutsatser
kring ifall en forandring har skett.
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Bilagor

Bilaga 1: Provet

Algebra

Namn: Datum:
Skola: Klass:
Fodelsedag:

Svaren sammanstélls till en undersékning om elevers forstaelse och
missuppfattningar inom algebra. Informationen kommer enbart anvanda

insamlade data till den aktuella undersdkningen dar ingen personlig information
kommer att avsldja.
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1. Fylliluckorna:

xX->x+2 X > 4x
6 - 3-
Y d

2. Skriv ner den minsta och den storsta av dessa:

n+1l, n-—-3, n, n+4, n-7 Minsta: Storsta:

3. Vilken ar storst, 2n eller n + 2?

Forklara:

4. 4 adderat med n kan skrivas som n + 4. Lagg till 4 pa dessa

8 n+5 3n

4 multiplicerat med n kan skrivas som 4n. Multiplicera med 4 pa dessa

8 n+5 3n

5. Oma+ b =43, Omn — 246 = 762, Ome + f = 8

a+b+2= , n—247 = , e+f+g=



6. Vadkandusdgaomaoma + 5 = 8

Svar:
Vad kan du s&ga om b om b + 2 &r lika med 2b
Svar:
7. Vad &r arean av dessa former:
3 i)
4 10
A= A=
n 5
m e : 2
A= A=
8.
4
10
3
2 2
1
6

Rakna ut c9 _'etsen av denna form.
Omkretsen av denna form ar lika

med 6 + 3 + 4 + 2, vilket ar lika
med 15. O=
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9. Denna kvadrat har sidor med langden g. g

S4, for dess omkrets, kan vi skriva O = 4g |7
g g

Vad kan vi skriva for omkretsen for foljande former:

ASAT N

Delar av figuren &r inte ritad. Det
finns n antal sidor sammanlagt,
alla med langd 2

10. Vitkal kostar 8 kr styck och rodbetor kostar 6 kr styck.

Om v star for antalet kopta vitkal och r star
for antalet kdpta rodbetor, vad star 8v + 6r for?

Svar:
Vad éar det totala antalet kopta gronsaker?
Svar:
11.Vad kandusdgaomuifallu = v + 3
ochv =1 Svar:
Vad kan du sdqgaommifallm = 3n + 1
ochn = 4 Svar:

12.0m John har J kulor och Peter har P kulor, vad kan du skriva for antalet kulor de har
tillsammans?

Svar:
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13.a + 3a kan forkortas och skrivas som 4a.

Forkorta foljande, om det & mojligt.

2a + 5a = 3a—(b+a)=

2a +5b = at+td4+a—-—4=
(@a+b)y+ta=____ 3a—b+a=
2a+5a+a= (a+b)+(a—D>) =
(a=b)+b=

14.Vad kandusaggaomrifall r =s + t

ochr +s +t = 30
Svar:

15.1 en form som denna

kan man rékna ut antalet diagonaler genom att
ta bort 3 fran antalet sidor.

Sa, en form med 5 sidor har 2 diagonaler:
En form med 57 sidor har diagonaler;

en form med k sidor har diagonaler.

16.Vad kandu sdgaomcifallc + d = 10
och ¢ ar mindre én d

Svar:
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17.Maries grundlon ar 20 kr per vecka.
Hon far ocksa 2 kr for varje timme 6vertid hon jobbar.

Om t star for antalet timmar évertid som hon jobbar, och
L star for den totala I6nen (i kr).
Skriv ner en ekvation som kopplar thop L och t:

Svar:

Vad skulle Maries totala 16n vara om hon
jobbade 4 timmars dvertid?
Svar:

18. Nar ar féljande sant — alltid, aldrig eller ibland? Stryk under ratt svar:

A+B+C=C+A+8B Alltid  Aldrig Ibland, nar:
L+M+N=L+P+N Alltid  Aldrig Ibland, nar:
19.a = b + 3. Vad hander med a ifall b 6kar med 2?

Svar:

f = 3g + 1.Vad hande med f ifall g 6kar med 2?

Svar:

20. Tartor kostar t kr styck och bullar kostar b kr styck.

Om jag koper 4 tartor och 3 bullar,
vad star 4t + 3b for?
Svar:
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21.0m denna ekvation ar
sann nar x = 6, (x+1)3+x =349

vilket varde pa x kommer da
att gora denna ekvation sann? (5x + 1)3 + 5x = 349

22.Blaa pennor kostar 5 kr styck och roda pennor kostar 6 kr styck. Jag koper nagra blaa
och nagra roda pennor och det tillsammans kostar mig 90 kr.

Om b &r antalet kopta blaa pennor, och
r ar antalet kdpta roda pennor,
vad kan du skriva om b och r?
Svar:

23.Du kan mata in vilket tal som helst in i maskinen:

+10 3 x5
+ 7 %

Kan du hitta en annan maskin som har samma 6vergripande effekt?

S s =
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Bilaga 2: Intervjuguide

Intervjuguide
Bakgrundsfragor:

Hur lange har du jobbat som larare?
Intervjufragor:

Allmant:

Vad tror du att elever har svart for nar det kommer till bokstaver inom algebra?
Hur tror du att det kommer sig?

Foljande fragor:

Vilka fel tror du att eleverna kan gora pa denna fraga?

Varfor sker det felet?
1. 2a+5b= (Fraga 13ii)

2. Ome + f = 8
e+f+g= _ (Fraga 5iii)

3. Tartor kostar t kr styck och bullar kostar b kr styck.
Om jag koper 4 tartor och 3 bullar,
vad star 4t + 3b for? (Fraga 20)

4. Multipliceramed4:n+5 (4v)
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Bilaga 3: Meddelande till Kiichemann

Hello Mr. Kiichemann.

We are two university students from Gothenburg, Sweden, who are writing our master thesis
on secondary students' understanding of letters symbols in algebra. We have read your study
about children’s understanding of numerical variables and we are curious if you still have the
questions you used for the study, as we wanted to do similar studies on a smaller scale here in
Gothenburg. We figure we could use your questions as the foundation for our own questions.

We were also curious to see if there is a significant difference in your study and the results
that we would get here in Sweden today.

Thank you in advance!
Agnes Wallgren and Alexzander Hasselholm

Bilaga 4: Email till skolorna

Hejsan!

Vi ar tva lararstudenter som haller pa att skriva vara examensarbeten i matematik vid
Goteborgs Universitet.

Vi ar intresserade av att undersoka elevers forstaelse och missuppfattningar kring
bokstavssymboler inom algebra, och hade tankt att genomfora ett prov pa max 1.5 timme pa
elever i arskurs 9 och 1:an pa gymnasiet angaende detta. Sen hade vi ocksa varit intresserade
att genomfora nagra intervjuer med nagra larare och elever.

Ar detta ndgot som vi skulle kunna genomféra pa er skola? | sa fall s ar det de tva forsta
veckorna efter pasklovet som vi skulle vilja genomfora detta.

Tack pa forhand!
Agnes Wallgren och Alexzander Hasselholm
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