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Abstract

Fractions, and calculations involving them, appear to be a difficult topic for students to grasp.
Therefore, the purpose of this study is to investigate what secondary school teachers can do to
improve their teaching practice regarding fractions. This paper is a literary study based on frac-
tion related searches in academic data bases. It examines how fractions can be understood, and
what types of misconceptions and difficulties that can be found among students all the way up
to upper secondary school. It also presents what teachers, according to different research, should
do to improve their teaching practice regarding fractions and how fractions were dealt with in
ancient Egypt. We have found that students have several fraction-related misconceptions and
difficulties, such as whole number bias or gap thinking. It appears that this is due to focusing
too much on procedures instead of quality education focusing on building conceptual under-
standing. We conclude that education should highlight the differences between whole numbers
and fractions, and focus on the measurement aspects of fractions rather than on part-whole
relationships. A road to success for students struggling to understand fractions could be visu-
alizing unit fractions and focusing on the sizes of unit fractions in relation to the number line,
even when working with non-unit fractions.
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1 Inledning

Att brik ar svért fick McDonald’s konkurrent A&W erfara nér de pa 1980-talet lanserade sin
Third-Pound Burger, med é pound kott, till samma pris som McDonald’s Quarter Pounder,

medi pound kott. Trots att A&Ws hamburgare foredrogs i blindtester uteblev kunderna (A&W

Restaurants, u.4.; Conradt, 2016). Genom intervjuer framkom att kunder menade att de fick mer
kott for pengarna hos McDonald’s: “Why should we pay the same amount for a third of a pound
of meat as we do for a quarter-pound of meat?” (anonym citerad i A&W Restaurants, u.4.).

Under tiden pa d&mnesldrarprogrammet har vi pa kurser i matematik och matematikdidaktik fatt
hora att elever i grund- och gymnasieskolan har svédrigheter med brak. Svérigheterna, deras
orsak och hur de kan motverkas har dock inte diskuterats ndrmare. Vi har 4ven under VFUer,
som ldrarvikarier och som léxhjdlpare fitt se dessa missuppfattningar och svarigheter med egna
ogon. I Facebook-gruppen Matematikundervisning har vi noterat att gymnasieldrare efterlyser
mer utvecklad brékforstielse hos elever som borjar gymnasiet. Och ocksa att hogstadielédrare
gor det samma hos elever som borjar hogstadiet. Mot denna bakgrund har vi motiverats att ta
reda pé vad vi kan gora i vér framtida brakundervisning for att motverka brékrelaterade miss-
uppfattningar och svarigheter.

Varfor brakforstielse ar viktigt adresseras inte uttryckligen av Skolverket i styrdokumenten.
Enligt Mclntosh (2008) har brak numera inte nagon framtradande roll i vardagen, men hon
patalar att god brakforstaelse mojliggor forstielse av tal i decimal- och procentform och ocksa
underldttar algebraforstéelse. Det finns forskning som visar pé korrelation mellan god brakfor-
stéelse 1 tidiga skolar och generellt god forstaelse och gott sjalvfortroende betrdffande matema-
tik 1 senare skolar (Tian & Siegler, 2018). Det sistndmnda knyter an till syftet med matematik-
undervisningen, som enligt kursplanen for grundskolan bl.a. “ska bidra till att eleverna utveck-
lar intresse for matematik och tilltro till sin formdga [...]” (Laroplan for grundskolan, forsko-
leklassen och fritidshemmet [Lgrl1], 2019, s. 54).

Utifran bl.a. Mclntosh (2008) anser vi att god brakforstaelse innefattar foljande:
o Att brak ir ett kontinuerligt fenomen och inte ett diskret fenomen som heltalen.
e Att brak kan avse ett tal, men ocksa ett forhallande eller del av en helhet.
e Att samma brék kan visualiseras pa manga olika geometriska satt.
o Attett brak kan skrivas pd odandligt ménga olika sétt och att forlangning och forkortning
ddrmed inte fordndrar storleken.
e Att multiplikation och division med ett brak bade kan forstora och forminska.
e Att kunna avgora vilket brak som ar storst/minst och korrekt placera dem pa tallinjen.
o Attett brék kan skrivas i1 decimal- eller procentform och omvént.
e Att kunna addera, subtrahera, multiplicera och dividera sévil heltal som brak med brak.

Innan vi tar oss an missuppfattningarna och svérigheterna, vill vi notera vad styrdokumenten
sdager om brikundervisningen i svensk skola. Enligt bdde nuvarande och fran den 1 juli 2022
géllande kursplan ska brak introduceras pa lagstadiet (Lgrl1l, 2019; Matematik, 2020). Bada
kursplanerna anger att det ska ske utifran konceptet del av kontinuerlig eller diskret helhet med
fokus pé vad delarna kallas, hur de kan bestimmas, hur brak kan illustreras eller skrivas, hur
brék forhaller sig till naturliga tal och hur brak anvdnds i vardagen. Utgangspunkten ska vara

enkla brdk som eleverna har en vardagsrelation till, vilket exemplifieras med% och i (Skolverket

2017, 2021). Aven pa mellanstadiet ska vardagskopplingen betonas, vilket siigs vara en viktig
vég till forstdelsen (Skolverket 2017, 2021). D4 ska ocksé de rationella talen och relationen
mellan tal i brék-, decimal- och procentform introduceras (Lgrl1, 2019; Matematik 2020). Den
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kommande kursplanen betonar arbete pa mellanstadiet med braks bestdndsdelar, men det gor
inte den géllande kursplanen (Lgrl1, 2019; Matematik 2020). Det arbetet ska bl.a. handla om
taljaren och ndmnarens betydelse och hur brék och heltal kan delas upp i stambrak (Skolverket,
2021). Enligt nuvarande kursplan ska metoder for operationer med brak introduceras pa hog-
stadiet (Lgrl1, 2019). Den kommande kursplanen anger att enkel addition och subtraktion av
likndmniga brék ska introduceras redan pd mellanstadiet (Matematik, 2020; Skolverket, 2021).



2 Syfte

Syftet med detta arbete ar att underlitta for oss, och for andra, att undervisa om brék i svensk
arskurs 7-9 sd att kanda missuppfattningar och svarigheter synliggors, motverkas och inte be-
fasts. Vi har dessutom fordjupat oss kring procedurerna for brdkanvéndning i det gamla Egyp-
ten.

Utifrén vart syfte uppfattar vi ett problemomrade som fingas av foljande tre fragestéllningar:
1. Vilka vanliga missuppfattningar och svarigheter har elever i svensk skola under hogsta-
dietiden betriffande brak?
2. Varfor foreligger de?
3. Vadkan och bor hogstadieldrare gora for att motverka och inte befdsta missuppfattning-
arna och svérigheterna?

Vi dr intresserade av de missuppfattningar och svarigheter som elever kan ha mer generellt.
Fragestdllningarna omfattar darfor inte missuppfattningar och svérigheter kopplade till mer in-
dividspecifika svérigheter sisom dyskalkyli, mathematics anxiety eller andra sirskilda mate-
matik- eller spraksvarigheter.



3 Material och metod

Detta arbete dr en forskningsoversikt kring problemomradet (se 2). Det dr ocksa en fordjupning
kring brakanvéndningen i det gamla Egypten. Nedan redovisas hur litteraturen har valts ut.

En oversikt skaffades genom avsnitten om brak i McIntosh (2008) och genom sdkningar pé
Nationellt Centrums for Matematikutbildning (NCM) hemsida, Google Scholar och Goteborgs
universitetsbiblioteks supersok. Det senare gjordes genom kombinationer av sdkorden brdk,
svarigheter, missuppfattningar, undervisning, fractions, difficulties, misconceptions och te-
aching. Detta gav foljande bild: Det finns flera kiinda missuppfattningar och svérigheter. De dr
liknande 6ver landsgranserna. I hog grad foreligger de frén tidig skolalder och fortgar upp till
(eller forbi) hogstadiedldern. Anknytande forskning har bedrivits sedan atminstone 1970-talet
inom flera omréaden, bl.a. psykologi, kognitionsvetenskap och matematikdidaktik.

Mot denna bakgrund gjordes mer precisa sokningar. Forst i databasen Education Research
Complete. For att spegla problemomradet gjordes en boolesk sdkning pa (fractions or rational
numbers) and (misconceptions or misperceptions or misunderstanding or difficulties). Den be-
gransades till peer reviewed och utvidgades till apply equivalent subjects. Detta gav 872 triffar,
vilka begrinsades till 88 genom krav pd mathematics education som subject. Rubriker och
abstracts ldstes. Traffar som inte huvudsakligen uppfattades handla om missuppfattningar och
svarigheter betrdffande brak, och studier som inte var av relevans for undervisning pa grund-
skolan, sorterades bort.

Direfter dterstod 38 traffar. Bland dem fanns inga avhandlingar och, med ett undantag, ingen
svensk forskning. Svenska (och finska) avhandlingar soktes darfor i forteckningen pa NCMs
hemsida. Det ledde till tre tréffar; Lowing (2016), Nagy (2017) och Sveider (2021).

Med négot undantag &r traffarna fran 2000-talet. En 6versiktlig genomgang visade att de i stor
utstrdckning hanvisar till dldre forskning. Genomgangen visade ocksé att triaffarna, utover att
hénvisa till varandra, ofta hénvisar till ytterligare litteratur. Detta primért for att underbygga
teorier eller resultat. Mot denna bakgrund antas éldre litteratur av nutida relevans vara aterspeg-
lad i tréffarna. Mot samma bakgrund antas ocksé aberopad annan litteratur i traffarna vara i
linje med triaffarna. Av denna anledning, och eftersom dversikten begransas av att géras inom
ramen for examensarbete om 15 hp, uppfattas det som en rimlig avgrinsning att inte ta del av
denna ytterligare litteratur. Aterkommande hinvisas dock sirskilt till tre dldre artiklar, som dér-
for uppfattas som mer grundldggande. De har darfor sokts fram sirskilt; Behr, Lesh, Post och
Silver (1983), Behr, Wachsmuth, Post och Lesh (1984) och Kieren (1980).

Fokuset 1 denna studie &r hogstadietiden. En dversiktlig genomgang av triaffarna pekar pa att
forstaelsen av missuppfattningar och svérigheter under hogstadietiden forutsétter en bild av det
som bérs med dit. Traffarna har déarfor beaktats utan atskillnad utifran aldersgrupp. Fokuset ér
ocksa svensk skola. Trédffarna har beaktats utan atskillnad utifran nationalitet eftersom miss-
uppfattningarna och svarigheterna beskrivs som ndrmast universella. Tréffarna har ocksa beak-
tats utan saddan atskillnad eftersom de 1 allt vdsentligt avser ldnder som vi uppfattar skolkultu-
rellt rimligt nérliggande.

Utgangspunkten for Egyptenfordjupningen har primért varit den bok handledaren rekommen-
derade; Thompson (1996). Komplettering har skett med ett skonsmaéssigt urval fran traffarna
vid sokningen pa Egypt* and fractions™® and ancient™ i Google Scholar. S6kningen kvalifice-
rades med peer reviewed och Egypt i titeln och gav 450 triffar.



4 Resultat/litteraturoversikt

Utifran utvald litteratur! redovisas hir dels elevers missuppfattningar och svérigheter betrif-
fande brak och bakomliggande orsaker (se 4.3), dels vad ldrare kan och bor gora for att mot-
verka och inte befésta dem (se 4.4). Som bakgrund klargdrs forst ndgra brakrelaterade begrepp
(se 4.1) och grunddragen i radikal konstruktivism (se 4.2).

Respektive studie introduceras i det ssammanhang den primért ror. D4 anges bl.a. antalet elever
i studien (t.ex. n=100) och ocksa antalet skolor. For utldndska studier anges vilken svensk ars-
kurs som motsvarar studerade elevers alder. Nér en studie dberopas i annat sammanhang noteras
i vilket avsnitt den introducerades och vilken motsvarande svensk arskurs den avser. Det fore-
kommer éven litteratur som for resonemang utan att ha utfort en egen studie, t.ex. Ni och Zhou
(2005).

4.1 Nagra brakrelaterade begrepp

Med brak avser forfattarna “uttryck av formen a/b eller % ” (Kiselman och Mouwitz, 2008, s.

40) dér a och b dr tal. Detta exkluderar bl.a. algebraiska brdk. Som kommer att utvecklas har
brakbegreppet flera betydelser (se 4.3.3). Ett brdk kan avse ett tal (dvs. ett tal i brakform). Det
kan ocksa avse bl.a. ett forhdllande mellan a och b, som kan vara samma slags eller olika stor-
heter. Med brék i det foljande avses generellt ett tal om inget annat anges.

Utifran Kiselman och Mouwitz (2008) noteras foljande: I braket % ar a téljare och b ndmnare

och generellt giller b#0. Nir a=1 kallas briket stambrak. Likndmniga brdk har samma nam-
nare. Rationella tal dr tal som &r eller kan skrivas i brakform med a och b som heltal. Brak
forldngs nér a och b multipliceras med samma tal. Brak forkortas ndr a och b divideras med
gemensam delare. Dessa operationer fordndrar inte forhallandet mellan téljare och nimnare el-
ler talets storlek. Genom forldngning eller forkortning kan samma brék skrivas pd odndligt

ménga sitt. Alla sddana brak sdgs vara ekvivalenta, Varf(')r% och % ar olika namn pa samma tal
(Vretblad & Ekstig, 2006). Brék i blandad form &r uppdelat i heltalsdel och rest, varfor 6% ar
blandad form av % (Blandad form, 2017).

4.2 Grunddragen i radikal konstruktivism

Hir ges en dversikt 6ver radikal konstruktivism eftersom litteraturen ofta uttalat eller underfor-
statt utgdr fran den teorin. Begrepp fran denna teori anvédnds aterkommande i resten av arbetet,
bl.a. kognitiva strukturer, konstruera och omkonstruera forstdelse, generalisera fran befintliga
strukturer och kognitiv konflikt.

Enligt radikal konstruktivism anses individen dels aktivt konstruera kunskap och forstdelse av
vérlden i kognitiva strukturer utifran sina erfarenheter, dels uppleva och forsta virlden utifran
dessa strukturer (Skott, Jess, Hansen & Lundin, 2010; Siljo, 2017). Enligt Skott et al. (2010)
och Séljo (2017) menar teorin att individen genom kognitiv anpassning stravar efter att forsta.
Om nya erfarenheter dr forenliga med befintliga strukturer antas kunskap och forstéelse forbatt-
ras genom att bekréftas. Om nya erfarenheter inte ar forenliga med befintliga strukturer antas
individen antingen omedvetet bortse fran skillnaderna och generalisera fran befintliga struk-
turer eller erfara en kognitiv konflikt. En sddan konflikt innebér insikt om att strukturerna inte

! Med litteraturen avses i det foljande utvald litteratur.



ar till fullo dugliga. Om konflikten paras med missnoje ver strukturernas duglighet samt upp-
levelsen att forstaelse kring det nya ér bade relevant och mojligt att konstruera kan omkonstrukt-
ion ske. Da bade utvidgas och forbéttras kunskap och forstaelsen. Nér dessa forutsittningar inte
ar uppfyllda kan konflikten i stéllet medfora att delar av befintlig struktur forkastas. Detta kan
medfora avldrande (Skott et al., 2010; Séljo, 2017).

4.3 Elevers missuppfattningar och svarigheter betraffande brak

Litteraturen betonar aterkommande tva orsaker till elevers missuppfattningar och svarigheter
betrdffande brak: Dels att sddant som géller for heltal omedvetet anses gélla ocksa for brak
(heltalsbias), dels att samma brak kan ha flera betydelser (t.ex. Gabriel, Coché, Szucs, Carette,
Rey & Content, 2013; Sveider, 2021; Vamvakoussi, 2015; Van Hoof, Engelen & Van Dooren,
2021). Hartill noteras ockséd nagra andra orsaker: De kan vara orsakade av skillnadsstdnkande
eller omvénd bias (Gonzalez-Forte, Fernandez, Van Hoof & Van Dooren, 2020). De kan dven
vara orsakade av for stort procedurfokus (bl.a. Moss & Case, 1999). De kan ocksa vara orsakade
av hur brak visualiseras (t.ex. Moss & Case, 1999; Nagy, 2017; Sveider, 2021). Och de kan
vara orsakade av braknotationens komplexitet. Det senare exemplifieras med tiljare och ndm-
nares multiplikativa forhallande, att notationen kan leda tanken till tva stycken heltal, och att
det finns odndligt ménga ekvivalenta brik (t.ex. Moss & Case, 1999; Nagy, 2017). Forst redo-
visas det som ror heltalsbias (se 4.3.1) och skillnadstdnkande och omvind bias (4.3.2). Sedan
redovisas det som ror braks olika betydelser (se 4.3.3) och procedurfokus (se 4.3.4). Det som
ror visualisering och notation berdrs delvis i flera olika avsnitt.

4.3.1 Heltalsbias

Heltalsbias ror missuppfattningar och svarigheter med brak som ett tal. Har forklaras begreppet
heltalsbias (se 4.3.1.1), hur biaset avspeglar sig (se 4.3.1.2) och vad som uppfattas orsaka det
(se 4.3.1.3). Direfter redovisas forekomst och fordndring 6ver tid (se 4.3.1.4). Undervisnings-
rekommendationer redovisas i senare kapitel (se 4.4).

4.3.1.1 Vad menas med heltalsbias?

Heltalsbias innebir, som tidigare ndmnts, att individen omedvetet antar att det som géller for
heltal ocksé giller for brak. Detta beror pad omedveten generalisering fran befintliga kognitiva
strukturer pga. ofullstindig brakforstaelse (Ni & Zhou, 2005; Vamvakoussi, 2015; Van Dooren,
Lehtinen & Verschaffel, 2015).

Heltalsbias dr en dverséttning av whole number bias. Pa svenska avser heltal positiva heltal (de
naturliga talen) och negativa heltal (Kiselman & Mouwitz, 2008). I litteraturen anvéinds bias-
begreppet bara pa engelska; ibland som whole number bias, ibland som natural number bias
(t.ex. Ni & Zhou, 2005; Vamvakoussi, 2015; Van Dooren et al., 2015). Av tvd anledningar
uppfattar vi att samma fenomen avses oavsett beteckning: Alla exempel som ges avser positiva
heltal. Och engelskans whole numbers kontrasteras ofta mot integers, dir det forra avser posi-
tiva heltal och likstédlls med natural numbers och det senare avser alla heltal (Khan Academy,
u.d.; Whole number, 2021). Vi foredrar heltalsbias framfor det sprakligt klumpigare naturligt
tal-bias.

4.3.1.2 Hur avspeglas heltalsbias?

Att elever dr paverkade av heltalsbias avspeglar sig vid l6sandet av fyra slags brakuppgifter
(t.ex. Van Dooren et al, 2015; Van Hoof, Verschaffel & Van Dooren, 2015b):

e Bestimmandet av storleken pé brék (storleksordnande).



e Addition och subtraktion med brak.
e Tolkning av effekten av multiplikation och division med brék.

e Bestimmandet av vilka tal som kan finnas mellan tva andra tal, dvs. hur tét eller konti-
nuerlig tallinjen uppfattas vara.

Ibland ndmns dven att heltalsbias avspeglas vid utplacering av brak pa tallinjen (Siegler & Pyke,
2013). Eller att det avspeglas genom rakning av icke-kongruenta delar i geometriska figurer,
dvs. att en helhet inte antas behdva vara delad i lika stora delar vid bestimmande av del av
helhet (Ni & Zhou, 2005). Dessa tva sistndmnda aspekter lyfts dock inte i litteraturen i dvrigt i
samband med heltalsbias. Vi behandlar dem tillsammans med brak som del/helhet (se 4.3.3.2.1)
och brak som mdtning (se 4.3.3.2.4).

Niér en individ paverkad av heltalsbias ska storleksordna brak, uppfattar den inte bréknotationen
som en enhet dér téljare och ndmnares storlek och multiplikativa forhillande maste beaktas
samtidigt, enligt bl.a. Gabriel et al. (2013) och Van Hoof et al. (2015b). I stéllet menar de att
tvd separata delar — tva heltal — uppfattas. Brékets storlek antas dirmed kunna avlésas direkt pd
samma sétt som ett heltals storlek. Vilken av delarna som fokuseras varierar. I likndmniga brak
antas korrekt att braket med storst téljare ar storst, men ndr brak har samma téljare antas i stéllet
bréket med storst nimnare vara storst, varfor g uppfattas storre dn % (Gonzalez-Forte et al.,
2020). Nar brak har olika tiljare och ndmnare kan briket med storst tdljare eller braket med

storst nimnare antas vara storst (Gabriel et al., 2013). Exempelvis kommer % uppfattas storre
an é vid fokus pa tdljarna men mindre vid fokus pa nimnarna. Alternativt kan bréket med bade

storst téljare och ndmnare antas vara storst, varfor 5 uppfattas som storre dn g (Gonzalez-Forte
et al., 2020).

Vid addition och subtraktion medfor heltalsbias att tdljare och ndmnare, av motsvarande skél
som vid storleksordnande, behandlas som separata heltal. Tdljare adderas eller subtraheras dér-
for med tdljare och ndmnare adderas eller subtraheras med ndmnare (bl.a. Gabriel et al., 2013;

Van Hoof et al., 2015b). Darfor kan i + ; uppfattas lika med % (Gabriel et al., 2013). En variant
ar att alla delar adderas, Varféré + i berdknas som 1 + 1 + 3 + 4 =9 (Powell & Nelson, 2020).

Vid tolkning av effekten av multiplikation eller division medfor heltalsbias att effekten antas
vara samma som vid multiplikation eller division av tva heltal, som alltid forstorar respektive
alltid forminskar (bl.a. Gabriel et al., 2013; Powell & Nelson, 2020). Vi exemplifierar med att

3 . 12 ) N
2 12 antas vara storre dn 12 och & antas vara mindre dn 12.
4

Eftersom heltal ar en diskret foreteclse kan heltalsbias medfora att brak ocksa antas vara det,
varfor tallinjen inte uppfattas tét, dvs. inte uppfattas kontinuerlig (bl.a. Vamvakoussi & Vosni-

adou, 2004; Van Hoof et al., 2015b). Mellan Z och g kan darfor uppfattas finnas bara ett tal; g
(Van Hoof et al., 2015b).

4.3.1.3 Vad orsakar heltalsbias?

Det foreligger inte konsensus kring vad som orsakar heltalsbias (bl.a. Ni & Zhou, 2005; Van
Dooren et al., 2005). Utifrén forskningen identifierar Ni och Zhou (2005) tre forklaringar: Hy-
potesen om den medfodda begransningen, hypotesen om odifferentierad storlek hos tidig kvan-
titativ representation och hypotesen om inlérning. I litteraturen argumenterar bl.a. Ni och Zhou
(2005) for den senare hypotesen och andra for en utvecklad variant, vilket ocksa belyses nedan.
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Enligt Ni och Zhou (2005) antas individen i hypotesen om den medfédda begrinsningen ha en
medfodd forspréklig mekanism (en kognitiv struktur) for antalsuppfattning. Den antas hjélpa
redan mycket unga att sarskilja diskreta mangder utifran skillnad i antal. Den antas ocksa stddja
utvecklingen av rékneord och talforstaelse. Samtidigt som mekanismen antas underlitta eller
mojliggora forstielse av de diskreta heltalen antas den forsvéra forstaelse av de kontinuerliga
bréken darfor att de inte uppfattas passa in (Ni & Zhou, 2005). De tvé viktigaste argumenten
for hypotesen ér enligt Ni och Zhou (2005) dels studier som visar att mycket sma barn sérskiljer
diskreta mangder utifran skillnad i antal, dels observerade svérigheter for smé barn att forsta
brék samtidigt som de tidigt och enkelt utvecklar heltalsforstéaelse.

Hypotesen om odifferentierad storlek hos tidig kvantitativ representation innebér, enligt Ni och
Zhou (2005), att den medfodda mekanismen inte alls sérskiljer utifrdn antal. I stéllet antas den
sdrskilja utifran skillnad i utbredning. Enligt Ni och Zhou (2005) &r det viktigaste argumentet
for denna hypotes att de studier som ségs stodja foregaende hypotes, inte gor det. I stéllet anses
studierna visa att mycket sma barn bara sirskiljer mellan méngder utifrin skillnad i yta eller
volym. Foreligger ingen sddan skillnad anses barnen inte uppfatta nagon skillnad utifran antal
(Ni & Zhou, 2005).

Utifrén den sistnimnda hypotesen menar Ni och Zhou (2005) att det inte &r konceptuell forsta-
else kring storlek eller skillnad mellan diskreta och kontinuerliga méngder som adr medfott svért
(begreppet konceptuell forstaelse diskuteras i1 4.3.4.1). De uppfattar i stillet att det &r de visuella
likheterna mellan notationerna for heltal och brak som ar svart. Denna observation dr enligt
dem utgéngspunkt for hypotesen om inldrning, som de forordar. De forklarar den med att det
ar ndr och hur skillnader och likheter mellan heltal och brak erfars som avgor hur brakf{orstael-
sen konstrueras. Misslyckande i denna process riskerar att orsaka heltalsbias.

Betydelsen av nédr och hur utvecklas i teorier bakom flera av studierna av heltalsbias, s.k.
framework theories. Enligt dem konstrueras inte forstaelse fragmentariskt, utan i ett samman-
héngande ramverk dér forstaelse kring senare erfarenheter forsoks, i forsta hand, passas in i det
befintliga ramverket (t.ex. Kainulainen, McMullen & Lehtinen, 2017; McMullen, Van Hoof,
Degrande, Verschaffel & Van Dooren, 2018; Vamvakoussi, 2015; Vamvakoussi & Vosniadou,
2010; Van Dooren et al., 2015, Van Hoof et al, 2015b; 2021). Eftersom forstaelse kring heltal
konstrueras tidigt, och brak generellt erfars senare, antas heltalsforstaelse initialt prigla ram-
verket. Individen kommer dérfor forsdka passa in brakforeteelsen med, eller generalisera den
utifran, heltalen. Bdde nyss nimnd litteratur och Ni och Zhou (2005) betonar dirfor att frinva-
ron av nddvindiga kognitiva konflikter i undervisningen, kring skillnader mellan heltal och
brék, lagger grunden for heltalsbias.

4.3.1.4 Foérekomst och férdndring

Studierna om heltalsbias avser ibland ndgon och ibland flera aspekter av biaset och har delvis
olika syften. Generellt pekas pé foljande: Heltalsbias &r ett internationellt fenomen. Stora elev-
grupper paverkas av alla aspekter av biaset fran tidig skoldlder, men paverkan avtar over tid.
Dock ér paverkan nér det giller tallinjens tithet mycket stor, och paverkan vid tolkning av
effekten av multiplikation och division stor, dven i hog skolalder. Vidare pekas pa samband
mellan de olika aspekterna av biaset eller mellan dem och forstaelsen av hel- eller decimaltal.
For att synliggéra heltalsbias anvinds inkongruenta brékuppgifter, ibland tillsammans med
kongruenta. Vad det innebér och viss kritik redovisas forst (se 4.3.1.4.1). Dérefter introduceras
studier om heltalsbias (se 4.3.1.4.2). Sedan redovisas slutsatser avseende respektive aspekt (se
4.3.1.4.3-4.3.1.4.6) och négra andra slutsatser (se 4.3.1.4.7).



4.3.1.4.1 Kongruenta och inkongruenta brakuppgifter

Enligt Van Hoof et al. (2015b) ar kongruenta brakuppgifter utformade sé att korrekt svar upp-
nds oavsett om eleven har konceptuell forstaelse eller dr paverkade av heltalsbias. Inkongruenta
brakuppgifter ér istillet utformade sa att korrekt svar bara nas utifrdn konceptuell forstaelse.

De exemplifierar med att storleksordnande av g och g ar kongruent eftersom heltalsbias i form
av fokus pa storst téljare leder till korrekt svar. De exemplifierar vidare att storleksordnande av
% och % ar inkongruent eftersom heltalsbias i form av fokus pa storst ndmnare leder till fel svar.

Aven storleksordnande av % och 1—50 inkongruent eftersom heltalsbias i form av fokus pé storst
taljare, pa storst ndimnare eller pd samtidigt storst tdljare och ndmnare leder till fel svar (McMul-
len et al., 2018). Aven att ange hur ménga tal som finns mellan 2 och g ar inkongruent eftersom
heltalsbias kan medfora att diremellan antas finnas bara ett brak (Van Hoof et al., 2015b).

Lenz, Dreher, Holzépfel och Wittmann (2020) menar att uppgifter som ska pavisa konceptuell
forstaelse ofta inte gor det pa avsett sétt. De exemplifierar med att inkongruenta uppgifter vid
storleksordnande av brék kan 16sas med outvecklad konceptuell forstaelse om procedurkun-
skapen dr god, nimligen med hjélp av en effektiv steg-for-steg-procedur for storleksjamforelse
oavsett om forstaelse kring proceduren finns eller inte.

4.3.1.4.2 Introduktion av studier

Péaverkan av olika aspekter av heltalsbias har studerats hos amerikanska, australiensiska, bel-
giska, finska, grekiska, spanska, turkiska och tyska elever pé olika sitt: Dels hos elever i viss
arskurs vid ett tillfalle. Dels parallellt hos elever i olika arskurser vid ett tillfdlle. Och dels hos
samma elevgrupp over tid. Ibland har forstaelsen av hel- eller decimaltal studerats parallellt. Vi
har inte uppmérksammat studier explicit om heltalsbias hos svenska elever. Lowing, som till-
sammans med andra utvecklat Skolverkets bedomningsstod Diamant, har anvént dessa diagno-
ser for att bl.a. synliggéra begreppsforstéelse och riknefardighet betrdffande brak i svenska
skolor (Lowing, 2016). Hon gor i samband med det observationer som vi uppfattar kan avspegla
heltalsbias. 1 4.3.1.4.3—4.3.1.4.7 redovisas resultatet frdn studierna. For att underlétta 1dsningen
av de avsnittet, som fokuseras pa bara resultaten, introduceras studierna samlat hiar nedan.

Huruvida heltalsbias forekommer internationellt har studerats av McMullen et al. (2018). De
studerade skillnader i paverkan betrdffande tallinjens téthet och vid storleksordnande av brak
och decimaltal genom att vi ett tillfdlle studera belgiska och finska elever i arskurs 4-6 genom
skriftliga test med bara inkongruenta uppgifter (Belgien: n=353, fem skolor; Finland: n=258,
tva skolor).

Péverkan i tidig skolalder, motsvarande arskurs 1-5, har studerats av Van Hoof, Janssen, Ver-
schaffel och Van Dooren (2015a) samt Van Hoof, Verschaffel och Van Dooren (2017):

e Van Hoof et al. (2015a) studerade samband mellan heltalsbias och tre olika forstaelser
av brak, ndmligen tallinjens tdthet, storleksordnande samt tolkning av effekten av mul-
tiplikation. Vid ett tillfalle studerade de belgiska elever i arskurs 3 genom skriftliga test
med bade kongruenta och inkongruenta uppgifter (n=213; nio skolor). De motiverar va-
let av arskurs med att eleverna da antas befinna sig i inledningen av briklarandet, varfor
forekomsten av biaset antas vara tydlig.

e Van Hoof et al. (2017) studerade samband mellan heltalsforstaelse och heltalsbias vid
storleksordnande och tolkning av effekten av multiplikation genom att vid ett tillfdlle
studera belgiska elever i arskurs 5 genom skriftliga test med bade kongruenta och in-
kongruenta uppgifter (n=130; sex skolor).



Det har ocksé studerats i studier om fordandring 6ver tid, som introduceras senare.

Péaverkan i hogre skoldlder, fran arskurs 6, har studerats av Aliustaoglu, Tuna och Biber (2018),
Clarke och Roche (1999), Prediger (2008), Siegler och Pyke (2013 samt Vamvakoussi och
Vosniadou (2004):

Aliustaoglu et al. (2018) studerade brakrelaterade missforstand i allmidnhet genom att
vid ett tillfélle studera turkiska elever i arskurs 6 genom skriftliga test med bade kon-
gruenta och inkongruenta uppgifter (n=104; fem skolor).

Clarke och Roche (1999) studerade vilka strategier som anvinds vid storleksordnande
av brdk genom att vid ett tillfdlle studera australiensiska elever i &rskurs 5 som under
enskilda intervjuer fick redogdra for strategival (n=323; flera skolor).

Prediger (2008) studerade konceptuell forstéelse av multiplikation och division med
brék genom att vid ett tillfdlle studera tyska elever i arskurs 6 som under enskilda inter-
vjuer fick gora test och redovisa resonemang (n=81; en skola).

Siegler och Pyke (2013) studerade hur brakf{orstaelse utvecklas over tid hos elever med
lagre respektive hogre generell matematikkunskap (enligt resultat frén vissa nationella
matematiktest) genom att vid ett tillfdlle studera amerikanska elever 1 drskurs 6 och 8
genom skriftliga test (n=60, n=60; tre skolor).

Vamvakoussi och Vosniadou (2004) studerade forekomsten av biaset betrdffande tall-
linjens téthet nér det géller brdk och decimaltal genom att vid ett tillfdlle studera gre-
kiska elever 1 arskurs 9 som under enskilda intervjuer fick gora test och redovisa reso-
nemang (n=16; en skola). De motiverar valet av rskurs med att eleverna dé ska ha fatt
all grundlaggande brakundervisning.

Det har ocksa studerats i studier om forandring 6ver tid, som introduceras nedan.

Péaverkan Over tid har studerats av Van Hoof et al. (2015b), Gonzalez-Forte et al. (2020), Vam-
vakoussi och Vosniadou (2010) samt ovannimnda McMullen et al. (2018). De studerade elever
i olika arskurser samtidigt:

Van Hoof et al. (2015b) studerade hur paverkan betréffande tallinjens téthet och vid
storleksordnande och tolkning av effekten av multiplikation fordndras dver tid genom
att vid ett tillfalle studera belgiska elever 1 arskurs 5, 7 och 9 samt gymnasiets ar 1-2
genom skriftliga test med bade kongruenta och inkongruenta uppgifter (n=213, n=230,
n=239, n=302, n=305; 21 skolor).

Gonzalez-Forte et al. (2020) studerade hur paverkan av heltalsbias och vissa andra bias
(se 4.3.2) vid storleksordnande foridndras Over tid genom att vid ett tillfille studera
spanska elever 1 arskurs 4-9 genom skriftliga test med bade kongruenta och inkongru-
enta uppgifter (n=205, n=219, n=221, n=209, n=198, n=210; tio skolor).

Vamvakoussi och Vosniadou (2010) studerade forekomsten av heltalsbias betriffande
tallinjens téthet betrdffande brak och decimaltal genom att vid ett tillfdlle studera gre-
kiska elever 1 arskurs 6 och 8 och gymnasiets dr 1 genom skriftliga test (n=181, n=166,
n=202; sex skolor).

Péverkan 6ver tid har ocksa studerats av Kainulainen et al. (2017) samt Van Hoof, Degrande,
Ceulemans, Verschaffel och Van Dooren (2018). De studerade samma elevgrupp over tid:

Kainulainen et al. (2017) studerade hur paverkan vid storleksordnande av brak och dec-
imaltal fordandras over tid genom att en gang per termin under tre pafoljande terminer
studera finska elever i arskurs 3—6 genom skriftliga test med bara inkongruenta uppgifter
(totalt n=251; tva skolor).
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e Van Hoof et al. (2018) studerade forandringen over tid betrdffande tre olika forstéelser
av brak och decimaltal: tallinjens tithet, storleksordnande samt tolkning av effekten av
multiplikation. De studerade dven sambandet mellan forstaelsen av brak och decimaltal.
De gjorde det genom att en gang per termin under tre pafoljande terminer studera bel-
giska elever i arskurs 3—4 genom skriftliga test med bara inkongruenta uppgifter (n=113,
n=88; fyra skolor).

Lowing (2016) gor en syntes av vid olika tillfallen utférda Diamantdiagnoser 1 olika elevgrup-
per och i olika kommuner. Hon drar slutsatser kring brakforstaelsen utifran 16sningsfrekvens
pa brakuppgifter. Utdver att sétta fingret pa vilken typ av brikuppgifter som har lag 16snings-
frekvens, forklarar hon inte direkt vari elevernas missuppfattningar och svérigheter ligger.
Négra undantag finns dock, dér hon dterger hur intervjuade elever har resonerat. Hon anger att
analysen utgér frin resultat fran 2000-5000 elever frdn olika skolor per diagnos och arskurs.
Det anges huvudsakligen inget ndrmare om de elevgrupper som omfattas.

4.3.1.4.3 Storleksordnande

Utifran studierna om storleksordnande, se nedan, konstateras foljande: Paverkan av heltalsbias
vid storleksordnande é&r ett internationellt fenomen. Péverkan dr betydande i tidig skolalder,
avtar over tid, men &r forhdllandevis stor dven i hogre skolalder.

Att det inte dr ett lokalt fenomen konstateras av McMullen et al. (2018) utifrdn att ungefér
hilften av bade de belgiska och de finska eleverna var tydligt paverkade av biaset vid storleks-
ordnande. De noterar att andelen var ndgot ligre for de belgiska eleverna och ocksa att andelen
varierade ndgot beroende pd vilken del av elevgrupperna som jimfordes. De framhaller att deras
slutsats overensstimmer med liknande, tidigare studie av belgiska och grekiska elever.

Avtagandet Over tid konstateras i alla studier, forutom av Kainulainen et al. (2017). De sist-
ndmnda uppfattar ingen egentlig forandring 6ver studerad tid. Gonzélez-Forte et al. (2020) kon-
staterar att paverkan dr mycket hog i lagre skoldlder, successivt avtar med 6kad alder, avtar
snabbare under hogstadiedren och dr mycket 14g hos elever i arskurs 9. Van Hoof et al. (2015b)
uppfattar samma forédndringstrend och noterar att padverkan dr narmast obefintligt hos gymna-
sieeleverna. Van Hoof et al. (2018) konstaterar att paverkan successivt avtar dver tid, men att
fordndringstakten varierar mycket mellan individer. De noterar sérskilt att ungefar en femtedel
tycks vara oforéndrat starkt paverkade under hela den studerade tiden.

Att pdverkan av heltalsbias dr betydande redan i tidig skoldlder konstateras av Van Hoof et al.
(2015a), Van Hoof et al. (2018), Kainulainen et al. (2017), Gabriel et al. (2013; ak. 4-5; se
4.3.3.2.1), McMullen et al. (2018) och Van Hoof et al. (2015b, 2017). Bland annat noterar Van
Hoof et al. (2015a) att 16sningsfrekvensen sjunker fran hog till ca 50% nér uppgiften &r inkon-
gruent i stillet for kongruent. Aven Clarke och Roche (2018) nimner att heltalsbias forekom-
mer, men inga specifika andelar.

Paverkan i1 hogre skoldlder ma vara ligre &n for yngre elever men den dr dnda forhallandevis
stor enligt Gabriel et al. (2013), Kainulainen et al. (2017), McMullen et al. (2018), Van Hoof
et al. (2015b) och Aliustaoglu et al. (2018). De sistnimnda konstaterar att ndstan 40% av ele-
verna ir tydligt biaspaverkade. Eftersom eleverna i deras studie fick motivera sina svar, fram-
kom att storleksordnande av biaspaverkade elever skedde utifran: Vilket brak har storst tiljare?
Vilket brak har storst nidmnare? eller Vilket brak har stérst bdde tdljare och ndmnare?

I Lowing (2016) framgér att ndstan 40% av eleverna 1 arskurs 5 inte kan korrekt storleksordna
stambrik. Det anges dock inte om detta skulle avspegla heltalsbias eller andra svarigheter.
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Nagy (2017) ndmner att det finns forskning som pekar pa att svérigheter att storleksordna fore-
ligger nér uppgiften dr i vanlig brdknotation, men inte i samma grad nér uppgifterna avser kon-
kret representerade brék, exempelvis illustrerade som andel av en pizza.

4.3.1.4.4 Addition och subtraktion

Utifran studierna om addition och subtraktion, se nedan, konstateras att paverkan ar forhallan-
devis stor 1 hogre skolalder.

Aliustaoglu et al. (2018) noterade att omkring 30% av eleverna i dk 6 adderar tdljare med téljare
och ndmnare med ndmnare nér brak dr geometriskt visualiserade. De anger att elever gor samma
fel dven nér braken ar skrivna med vanlig notation. De anger dock inte om andelen i det senare
fallet &r hogre eller lagre. Enligt Siegler och Pyke (2013) adderar 14% av eleverna i deras studie
pa sitt som indikerar heltalsbias. Andelen paverkade var enligt dem hogre i den lagre arskursen.
Utan att det redovisas nirmare, namner Powell och Nelson (2000) att det bland universitetsstu-
denterna i deras studier forekommer fel vid addition och subtraktion av brak som kanske kan
forklaras av generalisering fran operationer med heltal (se 4.3.4.2).

I Lowing (2016) framgar bl.a. att [0sningsfrekvensen vid addition och subtraktion av brak sjun-
ker patagligt for elever i arskurs 5, 8 och gymnasiets ar 1 nir braken inte ar likndmniga (olika
mycket beroende pa uppgift). Det anges dock inte om detta skulle avspegla heltalsbias eller
andra svérigheter.

4.3.1.4.5 Tolkning av multiplikation och division

Utifrén studierna som ror effekten av multiplikation och division, se nedan, konstateras att pa-
verkan av heltalsbias dr betydande i tidig skoldlder, avtar dver tid, men ar stor dven i hogre
skolélder.

Paverkan av biaset i detta avseende avtar over tid pd liknande sdtt som vid storleksordnande
enligt Van Hoof et al. (2015b, 2018). Van Hoof et al. (2018) konstaterar dock att férdndringen
tycks ske ldngsammare. De framhaller sérskilt att mellan de forsta tva mittillfdllena, med en
termins mellanrum, var paverkan i princip ofoérdndrad.

Betydande paverkan i tidig skoldlder konstateras av Van Hoof et al (2015a, 2015b, 2017). Van
Hoof et al. (2015a) konstaterar att paverkan &r klart storre &n vid storleksordnande och noterar
bl.a. att 16sningsfrekvensen sjunker frén hog till omkring 30% nér uppgiften inte dr kongruent.

Stor paverkan i1 hogre skoldlder konstateras av Aliustaoglu et al. (2018), Prediger (2008) och
Van Hoof et al (2015b). Eftersom eleverna fick motivera sina svar i den forstndmnda studien,
framkom att biaspaverkade elever utgér fran principerna Multiplikation forstorar! och Division
forminskar! Prediger (2008) noterar att knappt hilften av de elever som korrekt kunde utfora
en multiplikation mellan heltal och brdk som ledde till en produkt som var mindre &n heltalet
samtidigt podngterade Multiplikation forstorar! Utan att det redovisas ndrmare ndmner Powell
och Nelson (2000) att denna uppfattning forhallandevis ofta forekommer ocksé bland universi-
tetsstudenterna i deras studier (se 4.3.4.2). De menar att detta kanske forklaras av generalisering
fran operationer med heltal.

4.3.1.4.6 Tallinjens tathet

Utifrén studierna om tallinjens téthet, se nedan, konstateras aterigen att heltalsbias &r ett inter-
nationellt fenomen. Dessutom konstaterades att denna paverkan av heltalsbias dr betydande i
tidig skolalder, avtar ndgot dver tid men &r betydande dven i hogre skolalder.
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McMullen et al. (2018) konstaterar att ungefar 75% av bade de belgiska och de finldndska ele-
verna ér tydligt pdverkade. De noterar att andelen paverkade varierade nigot beroende pa vilken
del av elevgrupperna som jamfors. P4 samma sétt som vid storleksordnande framhaller de att
slutsatsen overensstimmer med liknande tidigare studie av belgiska och grekiska elever.

Ett nagot avtagande over tid konstateras av McMullen et al. (2018) och Van Hoof et al. (2015b,
2018). Van Hoof et al. (2015b, 2018) betonar dock att &ven om avtagande sker sé dr paverkan
genomgaende mycket hog 1 alla elevgrupper. Vamvakoussi och Vosniadou (2010) konstaterar
delvis omvénd fordndringstrend. De noterar att bara drygt 6% av alla elever konsekvent upp-
fattar att det mellan tvé tal pd tallinjen finns odndligt ménga tal. De noterar att fler yngre dn
dldre elever ingar i denna grupp

Den stora paverkan i tidig skolélder konstateras av McMullen et al. (2018) och Van Hoof et al.
(2015a, 2015b, 2017). Van Hoof et al. (2015a) noterar att bara ca 15% av eleverna inte var
patagligt paverkade.

Att paverkan dr betydande i hogre skoldlder konstateras av McMullen et al. (2018), Vam-
vakoussi och Vosniadou (2004, 2010) samt Van Hoof et al. (2015b). Vamvakoussi och Vosni-
adou (2004) noterar att eleverna i princip genomgaende uppfattar brék som diskret foreteelse.

4.3.1.4.7 Ndagra andra slutsatser om heltalsbias

I ett par studier noteras sérskilt att biaspdverkade elever agerar konsekvent. Utifran flera studier
antas den avtagande paverkan vara en foljd av hur brékforstielse successivt omkonstrueras och
forbattras utifrdn nya erfarenheter, vilket uppfattas vara en langsam, individuell och stegvis
process. I nagra av studierna antas detta ske 1 viss ordning. Och i1 ndgra av studierna uppfattas
samband mellan omkonstruktionen och forstielsen av hel- eller decimaltal. Detta utvecklas del-
vis nedan och delvis 1 4.4.2.6.2 och 4.4.3.2.

I tre studier konstateras att biaspaverkade elever i allt védsentligt genomgaende 16ser inkongru-
enta uppgifter fel (Kainulainen et al., 2017; McMullen et al, 2018; Vamvakoussi & Vosniadou,
2010). Den mindre andel elever som inte agerar konsekvent antar Kainulainen et al. (2017) vara
pa vig att omkonstruera mer utvecklad brakforstéelse alternativt vara paverkade av andra slags
missuppfattningar och svarigheter.

Van Dooren et al. (2015) menar att heltalsbias utévar mindre inflytande med 6kad skolerfaren-
het. De forklarar detta med att det intuitiva tainkandet, som antas fargat av heltalsbias, kontrol-
leras av analytiskt tinkande allt eftersom konceptuell forstdelse utvecklas.

4.3.2 Skillnadstankande och omvand bias

Gonzélez-Forte et al. (2020) pekar pé forskning som visar att vissa individer har hogre 16s-
ningsfrekvens péd inkongruenta brakuppgifter dn pé kongruenta, dvs. motsatt det som antas vid
paverkan av heltalsbias. Utifran sin studie uppfattar de att svérigheter att storleksordna brak
inte bara forklaras av heltalsbias. De menar att skillnadstdnkande och omvind bias ér alternativa
forklaringar. Vad det innebér och hur det avspeglas forklaras forst (se 4.3.2.1). Dérefter redo-
visas forekomst, fordndring och slutsatser (se 4.3.2.2).

4.3.2.1 Vad menas med, och hur avspeglas, skillnadstdnkande och omvéand
bias?

Skillnadstdnkande ar en Overséttning av gap thinking. Skillnadstinkande &r en strategi vid stor-
leksordnande av brak dér braket med minst skillnad (gap) mellan ndmnare och téljare antas
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vara storst, Varf(')rg (skillnad 3-2=1) antas vara storre dn g (skillnad 9-7=2) (Gonzalez-Forte et

al., 2020). Skillnadstinkande kan medfora att g och g uppfattas lika stora (Gonzalez-Forte et al.,
2020).

Omvdiind bias dr en Gversdttning av reverse bias. Omvénd bias dr en strategi vid storleksord-
nande som liknar heltalsbias genom fokusering pd bara ndmnare, men hir antas braket med
minst ndmnare alltid vara storst (Gonzalez-Forte et al., 2020).

4.3.2.2 Orsak, forekomst och férandring

I litteraturen studeras forekomst av skillnadstdnkande och omvénd bias bara av Gonzalez-Forte
et al. (2020). I tva andra studier konstateras dock att elever ibland motiverar felaktigt storleks-
ordnande utifran resonemang som innebér skillnadsténkande eller omvind bias; Aliustaoglu et
al. (2018) samt Clarke och Roche (2018) (bada ék. 6; se 4.3.1.4.2). Clarke och Roche (2018)
noterar att nistan 40% av eleverna i deras studie anvéinde skillnadstdnkande pa vissa uppgifter.

For att samtidigt kunna studera forekomsten av skillnadstdnkande, omvind bias och heltalsbias
anvinde Gonzalez-Forte et al. (2020) en kombination av uppgifter som &r kongruenta eller in-
kongruenta utifrén var och en av aspekterna pa ett sitt de uppfattar mdjliggor att paverkan av
respektive aspekt kan sérskiljas. Utifran sin studie (&k. 4-9; se 4.3.1.4.2) konstaterar de att skill-
nadstankande uppvisar omvént monster mot heltalsbias: Andelen som utgér fran skillnadstén-
kande okar successivt med skoldlder samtidigt som paverkan av heltalsbias successivt minskar.
De noterar att skillnadstdnkande &r den vanligaste orsaken till fel i de tva hogsta arskurserna
men istdllet heltalsbias i de ldgre. Utifran detta antar de att skillnadstinkande utvecklas ndr
brékforstdelsen omkonstrueras i samband med att heltalsbias dverges, men att brakforstielsen
dé alltjamt dr bristféllig. Nér det géller omvénd bias konstaterar de att andelen som dr paverkade
ar relativt konstant dver arskurserna, men klart lagre dn for heltalsbias och skillnadstinkande.
De noterar dock att andelen paverkade av omvind bias okar patagligt i den hdgsta arskursen.
Det sistndmnda antar de vara en konsekvens av dd pdgaende omkonstruktion.

4.3.3 Brakbegreppet mangfacetterat

14.3.1 och 4.3.2 behandlades missuppfattningar och svérigheter som ror brak som ett tal. Nu
behandlas missuppfattningar och svarigheter med anledning av att brékbegreppet dr mangfa-
cetterat. Forst redovisas olika sitt att forstd brak pa (se 4.3.3.1). Dérefter redovisas hur ankny-
tande missuppfattningar och svarigheter avspeglar sig (se 4.3.3.2).

4.3.3.1 Brakbegreppets olika betydelser

I forskningen framfors alternativa, mer eller mindre lika uppfattningar kring brakbegreppets
olika betydelser, dér en tongivande uppfattning presenterats av Kieren (1980) och modifierats
av Behr et al. (1983) (Elias, Ribeiro & Savioli, 2020). Litteraturen utgér i allt viasentligt, uttalat
eller underforstétt, fran Kieren (1980). Ibland med modifieringarna av Behr et al. (1983). Darfor
redovisas deras uppfattningar; forst Kierens (se 4.3.3.1.1) och sedan Behrs et al. (se 4.3.3.1.2).
Elias et al. (2019) ar kritiska till Kierens uppfattning, som de menar for mycket fokuserar pd
hur matematiker tdnker och utgér frin radikal konstruktivism. De forordar ett alternativ med
sociokulturellt avstamp, som diskuteras i 4.3.3.1.3.

4.3.3.1.1 Fem betydelser enligt Kieren

Kieren (1980) menar att utvecklad brékforstaelse konstrueras utifran fem matematiskt och kog-
nitivt delvis dverlappande, delvis kompletterande sétt att forsta brik; fem konstrukt: Brak som
del/helhet, brak som forhdllande, brdk som kvot, brak som mdtning och brak som operator.
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Konstrukt dr benimningen pa de konstruktioner som individen enligt konstruktivism anvinder
for att sortera, forstd och forklara véarlden (Egidus, u.d.). Nar ett av konstrukten avses i det
foljande skrivs det kursiverat.

Utifran Kieren (1980) forklaras konstrukten s hir:

e Brak som del/helhet (part/whole) beskriver forhdllandet mellan ett visst antal lika stora
delmingder och en kontinuerlig eller diskret mdngd uppdelad i sddana delméngder. Vi
exemplifierar med att ndr en kontinuerlig eller diskret méngd delats i fyra lika delméng-

der kan % forstas som forhallandet mellan tre sidana delméingder och helheten.

e Brak som forhdllande (ratio) beskriver forhallandet mellan tva storheter. Vi exemplifi-
erar med att % kan forstas som forhallandet mellan antalet hundar och antalet katter, dir
antalen kan vara exempelvis tre hundar och fyra katter eller femton hundar och tjugo
katter. Kieren (1980) uppfattar brak som del/helhet som ett specialfall av brdak som for-
hallande. Han betonar att bada handlar om forhallande, varfor forstaelsen av ekvivalenta
brék foljer utifran dem, eftersom ekvivalenta brdk speglar samma forhallande. Han be-
tonar samtidigt att flera brak som del/helhet kan bli foremal for meningsfull addition
(givet samma helhet), men att s& generellt inte ar fallet med brdak som forhallande.

o . . e . . 3
e Brak som kvot (quotient) beskriver resultatet av en division. Vi exemplifierar med att "

kan forstds som resultatet nir 3 divideras med (delas pa) 4.

e Brdk som mdtning (measure) aterspeglar att en métenhet delats upp 1 ett visst antal lika
stora delar (anges av ndmnaren) och att ett visst antal sddana delar sedan har lagts efter
varandra fran métenhetens startpunkt (anges av tédljaren). Han betonar att brak som mdit-
ning har likheter med brdak som del/helhet, men att helheten, dvs. métenheten, ofta bara
ar underforstadd. Vi exemplifierar med att % kan forstds som talet som har den position

pa tallinjen som bestdms genom att forst dela avstandet mellan 0 och 1 (métenheten) i
fyra lika delar och sedan ligga tre sddana delar efter varandra fran positionen for 0 (ma-
tenhetens startpunkt). Ett annat exempel ar att 103% m (dvs. 3 mm) kan fOrstds som den
strdcka som bestdms genom att forst dela 1 m (métenheten) 1 1000 lika delar och sedan
lagga tre sddana delar efter varandra frén startpunkten for mitningen.

e Brak som operator (operator) beskriver den mekanism som multiplikativt forstorar eller
forminskar genom multiplikation foljt av division eller omvint. Vi exemplifierar med
att % tillsammans med 12, dvs. % av 12 eller % -12, kan forstds som mekanismen som
forminskar 12 till 9.

Kieren (1980) menar att l1osandet av olika brakuppgifter forutsétter samtidig forstielse av flera,
ibland alla konstrukt. Han framhaller dock ingen sirskild kognitiv hierarki mellan dem eller
mellan dess konstruktion.

4.3.3.1.2 Sju betydelser enligt Behr et al.

Behr et al. (1983) utgar fran Kieren (1980) men menar att utvecklad brakforstaelse konstrueras
utifran istéllet sju konstrukt, vilka delvis kompletterar och delvis omformulerar Kierens: Brak
som forhdllande, brak som kvot, brak som operator, brdak som linjéir koordinat, brak som an-
delsmdtt, brdk som fordndringstakt och brak relaterat till decimaltal. Nér nagot av konstrukten
avses 1 det foljande skrivs det kursiverat.

Brak som forhdllande, brdk som kvot och brak som operator dr hos Behr et al. (1983) samma
sak som hos Kieren (1980). Utifran Behr et al. (1983) forklaras de 6vriga konstrukten s hir:
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e Brak som linjdr koordinat (linear coordinates) liknar brdk som mdtning. Konstruktet
betonar dock frimst foljande grundlédggande aspekter av tallinjen: Tallinjens tdthet, att
brék dr ett tal och en viss punkt pd tallinjen, och hur avstdnd mellan tal pd en tallinje
bestdms. Dessa aspekter dr i linje med den tolkning av brdk som mdtning som ibland
tycks goras 1 litteraturen, innebérande att det konstruktet antas dsyfta primért brdk som
tal/som en specifik punkt pé tallinjen (t.ex. av Sveider, 2021).

e Brdk som andelsmdtt (fractional measurement) ar ett annat sétt att uppfatta brak som
del/helhet. Hér beskriver braket hur ménga som finns av en viss kvantitet relativt kvan-
titetens helhet. Vi uppfattar detta i linje med den tolkning av brdk som del/helhet som
ibland tycks goras i litteraturen utan Kierens (1980) betonande av forhéllande (t.ex. av

Sveider, 2021), innebarande att% forstas som tre av de delméingder som fas nér en kon-
tinuerlig eller diskret mangd delats upp i fyra lika delméngder.

e Brak som fordndringstakt (rate) beskriver en storhet uttryckt som forhéllandet mellan
tva andra storheter, t.ex. hastighet definierad som forhéllandet mellan strdcka och tid.

Vi exemplifierar med att z m/s kan forstds som den hastighet som foljer av forhallandet

% mellan tillryggalagd striacka och tiden for tillryggaldggandet, exempelvis att 3 m till-
ryggaldggs pa 4 s eller 15 m pé 20 s.

e Brdk relaterat till decimaltal (decimal) handlar om att uppfatta dels att samma tal kan
skrivas i bade brakform och decimalform, dels sambandet mellan representationsfor-

T, , . . . 375 s
merna, sdrskilt ndr nimnaren dr en tiopotens. Vi exemplifierar med att 1000 kan fOrstas

som talet 0,375 och omviént.

Analogt med Kieren (1980) menar Behr et al. (1983) att l6sandet av olika brakuppgifter forut-
sétter samtidig forstaelse av flera, ibland alla, konstrukt. Till skillnad frén Kieren uppfattar de
dock en kognitiv hierarki mellan konstrukten. Nér de foreslar den utgdr de frén Kierens kon-
strukt (och inte sina alternativa sju) och menar att forstielse av brak som del/helhet &r grund-
liggande for forstdelsen av alla andra aspekter av brak (Behr et al., 1983).

4.3.3.1.3 Elva betydelser enligt Elias et al.

Elias et al. (2019) menar att brak ges betydelse eller forstas utifrdn elva sociokulturella delvis
overlappande, delvis kompletterande teman: Brdak som forhdllande mellan dimensioner, brak
som division av heltal, brak som invers till heltal, brak som process for dubbelrikning, brdk
som representationsform, brak som geometrisk tolkning, brak som kombination av multiplikat-
ion och division, brdk i vardagssammanhang och brak som representant for en ekvivalensklass
av ordnade par av heltal samt tva teman med koppling till hogre matematik; brdk som element
i kroppen Q och brak som element i kvotkroppen till integritetsomrddet 7.

Deras avsikt dr att deras alternativ ska ldggas till grund for brakrelaterad forskning. Eftersom
litteraturen inte gjort det och da de sjélva inte sdrskilt lyfter elevers missuppfattningar eller
svérigheter eller anknytande undervisning, redovisas bara teman som vi uppfattar har hogstadi-
erelevans och som kompletterar det Kieren (1980) och Behr et al. (1983) forordar. Utifran Elias
et al. (2019) forklaras dessa teman sa hér:

e Brdk som division av heltal innefattar att braket ses som antingen en aktivitet (en divis-
ionsuppgift) som ska utforas eller som resultatet av denna aktivitet.

e Brdk som invers till heltal innefattar att stambrak uppfattas som multiplikativ invers till
heltal och dirigenom forstielse av att division med ett heltal ger samma resultat som
multiplikation med dess invers.
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e Brdk som representationsform innefattar att braket uppfattas som ett tal, oavsett om det
ir frdga om ett rationellt tal.

e Brak som geometrisk tolkning handlar om att visualisera brak som exempelvis en punkt
pa tallinjen, som forhallandet mellan strackor eller som skuggade delar av en geometrisk
figur.

e Brak i vardagssammanhang betonar att brakrelaterade vardagsord, som bl.a. kan rora
matlagning, vikt eller tid, ofta inte har samma precisa betydelse som brék i matematiken.

Vi exemplifierar med att en fjardedel eller kvart i vardagen séllan avser exakt i utan
exempelvis ungefeiri av en pizza eller ungefér 15 min (i h).

e Brak som representant for en ekvivalensklass av ordnade par av heltal innefattar for-
staelse av ekvivalenta brak och att ett brk kan skrivas pa odndligt minga sétt.

4.3.3.2 Missuppfattningar och svarigheter betréffande braks olika betydelser

Studierna om missuppfattningar och svérigheter betrdffande brak har delvis olika syften och
avser ibland ett och ibland flera av Kierens (1980) konstrukt, med eller utan modifieringarna
av Behr et al. (1983). Studierna pekar pa att missuppfattningar och svérigheter forekommer
betrdffande alla konstrukt. Generellt pekar de pad mer utvecklad forstaelse av brdak som del/hel-
het och mindre utvecklad forstielse av brak som mdtning. Utifrdn hennes genomgang av forsk-
ning menar Nagy (2017) att de missuppfattningar och svarigheter som i utlindska studier upp-
fattas hos primért yngre elever dterfinns hos svenska elever dven hdgre upp i dldrarna. I det
foljande redovisas missuppfattningar och svarigheter betridffande de konstrukt som nidmns i lit-
teraturen tillsammans med hur det avspeglar sig och slutsatser: Brdk som del/helhet (se
4.3.3.2.1), brak som forhallande (se 4.3.3.2.2), brak som kvot (se 4.3.3.2.3), brdak som mdtning
(se 4.3.3.2.4), brak som operator (se 4.3.3.2.5) och brdk relaterat till decimaltal (se 4.3.3.2.6).
Aspekter som ocksa dr hianforliga till heltalsbias, skillnadstinkande eller omvénd bias respek-
tive procedurer for brékoperationer har redovisats ovan (se 4.3.1—4.3.2) eller redovisas 1 4.3.4.

4.3.3.2.1 Braksom del/helhet

Utifrén forskning Sveider (2021) pekar pa utvecklar elever tidigast och léttast forstaelse kring
brak som del/helhet, vilket antas bero pa att det konstruktet praglar tidig brakundervisning. An-
knytande missuppfattningar och svarigheter som framhalls 1 forskningen sidgs primért rora att
helheten maste delas upp i lika stora delar och relationen mellan antalet delmangder och antalet
element i delmédngderna nér det dr fraga om diskreta mangder (L6wing, 2016; Nagy, 2017;
Sveider, 2021). Nedan redovisas hur detta bekréftas av studier avseenden belgiska, kinesiska,
svenska och turkiska elever.

Utifran sin studie konstaterar Gabriel et al. (2013) att forstaelsen av brak som del/helhet &r hog
ialla aldersgrupper, hogre 4n for andra konstrukt och ndgot 6kande med skolalder. De studerade
forstaelsen av olika aspekter av brdk och dess utveckling over tid genom att vid ett tillfélle
studera belgiska elever i arskurs 4—6 genom skriftliga test (total n=439; fem skolor). De noterar
dock att elever ofta har en stereotyp bild av hur brak som del/helhet kan illustreras: Tamligen
genomgaende utgér eleverna fran en kontinuerlig méngd som helhet och skuggar del av en
geometrisk figur istéllet for att utgd frdn diskreta méingder nér det skulle gora illustrerandet
lattare. Med viss anknytning till detta pekar Nagy (2017) pé forskning som menar att elever
dven 1 hogstadiedldern kan ha en inre bild av brék inte som ett tal utan som en del av en cirkel-
skiva.

Niér det géller likadelning av helheten konstaterar Aliustaoglu et al. (2018) utifrin sin studie att
ca 40% av eleverna bortser fran att markerade delar av geometriska figurer dr tydligt olika stora
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och bara riaknar antalet for att bestimma brdak som del/helhet (k. 6; se 4.3.1.4.2). Detta illustre-
rar den aspekt av heltalsbias, som Ni och Zhou (2005) menar avspeglas i rikning av icke-kon-
gruenta delar (se 4.3.1.2). Aliustaoglu et al. (2018) anger att observationen &r i linje med tidi-
gare studier. Utifran sin studie konstaterar dock Kullberg och Runesson (2013) att elever 1 hu-
vudsak tycks vara klara over att helheten maste delas i lika stora delar. De studerade initial
forstaelse av brak som del/helhet hos svenska elever 1 drskurs 3 genom dels skriftliga test, dels
observation av inspelningar av elevernas tva forsta braklektioner (n=59; tva skolor).

Niér det géller diskreta méngder noterar dock Kullberg och Runesson (2013) missuppfattningar
i sin studie. De ndmner att flera elever felaktigt antar att antingen tdljaren eller nimnaren direkt
anger antalet i en diskret delméngd. Samtidigt noterar de att sddana missuppfattningar inte tycks
foreligga nér aktuellt brék dr stambrak.

Utifran sin studie sdger Ni (2001) att elever har latt for att avldsa brak illustrerade av geomet-
riska figurer, svarare nir illustrationen &dr en diskret méngd och 4n svérare nér illustrationen
avser forhallande mellan striackor. Han studerade hur visualisering av brik kan begrénsa elevers
forstaelse av brak som del/helhet och brak som mdtning genom att vid ett tillfdlle studera kine-
siska elever 1 arskurs 45 genom skriftliga test (n=205, n=208; en skola). Han noterar att 16s-
ningsfrekvensen &r snarlik i bada aldersgrupperna, forutom att de dldre eleverna i storre ut-
strickning inser att samma illustration kan avse flera ekvivalenta brak. Det senare antar han
forklaras av mer utvecklad forstaelsen av det multiplikativa forhéllande brék speglar. Att forsta
att brak speglar ett multiplikativt forhdllande antar han utvecklas senare dn andra aspekter av
brak som del/helhet, sésom att helheten méste delas 1 lika stora delar. I linje med hans obser-
vationer anger Lowing (2016) (se 4.3.1.4.2) att 16sningsfrekvensen dr generellt hog for svenska
elever i arskurs 3—5 nédr angivet brak ska skuggas i geometriska figurer eller nér det brdk som
redan dr skuggat ska anges. Hon noterar dock att Isningsfrekvensen sjunker patagligt i tva fall.
Den sjunker nér den geometriska figuren ér uppdelad i multiplar av ndmnaren, som i atta delar

nar z ska skuggas. Den sjunker ocksd ndr brak som inte dr stambrak ska illustreras genom att
ringa in figurer i en diskret helhet. Exempelvis att ringa in tva av atta karameller for att illustrera
i. Utifrdn dessa observationer menar hon att eleverna inte kan generalisera den forstdelse de har
kring brak som del/helhet.

4.3.3.2.2 Brak som forhallande

Utifrén forskning som Sveider (2021) pekar pa, ror missuppfattningar och svérigheter betréf-
fande brak som forhdllande primirt tvé aspekter: Dels att forhdllandet speglar ett multiplikativt
och inte ett additivt forhallande, och dels vad som ar ekvivalenta brak. Nedan redovisas hur
detta bekriftas av studier avseenden belgiska, kinesiska och svenska elever.

Gabriel et al. (2013) noterar att brak som forhdllande knappast berdrs i1 studerade belgiska ldro-
bocker for 8k. 4-6 och i liten grad undervisas enligt ldrarintervjuer. Utifran sin studie uppfattar
de trots detta att eleverna har god forstéelse for det konstruktet (k. 4—6; se 4.3.3.2.1). De fram-
haller dock att ungefar var tionde yngre elev, vars forstielse av brdak som forhdllande antas halla
pa att utvecklas, uppfattar additiva i stéllet for multiplikativa samband (Gabriel et al., 2013).

Nér det géller att avgdra om brak dr ekvivalenta noterar Lowing (2016) (se 4.3.1.4.2) att 16s-
ningsfrekvensen for svenska elever i arskurs 5 dr generellt hog. Samtidigt framhéller hon att
nér brak ska forldngas utifran givna ndmnare i flera steg, sd ar 16sningsfrekvensen hog nér til-

jarna kan uppfattas komma i nummerordning, som i § = % =5 = 7 men laga 10% nir de inte
gor det, som i § = 2 =C Betraffande forstaelsen av ekvivalenta brak noterar Ni (2001),
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som redan ndmnts, att de dldre eleverna i hans studie i vdsentligen hogre grad uppfattar att en
geometrisk illustration kan avse flera ekvivalenta brak (ak. 4-5; se 4.3.3.2.1). Sveider (2021)
ndmner forskning som pekar pa att svarigheter att uppfatta ekvivalenta brak kan kopplas till
heltalsbias vid storleksordnande. Detta eftersom ekvivalenta brédk da kan uppfattas olika stora
eftersom de har olika stora téljare (eller olika stora nimnare).

4.3.3.2.3 Brak som kvot

Utifrén den forskning Sveider (2021) pekar pé sé utvecklas forstéelsen for brdk som kvot bl.a.
genom att uppfatta skillnaden mellan delningsdivision och innehallsdivision och utifrdn detta
uppfatta att kvoten kan svara pa olika frdgor. Lowing (2016) knyter an till detta utifrén inter-

vjuer med svenska elever som hade svért att [6sa uppgifter som 1/ ; och % / i, vilket ar uppgifter
med mycket 18g 16sningsfrekvens. Hon ndmner att eleverna genomgéende tolkade uppgiften
som (svarlost) delningsdivision, t.ex. Hur dela Z pd i? och inte som innehallsdivision. Hon
noterar att det senare skulle ha gjort uppgiften enklare att 16sa och kvoten mer begriplig; t.ex.
Hur mdnga i ryms i %? Flores, Samson och Yanik (2006) podngterar samma sak. De menar ock-
sa att det kan forvirra elever att en divisionsuppgift och resultatet av den kan vara skrivet pa
samma sitt, exempelvis uppgiften z = och resultatet z.

4.3.3.2.4 Brak som matning

Utifran forskning som Sveider (2021) pekar pé &r forstaelsen kring brak som mdtning (dér vi
uppfattar ett betonande av brdak som linjdr koordinat) svérutvecklad, vilket bl.a. antas beror pé
att forstdelsen forutsitter forstaelse av brdak som forhdllande. Anknytande missuppfattningar
och svarigheter sigs primért avse vilken del av tallinjen som ska beaktas, sirskilt om bara tva
punkter dr talsatta (Sveider, 2021). Nedan redovisas hur detta bekriftas av studier avseenden
amerikanska, belgiska, indonesiska, kinesiska, svenska och turkiska elever.

Utifran sin studie pekar Gabriel et al. (2013) pa att forstaelsen av brdk som mdtning ar klart
mindre &n fOrstaelsen av brdk som del/helhet och brak som forhdllande (ak. 4-6; se 4.3.3.2.1).
Vamvakoussi (2015) pekar pé att vad som utgér mitenheten ar sarskilt svarforstatt. Att uppfatta
hela tillhandahallen tallinje som helhet istédllet for bara avstdndet mellan 0 och 1 kan medfora

att % antas ligga mitt emellan ytterpunkterna, exempelvis vid positionen for 2,5 pd en tallinje

med 0 och 5 som enda markerade punkter. Detta har konstaterats 1 ett flertal studier avseende
arskurs 4-6 (Aliustaoglu et al., 2018; Gabriel et al., 2013; Ni, 2001; Patahuddin, Usman &
Ramful, 2018; Yanik, Helding & Flores, 2008). De antar alla att detta beror pa att elever gene-
raliserar vad som &r helheten fran konceptet brdak som del/helhet och tinker darmed att allt &r
helheten éven vid brdak som mdtning. De menar att eleverna uppfattar tillhandahallen tallinje,
exempelvis O till 5, som helheten och inte bara avstdndet mellan 0 och 1. Specifikt studerade
Patahuddin et al. (2018) hur elevers brakforstaelse underléttas eller begransas av ldrarens illust-
rationer genom att under tva tillféllen studera indonesiska elever i arskurs 6 genom klassrums-
observationer (n=99; tvé skolor). Och Yanik et al. (2008) studerade fordndring av forstaelsen
av brak som del/helhet och brdk som mdtning genom fyra intervenerande lektioner och inter-
vjuer med amerikanska elever i arskurs 6 (n=56; en skola).

Ungefdr varannan elev felplacerar brak pa ovanndmnt sétt enligt Aliustaoglu et al. (2018) och
dnnu fler ndr braket dr storre dn 1. Ni (2001) noterar dnnu lagre 16sningsfrekvens, som dessutom
var patagligt lagre for de dldre eleverna (28%). Utifrén sin studie av svenska elever i drskurs 3
och 9 (se 4.4.2.1) noterar Nagy (2017) samma missuppfattning i bada aldrarna. Hon séger att
de inte tycks uppfattar aktiviteten som ett tal att placera ut, utan som en (tal-)linje att dela upp.
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Ni (2001) diskuterar varfor 16sningsfrekvensen i hans studie var liagre for de dldre eleverna.
Han antar att det beror pa att forstéelsen av brdk som mdtning ér mindre stabilt konstruerad dn
brak som del/helhet och att de éldre eleverna, som precis hade borjat med brak som forhdllande,
kanske haller pa att experimentera med forstdelsen av denna nya aspekt. Han tror att de da
befinner sig i en omkonstruktionsfas dir 16sande av uppgifterna kan ha storts av tdnkande pa
brdk som forhallande istillet for brak som mdtning.

Utover att eleverna kan vara fargade av tidigare stort fokus pa brdk som del/helhet, uppfattar
Patahuddin et al. (2018) att den relativt laga l0sningsfrekvens i deras studien kan ha paverkats
av elevernas vana av tvidimensionellt visualiserade brak, dvs. skuggning av geometriska figu-
rer. De menar att elever kan erfara kognitiva svarigheter nir det tvddimensionella tainkandet ska
transformeras till tallinjens endimensionella virld.

Niér det géller hur avstandet mellan 0 och 1 ska delas upp ndmner Aliustaoglu et al. (2018) att
en del elever missuppfattar nimnarens innebdrd och uppfattar att ndmnaren anger antal streck

som ska séttas mellan 0 och 1 vid uppdelning. Detta kan medfora att % placeras som i.

Aliustaoglu et al. (2018) noterar ocksa att en del elever bara beaktar ndmnaren nér brak ska pla-
ceras pa tallinjen, varfor g placeras som g, eller placerar brak mellan de heltal som &terfinns i

taljare och ndmnare, varfor 2 placeras som 2,5. Siegler och Pyke (2013) ndmner att ndstan 30%

av eleverna i deras studier beaktar antingen bara tdljare eller bara nimnare nér brak ska utpla-
ceras pd tallinjen (8k. 6, 8; se 4.3.1.4.2). Dessa svarigheter vid utplacering av brak pé tallinjen
kan enligt dem vara orsakat av heltalsbias (se 4.3.1.2).

Gabriel et al. (2013) anger att nir bade 1 och olika brak skulle placeras i storleksordning i deras
studie, placerade elever ofta 1 som storst &ven om brak som % ingick (ak. 4-6). Nagy (2017)

pekar pé forskning som séger att elever har svart att forsté att brak skrivet i vanlig notation kan
vara storre dn 1, men léttare gor det vid resonemang utifran konkret material.

Flores et al. (2006) konstaterar att avstdndet mellan 0 och 1 delas upp i olika ménga/stora delar
for olika stambrak men i lika manga/stora delar for likndmniga brik. En konsekvens av detta ér
att avstdndet pd tallinjen mellan tvd efterfoljande likndmniga brdk ar konstant men varierar
mellan tva efterfoljande stambrak. Nar brak ska placeras pé tallinjen maste dérfor bade inbordes
ordning och avstand mellan braken dvervigas, vilket Flores et al. (2006) menar kan vara intui-
tivt svart for eleverna att uppfatta.

4.3.3.2.5 Brak som operator

Sveider (2021) hanfor missuppfattningar och svarigheter betridffande operationer generellt till
brak som operator. Konstruktet skulle ddrmed fanga mer 4n forstaelse av effekten av multipli-
kation och division, som Kieren (1980) samt Behr et al. (1983) avgrinsar sig till. Detta har
diskuterats i 4.3.1. Ovriga operationer som Sveider (2021) pekar pa redovisats i 4.3.4.

4.3.3.2.6 Brakrelaterat till decimaltal

Niér det giller missuppfattningar och svarigheter betriaffande brak relaterat till decimaltal pekar
forskning enligt Yopp (2018) pd att elever ofta betraktar samma tal i decimal- och i brikform
som olika saker och bara uppfattar det senare som ett rationellt tal. Vamvakoussi och Vosniadou
(2010) noterar att studerade elever i stor utstrdckning uppfattar att det mellan tva tal av visst
slag (heltal, brék eller decimaltal) bara finns tal av samma slag. De noterade att elever, dven i
hogre alder, ofta ser brak som en diskret foreteelse och decimaltal samtidigt som en kontinuerlig
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foreteelse eller omvént (ak. 6, 8 och gy. 1; se 4.3.1.4.2). Yopp (2018) menar dven att elever ar
intuitivt Svertygade om 0,333...% =

Yopp (2018) studerade hur forstdelsen kring omvandling mellan representationsformer kan ut-
vecklas genom intervenerande undervisning av amerikanska elever i arskurs 8 under 24 lekt-
ioner. Hans analys skedde utifran en djupintervju med en elev (n=1; en skola). Han konstaterar
utifran denna intervju att elever tycks begrinsade av den inldrda definitionen av rationella tal,
dvs. % dér a och b dr heltal. Han menar att elever dérfor inte uppfattar decimaltal (med periodisk

decimalutveckling) som ekvivalent med brak. Av de elever som forstér kopplingen mellan brak
och decimalform verkar en del foredra att subtrahera brék forst efter omskrivning till decimal-
tal. Detta enligt intervjuer som Lowing (2016) genomfort med svenska elever med svarigheter
med sddana uppgifter.

4.3.4 Fokus pa procedurkunskap och operationer med brak

Missuppfattningar och svarigheter betraffande operationer med brak kopplas i studier till brist-
féllig konceptuell forstéelse respektive bristfillig procedurkunskap. Vad begreppen innefattar
redovisas forst (se 4.3.4.1). Direfter redovisas konsekvenser av brister 1 konceptuell forstaelse
och procedurkunskap. Detta specifikt vid operationer med brak (se 4.3.4.2). Anknytande under-
visningsaspekter behandlas i 4.4.1. Detta for att halla isdr missuppfattningar och svarigheter
frén undervisningsforslag.

4.3.4.1 Vad ar konceptuell forstaelse och procedurkunskap?

Lenz et al. (2020) pekar pa en vanlig uppdelning mellan konceptuell forstaelse och procedur-
kunskap i braksammanhang. Det forra handlar om att forsta brdkbegreppets olika betydelser.
Det senare att kdnna till Iosningsstrategier och hur de verkstills steg-for-steg for att leda till ett
korrekt svar. De exemplifierar med att procedurkunskap kravs for att utfora addition av brak

) N 1 1 14 13 4 3 _ 443
med olika ndmnare, som-+-=—+—=—+4 — = —
3 4 34 43 12 12 12

kravs for att forsta varfor proceduren ser ut som den gor och varfor den dr ndodvandig. I kon-
ceptuell forstaelse inkluderar de att forsta varfor en operation ér felaktig, exempelvis nér addit-
ion av brdk genomfors som addition av téljare med tiljare och nimnare med ndmnare.

= %, men att konceptuell forstaelse

4.3.4.2 Missuppfattningar och svarigheter betraffande brakoperationer

Flera studier pekar pa missuppfattningar och svérigheter betriffande operationer med brédk som
uppfattats kopplade till bade bristfillig konceptuell forstéelse och bristféllig procedurkunskap.
Hér redovisas studier som pekar pa detta hos amerikanska, australiensiska, belgiska, svenska
och turkiska elever. Aspekter som redovisats med koppling till heltalsbias, skillnadstinkande
och omvénd bias (se 4.3.1-4.3.2) respektive olika betydelser av brik (se 4.3.3) upprepas inte.

Lowing (2016) redovisar mycket statistik kring 16sningsfrekvens for svenska elever i olika ald-
rar. Detta utifrdn diagnoser med Diamantuppgifter avseende operationer med brak (se
4.3.1.4.2). Enligt henne ar uppgifterna utformade for att prova savél konceptuell forstaelse som
procedurkunskap. Generellt dr 16sningsfrekvensen liknande dver kommuner i samma alders-
grupp for samma typ av uppgifter. I flera avseenden pekar utfallet pa att savél yngre som aldre
elever har stora svérigheter att opererar med brak (Léwing, 2016). Losningsfrekvensen varierar
mycket beroende pa typ av operation och typ av brak. Exempelvis ér 16sningsfrekvensen hog,
ofta omkring 80-90%, betriffande enkel addition och multiplikation, men sjunker, ibland till
laga 10%, vid bl.a. division eller d& brak behdver forldngas. Hon noterar vidare att omkring
60% av eleverna i borjan av gymnasiet uppvisar for 1dg 16sningsfrekvens, exempelvis pa
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uppgifter som % - % Mer generellt konstaterar hon att andelen mellanstadieelever med godtagbar

kunskap, och dirmed godtagbar 16sningsfrekvens, kring brakoperationer ér relativt ofordndrad
i slutet av arskurs 5 och 6 (bara omkring hélften). Nér det géller operationer med brak pd hog-
stadiet konstaterar hon att nistan 90% av eleverna i drskurs 8 har for 14g 16sningsfrekvens gil-
lande multiplikation och division och mer dn 60% av eleverna géllande addition och subtrakt-
ion. Lowing (2016) uppfattar generellt stora brister i konceptuell forstdelse och pekar bl.a. pa
intervjuer dér elever ndmner att de inte 16st uppgifter eftersom de glomt bort vilken regel/algo-
ritm som skulle anvédndas. Eller s verbaliserar de algoritmer men kan inte forklara varfor de
fungerar. Aliustaoglu et al. (2018) (se 4.3.1.4.2), Siegler och Pyke (2013) (se 4.3.1.4.2) samt
Gabriel et al. (2013) drar liknande slutsatser som Lowing (2016) utifran sina studier. Gabriel et
al. (2013) studerade forstaelsen av olika aspekter av brak och hur forstaelsen utvecklas dver tid
och sambandet mellan konceptuell forstéelse och procedurkunskap genom att vid ett tillfélle
studera belgiska elever i arskurs 4—6 genom skriftliga test (total n=439; fem skolor).

Powell och Nelson (2020) studerade konceptuell forstielse och procedurkunskap betréffande
brék, decimaltal och procent pa hogre utbildningsniva genom att vid ett tillfdlle studera ameri-
kanska universitetsstudenter pa forsta eller andra aret av en fyradrig utbildning genom skriftliga
test (n=331; ett larosdte). Enligt dem dr de storsta svéarigheterna i den &ldersgruppen att avgora
vilket tal som ar markerat pé en tallinje och att bestimma minsta gemensamma ndmnare och
storsta gemensamma delare.

4.4 Vad kan goras for att motverka missuppfattningarna och sva-
righeterna?

I litteraturen foreslas vad ldrare bor gora for att motverka elevers brakrelaterade missuppfatt-
ningar och svérigheter utifrin tre perspektiv: I studier av brakundervisning 1dmnas undervis-
ningsrekommendationer som ett led i resultatet. I studier om missuppfattningar eller svarigheter
ldmnas ibland undervisningsrekommendationer som ett led i resultatdiskussionen. Och i1 ndgra
fall ldmnas undervisningsrekommendationer utifran annans forskning. Hér redovisas rekom-
mendationerna utifrén fyra teman oavsett sddant perspektiv. Forst behandlas avvigning mellan
konceptuell forstdelse och procedurkunskap (se 4.4.1). Sedan redovisas de grundidéer som vi
uppfattar man menar att ldrare primirt bor fokusera pé (se 4.4.2). Direfter redovisas rekom-
mendationer kring dels konkreta moment i undervisningen (se 4.4.3), dels frdn nér brak bor
undervisas (se 4.4.4).

4.4.1 Konceptuell forstaelse vs procedurkunskap

I litteraturen betonas risken med for stort fokus pa procedurkunskap, men det lamnas egentligen
inga rekommendationer om i vilken utstrdckning procedurkunskap bor undervisas om. Forst
redovisas studier som ror hierarkin mellan konceptuell forstdelse och procedurkunskap (se
4.4.1.1). Dérefter diskuteras fokus pa procedurkunskap (se 4.4.1.2).

4.4.1.1 Hierarki mellan konceptuell férstaelse och procedurkunskap?

Lenz et al. (2020) samt Hecht och Vagi (2010) noterar att det i forskningen finns olika uppfatt-
ningar om hur konceptuell forstaelse och procedurkunskap utvecklas relativt varandra. De ndm-
ner forskning som pekar pa positiv korrelation mellan djupare konceptuell forstaelse och god
procedurkunskap, men ocksa forskning som inte uppfattar sddan korrelation. De ndmner dven
att konceptuell forstéelse och procedurkunskap ofta sdgs vara forbundna och utvecklas paral-
lellt. Det senare konstaterar Hecht och Vagi (2010) utifrén sin studie. Utifrén sin studie dr dock
Gabriel et al. (2013) mer forsiktiga med att dra den slutsatsen (ak. 4-6; se 4.3.4.2). De ar mer
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Oppna for mojligheten att konceptuell forstaelse och procedurkunskap utvecklas mer frikopplat
frén varandra. Detta haller Ni (2001) med om med tilldgget att viss procedurkunskap inte auto-
matiskt medfor forstaelse av att och hur proceduren kan anvindas i olika sammanhang. Han
exemplifierar med att procedurkunskap om forlingning och forkortningen inte automatiskt
medfor forstaelse av ekvivalenta brak. Och inte heller forstdelse av att forlingning/férkortning
kan anvéndas for att gora brék likndmniga for att exempelvis underlétta storleksjamforelse.

Hecht och Vagi (2010) studerade hur konceptuell forstaelse och procedurkunskap betréffande
olika aspekter av brak utvecklas och pdverkar varandra och ocksa av allmén aritmetikkunskap
over tid. De gjorde detta genom att vid ett tillfdlle under hostterminen och sedan under varter-
minen pafoljande ldsdr studera amerikanska elever i arskurs 4 genom skriftliga test som de
menar sérskiljer procedurkunskap fran konceptuell forstielse (n=181; nio skolor).

4.4.1.2 Konceptuell forstaelse vs procedurkunskap

Utifrdn genomgéng av forskning uppfattar Moss och Case (1999) att en viktig orsak till elevers
missuppfattningar och svérigheter betréffande brak &r for stort fokus pa procedurer kontra kon-
ceptuell forstaelse. Clarke och Roche (2009) siger samma sak utifran sin studie (dk. 5; se
4.3.1.4.2). Pa liknande sétt reflekterar dven andra i litteraturen. Powell och Nelson (2020) ndm-
ner att procedurer inte bor ldras ut sé att de uppfattas som ett slags trick. De betonar att forstéelse
kring hur algoritmer fungerar, och varfor, alltid bor etableras. Lowing (2016) knyter an till det
sistndimnda och menar att elever behdver diskutera olika aspekter av brak och inte primirt fo-
kusera pd procedurer. Detta eftersom hon uppfattar att eleverna diarigenom blir béttre rustade
att kunna forsta och generalisera utifran procedurer.

Yang (2102) beskriver progressionen i brdkundervisningen i Taiwan, som han menar forklarar
varfor Taiwan presterar béttre i internationella kunskapsjamforelser dn t.ex. USA. Han dr mer
positiv till fokus pa procedurkunskap dn de som nimnts ovan, men betonar att procedurer in-
troduceras successivt utifran elevernas konceptuella forstaelse. Han menar att procedurkunskap
bidrar till att utveckla konceptuell forstaelse och exemplifierar med hur forstéelsen av konceptet
minsta gemensam ndmnare successivt utvecklas i Taiwan genom att procedurer stegvis intro-
duceras: Fran att bestimma en gemensam ndmnare genom att multiplicera ndmnarna i arskurs
4, till att bestimma den minsta gemensamma ndamnare utifrdn primtalsfaktorisering i arskurs 6.

Niér det géller specifika konceptuella aspekter framhaller Lowing (2016) att 1draren behover
gora en didaktisk &mnesanalys och kartldgga vilka aspekter som i varje avseende behdver {or-
stas och byggas vidare pa. Hon framhdller att en sddan analys ligger bakom utformningen av
uppgifterna i Diamantdiagnoserna (se 4.3.1.4.2).

4.4.2 Grundidéer betraffande brak som larare bor fokusera pa

I litteraturen lyfts sju delvis dverlappande, delvis kompletterande grundidéer som lérare rekom-
menderas att fokusera pa for att underlitta konceptuell brakforstaelse. De utvecklas nedan: Fo-
kus pa dela lika (se 4.4.2.1), fokus pa storleken pa brak (se 4.4.2.2), fokus pa brak som del/hel-
het (se 4.4.2.3), fokus pd brak som mdtning (se 4.4.2.4), fokus pa stambrdk (se 4.4.2.5), fokus
pa procent- eller decimalform (se 4.4.2.6) samt fokus pa naturliga tal (se 4.4.2.7). Kursivering
sker frekvent i det foljande for att tydliggora nér det dr frdga om en av grundidéerna.

4.4.2.1 Fokus pa dela lika

Utifrén sin studie 1 forskolan menar Nagy (2017) att dela lika ér den forsta forstaelsen av brak
som elever skapar i sin vardag. Hon exemplifierar med att dela lika med sitt syskon eller kompis
ar en vardagssituation som manga elever upplevt och kan relatera till. Nagy (2017) studerade
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progressionen i svensk brakundervisningen fran forskola till arskurs 9 1 syfte att bl.a. bidra med
kunskap om hur ldrare utformar undervisningen utifran elevernas forforstaelse. Under tre ter-
miner planerade hon undervisning tillsammans med fyra larare, videodokumenterade genom-
forandet och analyserade undervisningen.

Ni och Zhou (2005) framhéiller en nackdel med fokus pa dela lika. De menar att forstaelsen av
brak som del/helhet konstruerad utifran dela lika inte kan generaliseras ndr likadelning inte dr
mojlig. De ndmner bl.a. att forstdelse av brak med storre tdljare 4n ndmnare, dvs. nér delen &r
storre dn det hela, kan forsvaras av detta.

4.4.2.2 Fokus pa storleken pa brak

Utifran utfallet i flera studier, som avser arskurs 3-8, foresprakas att forstdelsen av storleken pé
bridk borde vara tidigt fokus i brdkundervisningen (Clarke & Roche, 2018; Siegler & Pyke,
2012; Van Hoff et al., 2015a, 2017, 2018). Van Hoof et al. (2018) uppfattar att elever som
erfarit sddant fokus lyckas béttre pa uppgifter som ror bl.a. operationer med brak och tallinjens
tiathet. Aven Vamvakoussi (2015) foresprakar sddant fokus utifrin genomgéng av forskning.

Clarke och Roche (2018) ger ndgra konkreta forslag pa uppgifter for att uppna storleksfokus:
Givna brék kan kombineras for att erhélla sa stor eller liten summa som mdjligt. Storleksskill-
nad pé brik med samma tdljare kan utforskas utifrén storleken pé delarna, vilket forklarar varfor

t.ex. % ar storre an g. Och storleksskillnad kan utforskas genom att géra braken likndmniga. Nér

det géller det sistndmnda betonar de att proceduren for att gora likndmnigt endast utnyttjas for
att kunna gora jimforelsen, inte for procedurens egen skull. Aven Behr et al. (1984) lyfter fokus
pa storleksordning och da specifikt kopplat till storleksjamforelser av stambrak.

Siegler och Pyke (2012) menar att elever i stor utstrickning bor f& arbeta med att storleksjam-
fora brak utan samma téljare och ndmnare. Detta istéllet for de jimforelse av brdk med samma
tdljare eller samma ndmnare som de uppfattar dr det vanliga i laromedel och i undervisningen.

4.4.2.3 Fokus pa brak som del/helhet

Det verkar underforstatt att tidigt fokus pa brak som del/helhet ér det vanligaste séttet att un-
dervisa om brak (Smith, 1995). Det dr ockséd den grundidé som uttryckligen lyfts i laroplanen
(Lgrll, 2019; Matematik, 2020). I litteraturen betonar manga att detta dr bra samtidigt som
ndgra varningsflaggor reses.

Aliustaoglu et al. (2018) menar att forstaelse av brak som del/helhet bor std i centrum innan
arbete sker med olika talrepresentationer och operationer. Yanik et al. (2008) uttrycker ocksa
att eleverna bor borja med brak som del/helhet och da specifikt kopplat till stambrék.

Nir det géller kritik mot fokuset pd brdk som del/helhet ar Ni och Zhou (2005), som ndmnts i
4.4.2.1, kritiska kring hur konstruktet ibland ensidigt kopplas till dela lika. Som ndmnts dir
menar de att detta kan begransa forstaelsen av bl.a. brak med storre tdljare 4n ndmnare, dvs. ndr
delen kan uppfattas storre dn helheten. Samtidigt betonar de att brak som del/helhet &r litt-
tillgénglig och ddrmed roligt for eleverna eftersom det bygger pd forutbestamda uppdelningar
av mangder. Utifran sin studie uppfattar Kleve (2010) att ldrares ensidiga betonande av brdk
som del/helhet riskerar att forsvara forstaelsen av bl.a. brak som forhdllande och brdk som mait-
ning (brak som tal). Hon studerade hur elevers forstielse underléttas eller forsvaras utifran vilka
aspekter av brdk som lararen betonar och hur genom att vid ett tillfélle studera norska elever i
arskurs 5 utifrdn en videoinspelning av en lektion (n=en klass; en skola). Aven Patahuddin et
al. (2018) lyfter liknande kritik utifrén sin studie (&k. 6; se 4.3.3.2.4). De menar att elevers tva-
dimensionella bilder av brak fran arbetet med brak som del/helhet illustrerade med geometriska
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figurer kan forsvédra overgangen till arbete med tallinjen, som dr endimensionell. Detta siger de
kan 6verbryggas om ldraren dr tillrackligt tydlig med den dimensionella skillnaden.

Smith (1995) ifragasétter om fokus pd brak som del/helhet ér det enda bra sittet att lagga grun-
den for brakforstdelsen. Han menar att det kan finnas olika kulturer och lérstilar som péverkar
vilken aspekt av brak som larare utgar frin. Bade han och Flores et al. (2006) lyfter att ett stort
fokus pa brdak som del/helhet méste kombineras med fokus pa dven andra betydelser av brak
for att god brakforstielse ska utvecklas.

4.4.2.4 Fokus pa brak som métning

Bland annat Ni och Zhou (2005) menar att brdk som mdtning dr en béttre ingdng dn fokus pé
brak som del/helhet, vilket utvecklas hidr. Med brak som mdtning menas hir och nedan inte alla
métaspekter Kieren (1980) betonar, utan primairt relaterat till tallinjen, dvs. det fokus som fram-
halls med brak som linjér koordinat.

Eftersom man for brak som mdtning delar upp en stracka, menar Ni och Zhou (2001) att det
blir ldttare for eleverna att gora uppdelningen oavsett ndimnare (jJamfort med t.ex. uppdelningen
av en cirkelskiva). De menar ocksa att det blir ldttare och visuellt tydligare att jimfora olika
brék. De lyfter dven att fokus pd brdak som mdtning inte medfor de begridnsningar som de kriti-
serar dela lika och brak som del/helhet for (se 4.4.2.1 och 4.4.2.3). De menar ocksa att brak
som mdtning lagger grunden for forstaelsen av varfor brak maste vara likndmniga for att latt
kunna storleksjimforas, adderas och subtraheras. Aven Kieren (1980), Hecht och Vagi (2010)
samt Vamvakoussi (2015) betonar undervisning dér tallinjen str i centrum.

Patahuddin et al. (2018) uppfattar att brdak som mdtning borde std i forgrunden eftersom det dr
en central aspekt i forstdelsen av brak. I sin studie noterar de att larare inte betonar viktiga
skillnader mellan brdk som mdtning och brak som del/helhet (se 4.3.3.2.2). Exempelvis att del-
ning utifrdn vad nimnaren anger i det forsta fallet avser bara avstdndet mellan 0 och 1 (inte hela
tallinjen) men i det senare fallet avser a/lt. Och som ndmns i 4.4.2.3 menar de att elevers tvadi-
mensionella bilder av brak fran arbetet med brdk som del/helhet illustrerade med geometriska
figurer kan forsvara dvergéngen till arbete med tallinjen, som dr endimensionell. De nimner
dven att studerade ldrare mest forsokte forklara tallinjen utifrén delning av tredimensionella
objekt. Exempelvis att tallinjen mellan 0 och 1 tinks vara en pinne som delas 1 fyra lika bitar

for i. Eller att ett papper upprepade ganger viks i lika stora bitar. De menar att sddana konkreta

bilder kan underlétta forstdelsen, men ocksé att dversdttningen fran det konkreta exemplet till
tallinjens endimensionella virld kan vara utmanande. Aven Braithwaite och Siegler (2021),
Tian och Siegler (2018) samt Yanik et al. (2008) framhaller anvindningen av tallinjen i brak-
undervisningen, bade for att utveckla brakforstaelsen och som en sorts méttstock for hur vl
elever forstar brék, dvs. hur vél de kan placera ut brék pa tallinjen.

Yanik et al. (2008) héller med om att brak som mdtningar ar ett viktigt fokus, men menar att
eleverna behover forstaelse av brak som del/helhet innan de kan ta till sig brak som mdtning.
Detta ligger i linje med Van Hoof et al. (2015b, 2018), som utifran sina studier av elever fran
mellanstadiet upp till gymnasiet menar att det finns hierarkier mellan hur brakforstielse bort
frén heltalsbias konstrueras (se 4.3.1.4.2). De uppfattar att forstielse kring tallinjens tithet tycks
forutsitta forstaelse av storleksordnade av brék och effekten av multiplikation. De noterar dock
att det finns elever som tycks konstruera forstaelsen i annan ordning eller mer parallellt.

4.4.2.5 Fokus pa stambrak

Stambrak ar en aspekt av bade brak som del/helhet och brdk som mdtning, men uppfattas dven
déarutdver vara en viktig ingdng till brékforstaelse. Flores et al. (2006), som generellt foresprakar
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variation och att flera av grundidéerna bor betonas, verkar dnda forespréka att elever ska borja
med att ldra sig om stambrak. Smith (1995) menar att studier som gjorts med inspiration av
Kieren (1980) endast kommit fram till konsensus om en sak, ndmligen att elever forstir stam-
brak innan de forstar andra slags brdk. Behr et al. (1984) haller med om detta, men med tilldgget
att initialt fokus ska ligga pd att storleksordna stambrdk. Att tidigt dela upp i1 stambrdk och
opererar med stambrak dr nagot som ocksé framhalls 1 Skolverkets kommentarmaterial till kurs-
planen (Skolverket 2017, 2021).

For att forsta brak som mdtning och kunna placera ut brak pé tallinjen betonar Yanik et al.
(2008) att elever forst maste forsta att nimnaren anger det antal lika stora delar som en helhet
ska delas upp i. De konstaterar att varje sddan del utgor ett stambrak och att det foreligger ett
inverst forhdllande dem emellan. Om exempelvis ndmnaren dr 3 ska helheten delas i tre lika

stora delar, vardera g, dar g ar multiplikativ invers till 3 (dvs 3- % = 1). De menar att detta méste

synliggoras for eleverna explicit och inte bara underforstds. Detsamma géller att téljaren anger
det antal sddana delar som ska rdknas upp.

Béde Braithwaite och Siegler (2021) och Lowing (2016) menar att det maste synliggdras hur
savil enskilda brdk som summor och produkter av brdk kan representeras av ett antal stambrdk.

. 2 . 1 1,1 2,1
Exempelvis att 3 kan representeras som tva stycken . dvs. som g och summan 3ts analogt

diarmed som § + ; + i. De menar att detta starker forstaelsen av bade brak som del/helhet och

brdk som mdtning. Lowing (2016) menar att nér elever ska multiplicera brik med heltal sé kan
det bli ldttare att forsta att det bara &r tdljaren som ska multipliceras med heltalet om multipli-
kationen visualiseras som upprepad addition med braket uppdelat i stambrak eller utifran asso-
ciativa lagen med stambrdk 1 fokus. Hon ger tva exempel:

e Upprepad addition: 3-§=(§+§)+G+§)+(§+§):6%:3
e Associativa lagen: 3-§=3-2-§=6-§=§.

Braithwaite och Siegler (2021) har utvecklat ett undervisningskoncept fokuserat pa stambrak
som de kallar PFT (Putting Fraction Together). De hdvdar bl.a. att inflytandet av heltalsbias
kan motverkas eller minskas om eleverna uppmirksammas pa ovanndmnda stambraksdekon-
struktion och fér tillfélle att erfara storleksskillnader mellan stambraksbitar och fér relatera dem
till helheten 1. De menar bl.a. att elever som fysiskt eller mentalt placerar tva stambraksbitar

o1 o1 . . D21
som ar — och en som dr " efter varandra pa en tallinje ddrigenom inser det orimliga i att 3ts

summeras till —» Som dr vanligt under inflytande av heltalsbias. Detta eftersom % inte dr néra 1.

Utifrén sin studie av potentialen i PFT uppfattar de att PFT ger tydliga positiva effekter pa
utvecklingen av brakforstaelsen (ak. 4-5; se 4.4.3.5.4).

4.4.2.6 Fokus pa procent- eller decimalform
Det finns litteratur som menar att larare bor undervisa om tal i procent- eller decimalform innan
brak, vilket utvecklas nedan.

4.4.2.6.1 Procentform

Mose och Case (1999) sdger sig ha en intuitiv uppfattning om i vilken ordning olika represen-
tationer av rationella tal bor ldras och att det &r béttre att successivt och djupare behandla en
viss representation én att behandla flera mer eller mindre parallellt. De menar att elever har en
intuitiv och erfarenhetsbaserad visuell och spraklig uppfattning kring procent redan som unga,
bl.a. genom att tolka och uttrycka hur mycket/lite nagot ar av en helhet i procent. De menar
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vidare att missuppfattningar kring brak kan undvikas genom fokus pa braks konceptuella och
sprékliga innebord, som de menar latt kan relateras till motsvarande hos procent och decimaltal.
De uppfattar darfor att tal i procentform borde introduceras innan tal i brakform, med tal i
decimalform ddr emellan. De anser att det blir ldttare for eleverna att arbeta med Overséttning
representationsformerna emellan om utgangspunkten dr kénda tal i procentform. De exemplifi-

erar med 25% = 0,25 = i, som de menar eleverna kan forsta som hélften av hilften av helheten

100%. For att prova effekten av sitt koncept genomforde de en interventionsstudie med kana-
densiska elever i arskurs 4 med tester och elevintervjuer (n=13, n=29). Under 5 manader fick
elever i en skola undervisning enligt deras koncept. I en annan skola fick eleverna samtidigt
traditionell brdkundervisning. Bada elevgrupperna forbattrade sig mellan for- och eftertester,
men Mose och Case (1999) framhaller att de som undervisats enligt deras koncept forbéttrade
sig 1 hogre grad. Sistndmnda elever visade ingen betydande paverkan av heltalsbias vid efter-
testet, vilket den andra gruppen gjorde. Moss och Case (1999) konkluderar darfor att tidigt
arbete med andelar uttryckta i procent, som senare far dvergd i brak, mojliggor djupare forsta-
else och undvikande av vanliga missuppfattningar.

4.4.2.6.2 Decimalform

I tva studier av heltalsbias hos lag- och mellanstadieelever uppfattas viss korrelation mellan
utvecklad decimaltalsforstaelse och utvecklad brékforstelse samt att paverkan av heltalsbias
betraffande decimaltal var mindre &n for brak hos samma elever (McMullen et al., 2018; Van
Hoof et al., 2018). Utifran detta menar bada att konstruktion av decimaltalsforstaelse kanske
foregar brakforstaelse for var och en av aspekterna storleksordna tal, tolka effekten av multi-
plikation och tallinjens tdthet. De menar dérfor att undervisning kring decimaltal borde forega
undervisning kring brak.

Utifran sin studie av dldre elever noterar dock Vamvakoussi och Vosniadou (2010) att en stor
andel elever uppfattar brdk som en diskret foreteelse samtidigt som decimaltal uppfattas som
en kontinuerlig foreteelse eller omvént och att elever 1 stor utstrackning tycks uppfatta att det
mellan tva tal av visst slag (heltal, brik eller decimaltal) bara finns tal av samma slag. De upp-
fattar det darfor inte sjdlvklart att decimaltalsforstaelse utvecklas fore brakforstaelse. I en ge-
nomgang av forskningsldget konstaterar Tian och Siegler (2018) att det ofta argumenteras for
att brak, till skillnad mot vad som é&r vanligt i bl.a. USA, borde undervisas forst efter decimaltal
eftersom decimaltal skulle vara ldttare att forstd utifran befintlig heltalsforstaelse. De papekar
att forskningen som underbygger detta inte jamfort elevers kunskap om brak och decimaltal
utifran uppgifter av samma svérighetsgrad. De framhaller da annan forskning som pekar pé att
elever har liknande problem med brdk och decimaltal, bland annat pga. heltalsbias. Tian och
Siegler (2018) betonar dérfor att mer forskning krévs for att underbygga forslag om specifik
undervisningsordning mellan brak och decimaltal.

4.4.2.7 Fokus pa naturliga tal

Utifrén sin studie uppfattar Van Hoof et al. (2017) viss korrelation mellan utvecklad forstaelse
av naturliga tal och opéverkan av heltalsbias (&k. 5; se 4.3.1.4.2). De tolkar detta som att god
brakforstielse konstrueras utifrdn utvecklad forstaelse av naturliga tal. De reserverar sig dock
med att korrelationen kanske kan forklaras av att eleverna med god forstéelse av bade naturliga
tal och brék har konstruerat god matematikforstielse i allménhet. Utifrédn en analys som beaktar
elevernas allmdnna matematikforstielse uppfattar de att elever endast har fordel av forstaelsen
kring naturliga tal nér det kommer till operationer med brék. Inte nér det géller tallinjens téthet
eller storleken pa brak.
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Siegler och Pyke (2012) menar att det ar viktigt att grundldggande procedurkunskap for oper-
ationer med heltal foreligger innan operationerna generaliseras till att gélla for brak. I sin studie
uppfattade Hecht och Vagi (2010) ingen korrelation mellan god brékforstdelse och generellt
god aritmetikkunskap (ak. 4; se 4.4.1.1). De menar att detta motséger forskning som hédvdar att
fokus pé allménna aritmetikkunskap ar en viktig vig till 6kad brakforstaelse.

4.4.3 Hur bor larare gora for att undervisa utifran dessa grundidéer?

I litteraturen ges Gverlappande, delvis kompletterande rekommendationer kring vad lararen bor
tanka pd och hur ldraren bor undervisa om ovanndmnda grundidéer. Forst berors betydelsen av
elevernas forforstaelse och vardag (se 4.4.3.1). Sedan berors hur kognitiva konflikter kan leda
till omkonstruktion av forstielse (se 4.4.3.2). Utdver det som redan nimnts ovan (se 4.4.2) re-
dovisas ddrefter ndgra specifika rekommendationer: Om hur man bor prata om brék (se 4.4.3.3),
om vikten av variation (se 4.4.3.4) och om visualisering av brik (se 4.4.3.5). Rekommendat-
ionerna avser sillan explicita lektionsplaneringar eller liknande, utan talar framst om principer.

4.4.3.1 Utga fran elevernas forférstaelse och vardag

Pa olika sétt betonas att brakundervisningen behdver kopplas till elevernas forforstaelse och
vardag, oavsett vilka grundidéer som anses prioriterade. Vikten av vardagskoppling betonas
ocksa i kursplanen (Lgrl11, 2019; Matematik 2020).

Moss och Case (1999) menar att brakundervisning i for liten utstrackning beaktar vad eleverna
— rétt eller fel, fullstandigt eller ofullstédndigt — forstar om brik. De uppfattar att undervisningen
istdllet utgér frin ett vuxet (eller matematiskt) perspektiv kring vad som ska forstas och hur. De
menar ocksd att det i for stor utstrickning anvénds representationer och illustrationer av brak
som riskerar att forstarka felaktig generalisering fran heltalsforstielse, dvs. heltalsbias. Vidare
hévdar de att larare ignorerar de svarigheter som foljer av brdknotationen och att lirare antar
att eleverna forstar briknotationen utifran formella definitioner. Powell och Nelson (2020), Van
Hoof et al. (2018) samt Vamvakoussi och Vosniadou (2010) menar att ldraren maste anpassa
undervisningen utifran Aur eleverna tinker kring brék. De sistndimnda betonar dock att léraren
inte alltid bor bygga pé elevers tidigare erfarenheter. Som exempel pa detta lyfter de samma
exempel som Ni och Zhou (2005) (se 4.4.2.3): Brak som del/helhet ma vara lattillgéanglig, men
denna aspekt av brak gar inte att generalisera till all brakforstielse eleverna behover utveckla.
Dock lyfter de att relaterbarhet kan leda till att eleverna tycker brik &r roligare. Enligt Nagy
(2017) kan dock betydelsen fran det vardagliga bli ett hinder {for eleverna oavsett vilket stadium
de dr 1 sitt utvecklande av brakforstaelsen. Detta bl.a. eftersom eleverna kan lésa sig i hur brak
anvénds i vardagliga situationer och fa svart att generalisera och med abstraktionen.

4.4.3.2 Kognitiva konflikter som vdg till omkonstruerad forstaelse

I flera studier antas att brékrelaterade missuppfattningar och svarigheter ar kopplade till kog-
nitionen (se 4.3.1.3). De pekar pa ett behov av kognitiva konflikter for att kunna konstruera
brakforstielse i relation till heltalsforstaelse. Detta diskuteras forst principiellt (se 4.4.3.2.1) och
sedan hur det kan konkretiseras i undervisningen (se 4.4.3.2.2).

4.4.3.2.1 Kognitiva konflikter som vag till omkonstruerad forstdelse

Kainulainen et. al (2017) noterar att det inte dr vad eleven inte kan som sétter kippar i hjulet,
utan vad eleven tror sig kunna. Enligt Vamvakoussi (2015) pekar forskning pa att elever pa-
verkade av heltalsbias inte upplever tveksamhet eller osékerhet, varfor de saknar anledning att
sjdlva ifrdgasitta om de borde gora pa annat sitt. Mycket forskning framhaller att undervis-
ningen behover tackla tva saker for att eleverna ska utveckla konceptuell forstdelse: Dels
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behover eleverna fa erfara relevanta kognitiva konflikter och bli missndjda dver bristen i nuva-
rande forstdelse, och dels behover de fa hjélp att uppfatta att ny forstielse ar relevant och mojlig
att konstruera (t.ex. Depaepe, Van Roy, Torbeyns, Kleickmann, Van Dooren & Verschaffel,
2018; Kainulainen et al., 2017; McMullen et al., 2018; Prediger, 2008; Vamvakoussi, 2015;
Vamvakoussi & Vosniadou, 2010; Van Dooren et al., 2015, Van Hoof et al., 2015b, 2021).

I flera studier konkluderas att omkonstruktionen som krivs for att inte paverkas av heltalsbias
ar en langsam, individuell och stegvis process (Vamvakoussi & Vosniadou, 2004; 2010; Van
Hoof et al., 2015b, 2018). De menar att olika aspekter av biaset &r olika svéra att konstruera
bort. Utvecklad forstielse kring storleksordnande uppfattar de, relativt de andra aspekterna,
som léttast att konstruera och forstéelse kring tallinjens téthet som svarast.

4.4.3.2.2 Betonandet av skillnader mellan heltal och brak

For att astadkomma kognitiva konflikter behover skillnaderna mellan heltal och brak tydliggo-
ras (Clarke & Roche, 2009; Depaepe et al., 2018; Kainulainen et al., 2017; McMullen et al.,
2018; Ni, 2001; Prediger, 2008; Vamvakoussi, 2015; Vamvakoussi & Vosniadou, 2010; Van
Dooren etal., 2015; Van Hoof et al., 2015b, 2021). Lérare gor inte detta i tillrdcklig utstrickning
menar Ni (2001) samt Vamvakoussi och Vosniadou (2010). Van Hoof et al. (2015b, 2018)
pekar pa att liromedel 1 vildigt liten utstrdckning poédngterar olikheter mellan heltal och brék.
Istdllet betonas likheter for mycket, vilket de menar kan stirka elevernas heltalsbias.

Kainulainen et al. (2017) menar att eleverna bor instrueras kring vad som &r fel. De menar dven
att larare bor utnyttja de fel som eleverna gor. Instruktionerna kan vara skriftliga s.k. refutation
texts, som beskriver kdnda missuppfattningar och forklarar dem. Dock ifragasitter de om just
ldsande av texter dr en effektiv undervisningsform. Enligt Van Hoff et al. (2021) finns forskning
som pekar pa att elever riskerar att fokusera pa endast missuppfattningarna i refutation texts.
Trots detta och utfallet av sin studie uppfattar de att refutation texts kan vara lampliga i1 brak-
undervisningen. De studerade hur elevers heltalsbias paverkas av olika slags instruktioner ge-
nom att vid ett tillfdlle studera belgiska elever 1 drskurs 4 genom digitala test med bade kongru-
enta och inkongruenta uppgifter (n=84; ej angivet antal skolor) (se om sadana uppgifter i
4.3.1.4.1). Efter att ha gjort samma test fick hélften av eleverna refutation texts. Den andra
hélften fick rent procedurinriktade instruktioner. Dérefter gjordes testet om och Van Hoof et al.
(2021) konstaterar generell forbéttring mellan testtillfallena, sarskilt pa inkongruenta uppgifter.
De forvénas dock over att eleverna som fick refutation texts forbattrade sig ndgot mindre dn de
andra eleverna, primédrt pa kongruenta uppgifter. Van Hoof et al. (2021) spekulerar om detta
kan forklaras av att forstndmnda grupp kom att uppleva osdkerhet kring de kongruenta uppgif-
terna pa grund av kognitiva konflikter. De antar att eleverna kanske inte riktigt hunnit reda ut
hur de nya erfarenheterna ska appliceras pé dessa uppgifter.

Depaepe et al. (2018) konstaterar att det krdvs mycket av ldraren for att hjilpa eleverna till god
brékforstielse: Lararen maste ha egen god brakforstaelse. Och ldraren méste veta hur hen kan
undervisa for att mojliggéra omkonstruktion efter kognitiva konflikter. Depaepe et al. (2018)
studerade detta genom en interventionsstudie av belgiska ldg- och mellanstadieldrarstudenter
vid ett laroséte. En grupp (n=135) fick bradkundervisning som poédngterade likheter och skillna-
der mellan heltal och brak. Undervisningen omfattade vanliga missuppfattningar. En annan
grupp (n=138) fick istdllet traditionell brdkundervisning for lirarutbildningen. Utifran utfallet
pa for- och eftertest konstaterar Depaepe et al. (2018) att forstndmnda grupp forbéttrade sig
vésentligen mer och tolkar darfor interventionen som lyckad. De menar att den gruppen utveck-
lade forstdelse kring bade brik och brdkundervisning pa ett sitt som gor att de béttre &n den
andra gruppen kan hjélpa elever bort fran bl.a. heltalsbias.
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4.4.3.3 Hur pratar man med elever om brak?

Clarke och Roche (2018) samt Nagy (2017) framhéller att ordvalet nér ldraren stéller en fraga,
presenterar en uppgift eller forklarar ndgot paverkar elevernas forstielse och ocksé deras ut-
veckling av vidare forstéelse. Detta belyses pa flera sitt i litteraturen, vilket utvecklas nedan

Ni och Zhou (2005) menar att elever har olika svarigheter med samma frdga beroende pa hur
den stills. Att verbalt fraga Vad dr en tredjedel plus en tredjedel lika med? uppfattar de betyd-

ligt enklare for elever dn att 16sa uppgiften utifrdn braknotationen % + g I det senare fallet menar

de att det &r troligare att elever gor fel som att addera nimnarna sé att svaret blir %.

Béde Clarke och Roche (2018) samt Ni och Zhou (2005) betonar hur ordval kan péverka ut-
vecklingen av heltalsbias. De senare uppfattar att brak under tidig brékundervisning ofta talas
om som ett antal (heltal) av ett annat antal (heltal), exempelvis som en av tre, vilket de menar
betonar likhet med heltal snarare dn viktiga skillnader. Clarke och Roche (2018) betonar att

X3 . . 2 o . . o
larare av denna anledning bor pratat om 5 som vd tredjedelar och inte som tvd av tre. De

forordar dven att ldrare ska prata om braknotationen som “In the fraction a/b, b is the name or
size of the part (e.g., fifths have this name because 5 equal parts can fill a whole) and a is the
number of parts of that name size.” (Clarke & Roche, 2018, s. 136). Genom att pa det sittet
bl.a. betona innebdrden av de olika delarna och relationen till en helhet menar de att missupp-
fattningar kring notationen minimeras och generalisering mojliggors.

Som redan ndmnts finns forskning som menar att forstaelsen av brdak som kvot utvecklas genom
att uppfatta skillnaden mellan delningsdivision och innehallsdivision och utifrdn det uppfatta
att kvoten kan svara pé olika fragor (se 4.3.3.2.3). Som ocksa nimnts i samband med det, upp-
fattar Lowing (2016) att elever i for liten utstrackning far prata om brak som innehallsdivision,

exempelvis om 1/ § utifran Hur mdnga % ryms i 1? Hon menar att det &r ett ensidigt fokus pé

delningsdivision som leder till att elever upplever uppgifter som 1/ % och z / i som mycket
svara. Aven Flores et al. (2006) betonar vikten av att pratat om vad en brakuppgift egentligen
sdager. Hon exemplifierar med att om tre personer ska dela pé fyra pizzor sd kan svaret % upp-

fattas olika: Om man utgér frin varje pizza som en helhet far varje person en fjirdedel av var
och en av de tre pizzorna, dvs. tre kvartsbitar. Om man istillet utgar frin de tre pizzorna som
helheten fér varje person en tre-fjirdedels pizza. De pekar ocksa pa hur spriket kring en fraga
kan varieras s att svaret betonar antal, storlek eller andel. De exemplifierar med att uppgiften

%= skulle kunna tolkas som exempelvis: Hur mycket fdar en person om fyra ska dela lika pa tre

pizzor? Hur stor andel far en person om fyra ska dela lika pd tre pizzor? Eller Fér att baka en
sats gdr det dt 4 1, till hur mycket ricker 3 [?

4.4.3.4 Vikten av variation

I litteraturen lyfts vikten av variation for utveckling av brakforstaelse. Variationen géller bade
exempel som tas upp i undervisningen (se 4.4.3.4.1) och andra aspekter i undervisningen (se
4.4.3.4.2). Variation betrdffande visualisering av brik diskuteras i ndsta avsnitt (se 4.4.3.5).

4.4.3.4.1 Variationsteori

Sveider (2021) framhaller att 14rare bor variera utifran variationsteori och dess koncept synkron
variation och diakron variation. Vid synkron variation betonas enligt henne dtminstone tva va-

rianter av samma aspekt samtidigt. Hon exemplifierar med att utifrén i och % parallellt peka pé

ndmnarnas betydelse vid storleksbestimmande. Hon menar att en sddan jaimforelse ger eleverna
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mdjlighet att uppfatta den specifika skillnaden braken emellan och att fokusera pa betydelsen
av denna. Vid diakron variation behandlas varianterna istéllet efter varandra for att istillet pa
det sittet ge eleverna mojlighet att uppfatta skillnaden (Sveider, 2021). Utifrdn nimnda exem-

pel innebér det att forst resoneras kring storleken pa i och dérefter gérs samma sak kring %

4.4.3.4.2 Annan variation

I det f6]jande redovisas olika aspekter av variation i undervisningen kopplat till olika forstaelser
av brdkbegreppet.

Gabriel et al. (2013) uppfattar att elever i for stor utstrdckning fir arbeta med enkla, vélkinda
brédk. Han betonar att elever behover fi arbeta med ménga olika slags brak, sdvil storre och
mindre som lika med 1, for att utveckla forstaelsen

Behr et al. (1984) och Nagy (2017) framhaller att elever som &r duktiga pé att vixla mellan
olika representationsformer av samma brak, sdsom olika visuella bilder utifran brdk som
del/helhet och skriftlig notation, ofta klarar sig béttre i braksammanhang &n elever som fastnar
i en viss representationsform. Nagy (2017) betonar ocksa faran med motsatsen: Genom ensidiga
bilder av brék kan eleverna komma att dra felaktiga slutsatser om brdk som kan vara svéra att
fordndra. Van Hoof et al. (2018) menar dock att undervisningen bor fokuseras pa ett mindre
antal konceptuella aspekter av brik och inte samtidigt p& méinga olika. De menar detta utifran
att processen att utveckla god brakforstaelsen ar individuell och tar lang tid (se 4.3.1.4.7).

Som redan nimnts menar Yopp (2018) att elever utifran formella definitioner kan bygga upp
missuppfattningar kring vixlingen mellan tal i brdk- och decimalform (se 4.3.3.2.6). Han kon-
staterar dock utifrén sin studie (som innefattade en utvecklande dialog med den intervjuade
eleven) att missuppfattningarna kan dvervinnas genom att elever fir erfara att definitionen av
rationella tal tillater att tal skrivs som heltal eller i decimalform. Han menar att detta bor ske
genom systematiskt arbeta med véxling mellan brak- och decimalform.

Smith (1995) lyfter fram att hur ldromedel pekar ut strategier inte dppnar upp for eleverna att
utveckla egna losningsstrategier. Han rekommenderar att ldrare infe miter elevers kunskap ba-
serat pd hur vil de applicerar kéinda generella metoder. Utifran sin studie konstaterar han bl.a.
att elever med hog 16sningsfrekvens var mer effektiva (behdvde anvénda farre steg) genom att
anvinda flera olika strategier dn andra elever och ocksd provade med egna strategier innan
undervisade generella strategier anvindes. Detta jamfort med andra elever i studien, som mer
genomgaende anvénde en eller ett fital strategier som undervisats. Smith (1995) uppfattar dér-
for att elevers alternativa strategier maste tilldtas i klassrummet for att bibehalla och utveckla
elevernas egna tinkande. Han menar att det bor ske genom att alternativa 16sningar lyfts i hel-
klass och pa nagot vis valideras. Han studerade vilka 16sningsstrategier elever anvénder vid
16sning av ekvationer och olikheter med brdk genom att vid ett tillfille studera amerikanska
elever 1 rskurs 5—6 och 8-9 och gymnasiets ar 1-3 som under enskilda intervjuer fick gora test
och redovisa 16sningsstrategier (total n=30; ej angivet antal, men olika skolor). Aven Clarke
och Roche (2009) samt Moss och Case (1999) framhaller vikten av att lyfta fram elevernas
spontana losningar. De forstnimnda menar bl.a. att manga olika strategier for storleksjamforel-
ser bor lyftas fram i undervisningen, inklusive sddana fargade av heltalsbias eller andra miss-
uppfattningar. De menar att de bor stdllas mot varandra, diskuteras med eleverna och forankras
genom olika typer av visualiseringar. De foresldr bl.a. att foljande strategier, som framkom i
deras studie, bor lyftas fram som exempel pd fruktbara strategier:

e Att omvandla till samma tiljare och resonera att antalet delar ar lika i bdda briken men
storleken pa delarna olika, varfor ; ar storre an Z.
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e Att uppfatta nér brak dr ekvivalenta, varfor % och g ar lika stora.

e Att jamfora brékens avstand till en referenspunkt som 0 eller 1, varfor g ar storre dn 2
eftersom g har g kvar till 1, vilket 4r mer dn g = i som g har kvar till 1.

e Att jamfora hur braken forhaller sig till en referenspunkt som %, varfor g ar storre dn %

eftersom det forra braket ar storre dn 5 medan det senare dr mindre dn s

Marmur, Yan och Zazkis (2020) pekar pé att det kan vara svart for atminstone oerfarna lérare
att undervisa pa sitt som krévs for utveckling av konceptuella forstielse. De studerade vilka
16sningsstrategier och vilka bilder av brdk som grundskolldrarstudenter har genom att vid ett
tillfalle studera kanadensiska sddana studenter under deras sista termin (n=33; ett larosite). Stu-
denterna fick skriva en matematikdidaktisk inldmning. I den fick de beskriva en mgjlig klass-

rumsdialog kring om det finns négra tal mellan % och %, exempelvis 6—15. Utifrén studien konsta-

terar Marmur et al. (2020) bl.a. att det inte var sjdlvklart for flera av studenterna hur manga tal
som finns mellan de bada braken eller hur forkortning och forlangning kan anvédndas for att
skapa ekvivalenta brak. De noterar sérskilt att studenterna i princip genomgaende forkastade

elevforslag som — genom Sd kan man inte skriva! eller liknande. I huvudsak visade inte heller
studenterna att é ar ekvivalent med den mer vedertagna notationen 12—3 Marmur et al. (2020)

konstaterar ocksd att bara en student lyckades skapa en meningsfull bild av é; genom att utga

fran en diskret miingd innehéllandes sex hela och en halv karamell. Ovriga studenter utgick fran
brak som del/helhet och fick d& konstatera att man inte kan dela upp en helhet i 6,5 lika delar.

4.4.3.5 Vikten av att visualisera brak

Litteraturen framhaller att brak bor undervisas med hjilp av konkret material och olika visuali-
seringar (bl.a. Aliustaoglu et al., 2018; Gabriel et al., 2013; Kleve, 2010; Patahuddin et al.,
2018; Sveider, 2021; Yanik et al., 2008). Nagra sétt att gora det pd diskuteras hér.

Aliustaoglu et al. (2018) menar att sddant konkret material kan motverka missuppfattningar vid
bl.a. storleksordning och operationer med brak. Kleve (2010), Moss och Case (1999) och Pa-
tahuddin et al. (2018) pekar pa att ldrarens intention med att visualisera brak pa ett visst sitt,
t.ex. som skuggad del av en geometrisk figur, inte alltid star klar for eleverna. De menar att
elevernas forstaelse darigenom kan begrinsas. De framhéller darfor att lararen maste tydliggora
sina intentioner.

4.4.3.5.1 Delar av geometriska figurer

Utifrén sin studie framhaller Sveider (2021) att konkret material i undervisning tydligt positivt
paverkar elevernas brakforstaelse. I syfte att skapa forstaelse for lirares undervisning om brak
pa mellanstadiet studerade hon anvéndningen av olika brékrepresentationer genom att i en
delstudie analysera 20 videofilmade lektioner om brak for svenska elever i arskurs 4—6
(n=anges ¢j; 9 skolor). Och i en annan delstudie analysera 13 sddana lektioner i samma érskur-
ser (n=anges ¢j; 7 skolor). Som ett gott exempel utifran sin studie nimner hon att anvinda

rektanglar for att goéra uppdelning som visualiserar t.ex. ;Z I tva lika rektanglar kan uppdel-

ningen goras med hjélp av lodrita eller vigrita streck. Genom att visa bdda sdtten samtidigt kan
eleverna upptdcka att ndmnaren styr antalet delar men inte hur uppdelningen ritas (Sveider,
2021). Hon menar att eleverna utvecklar forstielse kring att delen ar precis lika stor (har samma
area) 1 bada fallen utifrén denna typ av variation. Hon framhaller ocksé vikten av att eleverna
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far forstdelse for att storleken pa ett brak inte &dndras utifrén olika sétt att dela en geometrisk
figur i ett visst antal lika delar.

Kleve (2010) betonar vikten av att ldrare noggrant viljer hur brak ska lyftas fram i olika under-
visningssituationer och inte standigt illustrerar brék som delar av cirkelskivor.

4.4.3.5.2 Kort med tal i brak, procent och decimalform

Utifrén sin studie beskriver Sveider (2021) hur elevernas forstielse av hur brdk hinger samman
med tal i procent- och decimalform kan utvecklas med hjdlp av egentillverkade spelkort. P4
varje kort skrivs ett tal i brik-, procent- eller decimalform och eleverna far sedan arbeta med

att samla kort som anger samma tal, som 1—10, 0,1 och 10%. Vikten av att koppla ihop begreppen
lyft dven 1 ldroplanen (Lgrl1, 2019; Matematik 2020).

4.4.3.5.3 Stambraksbitar

Nir det géller hur stambrak kan fokuseras pé i undervisningen menar Flores et al. (2006), Svei-
ders (2021) och Yanik et al. (2008) att elever bl.a. bor fa ldgga fysiska stambraksbitar pd en
tallinje for att uppfatta braks storlek. Stambraksbitar &r rétblock i olika storlek beroende pé
vilket stambrak av samma helhet de representerar. Sveider (2021) exemplifierar med hur ele-
verna med hjdlp av stambraksbitar fick ange hur manga sjattedelar som ér lika med en tredjedel.

Eleverna kom fram till svaret genom att prova sig fram med stambréaksbitar for bl.a. i, % och %

tills de sdg att ; = % + %. Yanik et al. (2008) betonar att anvindningen av stambraksbitar dven

kan stérka elevernas forstaelse av tallinjen. Det forekommer dven digitala stambréksbitar, vilket
noteras i nésta avsnitt om datorspel och applikationer.

4.4.3.5.4 Datorspel och applikationer

Olive (1999) framhéller att brak kan ldras ut pa ett klassiskt sitt, t.ex. som skuggade delar av
en geometrisk figur, men ocksé med hjilp av matematikspel och andra digitala hjdlpmedel, som
ar designade for att utveckla konceptuell forstaelse.

Olive (1999) framhaller ett spel dar elever far leka fram sin brakforstaelse. For att studera ef-
fekten av spelet genomforde han en interventionsstudie av amerikanska elever i1 arskurs 3 dér
eleverna fick arbeta med spelet under ldrares eller forskares 6verinseende 45 minuter i veckan
over en tredrsperiod (n=12; en skola). Sarskilt studerades effekten hos tvé elever genom analys
av videoinspelningar av deras arbete med spelet. Hos dessa konstaterar han att brakforstaelsen
utvecklas betydligt, bl.a. utifrdn hur deras resonemang kring mer komplexa brakuppgifter for-
dndrades och utvecklades over tid. Han exemplifierar med hur andel av en andel berdknades
och hur de dra nytta av inversa forhéllanden.

Ett annat digitalt sitt att utveckla brakforstaelse forordas av Braithwaite och Siegler (2021)
utifrdn deras undervisningskoncept PFT (se 4.4.2.5). For att studera potentialen i PF'T genom-
forde de en interventionsstudie av amerikanska elever 1 arskurs 4-5 dér eleverna i olika om-
géngar fick spela ett PFT-baserat spel (n=104, n=91; en skola). I spelet fick de bl.a. placera ut
brék pé tallinjen med och utan hjdlp av digitala stambraksbitar. Utifrn utfallet av tester upp-
fattar Braithwaite och Siegler (2021) att PFT ger tydligt positiva effekter pa utvecklingen av
brékforstdelsen. De konstaterar att eleverna som fick trdna pé att placera ut summor av brék pa
tallinjen presterade béttre 4n de som bara fick placera ut enskilda brak. De forstndmnda eleverna
var ocksa béttre pa att avgdéra om en summa var storre eller mindre dn 1. Det senare var inget
som specifikt trdnades, varfor Braithwaite och Siegler (2021) uppfattar att dessa elever fatt en
bredare brakforstaelse med hjélp av PFT-spelet och att deras koncept dédrmed ér effektivt.

33



Aven Bush (2020) kommer fram till att didaktiskt relevanta digitala hjilpmedel verkar lovande
som undervisningsform. Hans forskning bestod av en interventionsstudie av amerikanska ele-
ver 1 arskurs 4-5 (total n=297; atta skolor).

4.4.4 Fran nar bor brakundervisning paborjas?

I ndgra fall berdrs i litteraturen frén nér undervisning om brék bor ske, varvid det genomgaende
foreslés tidig introduktion. Behr et al. (1984) noterar att en del elever ganska snabbt konstruerar
utvecklad brakforstaelse medan andra tar langre tid pé sig. De, samt Ni och Zhou (2005), {6-
reslar att brak ska undervisas redan frdn motsvarande svensk arskurs 3. Hecht och Vagi (2010)
menar ocksé att brak bor introduceras tidigt och noterar att bade konceptuell forstaelse och
procedurkunskap utvecklas med élder (skolerfarenhet). Yang (2012) belyser att i Taiwan un-
dervisas brdk redan frdn motsvarande svensk arskurs 1 och noterar att elever fran Taiwan pre-
sterar mycket bra 1 internationella kunskapsjamforelser. Slutligen argumenterar Van Dooren et
al. (2015), som &ven lyfts 1 4.3.1.4.7, att heltalsbias minskar med alder/6kad erfarenhet vilket
implicerar att om eleverna borjar tidigare s& forsvinner dven vissa problem tidigare.
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5 Brak i gamla Egypten
5.1 Behov av matematik och kallor till egyptiernas kunnande

Att vara civiliserad medfor enligt Imhausen (2006) behov av matematik for att beskriva, orga-
nisera och underlitta livet, exempelvis for att kontrollera miangden sdd i forrdd. Egypten dr en
av de dldsta civilisationerna och hade ett sidant behov. Imhausen (2006) ndmner att det dr svart
att med exakthet faststélla hur och till vad egyptierna anviande sin matematik. Detta eftersom
deras texter, som skrevs pa vattenkénslig papyrus, har forstorts, inte minst eftersom egyptiernas
stora stider 14g néra floden Nilen. Han namner dock att ndgra texter som beskriver matematiken
har dverlevt och bl.a. dterfunnits i 6knen. Tvéd av de mest kdnda &r Rhind- och Moskva-pa-
pyrusarna, som bada beskriver en samling matematiska problemuppgifter inom bl.a. geometri
och aritmetik (Hollings & Parkinson, 2020). Dessa papyrusar dr nagra av de dldsta dokument
som explicit visar pa egyptiernas anvindning av matematik och Imhausen (2006) menar att de
har anvénts som undervisningsmaterial ca 1600 f.Kr. Han uppfattar dock att egyptiernas mate-
matikkunnande fanns betydligt tidigare, for att mojliggora den kulturella blomning som skedde
redan 2686 f.Kr., men noterar att det inte finns nigra bindande bevis for att sa var fallet.

5.2 Egyptisk syn pa brak och braknotation

Thompson (1996) himtar exempel frdn Rhindpapyrusen och enligt honom pdminner mycket av
egyptiernas matematik om dagens aritmetik, sdsom att anvinda 10-bassystem. Egyptierna hade
unika symboler for varje 10-potens och aritmetiken var additiv till sin natur, vilket bl.a. innebér
att positionen en viss symbol har inte paverkar talens viarden (Thompson, 1996). Istéllet &dr det
viktiga hur manga av varje symbol som anvinds; se som exempel de sju strecken i figur 1 som
motsvarar talet 7.

> _1_=
T == =7

Figur 1. En sjundedel skrivet med forst egyptisk notation, sedan nutida notation och sist pa neugebauerskt vis
(efter Thompson, 1996).

Thompson (1996) ndmner fordubbling som ett viktigt inslag i den egyptiska aritmetiken och
som forblev relevant fram till medeltiden, vilket han noterar som sérskilt imponerande dé egyp-
tisk aritmetik som tidigare ndmnts kan dateras tillbaka till &minstone 1600 &r f.Kr.

Utover det additiva ridkneséttet anvdnde egyptierna brik pd ett annorlunda sétt 4n vad som dr
norm idag. Det beskrivs av Michalowicz (1996) samt Hollings och Parkinson (2020) utifrdn
hur brak beskrivs och anvénds i Rhindpapyrusen: Egyptierna anvédnde sig bara av stambrak och

skrev déarfor exempelvis inte % Imhausen (2006) menar att detta berodde pa att egyptierna bara
sag brak som inverser av heltal (jmf. brak som invers till heltal enligt Elias et al. [2019]; se
4.3.3.1.3), vilket forklarar varfor det inte var mdjligt att skriva exempelvis %, vars invers % ej

ar ett heltal. I stillet skrevs brak som % som addition av stambrak, t.ex. som i + %, dock utan
additionstecken eller liknande tecken emellan d& additionen verkar ha varit implicit. Hur egyp-
tierna berdknade % till i + % forklaras 1 5.3. Enda undantaget frén stambraksregeln verkar ha

varit % som behandlades p4d samma vis som stambraken men hade ett eget tecken som skiljde

sig fran de andra.
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: ; . . .2 1 1.
Ur ett nutida synsatt kan man fraga sig om det inte vore enklare att skriva - som ~ och . (1

stallet for i och %)? Eller helt enkelt tillata skrivandet av %? Den andra fragan verkar kunna

forklaras av ovanndmnda idé om att brak &r inverser av heltal. Den forsta fragan forklaras enligt
Imhausen (2006) av faktumet att matematik ar kulturellt utvecklat och att det ddrmed &r svért
att bryta mot traditioner dven om det skulle effektivisera raknandet. Thompson (1996) menar
dock att det finns vissa fordelar med det egyptiska séttet, vilket utvecklas nedan (se 5.3). Oliver
(2002) menar att just skrivséttet med stambrak varit en kulturell bromskloss for utvecklingen
av matematikdmnet. Anvindandet av stambrak fortsatte dock, enligt historiska fynd presente-
rade av Knorr (1982), 1 6ver 2000 ar.

For att indikera ett stambrdk anvinde egyptierna en elliptisk figur med siffror under; se figur 1.
I det foljande kommer dock for enkelhets skull nutida siffror att anvindas kombinerade med
streck for att pd samma sétt som Thompson (1996) skriva pa egyptiskt vis; se exemplet i figur
1. Detta skrivsitt dr bl.a. enklare att skriva med datorer och introducerades enligt Imhausen
(2006) samt Hollings och Parkinson (2020) forst av Otto Neugebauer, som enligt Hollings och
Parkinson (2020) var pionjirer inom inte bara egyptisk matematikhistoria utan d&ven matema-
tikhistoria 1 allménhet. I modern tid har Neugebauers vetenskapsmetodik kritiserats, men han
ar trots detta alltjimt ett stort namn inom matematikhistoria som @mne. En dubblering av ett

o o 2 . o . =
stambrik sdsom . skrivs pa neugebauerskt vis som 7.

5.3 Metoder for egyptisk division

Hir redovisas forst grundmetoden for division pa egyptiskt vis (for division utan rest) och sedan
tvd metoder for division med rest. Sist visas ndgra egyptiska rikneregler.

Utifrén berékningen av % beskriver Thompson (1996) grundmetoden for att utfora division pa

egyptiskt vis, vilket utvecklas hir och sammanfattas i figur 2. Forst skrivs tva kolumner. I den
vénstra skrivs alltid 1. I den hogra skrivs talet i ndmnaren; i detta fall 9. Pa efterfoljande rad
skrivs talen dubblerade (dvs. forst 2 och 18) och dubblering fortsétter sedan pa efterfoljande

rader tills dess talet i hogerkolumnen 6verstiger hélften av tiljaren. Vid berdkning av % avslutas

proceduren med 36 i hogerkolumnen da 36 adr mer 4n hélften av 45. Dérefter identifieras vilka
tal 1 hogerkolumnen som kan summeras for att ge talet i tdljaren. Dessa tal markeras (i figur 2
med snedstreck) och de korresponderande talen i vansterkolumnen adderas for att ge svaret pd

divisionen. Eftersom 45 erhalls genom additionen 9+36 ér % =1+4=5.

1 9 /
2 18
4 36 /=45

Figur 2. Uppstéllning for berékning av divisionen 4—95 i det gamla Egypten (efter Thompson, 1996).

Eftersom egyptierna enligt vad som sagts ovan kréver att brak alltid ska skrivs som en summa
av stambrék (inverser av heltal) och/eller heltal accepteras inte att svaret pa divisionsuppgiften

% = skrivs som 18—9. Detta skiljer sig frén nutida synsétt, men som ndmnts i 4.3.3.2.3 dr det nutida

synsdttet, att en divisionsuppgift och dess resultat kan uttryckas med samma brak, nagot som
kan uppfattas forvirrande for elever. Nér en division resulterar i en kvot som inte &r ett heltal
racker inte grundmetoden. Thompson (1996) beskriver hur metoden utvecklas for att berdkna

%, vilket utvecklas i det f6ljande och sammanfattas i figur 3. Till en borjan foljs grundmetoden
och 1 och 8 skrivs som start i varsin kolumn och nidstkommande rader dubbleras. Proceduren
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avslutas med 16 1 hogerkolumnen da 16 dr mer &n hélften av 19. Eftersom det 1 hogerkolumnen
nu inte finns tal som kan summeras till 19 dras ett streck och istéllet for dubbleringar utfors

halveringar. Hilften av 1 ér ekvivalent med inversen av 2 och skrivs dirmed som 2 och hilften
av 8 dr 4. Halftendelningen fortsétter tills 19 kan erhéllas genom att summera tal i hogerkolum-
nen, varvid korresponderande tal i vansterkolumnen summeras for att ge svaret. Eftersom 19

erhalls genom 16+2+1 ar % lika med 2 4 8. En nutida tolkning av detta ér att % =2+ i + %.
Detta kan forléngas till % + g + % = g, vilket var bréket vi utgick fran.

1 8
2 16 /

2 4

T 2

8 1 /=19

Figur 3. Uppstillning for berdkning av divisionen 2 det gamla Egypten (efter Thompson, 1996).
g pp s

Att bara rdkna och svara med stambrék kan frén ett nutida synsatt uppfattas som omsténdligt

och opraktiskt men Thompson (1996) argumenterar for att det har sina fordelar nir brakuppgif-

ten dr av praktisk karaktir. Han exemplifierar med att sju personer ska dela pa tvd brodkakor

och ger tvé forslag pa hur uppgiften kan 16sas. Varje brodkaka kan delas i sju delar sa att varje

person fér tva sjundedelar, vilket han menar &r ett mer nutida sétt att 10sa uppgiften. Alternativt

kan varje brodkaka delas i fyra delar, vilket ger atta fjardedelar som distribueras pa de sju per-
1

[} o o . . 2 1 . . o
sonerna. Sedan delas den 4terstdende fjdrdedelen i sju delar, dvs. ? = 5> som distribueras pa

de sju personerna. Detta &r enligt honom det egyptiska séttet att 16sa uppgiften pa och ocksa
ett mer praktiskt sétt da det dr léttare att dela en brodkaka i hélften och sedan i fjardedelar dn

att direkt dela i sjundedelar. Uppgiften ér av typen %, dvs. en dubblering av stambraket %, som
enligt Thompson (1996) var ett vanligt tema for egyptiska matematikproblem.

Brodkakeuppgiften dr extra intressant da den exemplifierar division med ojaimn ndmnare, vilket
kraver utveckling av ovannimnda metod. Thompson (1996) beskriver denna utvecklade metod

utifran berdkningen av %, vilket utvecklas nedan och sammanfattas i figur 4. Den forsta halve-
ringen (av 1 och 7) inkluderar halvering av ett ojimnt tal (7). Darfor skrivs 7 som 6 + 1, da bada

dessa tal 4r delbara enligt den egyptiska riknekonsten. Halvering av 6 och 1 leder till 3 och 2,
dér trean behdver skrivas om for att kunna halveras. Thompson (1996) redovisar inte rad 4 och
51 figur 4 explicit, men for tydlighetens skull skriver vi ut dven de stegen. Av talen i hogerko-

lumnen kan trippeln 1 2 4 adderas med 4 till summan 2, vilket ir lika med tiljaren i uppgiften.
Addition av korresponderande tal i vinsterkolumnen, 4 och 28, ger da svaret varfor % =4 28.

En nutida tolkning av detta dr att % = i + %.

(7=6+1)
(3=2+1)

4/

= w N
ST N |

N I~ B el
&N

/
Figur 4. Uppstéllning for berékning av divisionen % i det gamla Egypten (delvis efter Thompson, 1996).
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Thompson (1996) beskriver dven ett flertal rdkneregler som anvénds i Rhindpapyrusen, sdésom

1 =2 3 6. Dessa regler ska enligt honom ha anvints flitigt av egyptierna likt hur multiplikat-
ionstabellen utnyttjas i nutid. Enligt honom har nyss ndmnda rékneregel utnyttjats vid berak-

ningen av exempelvis 101 (dvs. % i nutida notation) dér 1 forst adderas till bada sidor i regeln,
vilket ger 2 = 1 2 3 6. Direfter har allt divideras med 101 for att ge 101 = 101 202 303 606.

Knorr (1982) menar att den egyptiska rdkneméstaren hdr har gjort en trakig berdkning och ut-
vecklar att svaret skulle ha skrivits med férre termer men med storre nimnare om berékningen

gjorts utan hjilp av rikneregel, nimligen 60 404 1515. Knorr (1982) uppfattar att egyptierna
gjorde sina berdkningar dven utifran estetiska dverviganden och att vad som uppfattades vara
ett korrekt svar pa en given brakuppgift darfor inte bara avgjordes utifrdn matematiska dverva-
ganden. Samma metod kunde dérfor inte alltid appliceras, vilket Knorr (1982) menar dr en an-
ledning till varfor den egyptiska brakridkningen ses som primitiv.
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6 Diskussion

Har diskuteras resultatet av litteraturstudien utifrin fragestillningarna. Forst vilka vanliga miss-
uppfattningar och svarigheter elever i svensk skola har under hogstadietiden (se 6.1). Dérefter
varfor de foreligger (se 6.2) och vad svenska hogstadieldrare kan gora for att motverka och inte
befdsta dem (se 6.3). Aspekter som knyter samman nutid med det egyptiska sattet att se pa och
hantera brék (se 5) noteras i sistndmnda avsnitt. Avslutningsvis reflekterar vi 6ver hur resultatet
av detta arbete paverkar hur vi kommer bedriva var brakundervisning (se 6.4).

6.1 Vanliga missuppfattningar och svarigheter betraffande brak

I det inledande kapitlet ndmner vi, utifrdn bl.a. Mclntosh (2008), de aspekter som vi tycker
utgdr god brakforstaelse (se 1). I det hdr avsnittet knyter vi samman dessa aspekter med de
missuppfattningar och svarigheter som beskrivs i litteraturen (se 4.3). Vi menar att ldrare bor
utgd frén att elever som bdrjar 1 svenskt hogstadium kan ha missuppfattningar och svarigheter
betrdffande alla aspekter av god brakforstaelse. Vi menar dven att larare méste vara uppmark-
samma pa att sddana missuppfattningar och svérigheter kan uppsta under hogstadietiden. Vi
instimmer med Powell och Nelson (2020), att 14rare bor utga fran att elever inte har utvecklad
brakforstaelse.

I litteraturen dr det bara Lowing (2016) som behandlar missuppfattningar och svarigheter hos
svenska elever bdde fore och under hogstadietiden. Hon drar slutsatser kring brikforstaelsen
utifrdn 16sningsfrekvens pa Skolverkets Diamantdiagnoser (se 4.3.1.4.2). Hon sétter fingret pd
typen av uppgifter som har lag 16sningsfrekvens. Tyvérr forklarar hon inte vari missuppfatt-
ningarna och svarigheterna ligger, forutom nar hon dterger nagra elevresonemang.

En aspekt av god brakforstéelse dr att kunna operera med brak. Lowing (2016) berdr detta och
noterar att [0sningsfrekvensen varierar mycket for samma elevgrupp beroende pa typ av brak
och typ av operation (se 4.3.4.2). Hon pekar pa att addition och subtraktion med likndmniga
brék ar lattast, multiplikation med brak svarare, addition och subtraktion som kraver forkortning
eller forlangning ocksa svérare samt division med brak mycket svart. For mellanstadiet konsta-
terar hon att andelen elever med godtagbar brakforstaelse (avspeglat som godtagbar 19snings-
frekvens) ér relativt ofordndrad i slutet av arskurs 5 och 6; bara omkring hélften. For hogstadiet
konstaterar hon att nidstan 90% av eleverna i arskurs 8 har for 1&g 16sningsfrekvens vid multi-
plikation och division och mer dn 60% av eleverna vid addition och subtraktion. Hon noterar
vidare att ca 60% av eleverna i borjan av gymnasiet generellt uppvisar for lag 16sningsfrekvens.
Hennes analys bygger pd resultat fran flera olika elevgrupper vid olika tillfdllen. Observerade
16sningsfrekvenser dr huvudsakligen desamma dver kommungrénser (se 4.3.1.4.2 och 4.3.4.2).
Studier avseende jdmnariga och dldre elever i nigra andra ldnder pekar pa liknande svarigheter
att operera med brék (se 4.3.1 och 4.3.4). Mot denna bakgrund tycker vi att det ar rimligt att
generalisera Lowings (2016) slutsatser. Vi menar darfor att 1arare bor utga fran dels att flertalet
som borjar svenskt hogstadium har svarigheter att operera med brék, forutom nér det géller
enklare addition och subtraktion, och dels att dessa svarigheter fortgar under hogstadietiden.

Andra aspekter av god brakforstaelse dr att kunna avgora vilket brdk som ar storst/minst samt
forsta att brak dr en kontinuerlig foreteelse och att multiplikation och division med brak bade
kan forstora och forminska. Den forstorande/forminskande effekten ror forstaelse av den del av
brakbegreppet Kieren (1980) kallar brak som operator (se 4.3.3.1.1). Alla nyss nidmnda
aspekter av god brikforstielse berdrs av studier om heltalsbias (se 4.3.1). Flera sadana pekar
pa att elever, i flera europeiska lénder, i slutet av mellanstadiet och under hogstadietiden begar
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misstag ndr de har med brik att géra. Detta genom att omedvetet anta att det som géller for
heltal ocksa giller for brak; heltalsbias. Fyra aspekter av heltalsbias lyfts fram (se 4.3.1):

e Biaset kan medfora att tdljare adderas med tiljare och ndmnare med ndmnare som om
tdljare och ndmnare vore separata heltal.

¢ Vid storleksordnande kan biaset medfora att storst nimnare eller samtidigt storst téljare
och ndmnare avgor vilket brak som ar storst. A&Ws Third-Pound Burger tycks ha ratas
som mindre &n McDonald’s Quarter Pounder (se 1) utifrin ett sdidant tankemonster.

e Eftersom multiplikation med heltal alltid forstorar (och division med heltal alltid for-
minskar) kan heltalsbias medfora att multiplikation med brak alltid antas forstora (och
division med brak alltid antas férminska).

e Eftersom heltal dr en diskret foreteelse kan biaspaverkade elever uppfatta att dven brak
ar det. Mellan tva brék pé tallinjen skulle det dérfor inte finnas odndligt ménga andra
brék.

Studierna pekar pd att de tva sistnimnda aspekterna dr frekventa eller mycket frekventa hos
elever under hogstadiet men ndgot avtagande med &lder. De tvd forstndmnda aspekterna upp-
fattas mer framtrddande i l4gre &ldrar, men forekommer dnda hos en relativt stor andel pa hog-
stadiet. Studier avseenden elever pd andra kontinenter pekar pd samma sak. Forekomsten av
heltasbias hos svenska elever belyses inte i litteraturen. De svérigheter med addition och subtr-
aktion som Lowing (2016), enligt ovan, pekar pé tror vi dock beror péd biaset. Detta eftersom
16sningsfrekvensen dr 14g utifrdn samma monster som den &r 1ag hos biaspéverkade elever.
Aven om studierna om biaset inte avser stora elevgrupper och bara ngra linder, uppfattar vi
att de sammantaget pekar pa ett monster. Detta monster innebér att heltalsbias dr en generellt
viktig faktor, som negativt paverkar elevers brikforstaelse. Vi menar darfor att larare bor anta
att elever som borjar 1 svenskt hogstadium kan vara paverkade av heltalsbias, sirskilt nir det
giller att forsta effekten av multiplikation och division och att brék dr ett kontinuerligt fenomen.
Vi menar vidare att hogstadieldrare maste vara uppmérksamma pé att de inte etablerar eller
forstirker heltalsbias genom undervisningen.

En studie pekar pa att elever vid storleksordnande istéllet for heltalsbias kan agera utifran skill-
nadstiankande eller omvénd bias, vilket underbyggs av tva andra studier (se 4.3.2). Vid skill-
nadstinkande antas brdket med minst skillnad mellan nimnare och téljare vara storst. Vid om-
vénd bias antas braket med minst nimnare vara storst. Studien pekar pa att skillnadstdnkande
okar under hogstadietiden samtidigt som heltalsbias minskar. Trots att detta bara belyses av
enstaka studier kan det vara relevant for svenska hogstadieldrare att vara uppmérksamma pé
denna typ av missuppfattningar och inte bidra till att de etableras.

Ytterligare aspekter av god brikforstaelse dr att kunna forldnga och forkorta brak samt forstd
att det inte fordndrar storleken och att brak kan skrivas pa odndligt manga olika sitt (ekvivalenta
brik). Detta &r enligt Kieren (1980) forstaelse av att brak speglar ett forhallande mellan tva
storheter; brak som forhdllande (se 4.3.3.1.1). Missuppfattningar och svarigheter angdende
dessa aspekter behandlas mindre i litteraturen. Lowing (2016) pekar pé att 16sningsfrekvensen
vid forldngning under mellanstadiet sjunker frdn hog till 1dga 10% nér téljarna inte uppfattas

komma i nummerordning, som i uppgiften § = % =E En studie av kinesiska mellansta-
dieelever pekar pa att forstaelsen av ekvivalenta brik utvecklas sent under mellanstadiet (se
4.3.3.2.2). Sveider (2021) framhaller att heltalsbias kan forsvara forstaclsen av ekvivalenta
brék. Detta eftersom biaset kan medfora att ekvivalenta brak uppfattas olika stora. Hér vill vi
framhalla att dven skillnadstankande och omvind bias skulle kunna forsvéra forstaelsen av ek-

vivalenta brdk pd samma sitt. Trots avsaknad av tydligt litteraturstdd uppfattar vi att svenska
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hogstadieldrare bor vara uppméarksamma pé missuppfattningar kring vad som ir ekvivalenta
brék och hur det genom forléngning och forkortning kan avgdras om brak ar ekvivalenta.

Annu en aspekt av god brikforstaelse #r att kunna placera brak pi en tallinje. Detta avser for-
stéelse av det Kieren (1980) kallar brak som mdtning (se 4.3.3.1.1). Studier avseende primirt
elever pa senare delen av mellanstadiet pekar pa flera missuppfattningar och svarigheter i denna
del. De pekar bl.a. pa att elever genom att tinka utifrdn brak som del/helhet, snarare én brdak
som mdtning, utgér frin att tillhandahéllen tallinje i sin helhet ska delas upp nir ett brék ska
utplaceras; inte bara avstandet mellan 0 och 1 (se 4.3.3.2.4). Detta primért ndr bara ytterpunk-

terna dr talsatta. Detta kan medfora att % placeras pa platsen for 2,5 pa en tallinje med bara 0

och 5 markerat. Utifran observationer av svenska elever i bl.a. arskurs 9 noterar Nagy (2017)
att elever inte verkar uppfattar aktiviteten som ett tal att placera ut, utan som en (tal-)linje att
dela upp. Studier pekar dven pd missuppfattningar kring tiljare och nimnares betydelse vid
utplaceringen och hur avstand mellan flera brak ska bestimmas (se 4.3.3.2.4). Trots avsaknad
av tydligt stod i litteraturen, uppfattar vi att svenska hogstadieldrare bor vara uppmérksamma
pa brékrelaterade svarigheter med tallinjen.

Niér det giller forstielse av det Kieren (1980) kallar brdak som kvot (se 4.3.3.1.1), menar Lowing
(2016) att en orsak till elevers svarighet med brakdivision &r att de alltid tycks betrakta division

som delningsdivision (se 4.3.3.2.3). Enligt henne dr l9sningsfrekvensen pa Z / i extremt lag,

dven pa gymnasiet, eftersom elever inte tolkar uppgiften som innehdllsdivision. Detta innebér
att hogstadieldrare bor anta att elever generellt har svért att uppfatta innehéllsdivision. Lérare
bor darfor betona denna tolkning av division.

Utover de aspekter av brakbegreppet som redan ndmns aterstar Kierens (1980) brak som
del/helhet (se 4.3.3.1.1). Utifrdn den aspekten speglar brék ett forhdllande mellan ett visst antal
lika stora delar och en diskret eller kontinuerlig helhet delad i sadana delar. I litteraturen pekas
inte pa nagra missuppfattningar och svarigheter kopplat till detta hos elever i hogstadiedlder,
utan mer hos yngre elever (se 4.3.3.2.1). Det diskuteras darfor inte ndrmare hir. Dock framhalls
att elever ofta har en stereotyp bild av hur brék kan illustreras (utifrdn skuggade cirkelskivor)
och kan ha svérare att navigera kring diskreta dn kontinuerliga helheter (se 4.3.3.2.1). Vi upp-
fattar litteraturen som att elever utgér frdn brak som del/helhet nir forstielsen utvecklas kring
andra aspekter av brakbegreppet, vilket kan leda fel. Nagy (2017) pekar pa forskning som me-
nar att elever dven i1 hogstadiedlder kan ha en inre bild av brik inte som ett tal utan som en
skuggad del av en cirkelskiva. Allt som sagts i detta stycke uppfattar vi som delforklaringar till
svérigheterna att opererar med brék, vilket hogstadieldrare bor vara uppméarksamma pa.

En sista aspekt av god brikforstaelse r att forsta att ett brak dven kan skrivas i decimal- eller
procentform. En utlandsk studie pekar pa att elever 1 hogstadiedlder uppfattar brak och decimal-
tal som obesliktat (se 4.3.3.2.6). En studie menar dértill att elever intuitivt uppfattar 0,333...#

; (se 4.3.3.2.6). Den studien menar att elever begrinsas av den formella definitionen av ration-

ella tal och pd grund av denna uppfattar skillnader mellan brak och andra rationella tal. I litte-
raturen pekas inte pa att sddana hir missuppfattningar och svarigheter skulle forekomma hos
svenska hogstadieelever. Lowing (2016) pekar istéllet pd motsatsen. Hon ndmner att elever
tycks foredra att subtrahera brak efter omskrivning till decimaltal. Det tycker vi tyder pa {or-
stéelse av kopplingen representationerna emellan. Mojligen kan en forklaring till den ovan-
ndmnda l4ga l0sningsfrekvensen for braksubtraktionsuppgifter vara att braken inte latt 1atit sig
skrivas om i1 decimalform. Utifrdn Lowings (2016) observation ér det virt for hogstadielédrare
att f6lja upp om elever loser brakuppgifter i brék- eller decimalform.
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Givet att en heltdckande bild av missuppfattningar och svarigheter hos svenska hogstadieelever
inte kan tecknas utifran litteraturen, uppfattar vi att studier kring detta ar pakallat. Inte minst
for att klargora 1 vilken utstrdckning svenska elever dr paverkade av heltalsbias, skillnadstén-
kande och omviénd bias.

6.2 Varfor foreligger de?

Den korta forklaringen till varfor ovanndmnda missuppfattningar och svérigheter foreligger ar
att elevernas konceptuella forstielse dr ofullstindig och deras procedurkunskap bristfillig (se
4.3.4.2 och 4.4.1.2). Det forra avser forstaelse av brakbegreppets betydelser. Det senare avser
16sningsstrategier och hur de verkstills steg-for-steg for att leda till ett korrekt svar (se 4.3.4.1).
Varfor den konceptuella forstielsen dr ofullsténdig och procedurkunskapen bristfallig dr en mer
komplex fréga att besvara.

I litteraturen framhalls att den konceptuella forstielsen r ofullstindig eftersom undervisningen
for mycket fokuserar pd procedurer (se 4.3.4.2 och 4.4.1.2). For specifikt svenska elever fram-
haller Lowing (2016) att hennes analys pekar pa just detta (se 4.3.4.2). Samtidigt pekar hon pa
bristfillig procedurkunskap. Hon ndmner bl.a. att elever inte kommer ihag algoritmer eller fel-
aktigt tillimpar det som memorerats. Aven utlindska studier pekar pa sddana brister i procedur-
kunskapen (se 4.3.4.2). Dessa observationer kan bero pa att konceptuell forstaelse kring proce-
durerna saknas. Ni (2001) betonar att procedurkunskap inte automatiskt medfor forstielse av
hur procedurerna kan nyttjas. I nagra studier betonas dock att konceptuell forstaelse och proce-
durkunskap kanske utvecklas parallellt (se 4.4.1). I brakundervisningen i Taiwan, som Yang
(2012) uppfattar framgéngsrik, har procedurer en framskjuten roll. Dar sdgs dock procedurer
fokuseras parallellt med anknytande konceptuell forstéelse (se 4.4.1.2). Inga studier belyser
hur och 1 vilken utstrdckning procedurkunskap betonas i svensk eller annan undervisning. Vi
kan darfor inte ta stéllning till om procedurkunskap fokuseras pa bekostnad av konceptuell for-
staelse 1 svensk skola. Anekdotiskt, fran erfarenheter frain VFUer och som lararvikarier och
laxhjélpare, uppfattar vi dock ett stort procedurfokus.

Att utveckla konceptuell forstielse kring brak dr komplext eftersom brakbegreppet har flera
matematiskt och kognitivt delvis dverlappande, delvis kompletterande betydelser. Varje sadan
betydelse dr ett konstrukt, som anvinds nér individen konstruerar sin forstielse; specifikt for
att sortera, forsta och forklara (se 4.3.3.1). I litteraturen anvénds de konstrukt Kieren (1980)
foreslaget, med eller utan modifiering av Behr et al. (1983). De tycks dven ha fétt storst genom-
slag i forskningen generellt (se 4.3.3.1). Kierens konstrukt — bl.a. brdak som del/helhet — har
noterats i foregdende avsnitt (se 6.1). Det finns olika idéer om vilka konstrukt som bést ringar
in brakbegreppet. Vi uppfattar att de modifieringar Behr et al. (1983) gor av Kierens konstrukt
ar relevanta. Detta eftersom de betonar aspekter som dr viktiga i undervisningen och som Kieren
inte adresserar. Det géller sdrskilt kopplingen mellan brak och decimaltal och att brdk kan
spegla en forandringstakt (se 4.3.3.1.2). Samtidigt uppfattar vi att Elias et al. (2020) betonar
ytterligare aspekter av brakbegreppet som fortjdnar att tydliggoras i undervisningen. Det giller
sarskilt att ett brak kan illustreras pd manga olika sétt, det inversa forhallandet mellan heltal och
stambrak och att brék anvénds i mindre exakta betydelser i vardagen (se 4.3.3.1.3). Vilken upp-
sattning konstrukt ldraren bor utgd fran kan uppfattas som en akademisk frga. For att kunna
stddja utvecklingen av elevernas forstielse uppfattar vi det viktigt att ldraren har en bred egen
forstaelse kring brakbegreppet. I en sadan forstéelse tycker vi det bl.a. ingar att kunna forklara
och belysa viktiga skillnader och likheter mellan konstrukt, bade for sig sjédlv och for elever. Vi
forstar att detta kan 14ta dverméktigt. Anekdotiskt upplever vi dock att manga lirare dr pa det
klara med att det finns olika betydelser. Deras svérighet tycks vara att kunna sétta ord pé skill-
naderna och dérigenom synliggdra dem for eleverna.
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I litteraturen betonas det aterkommande att s#ur det undervisas ér avgorande for elevernas brak-
forstaelse (se 4.4). Det kan vara sd att konceptuell forstielse 1 och for sig stdr i fokus i under-
visningen, men pa ett kvalitativt mindre bra sétt. Inte heller kring det finns det underlag for att
dra annat dn anekdotiska slutsatser. Olika studier antyder bristfillig brakforstéelse eller brist-
féllig variation i undervisningen och att ldrare mer ensidigt anknyter till en betydelse av brak
(ofta brak som del/helhet) och ett sitt att visualisera brdk (ofta som skuggad del av cirkelskiva).
Hur ldrare bor gora i kvalitativ brdkundervisning diskuteras 1 nésta avsnitt (se 6.3).

Nir det giller orsaken till heltalsbias foreligger inte konsensus (se 4.3.1.3). De som i litteraturen
studerat biaset uppfattar dock inte biaset som medfott, utan orsakat av bristfallig undervisning
(se 4.3.1.3). I litteraturen papekas att undervisningen i for liten grad belyser varfér det som
giller for heltal inte géller for brak. Det framhélls ocksa att elever inte fir erfara nddvindiga
kognitiva konflikter kring detta. (se 4.3.1.3 och 4.4.3.2). Istéllet sdgs det att liromedel och ldrare
betonar likheterna mellan heltal och brak. De skulle ddrigenom kunna sdgas (omedvetet) forleda
eleverna att felaktigt generalisera brakforstaelen utifran sin heltalsforstaelse. Paverkan av hel-
talsbias 4r omedveten. Vamvakoussi (2015) ndmner att elever paverkade av biaset inte upplever
tveksambhet eller osdkerhet, varfor de saknar anledning att sjdlva ifrdgasitta om de borde gora
pa annat sdtt. Det dr darfor viktigt att 1draren hjélper eleverna att inse detta. Hur det forhaller
sig med allt detta 1 svensk skola belyses inte av litteraturen. Det stir dock klart att det &r ange-
laget att ldrare agerar fOr att motverka heltalsbias.

Nér det géller skillnadstdnkande och omvénd bias pekar Gonzalez-Forte et al. (2020) pé att
dessa kan vara orsakade av omkonstruktion av forstaelsen nér heltalsbias 6verges, men att brak-
forstaelsen da alltjimt ar ofullsténdig. Det &r dérfor angeléget att ldrare dr uppmaérksam pa att
dessa tankemonster kan uppkomma genom undervisningen.

6.3 Vad kan och bor goras att motverka och inte befasta miss-
uppfattningarna och svarigheterna?

Det finns fé studier om svenska hogstadieelevers forstaelse av brak. Samtidigt finns flera studier
om utlidndska elevers forstielse. Vi ser ingen anledning till varfor svenska elever skulle fungera
annorlunda &n de elever som studerats i andra ldnder. Detta d& forskningen ofta pekar pa lands-
overskridande problematik (se 6.1). Nar det kommer till dlder avser de flesta studierna kring
brékundervisning 1ag- och mellanstadiet. Vi erkédnner att elever i hogstadiet i stort fungerar
annorlunda @n yngre elever, men om en elev pa hogstadiet uppvisar samma missuppfattning/av-
saknad av fOorstaelse som en yngre elev, t.ex. heltalsbias, sd beddmer vi att undervisning med
syfte att f4 bort missuppfattningen hos den dldre eleven i stort bor likna rekommenderad under-
visning for den yngre. Lite som att ge samma vaccin till personer i olika &ldrar for samma
sjukdom (men med anpassad dos). Med det sagt tror vi inte att undervisningen for en hogstadie-
klass som helhet kan vara identisk med undervisningen for en yngre klass, bland annat pga.
skillnader i1 kognitiv utveckling och generell matematikforstielse. Fraga vad hogstadieldrare i
Sverige kan och bor gora for att motverka och inte befédsta brakrelaterade missuppfattningar
och svarigheter, kommer nu diskuteras utifran ovanstdende resonemang.

Baserat pa det som redovisas i 4.4.1 verkar det onekligen som att lirare behover ligga mer
fokus pa konceptuell forstaelse i undervisningen, vilket ligger i linje med véra egna uppfatt-
ningar. Som Powell och Nelson (2020) ndmner kan en del procedurer uppfattas som rena magi-
trick. Utan konceptuell forstaelse om varfor tricken fungerar, édr det inte konstigt att eleverna
blandar ihop eller glommer bort hur tricken ska anvédndas. Vi tanker sjédlva bl.a. pa metoden att
multiplicera med inversen av ndmnaren vid division med brék, som vi bedomer att manga elever
fér lara sig men sillan forstar. Att procedurer har en plats i undervisningen tycker vi ér sjélv-
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klart. Stod for detta finns bl.a. hos Hecht och Vagi (2010), som uttrycker att konceptuell forsta-
else starks av procedurkunskap. Dessutom, hur ska elever annars anvinda sin konceptuella for-
stéelse? Fokuset pa procedurer behover dock tonas ner, sa att ldraren kan fokusera mer pa kon-
ceptuell forstaelse av brak, som verkar svart och 1dngsamt att utveckla.

For att utveckla konceptuell forstéelse presenterar litteraturen en méngd olika, ofta dverlap-
pande, grundidéer som ldrarna kan utga fran (se 4.4.2). Forskningen verkar ldgga stort fokus pé
vilka grundidéer som bor prioriteras. Dela lika verkar vara den grundidé som elever ldr sig
utifran forst och som sedan enkelt 6vergar 1 brak som del/helhet. 1 litteraturen finns det argu-
ment bdde for och emot huruvida detta “naturliga” sétt att ténka pa, som ar kopplat till elevernas
vardag, ska byggas vidare pé av ldraren eller inte. Detta da det i forskningen réder osédkerhet
kring om vardagskopplingar i allménhet ir bra. A ena sidan gor det undervisningen mindre
abstrakt och mer relaterbar for eleverna, vilket ses som positivt. Men & andra sidan kan eleverna
hamna i kognitiva atervindsgriander, bl.a. ndr delen helt plotsligt dr storre &n helheten (Ni &
Zhou, 2005). Som alternativ foreslés tidigt fokus pa brdk som mdtning, som inte har samma
begridnsning men som riskerar att inte ha samma relaterbarhet for eleverna. Yanik et al. (2008)
pastar att dven om brdk som mdtningar verkar fordelaktigt att fokusera pd, sa gér det inte att
undervisa om det innan brak som del/helhet undervisats. Vi tror dock, baserat pd Patahuddin et
al. (2018), att eleverna mycket vél kan borja direkt med brak som mdtning, exempelvis genom
att ta en pinne, dela den i bitar och sedan anvinda den fOr att méta olika ting. Man skulle da

kunna komma fram till att ett bord &r g pinne langt. Alternativt kan réitblock i form av stam-

bréksbitar anvindas som liknande metafor (se 4.4.3.5.3). Om elever pa hogstadiet har bristfallig
brékforstaelse sa har darfor brak som mdtning kapacitet att vara elevernas forsta forstielse av
brdk. Sammanfattningsvis bedomer vi att ldrare i svenskt hogstadium bor ldgga mer fokus én
tidigare pa brdk som mdtning (hellre &n brak som del/helhet). Detta dels for att detta konstrukt
inte &r lika begransande for elevernas fortsatta utveckling av sin brakforstaelse. Och dels for
att vi tror att dessa dldre elever dr mer mottagliga for detta ndgot mer abstrakta tankesitt da de

ar mer kognitivt utvecklade och léttare kopplar till tallinjen utan att problem, sdsom var ; ska

placeras pé en tallinje som inte endast gér fran O till 1, uppstér (se 4.3.3.2.4). Effekterna av
saddan undervisning skulle vi vilja se mer forskning kring.

Ovan niamnde vi nagra sitt att visualisera brak; dels med stambriksbitar, dels med tallinjen i
form av en pinne. Detta dr ndgra alternativ pd visualiseringar som ldraren kan anvénda sig av.
Visualiseringar i sig verkar forskningen mena underléttar elevernas utveckling av forstaelse.
Oavsett vilken visualisering som anvéinds behdver ldraren vara tydlig gentemot eleverna vad
som ldraren vill synliggdra. Detta eftersom eleverna létt kan gora en annan tolkning &n vad
liraren avsett (se 4.4.3.5). Aven sambanden mellan brik-, procent- och decimalform kan visu-
aliseras med hjilp av konkret material sdsom olika kort som ska paras ihop (se 4.4.3.5.2). Detta
for oss vidare till vilken representationsform som bor introducera forst.

Ett stort fokus nér det géller rationella tal verkar vara tal i brakform, men vissa menar att dec-
imaltal eller procent vore en béttre ingéng (se 4.4.2.6). Detta utifrén att procentform skulle vara
mer intuitivt och erfarenhetskopplat for elever samt att elever léttare skulle forsté sig pd decim-
altalens kontinuitet an brakens kontinuitet. Forskningen om det forsta pastdendet mé vara dver
20 &r gammal, men vi uppfattar tanken relevant och aktuell da exempelvis batteri pd mobilen
ofta uttrycks i procent samt att ménga spel berdr procent pa olika sétt. Att anvinda decimalform
som en brygga till brakforstielse ser vi ocksa som relevant och spekulerar kring om detta kan
underldtta eftersom eleverna redan lért sig om positionssystemet for heltal och att steget till
decimaltal ddrmed inte &r sa stort. Dock pekar viss forskning pé att heltalsbias dr en utmaning
dven betrdffande decimaltal (se 4.4.2.6.2). Vi bedomer att mer forskning behovs for att kunna
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dra slutsatser kring i vilken ordning representationsformerna bor undervisas, vilket d&ven fram-
hélls 1 litteraturen.

Forskning om elevernas bristande forstdelse om tallinjens tithet, och ddrmed brikens kontinu-
itet, innefattar sillan undervisningsforslag. Vi bedomer denna brist pd forskning som ett pro-
blem dé elever har denna bristande forstaelse dven 1 hogre aldrar (se 4.3.1.4.6). Ett forslag frén

oss dr att arbeta med olika exempel sdsom % och g och ge eleverna i uppgift att komma fram till

s manga forslag pa brdk mellan dessa som de kan, och sedan placera ut braken pé tallinjen.
Detta kan dven kombineras med samma fraga fast mellan tva decimaltal, eftersom forskning
pekar pa att det dr en svarare fraga (se 4.3.3.2.6 och 4.4.2.6.2).

Vi ser det som underforstatt att eleverna behdver en grundldggande forstéelse av naturliga tal
innan de borjar med brék. Van Hoof et al. (2017) studerade elever i &k. 5 och uppfattar att extra
fokus pa naturliga tal, utover det eleverna redan far, inte verkar forbéttra elevernas brakforsta-
else forutom nér det géller procedurkunskap, vilken enligt ovan dnd4 inte ska st i fokus. Att
da lagga extra krut pa undervisning om naturliga tal i hogstadiet for att stirka brikforstaelsen
bedomer vi darfor som sloseri med tid. Att istdllet ldgga stort fokus pa braks storlek verkar
stirka inte bara storleksforstielsen utan dven procedurkunskap och forstaelse kring braks po-
sition pa tallinjen (se 4.4.2.3).

Ett sétt att borja undervisa om braks storlek, som kan anvindas for bade brdak som del/helhet
och brdk som mdtning, &r att frekvent anvianda stambrak. Detta genom att relatera storleken pa
stambrak gentemot varandra (se 4.4.2.5). Braithwaite och Siegler (2021) talar om sitt koncept
PFT (Putting Fraction Together), vars huvudpodng &r att om eleverna far tréna pa att bryta ner
brék till stambrdk s& kommer de bli béttre pa att forsta storleken pa briken sjdlva men ocksa pa
att addera och subtrahera brék da de lattare forstdr varfor braken behdver ha samma nédmnare.
Att fortsétta storleksordna stambrak dven i1 hogstadiet ser vi som relevant bl.a. dd& Lowing
(2016) konstaterar att ndstan 40% av eleverna i &k. 5 ej klarar detta.

I litteraturen uttrycker sig ingen negativt om att fokusera pa stambrdak. Det &r ddrmed intressant
att den egyptiska idén om brakrakning kretsar runt just stambrak (se 5). Det egyptiska sittet att
tanka kring brak ses av flera forskare som ineffektivt ndr det kommer till sjdlva raknandet (se
5), men att betrakta brak som summor av stambrak verkar ligga i linje med bl.a. PFT (se
4.4.3.5.4). Huruvida den egyptiska idén om att se brak som inverser av heltal vore lamplig att
anvéinda i nutida undervisning, belyses inte i litteraturen. Vi tycker att det vore intressant att
undersoka vilken ingéng till brdk som lattats mojliggdr utvecklad brékforstielse, invers av hel-
tal, brak som del/helhet eller brak som mdtning. Utifran forskningen om egyptiska stambrak
(se 5.2) kan vi identifiera en tydlig begransning med invers av heltal nir man stéller sig frdgan
Hur ska vi tolka brak som inte dr inverser av heltal? Begransningen kan liknas vid den som
papekats ovan géllande dela lika och brak som del/helhet nér delen blir storre &dn helheten. Dock
tycker vi att det vore rimligt att anta en viss fordel med detta tankesitt nir det kommer till att
forklara varfor multiplikation kan ske med inversen av ndmnaren for att fa svaret vid division
med brék.

I samband med stambrdk tycker vi det dr relevant att relatera till skillnadsténkande, som pétalats
ovan och som tycks bli mer frekvent under hogstadietiden samtidigt som heltalsbias avklingar
(se 6.1). Uppenbarligen bedrivs undervisning som leder till minskad paverkan av heltalsbiaset
vid storleksordnande. I litteraturen framgar det inte hur denna undervisning varit utformad. Vi
spekulerar kring att den kan ha varit procedurfokuserad, pa sitt som mycket brakundervisning
kritiseras for att vara enligt ovan. Om undervisningen ldr eleverna proceduren att géra brak
likndmniga vid storleksordnande, varefter braket med storst tdljare ar storst, eller gora brak
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liktéljiga, varefter briket med minst ndmnare &r storst, skulle det kunna vara en forklaring till
att skillnadstinkande utvecklas nér heltalsbias overges da det kan appliceras pa bada fallen. Ur
ett elevperspektiv kan skillnadstdnkandet darfor framsta som en enklare vig eftersom skillnads-
tankande leder till korrekt svar i bada fallen; det brak med minst skillnad mellan ndmnare och
tdljare dr storst. For att sla fast denna anekdotiska slutsats krdvs dock forskning. Mot bakgrund
av det vi nu diskuterat uppfattar vi ocksd att det finns en risk att skillnadstdnkande forstirks av
overdrivet mycket arbete med stambrdks storlek. Det dr darmed extra viktigt att eleverna fér
stota pd uppgifter dér skillnadstdnkande inte fungerar genom att dven arbeta med mer kompli-
cerade brak att storleksordna. Den sistndmnda typen av variation betonas sérskilt av Gabriel et
al (2013) (se 4.4.3.5.4) och vi bedomer det som sérskilt viktigt i svenskt hogstadium. Mojligen
kan undervisning utifran PFT vara en vig att kringgé risken for skillnadstinkande. Sadant ar-
bete skulle kunna ske med digitala hjdlpmedel (se 4.4.3.5.4).

Oavsett om grundidén &r stambrdk eller nagon annan aspekt av brék, verkar det som att lérare
1 alltfor liten utstrdckning utgar fran vad eleverna redan kan och vilka eventuella missuppfatt-
ningar de har (se 4.4.3.1.1). Om en elev exempelvis dr paverkad av skillnadstidnkande eller
heltalsbias sa behover eleven hamna i situationer dér hen fér erfara kognitiva konflikter utifran
sitt tankesatt. Detta for att eleven ska kunna omkonstruera sin forstaelse (se 4.2 och 4.4.3.2.1).
Denna process menar vi utifran litteraturen behdver utféras med stod av lararen sa att eleven
far syn pd sin missuppfattning och framforallt upplever ny forstdelse som mojlig att uppnd. Om
sistndmnda forutsittning saknas, finns risk att eleven istéllet avlir det den redan kan (se 4.2).
Med andra ord: kognitiva konflikter &r viktiga i undervisningen for utvecklingen av brakforsta-
elsen, men kan ocksa sla fel.

1 4.4.3.2.2 problematiseras hur ldraren bor betona skillnaderna mellan heltal och brak for att
dédrigenom undvika missuppfattningar sdsom heltalsbias. Méinga framhéller vikten av detta,
men Van Hoof et al. (2021) som faktiskt studerat hur elever svarar upp pa denna form av under-
visning, fick konkludera att undervisning med fokus pd information om missuppfattningar
kopplade till heltalsbias och att forsdka ge elever kognitiva konflikter, inte gav lika bra effekt
som att bara fokusera pa procedurkunskap. De dr dock skeptiska till sina egna resultat och vi
bedomer att mer forskning kriavs for entydiga slutsatser. Utdver att eleverna var unga (ak. 4)
och dérfor kan ha haft svart att sjélvstandigt ta till sig skriftlig information, uppfattar vi att man
inte sérskilt beaktat médngden komplex information som skulle processas under kort tid och
heller inte hjélpt eleverna att omkonstruera sin forstdelse genom att t.ex. fa diskutera med klass-
kamrater. Att detta kan vara aspekter som paverkat utfallet uppfattar vi utifran en liknande stu-
die av Depaepe et al. (2018). De undersokte samma sak fast for 14g- och mellanstadieldrarstu-
denter. De visade att de studenter som fick ldgga fokus pé likheter och skillnader mellan heltal
och brdk samt missuppfattningar fick béttre resultat &n de som primért fokuserade pa bl.a. pro-
cedurer. Vi tror, baserat pa resonemanget ovan, att denna undervisningsform skulle fungera bra
pa hogstadiet. Specifikt bor da lararen lyfta missuppfattningar samt likheter och skillnader i
diskussioner och inte bara lata eleverna ldsa om det. Hur detta kan ske konkret tycker vi vore
intressant att undersoka i nista examensarbete.

Att fa diskutera olika aspekter av brék uppfattar vi som viktigt for att utveckla konceptuell
forstaelse, men hur diskussionen sker och vilka ord ldraren viljer att anvéinda paverkar elever-
nas forstéelse. I 4.4.3.3 lyfts bland annat att liraren maste vara medveten om att vissa ordval,

sasom att benéimna% som tvd av tre istillet for tva tredjedelar, kan forstérka heltalsbias. Lararen

méste dirmed vara uppmaérksam pa hur hen talar om brak. Att tala om brak pa rétt sétt forutsatter
att lararen har en egen utvecklad brékforstaelse och insikter kring bl.a. heltalsbias och priorite-
rar det didaktiska 6ver vad som gér snabbast att sdga rent verbalt.
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Att vara noga med ordvalet géller dven nér ldraren stiller frdgor. Ni och Zhou (2005) lyfter att
elever kan ha olika svarigheter med samma fraga beroende pa hur fragan stills. Att verbalt fraga
vad en tredjedel plus en tredjedel dr lika med uppfattar de som littare for eleverna att 16sa én

den skriftliga uppgiften § + % I det senare fallet menar de att det ar mer troligt att elever gor fel

3 o . 2 o o o o
som att addera nimnarna sa svaret blir p Eleverna ska séklart klara av att svara pa bdda fré-

gorna, men liraren behover vara medveten om denna svarighet och belysa den pa ett konstruk-
tivt sitt. Lararen behdver ocksa vara medveten om huruvida orden som anvénds implicerar
innehallsdivision eller delningsdivision, som bada &r viktiga aspekter for forstaelsen av brak
(se 4.4.3.3).

Litteraturen visar att larare ofta dr benéigna att presentera endast e#f sétt att se och téinka kring
brék och undervisa utifrén det. [ 4.4.3.4.2. lyfts vikten av att forsta olika aspekter av brék, samt
kapaciteten att vixla mellan olika representationsformer, som tecken pd god brakforstaelse.
Elevernas forstaelse stirks generellt av att fa erfara hur mangfacetterat brdk ar. Litteraturen
pekar pa att elever som &r kapabla till olika 16sningar (och ddrmed olika tolkningar) av uppgifter
om brak lyckas battre pa dessa uppgifter. Med det sagt vill vi inte invagga ldsaren i tron att all
méngfacetterad undervisning leder till mangfacetterad forstaelse; exempel pa motsatsen ges i
litteraturen (se 4.4.3.2.2). Utvecklingen av mangfacetterad forstéelse tar tid sé det 4r inte kons-
tigt att minga ldarare, av upplevd tidsbrist eller egen otillracklig forstdelse, kan vilja att lara
eleverna endast e#f sétt att tinka och sedan gér vidare. Det séttet utgér ofta i for stor utstrickning
fran ett vuxet och matematiskt sdtt att tdnka kring brék, som kanske ignorerar elevernas forfor-
staelse. Tidsbrist och brist i egen kunskap kan ocksé medfora att larare dr obenédgna att tillmo-
tesgd nér elevers egna losningsstrategier gar utanfor normen. Att undervisa pa ett sadant sétt
kanske upplevs som mindre resurskrivande for lararen da den slipper individanpassa. Dock tror
vi att en liten investering tidigt sparar resurser i ldnga loppet. P4 samma sétt som Smith (1995)
uppfattar vi darfor att 1drare behdver uppmuntra elevers egna 16sningar och fanga upp det elever
sager, dels for att kunna motverka eventuella missuppfattningar, dels for att inte trédna bort ele-
vernas kreativa tinkande. Detta, som mycket annat, ser vi som allméndidaktiskt och inte bara
kopplat till brak. Fran att fokusera pa bara en brakforstéelse och att ignorera “udda” elevlds-
ningar, ér steget kort till att bara lara ut procedurer.

Eleverna som borjar pa hogstadiet forvéntas kunna en hel del om brak. Det framhalls i littera-
turen att det dr viktigt att ta hinsyn till forforstaelsen vid utformningen av undervisningen (se
4.4.3.1.1). Forslagsvis bor ldraren initialt ge eleverna en diagnos med kongruenta och inkon-
gruenta brakuppgifter (se 4.3.1.4.2) for att faststdlla forstdelsen och vilka missuppfattningar
som eventuellt finns. Sedan kan ldraren avgdra om det rdcker med punktinsatser mot missupp-
fattningar eller om helklassundervisning behovs. Det finns dock litteratur som pekar pa att det
kan vara svért att f& syn pd missuppfattningar med hjdlp av bara skriftliga diagnoser (se
4.3.1.4.1). Vi tror dérfor att ldrare kan uppfatta att elever har en mer utvecklad brakforstielse
an vad de faktiskt har utifrdn hur effektivt eleverna applicerar procedurer i diagnosen. Det ér
darfor viktigt att fa syn pd hur eleverna faktiskt resonerar och inte bara deras svar. Detta kan
exempelvis ske genom verbala resonemangsuppgifter eller genom att be eleverna skriftligt for-
klara hur de tankt.

Vi har i detta avsnitt flera ganger namnt att forskningen r otillracklig och dessutom dras ibland
valdigt langtgdende slutsatser fran ett mycket begrdnsat underlag, sisom djupintervjun i Yopp
(2018) med en elev. Aven bland annat McMullen et al. (2018) samt Ni och Zhou (2005) ir av
uppfattningen att mer gedigen forskning behdvs. Ni och Zhou (2005) ma ge undervisningsre-
kommendationer utifrén sin forskning, men gor det med reservationen att mer forskning behdvs
for att kunna dra slutsatser om vilket sétt som &r bést och podngterar att det kanske inte ens ér
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ndgot av deras forslag. I den forskning som finns aterkommer dock snarlika tankar. Vi tycker
darfor att det ar rimligt att ge de rekommendationer vi gor for kvalitativ brdkundervisning.

6.4 Didaktiska konsekvenser

Genom detta arbete — inte minst genom de diskussioner vi haft med varandra under arbetets
géng — har vi fatt manga nya insikter, som vi tar med oss till var framtida brakundervisning. Vi
har kommit till insikt att brakbegreppet ér betydligt mer komplext &n vi uppfattade sedan tidi-
gare. Vi inser nu att heltalsbias, skillnadstéinkande eller omvénd bias kan uppsta hos elever pa
grund av tidigare, eller var egen, undervisning. Vi har dven fordjupat var forstaelse kring brak-
begreppets olika konstrukt.

Vi kommer utga fran att en rad missuppfattningar och svérigheter foreligger hos stora delar av
elevgruppen, snarare dn att utgd fran att de har god brakforstaelse med sig frain mellanstadiet.
Vi tar med oss hur diagnostisering kan ske med hjélp av kongruenta och inkongruenta uppgifter,
men ocksa betydelsen av att f& syn pa hur eleverna resonerar, vilket inte alltid enkelt kan av-
speglas i en diagnos. Elevernas resonemang, oavsett om de speglar forstielse eller missuppfatt-
ningar, kommer att f4 ta stor plats i undervisningen, bl.a. genom klassrumsdialog med stort
fokus pa varfor da? och att utgdngspunkt tas i de resonemang som eleverna har.

Aven om vi tidigare insig betydelsen av fokus pa konceptuell forstaelse snarare in procedur-
kunskap, kénner vi oss nu mer dvertygade om detta. Vi kommer strdva efter att eleverna far
erfara och utforska de olika betydelserna av brak (de olika konstrukten), med sirskilt fokus pa
brak som mdtning. Vi kommer dértill vara tydliga med likheter och skillnader dels mellan kon-
strukten, dels mellan heltal och brak. Det sistndmnda for att inte leda in mot heltalsbias. Sarskilt
kommer storleken pa brak och att placera ut brak pa tallinjen st i fokus. Vi har sérskilt inspi-
rerats av PFT-metoden och vikten av att forst sdkerstilla forstielse kring det grundlidggande,
som hur heltal och brak byggs upp av stambrdk. Tallinjen och stambraksbitar kommer darfor
vara viktiga delar i undervisningen.

Vi har ocksé kommit till insikt kring vikten av att eleverna far erfara kognitiva konflikter, men
har stor respekt for hur komplext det &r att gora det pa ett bra sétt och fdnga upp elevernas
“forvirring” sa att forstaelse kan utvecklas. Detta dr en forméga som vi upplever att vi sdrskilt
behover utveckla. Detta dr sérskilt viktigt for oss da vi upplever att minga elever hamnar i
saddana konflikter men inte fir hjdlp dérifrdn. Vi tror att det kan vara en viktig anledning till
varfor manga far en negativ upplevelse av matematik.

Pa ett mer konkret plan tar vi ocksa med oss flera saker: Vi har fatt viktiga insikter kring hur vi
bor (och inte bor) tala om brék och brakuppgifter, inklusive att kontrastera delningsdivision och
innehallsdivision mot varandra. Och vi kommer mer medvetet anvénda oss av variationsteori
vid illustrationer, i exempel samt i arbetsuppgifter.
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7 Slutsats

1 6.1 har det konstaterats att larare bor utga fran att elever som borjar i svenskt hogstadium har
missuppfattningar och svarigheter betridffande alla de aspekter som enligt oss innefattas i god
brakforstielse, och att dessa kan vara uthélliga. Risken for heltalsbias och skillnadstdnkande
har sérskilt framhallit, vilka riskerar att utvecklas utifran hur brakundervisningen bedrivs.

I 6.2 har det konstaterats att missuppfattningarna och svarigheterna foreligger eftersom elever-
nas konceptuella forstielse dr ofullstidndig och deras procedurkunskap bristféllig. Detta skulle
kunna forklaras av ett for stort procedurfokus i undervisningen. Men ocksa av att undervis-
ningen mot konceptuell forstielse dr kvalitativt mindre bra. I dessa delar kan dock mest anek-
dotiska slutsatser dras. Studier pekar dock pa att ldrare mer ensidigt anknyter till en betydelse
av det mingfacetterade brakbegreppet (ofta brdk som del/helhet), visualiserar brak pé ett sétt
(ofta som skuggad del av cirkelskiva) och inte tillrickligt tydliggdr skillnader mellan heltal och
brék och varfor heltalsforstaelsen inte kan generaliseras att gilla for brak.

I 6.3 har det konstaterats att ldrare i svenska hogstadium bor fokusera pa utvecklingen av ele-
vernas konceptuella forstdelse, snarare én pé deras procedurkunskap, och da sirskilt ldgga fokus
pa braks storlek. Tidigt bor undervisningen specifikt handla om storleken av stambrak och att
visualisera dessa pd olika sdtt. Forslagsvis genom att anvénda fysiska eller digitala stambraks-
bitar och belysa bréaks position pa tallinjen med hjélp av dessa.

I bade Sverige och stora delar av vérlden verkar undervisningsfokuset primért vara brak som
del/helhet, men vi skulle vilja se en forskjutning, atminstone pa hogstadiet, till undervisning
mer om brak som mdtning. Detta da métning léttare kopplar till tallinjen, som ar viktig for
brakforstielsen, och dé brdak som mdtning inte har samma begrinsning som brak som del/helhet
for elevernas generalisering av sin brakfOrstaelse. Att se brék som inverser av heltal likt hur de
gamla egyptierna gjorde ser vi inte som ett primért fokus, &ven om deras stora fokus pa stam-
brak ar ndgot som lérare borde inspireras av. Vi konkluderar ocksa att ldrare 1 hogstadiet borde
fokusera mer pa likheter och skillnader mellan heltal och brak (och decimaltal) &dn vad larare
for yngre aldrar tycks gora idag.

Utover dessa allménna riktlinjer for kvalitativ brakundervisning behdver larare ta hinsyn till,
och anpassa sin undervisning utifrdn, den forforstaelse som eleverna har. Om elever visar pa
missuppfattningar sdsom heltalsbias eller skillnadsténkande behdver lararen sétta dessa elever
1 situationer dér de far syn pa sina missuppfattningar och fir mojlighet att omstrukturera forsta-
elsen via kognitiva konflikter. Om ldraren inte skapar sddana situationer riskerar eleverna att
aldrig utveckla god brakforstéelse. Ett sitt for ldraren att kartldgga elevernas missuppfattningar
ar genom diagnoser med kongruenta och inkongruenta uppgifter. Det som nu sagts skulle kunna
uppfattas resurskrdavande for ldrarna, men vi dr dvertygande om att det i det langa loppet sparar
resurser.

Forskningen verkar frimst fokusera pé vilka missuppfattningar och svarigheter elever har och
i vilka aldrar och utifrén sina resultat diskutera mojlig undervisning. Det finns betydligt mindre
forskning som undersoker specifika sitt att undervisa om brak vilket vi, liksom manga forskare
i litteraturen, vill se mer av. Sadant forskningsbaserat underlag kan bidra till att h6ja kvaliteten
pa brékundervisningen.
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