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Forord
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Abstract

There are several different methods that aim to correct bias when estimating the population
standard deviation for a normally distributed population. It is a topic that over time has been
dealt with in a number of different statistical journals. The question of how different methods
for bias correction perform in relation to each other is not dealt with to the same extent in the
statistical literature. Especially not when the sample size is small. The study aims to answer
the question: How well, in terms of bias and mean square errors, is the population standard
deviation estimated by: Brugger's formula, jackknife and non-parametric bootstrap? This is
done using Monte Carlo simulations that approximate the expected value and variance for
bias correcting stochastic variables that constitute estimators in the study. The conclusion is
that the population standard deviation is best estimated by Brugger's formula. In addition, the
study produces a number of interesting results in the context of standard error and the
distribution of the sample standard deviation. Results show that the positive skew for the
distribution of the sample standard deviation decreases with increasing sample size. The
standard error of the sample standard deviation is well approximated by both jackknife and by

an approximation method which goes back to C.R Rao.



Sammanfattning

Det finns flera olika metoder som har till syfte att korrigera bias vid estimering av
populationsstandardavvikelsen for en normalférdelad population. Det ar ett @amne som Over tid
har avhandlats i en rad olika statistiska journaler. Fragan om hur olika metoder for
biaskorrigering presterar i forhallande till varandra &r inte i samma utstrackning avhandlad i
den statistiska litteraturen. Sérskilt inte vid liten stickprovsstorlek. Studien syftar till att
besvara fragestallningen: Hur vaél, avseende bias samt medelkvadratfel, estimeras
populationsstandardavvikelsen av metoderna: Bruggers formel, jackknife och icke-
parametrisk bootstrap? Detta gors med hjélp av Monte Carlo-simuleringar som approximerar
vantevérde och varians for biaskorrigerande stokastiska variabler som utgor estimatorer i
studien. Slutsatsen &r att populationsstandardavvikelsen estimeras bast av Bruggers formel.
Dessutom frambringar studien ett antal intressanta resultat i kontexten av medelfel samt
samplingfordelning for stickprovsstandardavvikelsen. Resultaten visar att den positiva
skevheten for samplingfordelningen minskar vid Okad stickprovsstorlek. Medelfelet for
stickprovsstandardavvikelsen —approximeras val av bade jackknife samt av en

approximationsmetod som hérror fran C.R Rao.



Forkortningar

S Stickprovsstandardavvikelse

c Populationsstandardavvikelse

c? Populationsvarians

S? Stickprovsvarians

n Stickprovsstorlek

Cn Korrektionsfaktor véantevardesriktig

c Korrektionsfaktor icke-vantevardesriktig
0 Populationsparameter

MSE Medelkvadratfelet for en estimator

0 Punktskattare

0 Punktskattare

T Populationsmedelvarde

k kvantiteter som baseras pa Cy

o Vintevérdesriktig estimator for o

o, Icke-véntevérdesriktig estimator for o
Ség Bootstrap estimator for medelfelet for 8
0*(b) Estimat fran bootstrap-stickprov

0*() Medelvardet av 6 (b)

0 Biaskorrigerat estimat for 6

B Antal bootstrap-stickprov

$€jack Jackknife estimator for medelfelet for 8
0; Estimat frén jackknife-stickprov

0, Medelvardet av 6;

Op00t Biaskorrigerande estimator vid bootstrap
ﬁiack Biaskorrigerande estimator vid jackknife
se(S) Estimator for medelfelet for S

MC Monte Carlo-simuleringar

S Vérdet for S for det ursprungliga stickprovet vid bootstrap

X Stickprovsmedelvérde
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1 Introduktion

Ett valkant spridningsmatt som ar vedertaget inom statistiken &r standardavvikelse. Det &r ett
matt pa den genomsnittliga avvikelsen fran medelvardet och uttrycks i samma enhet som
matvardena (Djurfeldt, Larsson & Stjarnhagen, 2010, s. 65). Standardavvikelse harleds fran
avvikelsemattet varians. Man kan matematiskt harleda en véntevardesriktig estimator for
populationsvariansen (o2). Stickprovsstandardavvikelse (S) ar i sin tur en funktion av denna
estimator. Det har dock forekommit att man i litteraturen underlater att understryka att S ar en

estimator med bias (Holtzman, 1950).

Det finns flera olika metoder som har till syfte att korrigera bias vid estimering av en
populationsstandardavvikelse (o). Det dr ett &mne som G6ver tid har avhandlats i en rad olika
statistiska publikationer. Aterkommande &r antagandet att den bakomliggande populationen &r
normalfordelad. Fragan om hur olika metoder for biaskorrigering presterar i forhallande till
varandra ar inte i samma utstrackning avhandlad i den statistiska litteraturen. Vidare finns det
inte en vedertagen metod for att reducera bias. Med det sagt har statistiker i olika utstrdckning

och med olika angreppssétt behandlat &mnet i fraga.

1.1 Tidigare studier

Holtzman (1950) angriper fragan om bias genom att ta ansats fran stickprovsvariansen (S2).
Han ger en definition av vad som kan betraktas som en vantevérdesriktig estimator. Vidare
pavisar han att S? ar en vantevardesriktig estimator for o2. | kontexten av detta klargor han
att S daremot &r en icke-vintevardesriktig estimator for 6. Forvisso understryker han att man
vid en stickprovsstorlek (n) storre &n 10 far en forsumbar bias men han poéngterar att man,
obeaktat storleken pa bias, kan eliminera den i fallet med en normalférdelad population. Han
bevisar matematiskt att en korrektionsfaktor (Cy), med givna vérden beroende pa n, medfor
att man kan fa fram en véntevardesriktig estimator for 6. Vidare uppréttar han en tabell med
olika varden for Cy. Det ska dock podngteras att hérledningen av Cy inte kan tillskrivas
Holtzman. Det ska snarare attribueras matematikern Carl Friedrich Gauss (Cureton, 1968a).
Med det sagt sa definierar Holtzman C, med tre decimaler, vilket medfor mer precisa varden
vid estimering av ¢. Vidare var det hans artikel som foranledde ytterligare studier i amnet som
sedermera utmynnade i ett forslag pa en simpel metod for biaskorrigering, utifran

ovanndmnda metod for biaseliminering (Brugger, 1969).



Brugger (1969) konstruerar en ny korrektionsfaktor (c) som till skillnad fran C, syftar till att
reducera bias snarare &n att eliminera bias nar n dr att anses vara liten. Brugger (1969) hévdar

att man vid n > 6, adekvat kan reducera bias med foljande formel:

n )2
A i=1(Xi B X) (1_1)
% = \/ n—1.5

Dér 6. ar en icke-vantevardesriktig estimator for o.

Till skillnad fran elimineringsmetoden som forordas av Holtzman (1950), syftar denna formel
till att endast reducera bias, primért vid 6 <n < 10. Bruggers formel medfor en standardiserad
formel som inte fordrar att man behover sla upp vardet for nagon korrektionsfaktor. Formeln
ar darmed ett praktiskt alternativt till formeln for S. Framforallt utgor den en metod for att
reducera bias som inte kréaver djup forankring inom statistisk. Med andra ord kan den anses

vara hanterbar for personer med bakgrund inom andra vetenskapliga félt an statistik.

Englund (2000) ger ingaende redogorelser for datorintensiva metoder inom matematisk
statistik. Han ger flera exempel pa hur atersamplingsmetoden jackknife kan anvandas som
statistisk metod. Déribland pavisar han hur man kan fa fram biaskorrigerade punktskattningar
med hjalp av jackknife (Englund, 2000, s. 114). | kontexten av datorbaserade statistiska
berdkningsmetoder ger Efron och Tibshirani (1993) en detaljerad redogorelse av icke-
parametrisk bootstrap, som ar en atersamplingsmetod med aterlaggning. Vidare redogor Efron
och Tibshirani (1993, s. 138) for hur man inom ramarna for bootstrap kan estimera en

populationsparameter (0) med en metod som &r biaskorrigerande.

1.2 Problemformulering

Det finns under vissa forutsattningar mojlighet att eliminera bias vid punktskattning av c. Det
ar dock en emellanat modosam process som kraver stringenta metoder, som inte alltid &r
atkomliga for noviser inom statistik. Man ska ta i beaktande att statistiska metoder samt
programvara inte sallan anvands av individer med rudimentdara kunskaper inom statistisk.
Foljaktligen finns det ett behov av att séarskilt studera metoder for biaskorrigering som ar latta
att hantera for personer som inte har en bakgrund inom den statistiska vetenskapen. Man kan
argumentera for att Bruggers formel, jackknife och icke-parametrisk bootstrap uppfyller detta
kriterium. | valet mellan n&mnda metoder finns det ett behov av att veta vilken som bast
estimerar 6. Det saknas uttommande och etablerad data om detta i nuldget. FOljaktligen finns

det ett behov av att studera hur vél dessa metoder reducerar bias. Att studera fragan och



darmed uppdaga amnet, ar ett forsta steg for att pa sikt kunna ge rekommenderade standardval

av metoder for biaskorrigering nér ¢ estimeras.

1.3 Fragestallning
Syftet med studien &r att undersoka hur val Bruggers formel, jackknife och icke-parametrisk
bootstrap estimerar 6. Genom simuleringsstudier ska primért bias och medelkvadratfel for

respektive metod jamforas. Detta mynnar ut i foljande fragestallning.

Hur vél, avseende bias samt medelkvadratfel, estimeras ¢ av metoderna: Bruggers formel,

jackknife och icke-parametrisk bootstrap?

1.4 Avgransning
For att uppna syftet med studien finns det ett antal avgransningar med hansyn till bl.a.
datorkapacitet, teoretisk referensram samt efterstrdvad omfattning.

Enbart stickprov fran en normalfordelad population undersoks. Vidare ska endast en metod
for biaskorrigering inom ramarna for jackknife respektive icke-parametrisk bootstrap
studeras. Detta for att begransa omfattningen av studien.

Ett led i att utvardera icke-parametrisk bootstrap, kommer att vara att jamféra den med
parametrisk bootstrap. Detta i syfte att kunna ge val underbyggda forslag pa vidare studier
inom féltet. FOr att avgransa denna del, som inte ar central for studien, kommer endast bias
och medelkvadratfelet for en estimator (MSE) att jamféras. Vidare kommer vi att undersoka
hur val medelfelet for S estimeras av C.R Raos approximation, icke-parametrisk bootstrap och

jackknife.

Slutligen studeras endast sma stickprov, 6 <n < 10. Detta med bakgrund i att Bruggers formel

ar lamplig att anvinda vid n > 6 (Brugger, 1969) samt att bias av S &r forsumbar vid n > 10

(Holtzman, 1950).



2  Teoretiskt ramverk

| detta kapital presenteras de teoretiska perspektiv som ar anknutna till studien. I avsnitten
2.1-2.2 ges en teoretisk beskrivning av de for studien centrala statistiska termerna estimator
och S. I avsnitten 2.3-2.5 ges en redogorelse for de metoder for biaskorrigering som kommer
att undersdkas i studien. Slutligen presenteras 6vriga relevanta statistiska teorier och begrepp i
avsnitten 2.6-2.8.

2.1 Estimator

En estimator ar en metod, i regel uttryckt som en formel, som anvénds for att fa ett estimat av
en estimand, givet varden fran ett stickprov (Wackerly, Mendenhall & Scheaffer, 2008, s.
391). Det ar viktigt att sarskilja begreppen for att undvika otydligheter. Estimator &r en
stokastisk variabel som beror pa stickprovsvarden. Det ar alltsa en estimeringsfunktion som
anvands i syfte att fa ett talvarde som utgor ett estimat av en estimand. En estimand behdver
inte nddvandigtvis vara en 6 (SBU, 2016, s. 31), men &r vanligtvis det i statistiska
sammanhang. Med andra ord &r en estimator, brukligen i statistisk kontext, en metod som
anvands i syfte att fa en skattning av en 0. Begrepp som fortsattningsvis kan komma att

anvandas synonymt for estimator och estimat ar skattare respektive skattning.

Det finns olika typer av estimatorer. Punktskattare (9), bendmns dock oftast i litteraturen som
punktskattning, ar som det later en estimator som genererar ett punktvarde som estimat av 0.
Det forekommer dock andra beteckningar i litteraturen, daribland anvéands 6*, istallet for 8,
for att beteckna en punktskattare. Det realiserade vardet vid punktskattning kan pa
motsvarande sétt betecknas som 6, istallet for 8,,,, dir subindex “obs” star for att vérdet
berdknats ur méatdata (Blom, Enger, Englund, Grandell & Holst, 2017, s. 242). En definition

av 0,5 ges av Blom m.fl. (2017):

“En punktskattning 05, = 0%(x1, x2,..., xn) av en parameter 0 dr en funktion av matdata x1,
x2,..., xn. Dessa mdtdata ses som utfall av stokastiska variabler X1, X2,..., Xn vilkas
fordelning beror av parametern 6. Punktskattningen 0, ar ett utfall av stickprovsvariabeln
0" =0"(XI, X2,..., Xn)” (s. 244).



En annan typ av estimator ar intervallskattning. Den vanligaste bendmningen for denna
estimator ar konfidensintervall. Det &r en estimator som anvander stickprovsvérden i syfte att
berdkna konfidensintervall. Med denna metod kan man enligt Wackerly m.fl. (2008, s. 406-
407) berédkna sannolikheten for att ett stokastiskt konfidensintervall innesluter 6 enligt

foljande:

~

PO, <0<0)=1-« (2.1)

dar 8, och 8, star for den undre respektive dvre gransen for intervallet. Intervallet r en
stokastisk variabel som beroende pa stickprovsvarden kan ge olika skattningar for
konfidensintervallet. 1 — o star for konfidensgraden, d.v.s. den forvantade andelen av ganger
ett stokastiskt konfidensintervall innesluter 6 vid upprepade stickprovstagningar med identisk

estimator.

Enligt Blom m.fl. (2017, s. 287) ar det oftast lampligare att anvanda intervallskattning istéllet
for 8, eftersom @ inte ger tillracklig information om 6 som ska estimeras. Med detta sagt s& &r
inte intervallskattning alltid ett lampligt val av estimator. Enligt Newcombe (1998, s.191) kan
man vid intervallskattning riskera att konfidensintervallet innesluter populationsparametern
med en hogre eller lagre faktisk konfidensgrad an den nominella konfidensgraden; ett sa kallat
“konservativt” respektive “anti-konservativt” intervall. Detta ar ett ként problem vid
binomialférdelning. Brown, Cai och DasGupta (2001) foreslar metoder for att minska
avvikelsen mellan den faktiska och den nominella konfidensgraden nar man anvander
intervallskattning vid binomialférdelning. Vid andra fordelningar foreligger det dock en risk
att konfidensintervallet centreras kring vantevérdet for en estimator, snarare an vantevardet
for 0, nar en estimator ar icke-vantevardesriktig. Det kan eventuellt medféra att den nominella
konfidensgraden inte 6verensstammer med den faktiska konfidensgraden, vilket kan uttryckas

pa foljande sétt:

PO, <0 <0y #1-a (2.2)

Man kan anvanda olika estimatorer fOr att estimera en och samma 0. FOr att bedéma hur bra
olika @ &r i férhallande till varandra, kan man enligt Wackerly m.fl. (2008, s. 391) anvanda
sig av olika metoder for att utvardera dem. Fortsattningsvis anvénds begreppet estimator

synonymt for .



En primdr metod for att utvérdera en estimator &r att studera dess bias. Det ar differensen
mellan véntevardet for 8 och vardet for 8 som ska estimeras. Vantevardet for 8, kan enligt

Dahmstrom (2005, s. 239) definieras pa foljande sétt:

k
B@) = ) 8-P@ = 6) (2.3)

Wackerly m.fl. (2008, s. 393) definierar bias pa foljande satt:

B(H) = E(B)- 0 (2.4)
dar B(0) stér for bias av 8 och E() star for vantevardet for 8. Nar det finns en differens
mellan @ och 0 siger man att det foreligger bias, alternativt kan man uttrycka det som att 8 &r

icke-véntevardesriktig. | fallet:

E@) =6 (2.5)

kan man enligt Blom m.fl. (2017, s. 247) fastsld att 8 &r vantevérdesriktig.

Utdver att ta hansyn till bias nar man utvarderar en @, studerar man &ven dess varians.

Variansen for 8, kan enligt Dahmstrém (2005, s. 239) definieras pa foljande vis:

k
V() = EI0 - E@)]*= ) [6;—E@) - P( = 8) (2.6)

| fallet d& man har tva estimatorer, & och 8*, som &r véntevérdesriktiga, valjer man enligt
Wackerly m.fl. (2008, s. 391) att anvanda den estimator med lagst varians av dem bada. Blom
m.fl. (2017, s. 249) uttrycker det som att 6* &r effektivare 4n 0, i fallet d& bada &r

vantevardesriktiga men 6* har lagre varians:

V(6*) < V(O) (2.7)



Ett avvikelsematt som tar i beaktande bade bias och varians for en 8 & MSE. Enligt Wackerly
m.fl. (2008, s. 393) definieras MSE pa foljande sétt:

MSE®) = E[(§ — 6)2] = V(@) + [B()]? (2.8)

Dahmstrom (2005, s. 240) beskriver MSE som ett matt pa avvikelsen till 6 som ska estimeras.

Enligt Blom m.fl. (2017, s. 248) kan en estimator anses vara konsistent om fordelningen av
den i allt stérre utstrackning koncentreras kring det ratta vardet for 6 som ska estimeras, nar n
Okar. Konsistens ar en vanlig egenskap hos estimatorer. Wackerly m.fl. (2008, s. 450) anger

att en estimator ar konsistent om foljande géller:

lim,50P(] 6, —0] <¢) =1 (2.9)

vilket &r ekvivalent med:

lim,seP(] 6, —0] >¢€) =0 (2.10)

Dar & &r ett positivt tal. Gransvérdet for sannolikheten att absolutvardet for bias av 8

overstiger &, nar n gar mot oandligheten, ar noll. Da anses konsistens foreligga.

2.2 Stickprovsstandardavvikelse

Enligt Oxford College (2021) definieras populationsvariansen (o) som:

n L 2

dir p star for populationsmedelvardet. Xi ar observationerna fran populationen. N star for

populationsstorleken.

Enligt Oxford College (2021) ar stickprovsvariansen en estimator for o?, som inte &r

vantevardesriktig nar den definieras pa féljande satt:

(X — X)?
n

(2.12)

2 —
Sbias -
Dar SZ,. ar stickprovsvariansen som inte ar vantevirdesriktig. X ar en stokastisk variabel

som ges av medelvardet av ett stickprov. X; dr stokastiska variabler som &r oberoende och



likafordelade, vilket innebar att de ar oberoende av varandra och att de kommer fran samma

sannolikhetsfordelning.

Vantevardet av denna estimator ar:

n— 1) 52 (2.13)

E[SZi0s] = (.

Genom att ta inversen av (nT_l) kan man fa fram en ny definition av stickprovsvariansen (52):

n L Y)2
§2 — i=1(Xl X) (2_14)
n—1

Istallet for att endast ha n i namnaren, har S2 frihetsgraden, n — 1. Detta kallas for Bessels
korrektion och ger den vedertagna definitionen av stickprovsvariansen (Oxford College,
2021).

Enligt Blom m.fl. (2017, s. 251) ar S2en vantevardesriktig estimator for o2. Det kan

matematiskt uttryckas pa féljande vis:

1 - _
E(S2) = E[mZ(Xi— ?] = o2 (2.15)
i=1

S ir en estimator for 6. Man kan harleda S genom att ta kvadratroten av S2:

S = J (X — X)? (2.16)

n—1
Enligt Blom m.fl. (2017, s. 252) ar S till skillnad fran S2, en estimator med bias. Holtzman
(1950) bevisar detta pa féljande vis:

§? = [0*/(n— D)Xz 4
S = [o/(n—1)V21X,_, (217)
1
E[S] = [0/(n— 12 E[Xn_1] = [[(n/2)]/[[[(n—1)/2] [(n—1)/2]"/*] &
dar X2_,har frihetsgraden n - 1. Med andra ord har S en biasfaktor som utgérs av [['(n/2)] /

[T[(n-1)/2] [(n-1)/2]"?]. Inversen av denna faktor definieras av Holtzman (1950) som Cy, som

har foljande varde som beror pa n:

Cy = T(n—1)/2] [(n—1)/2]"/? / T(n/2) (2.18)



Av detta foljer att:

E[CyS] = © (2.19)
Vilket kan tolkas som att produkten CyS ar vantevardesriktig, med andra ord kan o estimeras

utan bias, med hjélp av Cy.

Fran Holtzman (1950) foljer det att Cy alltid storre an 1. Detta harror fran att S i egenskap av

estimator, undervirderar . Detta sager vi ar ekvivalent med féljande:

E[vVS2] < JE[S?] = o (2.20)

Vantevardet av S ar alltsa lagre an vardet av o. Enligt Holtzman (1950) minskar denna bias i
takt med att n okar och den kan anses vara forsumbar vid n > 10. Denna koncentration av

E[S] kring det rétta véardet av 6 da n vdxer, gor att S kan anses vara en konsistent estimator.

Utifran de beraknade vardena av Cy harleder vi vantevardet for S pa féljande vis:

E[CyS] = ©
CyvE[S] = o (2.21)
o

Bolch (1968) har definierat vardet av Cy mer precist &n Holtzman (1950), genom att ha
anvéant sig av fem decimaler istéllet for endast tre decimaler. Med hjélp av ekvation (2.21) och
med varden for Cy fran Bolch (1968), upprattar vi en tabell som ger vantevardet for S givet o
=1

Stickprovsstorlek E[S| 6=1]
6 0.9515291073
7 0.9593706529
8 0.9650274068
9 0.9693115949
10 0.9726585677

Tabell 2.1 Vantevarden for S

Enligt Weba (1993, s. 374) kan man for S berakna MSE pa féljande vis:

c b? + c 1
E[(S, - 0)?] = ;1 + 1n2 240 ) (2.22)




Dar o star for lilla ordo som generellt anvéands for att ge en Gvre grans for en funktion.
Koefficienterna bi, ¢1 och ¢z star for varden som beror pa hogre moment av en stokastisk
variabel X med k&nd gammafordelad tathetsfunktion. Enligt Weba (1993, s. 374) é&r
koefficientvardena i praktiken svara att berdkna och darfor ar vardena for koefficienterna
generellt okanda. Saledes har vi i litteraturstudierna inte funnit korresponderande talvéarden
for MSE for S, givet olika n.

2.3 Bruggers formel
Som namnt harledde Holtzman (1950) Cy i syfte att eliminera bias nér o estimeras. Cureton
(1968b) byggde vidare pa Holtzmans anstrangningar. Han konstruerade kvantiteter, k, som

baseras pa Cy:

k= (- 1/¢E = 2r QI / IrC5P (223)

Vi skriver om ekvation (2.19) till:

E[6] = o (2.24)

Dér & #r en vintevirdesriktig estimator for o, under forutsattning att stickprovet samlats fran

en population som &r normalférdelad.

Cureton (1968b) definierade & pa foljande satt:

6 = j ?=1(X;{— X)” (2.25)

Utifran ekvation (2.19) definierar vi & pa foljande satt:

(X, — X)2
a=ch l—l(n‘_l ) (2.26)
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Cureton (1968b) upprattade aven en tabell for olika k varden beroende pa n:

Stickprovsstorlek k
6 4.527
7 5.522
8 6.519
9 7.517
10 8.515

Tabell 2.2 Varden for k

Slutligen visade Cureton (1968b) att k konvergerar mot n - 1.5 nér n 6kar. Brugger (1969) tog
fasta pa denna notering och foreslog att k kunde ersattas med vérdet n - 1.5 nar n > 6. Utifran
detta samt ekvation (2.25) kunde han héarleda Bruggers formel:

n Y2
~ _ i=1(Xi - X) (2.27)
e = \/ n—15

dér 6, ar en icke-vintevardesriktig estimator for o. 6, kan skrivas om till:

G = c\/ e (Ki — %) (2.28)

¢ n—1

Dar c till skillnad fran Cy &r en korrektionsfaktor som inte eliminerar bias. Vi kan visa att det

foljer av att:

E[6.] # o (2.29)

Av ekvation (2.28) ser man att 6_.kan definieras som:

G, = cS (2.30)

vilket innebar att:

E[cS] # o (2.31)

11



Brugger (1969) lat uppratta en tabell med olika varden for ¢ och C beroende pa n:

Stickprovsstorlek c Cy
6 1.05409 1.05094
7 1.04447 1.04235
8 1.03775 1.03624
9 1.03280 1.03166
10 1.02899 1.02811

Tabell 2.3 Varden for korrektionsfaktorer

Vi noterar av tabell 2.3 att:

c

o> 1 (2.32)

Det galler aven nar n gar mot oandligheten. Det foljer av att k konvergerar mot n - 1.5 nar n
okar (Cureton, 1968b). Vi ser utifran tabell 2.2, ekvation (2.25) och ekvation (2.27) att oavsett

n sa ar:

6. >0 (2.33)

eftersom:

k>n-15 (2.34)

Utifran ekvation (2.33) samt ekvation (2.24), kan vi skriva om ekvation (2.29) till:

E[6.] > o (2.35)
Detta kan sammanfattas i att Bruggers formel medfor att tillhérande estimator, &, har bias

som Overvarderar 0:

E(G)- 0 = B(G,) > 0 (2.36)
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Utifran ekvation (2.19), ekvation (2.31) samt ekvation (2.33) kan vi harleda vantevardet for &

nar ¢ = 1 pa foljande vis:

EEC T
E[6)| 6 = 1] = _n—1 2 -a:ci 2.37)
C le (i = X) N

Utifran ekvation (2.37) och tabell 2.3 kan vi upprétta foljande tabell for véantevérdet av &

givet o = 1:
Stickprovsstorlek E[o;| o=1]
6 1.002997317
7 1.002033866
8 1.001457191
9 1.001105015
10 1.00085594

Tabell 2.4 Vantevarden for &,

Vi kan av tabell 2.4 se att bias avtar med okat n, vilket visar att 6, ar en estimator som ar
konsistent. Det ska poangteras att bendamningen Bruggers formel inte harror fran litteraturen.
Formeln har inget sérskilt namn. Den tillskrivs dock till den framlidne statistikern Richard M.
Brugger, eftersom han var forst med att féresla metoden. En metod som forvisso inte
eliminerar bias men som adekvat lyckas reducera bias nar n > 6. Det bor dock ndmnas att det
finns andra algebraiska metoder for att reducera bias. Gurland och Tripathi (1971) pavisar att

man kan fa lagre bias an for Bruggers formel, om o istiillet estimeras med foljande metod:

11'1=1(Xi - X)Z

2.38
(n—15) + —8(n1_ S (2.38)

Man kan argumentera for att Bruggers formel ar bade mer intuitiv och latthanterlig. Om syftet
ar att eliminera bias, finns det elimineringsmetoder att tillgd nar populationen ar
normalfordelad. Om man bara onskar att reducera bias vid normalférdelad population, kan

man argumentera for att Bruggers formel ar lamplig. Just for att den inte fordrar sarskilt
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avancerade berakningar. Darmed kan den anses vara hanterbar aven for individer som inte har

sarskilt djup matematisk forankring.

2.4 Bootstrap

Enligt Chernick och LaBudde (2011, s. 1) sa kan bootstrap-metoden tillskrivas statistikern
Brad Efron, som publicerade den forsta artikeln inom @mnet ar 1979. Bootstrap mottogs med
stor entusiasm inom den statistiska vetenskapen och ar idag en vida anvand datorbaserad
metod. Englund (2000, s. 2) sammanfattar den mest kanda varianten av bootstrap, som en
metod dar man slumpar ny data genom dragning med aterlaggning fran ett ursprungligt
stickprov. Det kan dven uttryckas som en atersamplingsmetod med aterlaggning (Chernick &
LaBudde, 2011, s. 5). Anvandningsomraden for bootstrap ar flera, déribland biaskorrigering
vid estimering av 6 och skattning av medelfelet fér 8 (Englund, 2000, s. 42). Det finns olika

bootstrap-metoder.

Icke-parametrisk bootstrap &r den mest kanda varianten av bootstrap. Den inleds med att man
tar ett stickprov fran den population 0 tillhér. Utifrén observationerna frén detta ursprungliga
stickprov, anvander man 8 for att f4 ett estimat av 6 (Englund, 2000, s. 37). Man plockar nya
stickprov med aterlaggning, s.k. bootstrap-stickprov, fran det ursprungliga stickprovet
(Englund, 2000, s. 42). Man fortsatter att anvanda samma 8 som ovan for att estimera, vilket
medfor att varje bootstrap-stickprov ger ett estimat av 0. Dérefter kan man exempelvis
berdkna medelvardet och S for alla estimat som harror fran bootstrap-stickproven (Englund,
2000, s. 43).

Just S av alla bootstrap-estimat &r av sarskilt intresse eftersom det ger en approximation av
medelfelet for & ovan. Det &r ett primért syfte med bootstrap och Efron och Tibshirani (1993,

s. 47) definierar denna approximation av medelfelet pa foljande sétt:

B
2 = () [0°) - 0O/ (B = D (2:39)
b=1

dar 6*(b) star for alla estimat fran bootstrap-stickproven (b = 1, 2, ... , B). 8*(-) &r

medelvardet av alla 8*(b) och kan skrivas:

B
0° () = Zé*(b)/B (2.40)
b=1
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Enligt Efron och Tibshirani (1993, s. 47) &r gransvardet for seg, nar B gar mot oandligheten,
medelfelet fér 8. Englund (2000, s. 42) uttrycker det som att man erhaller en skattning av

medelfelet fér & med hjélp av bootstrap.

B star alltsa for antalet bootstrap-stickprov. Enligt Englund (2000, s. 43) kan man vélja att ha
10000 stycken B. Enligt Englund (2000, s. 47) &r antalet distinkta B (*""") om alla
observationer i det ursprungliga stickprovet &r distinkta. Detta foljer av satsen for dragning
med aterlaggning utan hansyn till ordning. Med formeln (Z”n_l) kan vi uppratta foljande

tabell:

Stickprovsstorlek Antalet distinkta B (givet att alla
observationer i det ursprungliga

stickprovet ar distinkta)

6 462
7 1716
8 6435
9 24310
10 92378

Tabell 2.5 Antalet distinkta B

Utifran tabell 2.5 kan man vélja ett lampligt antal B, beroende pa n. Pa sa vis kan man minska
berdkningsbdrdan. Vi formodar att man i teorin kan harleda antalet B som fordras for att fa ett
vantat antal distinkta B, i fallet da alla observationer i det ursprungliga stickprovet &r

distinkta. Denna eventuella hérledning ligger dock utanfér ramarna for denna studie.

Enligt Englund (2000, s. 41-42) ar essensen av bootstrap-hypotesen att den empiriska
fordelningen, som ges av stickprovet, ganska val avspeglar den sanna fordelningen. Den
empiriska fordelningen konvergerar mot den sanna fordelningen nér n = co. Det innebér att
icke-parametrisk bootstrap inte uppfyller bootstrap-hypotesen vid liten n. Detta kan fa foljden
att den bakomliggande fordelningen inte appromixeras val av bootstrap (Englund, 2000, s.
46). Foljaktligen ar icke-parametrisk bootstrap, i regel, inte en palitlig estimeringsmetod nar n
ar liten. Detta eftersom data som reproduceras i icke-parametrisk bootstrap, da riskerar att inte

spegla den sanna fordelningen.

Parametrisk bootstrap sarskiljer sig fran den icke-parametriska varianten. Den centrala

skillnaden mellan dessa bootstrap-varianter, &r att den parametriska anvander det ursprungliga
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stickprovet till att generera en ny population med sérskild férdelning, vars parametrar ar
baserade pa observationerna i det ursprungliga stickprovet (Englund, 2000, s. 46). Forenklat
kan man saga att man vid den parametriska varianten plockar bootstrap-stickproven fran den,
av det ursprungliga stickprovet, skapade populationen. Detta istéllet for att géra dragningarna
fran det ursprungliga stickprovet, som ar fallet vid icke-parametrisk bootstrap (Chalmers,
2021, s. 14-15). Parametrisk bootstrap &r inte robust, eftersom den vilar starkt pa antagandet
att man vet fordelningen av populationen som det ursprungliga stickprovet tas fran. Och oftast
kénner man inte till férdelningen av den bakomliggande populationen (Englund, 2000, s. 41).
Med andra ord ar parametrisk bootstrap en vansklig metod eftersom antagandet ar svar att
uppfylla. 1 de fall man uppfyller antagandet, &r parametrisk bootstrap ett lampligt alternativ
nar n &r liten. Detta harror fran att den empiriska fordelningen konvergerar mot den sanna
fordelningen ndar n - oo. I parametrisk bootstrap baseras den empiriska fordelningen i forsta
hand pa ett antagande om distributionen som det ursprungliga stickprovet kommer fran. Det

gor att parametrisk bootstrap kan uppfylla bootstrap-hypotesen aven nar n &r liten.

For att anvidnda bootstrap for biaskorrigering vid estimering av 0, kan man enligt Efron och

Tibshirani (1993, s. 138) anvanda sig av foljande algebraiska metod:

0 =20 - 6°() (2.41)

dar vardet av 8 & menat att ge ett biasreducerat estimat av 0. Vi kallar denna 8 for 8,,,;

fortséttningsvis.
Denna simpla metod kan forenklat sédgas harrora fran antagandet att:

0-0~0*()-0 (2.42)

| hiandelse av att (6 — 0) &r liten i jamforelse med seg, menar Efron och Tibshirani (1993, s.

138) att det ar sikrare att vélja 8 &n 8,,,;, for att estimera 6.
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2.5 Jackknife

Jackknife dr, precis som bootstrap, en atersamplingsmetod som syftar till att skatta medelfelet
for @ och korrigera bias vid estimering av 6 (Englund, 2000, s. 41). Enligt Chernick och
LaBudde (2011, s. 6) introducerades jackknife av Maurice Quenouille men det var John
Tukey som vidgade dess anvandningsomrade och populariserade metoden i slutet av 1950-
talet.

Den vanligaste varianten av jackknife inleds med att man tar ett stickprov med n = x fran den
population 6 tillhér. Utifrén observationerna fran detta ursprungliga stickprov anvénder man 8
for att fa ett estimat av 0. Man plockar x nya stickprov utan aterlaggning, s.k. jackknife-
stickprov, fran det ursprungliga stickprovet. | varje jackknife-stickprov, plockar man
systematiskt bort precis en av de ursprungliga observationerna i taget (Englund, 2000, s. 110-
111). Man fortsétter att anvanda samma & som ovan for att estimera, vilket medfor att varje
jackknife-stickprov ger ett estimat av 0. Déarefter kan man exempelvis berdkna medelvardet
for alla estimat som harrér fran jackknife-stickproven (Englund, 2000, s. 114). Det ska
podngteras att det finns andra varianter av jackknife, daribland deleted-d jackknife (Efron &
Tibshirani, 1993, s. 149). | denna studie &r dock endast den vanliga jackknife-metoden av

intresse.

Ett primart syfte med jackknife &r att ge en skattning av medelfelet fér 8. Efron och

Tibshirani (1993, s. 141) definierar denna approximation av medelfelet pa foljande sétt:

n
ok = {— ! > 16— 601y (2.43)
i=1
dér ; star for alla estimat fran jackknife-stickproven (i= 1, 2, ... , n). 8, ar medelvardet av
alla 6; och kan skrivas som:
n
6 = ) 0i/n (2.44)
i=1

For att anvénda jackknife for biaskorrigering vid estimering av 0, kan man enligt Englund

(2000, s. 114) anvénda sig av féljande algebraiska metod:
6 =0-m-1)(, -0 (2.45)
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dar vardet av 8 & menat att ge ett biasreducerat estimat av 0. Vi kallar denna 8 for éjack

fortséttningsvis.

Aven om jackknife har vissa likheter med bootstrap sarskiljer den sig i en del avseenden,

utdver ovannamnda skillnader i dtersamplingsmetod. 5&;,., dr mer konservativ &n Sep, vilket

ger ett hogre estimat av medelfelet for & (Efron & Tibshirani, 1993, s. 143). Jackknife &r, till
skillnad fran icke-parametrisk bootstrap, lamplig att anvanda nar n ar liten (Chernick &
LaBudde, 2011, s. 1). Vidare &ar den oftast, beroende pa n, inte en lika datorintensiv metod
som bootstrap (Englund, 2000, s.112). En betydande nackdel med jackknife &r att den inte ar
robust. Enligt Efron och Tibshirani (1993, s. 148), vilar den starkt pd antagandet att 8 Ar
“smooth”. Att § & smooth &r ekvivalent med att sm& andringar i sticksprovsobservationerna

medfor sma andringar av estimatet.

2.6 Medelfel
Enligt Wackerly m.fl. (2008, s. 397) ar medelfelet fér 8, detsamma som standardavvikelsen

for dess samplingfordelning. Det definieras pa foljande satt:

o = |oF (2.46)

dar ag star for variansen av 0. | fallet med stickprovsmedelvardet, fordras att man kanner till
o, for att fa fram medelfelet. Det &r séllan man kénner till 6. Samtidigt som det i praktiken &r
omdjligt att fa fram hela samplingfordelningen. Detta eftersom man maste ta alla majliga
stickprov, givet n, exakt en gang. Saledes brukar man approximera medelfelet. (Cortinhas &
Black, 2012, s. 249-250).

Det &r viktigt att poangtera att medelfelet for S, inte harleds pa samma sétt som medelfelet for
stickprovsmedelvardet. Framforallt kan man inte hérleda ett exakt varde for medelfelet, utan
att ha hela samplingfordelningen, vilket som ndmnt bara & mojligt i teorin. Av Rao (1973, s.
438) och av Wilks (1943, s. 199), kan man vid normalférdelning fa fram exakta medelfelet for
SZ:

204

se(§?) = (2.47)
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Av Rao (1973, s. 386) framgar att:

se(g(X)) = | g (X)| - se(X) (2.48)

Om man ser S som en funktion av S2, kan man ersatta funktionen g(X) med S. Vidare kan
man ersatta se(X) med se(S?2). Detta ger oss foljande slututtryck for detta Rao approximerade
medelfelet for S (se(S)):

se(S) = %se(Sz) (2.49)

dar % harleds som forsta derivatan av vX. X i sin tur ges av vérdet for 2.

Det ska dock papekas att denna approximation av medelfelet for S, vilar pa antagandet att n &r
stor (Rao, 1973, s. 382).

2.7 Samplingfdrdelningen for stickprovsstandardavvikelsen

Samplingfordelningen for stickprovsmedelvardet, ar normalfordelat nér n &r liten, om den
bakomliggande populationen ar normalfordelad (Cortinhas & Black, 2012, s. 248-249). Detta
ar kant for de flesta statistiker och papekas brukligen i kontexten av den centrala

gransvardessatsen.

Vad som kan fdormodas vara mindre ként &r samplingfordelningen for S, ndr den
bakomliggande populationen &r normalfordelad. Croucher (1988) angriper denna fraga genom

att hérleda tathetsfunktionen for S, ndr 6 = 1. Den ser ut pé foljande sitt:

(nT_l)(n_l)/z _(n _ 1)52
g(S) = Wexp[T]Sn—z (2.50)

Enligt Croucher (1988) kan samplingférdelningen for S uppfattas vara normalfordelad, trots
att den i sjalva verket inte har nagon sarskild fordelning. Den har en positiv skevhet, som &r

svar att notera nar n ar stor.

2.8 Monte Carlo-simuleringar
Enligt Blom m.fl. (2017, s. 206) bygger Monte Carlo-simuleringar (MC) pa stora talens lag,
som sager att medelvérdet av ett antal oberoende observationer, gar mot vantevardet nar

antalet observationer gar mot oandligheten. Detta under forutsattning att observationerna har
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samma vantevarde och varians. Feltermen i estimatet minskar ju fler simuleringar man

anvander.

Det finns dock olika varianter av MC. Vid exempelvis Markov Chain Monte Carlo, kan
utfallen vara beroende (Englund, 2000, s. 219). Vad de olika MC-varianterna har gemensamt
ar att de &ar datorbaserade metoder som kan vara praktiska alternativ till konventionell
matematisk analys (Kroese, Brereton, Taimre & Botev, 2014, s. 386). Nar man exempelvis
har en komplex integral som ar svar att berdakna, kan MC komma val tillhands for att ge en

approximation av vardet for integralen (Chalmers, 2021, s. 40).

Avseende antalet simuleringar som fordras for att fa ett palitligt estimat, finns det inget
entydigt svar. En konservativ rekommendation &ar att anvanda sig av atminstone 100000
simuleringar (VRC, 2021). Det forekommer dock i studier, att man endast har anvént sig av
1000 simuleringar (Heijungs, 2019). Antalet simuleringar man valjer, & i mangt och mycket

en avvagning mellan felmarginalen och tiden det tar att simulera.
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3 Metod

| detta kapital redovisas metoderna som ligger till grund for var studie. Det som avhandlas ar
vedertaget inom statistiken. Det innebédr att om man har tillracklig teoretisk forankring i
amnet, bér man kunna regenerera resultaten i fulla drag med enbart hjalp av beskrivningarna i
detta kapitel. I de fall ytterligare information fordras, hanvisar vi till det teoretiska ramverket i
foregaende kapitel. | det teoretiska ramverket finns procedurer samt berékningsformler
specificerade for respektive metod for biaskorrigering som ska utvérderas. Det ska dock
papekas att viss information som forekommer i det teoretiska ramverket upprepas i detta

kapitel. Detta i syfte att underlatta for l&saren och for att betona aspekter av sérskilt intresse.

| teorin ar det mojligt att kunna besvara studiens fragestallning utan en simuleringsstudie.
Detta ar dock forenat med stora svarigheter, sarskilt med beaktande att det i vissa fall hade
behovts berékningar av flerdimensionella integraler. Vidare ar det oklart huruvida det ens &r
mojligt att med konventionell matematisk analys besvara fragestallningen utan en
simuleringsstudie. Saledes kommer vi, mot bakgrund av det teoretiska ramverket, att anvanda

0ss av MC.

Vi kommer i detta kapitel ta i beaktande studiens avgransningar. Det finns ytterligare analyser
som kan goras med hjalp av datan som ackumuleras. Vi lagger dock tyngdpunkten pa det som
ar centralt for studien och som &r inom dess ramar. Primart vill vi besvara fragestallningen
som lyder: "Hur vél, avseende bias samt medelkvadratfel, estimeras ¢ av metoderna:
Bruggers formel, jackknife och icke-parametrisk bootstrap?” For att kunna gora detta fordras
att var och en av de biaskorrigerande metoderna utvéarderas for sig. FOrst darefter &r det

mojligt att pavisa eventuella skillnader och darmed kunna besvara fragestallningen.

| avsnitt 3.1 ges en beskrivning av metoden for att utvéardera bootstrap och S. | avsnitt 3.2 ges
en redogorelse for metodiken som ar relaterad till utvarderingen av jackknife. Vidare
presenteras metoden for att beddma Bruggers formel i avsnitt 3.3. Slutligen presenteras i

avsnitt 3.4 metoden for att besvara studiens fragestallning.

3.1 Bootstrap och stickprovsstandardavvikelse

| detta avsnitt kommer vi att redogora for hur vi bade kommer att generera och analysera de
resultat i studien som &r relaterade till icke-parametrisk bootstrap, parametrisk bootstrap samt
S. Vidare kommer vi med hanvisning till studiens syfte samt fragestallning motivera
tillvagagangssattet for analysen. Dessforinnan kommer vi att ge en bakgrund till varfor S

inkluderas i resultatet, trots att S inte ar av primaért intresse for studien.
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Av tabell 2.1 far vi varden for E[S | 6 = 1] for olika n. Dessa virden kan jimforas med véra
simulerade varden for S. Detta i syfte att ge en indikation om validiteten av var MC-studie.
Vidare vet vi mot bakgrund av det teoretiska ramverket, hur samplingfordelningen for S bor
se ut. Genom att jamfora den teoretiska samplingférdelningen med den MC-genererade, far vi
ytterligare en indikation om studiens validitet. Det priméra syftet med att inkludera S ar dock
att fa medelfelet for S. Det forekommer inte i litteraturen en harledning som ger ett exakt
varde for detta medelfel. Sdledes kommer vi approximera det sanna vardet med hjélp av MC.
Denna approximation av medelfelet for S kommer utgdra en estimand som kommer att

estimeras av skattningarna for se(S), seg och §ej,ck. Vi far dérmed ett svar pa hur val icke-

parametrisk bootstrap samt jackknife estimerar medelfelet fér 8, nar 8 = S. Vidare far vi en

uppfattning om hur val se(S) estimerar medelfelet for S, nér n ar liten.

Icke-parametrisk  bootstrap genomfoérs i enlighet med forfarandet, teorierna och
berdkningsformlerna som finns beskrivna i det teoretiska ramverket. Det praktiska

genomforandet ser ut pa foljande vis:

Steg 1. Ett s.k. ursprungligt stickprov med n = x samplas slumpmassigt fran en distribution
som &r normalfordelad, dér u = 0 och o = 1. Med andra ord ska ¢ = 1 estimeras, vilket
fortsattningsvis kommer att gélla i studien. Variablerna for stickprovet &r oberoende och
likafordelade. x har ett bestamt varde genom hela denna procedur. Vérdet av x beror av vilken

n man undersoker for stunden.
Steg 2. S berdknas for detta ursprungliga stickprov. Vérdet av detta kallar vi for s.

Steg 3. Vi har B = 10000. Med andra ord samplar vi slumpmaéssigt 10000 bootstrap-stickprov

med aterlaggning fran det ursprungliga stickprovet. Varje bootstrap-stickprov har n = x.
Steg 4. Vi tar S av varje bootstrap-stickprov. Detta ger oss 10000 stycken 8*(b).

Steg 5. Utifran vardena for 8 (b) beraknar vi 8 ().

Steg 6. Utifran vardet for 8*(-) och vardena for 8*(b) beraknar vi seg.

Steg 7. Utifran vardet for s och 8*(+) beraknar vi 8y,

Steg 8. Vi lagrar vardena som vi far av s, seg, 8*(-) och 8. Vi lagrar alltsa 4 vérden.
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Steg 9. Har inleds var MC. Vi upprepar steg 1-8, 100000 ganger. Vi lagrar alltsa totalt 400000

varden.

Metoden for icke-parametrisk bootstrap

‘ Populationen ~ N: p=0,0 =1

Upprepa 100000 ganger
’ Ta ett slumpmassigt stickprov, n =z ‘

‘ Berakna S for stickprovet = s ‘

Bootstrapa stickprovet B = 10000 ganger.
Foljande varden genereras:

6*(b) dir b=1,2,--- B

Lagra utfallen av:

¥

Lagra utfallen av 100000 st: s, §*() 5eR, ?)\;,m;t

Figur 3.1 Metoden for icke-parametrisk bootstrap

Parametrisk  bootstrap genomférs i enlighet med forfarandet, teorierna och
berékningsformlerna som finns beskrivna i det teoretiska ramverket. Det praktiska
genomforandet ser ut pa foljande vis:

Steg 1. Ett s.k. ursprungligt stickprov med n = x samplas slumpmassigt fran en distribution
som ar normalfordelad, dar u = 0 och ¢ = 1. Variablerna for stickprovet &r oberoende och
likafordelade. x har ett bestamt varde genom hela denna procedur. Vérdet av x beror av vilken

n man undersoker for stunden.
Steg 2. S berdknas for detta ursprungliga stickprov. Vérdet av detta kallar vi for s.
Steg 3. Medelvérdet berdknas for detta ursprungliga stickprov.

Steg 4. Vi genererar en distribution som &r normalfdrdelad, med p = vérdet som ges av steg 3,

o =S.
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Steg 5. Vi har B = 10000. Med andra ord samplar vi slumpmaéssigt 10000 bootstrap-stickprov
fran distributionen som skapats i steg 4. Varje bootstrap-stickprov har n = x.

Steg 6. Vi tar S av varje bootstrap-stickprov. Detta ger oss 10000 stycken 8*(b).

Steg 7. Utifran vardena for 8*(b) beraknar vi 8*(-).

Steg 8. Utifran vardet fér 8*(-) och vérdena for 8*(b) beréknar vi seg.

Steg 9. Utifran vardet for s och 8*(+) beraknar vi By,

Steg 10. Vi lagrar véardena som vi fér av s, seg, 6*(+) och 8y,,¢. Vi lagrar alltsd 4 vérden.

Steg 11. Har inleds var MC. Vi upprepar steg 1-10, 5000 ganger. Vi lagrar alltsa totalt 20000

varden.

Det ska noteras att antalet MC &r mindre for parametrisk bootstrap jamfort med icke-
parametrisk bootstrap. Detta harror fran att parametrisk bootstrap inte ar central for var studie.
Foljaktligen har vi inte samma behov av att minska felmarginalen av approximationerna
genom ett okat antal MC. Ett led i att utvérdera icke-parametrisk bootstrap, kommer att vara
att jamfora den med den parametrisk bootstrap. Detta i syfte att kunna ge vél underbyggda
forslag pa vidare studier inom faltet. For att avgransa denna del, som inte ar central for

studien, kommer endast bias samt MSE att jamforas.

For att utvardera S, beraknas stickprovsmedelvarde (x), S2, S, median och skevhet av de
lagrade vardena s. De harror fran MC av icke-parametrisk bootstrap. Anledningen till att de
lagrade vérdena betraktas som stickprovsvarden &r for att vi inte har samplat varje mojligt
variabelvarde. Samma princip galler fortsattningsvis i detta kapital avseende analys av lagrad

data, om inte annat anges.

X av s ger 0ss en approximation av E[S| o = 1], pa sa vis kan vi berdkna en skattning for bias
av S vid estimering av ¢ med ekvation (2.4). Tillsammans med vérdet for S? av s kan vi
berdkna en skattning for MSE for S med ekvation (2.8). S av s ger 0ss en approximation av
medelfelet for S. Denna approximation av medelfelet for S kommer, som redan namnt, utgéra
en estimand som kommer att estimeras av skattningarna for se(S), seg och sej,ck. Medianen
av s kommer att berdknas i syfte att fa en approximation av skevheten for
samplingfoérdelningen for S. Detta &r relaterat till att vi vill se huruvida studiens resultat

Overensstdimmer med teorin om positiv skevhet i samplingfordelningen for S. Slutligen
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kommer vi att studera en simulerad samplingférdelning for S, genom att skapa ett histogram

av de lagrade s vardena.

For att utvardera icke-parametrisk bootstrap, berdknas x och S? av de lagrade vardena av
utfallen frén seg, och 8, De harror frin MC av icke-parametrisk bootstrap. X av Opoor
utfallen ger oss en approximation av E[B,,.:| 0 = 1], p& sé vis kan vi berdkna en skattning
for bias av By, vid estimering av 6. Tillsammans med vérdet for S? av 8y, utfallen, kan vi
approximera MSE for 8,,¢. X av seg utfallen ger oss en approximation av E[seg| o = 1],
pa sa vis kan vi berakna en skattning for bias av seg vid estimering av medelfelet for S.

Tillsammans med vardet for S? av seg utfallen kan vi approximera MSE for seg.

For att vidare utvérdera icke-parametrisk bootstrap, berdknas x av de lagrade vérdena av
utfallen frén 8*(-). x av 8*(-) utfallen ger oss en approximation av E[8*(:)| o = 1]. Detta
varde kan anvandas i syfte att verifiera att vara resultat 6verensstammer med ekvation (2.41).
Vi uttrycker denna verifikation pa féljande sétt:

E[Bpoot| 0 = 1] = 2E[S| 0 = 1] — E[6*()] 0 = 1] 3.1)

For att utvardera parametrisk bootstrap, berdknas x och S? av de lagrade vérdena av utfallen
frin Bp00¢. De harrdr frin MC av parametrisk bootstrap. ¥ av 8,0 Utfallen ger oss en
approximation av E[B,.0t| 0 = 1], pa s& vis kan vi berdkna en skattning for bias av 800t
vid estimering av o. Tillsammans med virdet for S? av 8y, Utfallen, kan vi approximera
MSE for By, Med dessa varden kan vi slutligen jamfora bias samt MSE vid icke-

parametrisk bootstrap och parametrisk bootstrap.
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3.2 Jackknife
| detta avsnitt kommer vi att redogéra for hur vi bade kommer att generera och analysera de
resultat i studien som &r relaterade till jackknife. Vidare kommer vi med hanvisning till

studiens syfte samt fragestallning, motivera tillvagagangssattet for analysen.

Jackknife genomfors i enlighet med forfarandet, teorierna och berakningsformlerna som finns

beskrivna i det teoretiska ramverket. Det praktiska genomforandet ser ut pa foljande vis:

Steg 1. Ett s.k. ursprungligt stickprov med n = x samplas slumpmaéssigt fran en distribution
som ar normalfordelad, dar p = 0 och ¢ = 1. Variablerna for stickprovet &r oberoende och
likafordelade. x har ett bestamt varde genom hela denna procedur. Vérdet av x beror av vilken

n man undersoker for stunden.
Steg 2. S berdknas for detta ursprungliga stickprov. Vardet av detta kallar vi for s.

Steg 3. Vi plockar x nya stickprov utan aterlaggning, s.k. jackknife-stickprov, fran det
ursprungliga stickprovet. | varje jackknife-stickprov plockar vi systematiskt bort precis en av
de ursprungliga observationerna i taget. Varje jackknife-stickprov harn = x - 1.

Steg 4. Vi tar S av varje jackknife-stickprov. Detta ger oss x stycken ;.

Steg 5. Utifran vardena for 8; beréknar vi ..

Steg 6. Utifran vardet for 8., och vardena for 8; beraknar vi 5&;,.

Steg 7. Utifran vardet for s och 8., beréknar vi 84

Steg 8. Vi lagrar vardena som vi far av s, 58j4cx, 6y 0ch ;4. Vi lagrar alltsa 4 varden.

Steg 9. Har inleds MC. Vi upprepar steg 1-8, 100000 ganger. Vi lagrar alltsa totalt 400000

varden.
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Metoden for jackknife

‘ Populationen ~ N: p=0,0 =1

Upprepa 100000 ganger

‘ Ta ett slumpmassigt stickprov, n = « ‘

|

’ Berdkna S for stickprovet = s ‘
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|
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|
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: Ta z jackknife-stickprov fran stickprovet.
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f;dari=1,2,---

l

Lagra utfallen av:

>

Lagra utfallen av 100000 st: s, é\(‘), 5€iacks Qjack

Figur 3.2 Metoden for jackknife

For att utvardera jackknife, beraknas x och S? av de lagrade vardena av utfallen fran 5e;,.,
och éjack. De harrér fran MC av jackknife. x av @ack utfallen ger oss en approximation av
E[0jqck | 0 = 1], pa sa vis kan vi berékna en skattning for bias av 8. vid estimering av o.
Tillsammans med viérdet for S? av éjack utfallen kan vi approximera MSE for éjack. X av
S€jqcr Utfallen ger oss en approximation av E[Sej, | 0 = 1], pd s& vis kan vi berékna en
skattning for bias av 5€;,.; vid estimering av medelfelet for S. Tillsammans med vardet for S?

av 5ej4 Utfallen kan vi approximera MSE for 5e;4 .

For att vidare utvardera jackknife, berdknas x av de lagrade véardena av utfallen fran é(.). X av
6. utfallen ger oss en approximation av E[f)| o = 1]. Detta varde kan anvéndas i syfte att

verifiera att vara resultat dverensstammer med ekvation (2.45) Vi uttrycker denna verifikation

pa foljande sétt:

_

E[fjaex| 0 = 1] = E[S| 6 = 1]- (n- D{E[B,lo = 1] — E[S| 6 = 1]} (3.2)
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3.3 Bruggers formel
| detta avsnitt kommer vi att redogora for hur vi bade kommer att generera och analysera de
resultat i studien som &r relaterade till Bruggers formel. Vidare kommer vi med hanvisning till

studiens syfte samt fragestallning, motivera tillvagagangssattet for analysen.

Bruggers formel genomfors i enlighet med forfarandet, teorierna och berdkningsformlerna
som finns beskrivna i det teoretiska ramverket. Det praktiska genomfdérandet ser ut pa

féljande vis:

Steg 1. Ett stickprov med n = x samplas slumpmassigt fran en distribution som é&r
normalfordelad, dar u = 0 och ¢ = 1. Variablerna for stickprovet ar oberoende och
likafordelade. x har ett bestamt varde genom hela denna procedur. Vérdet av x beror av vilken

n man undersoker for stunden.
Steg 2. 6, berdknas for detta stickprov.
Steg 3. Vi lagrar vardet som vi far av 6,. Vi lagrar alltsa ett varde.

Steg 4. Har inleds MC. Vi upprepar steg 1-3, 100000 ganger. Vi lagrar alltsa totalt 100000

varden.

Metoden for Bruggers formel

‘ Populationen ~ N: p=0,0 =1

Upprepa 100000 ganger

I

1

I

|

I

! |Ta ett slumpmassigt stickprov, n =«
I
I
[ -
[ Beriikna 7,
I
I
1
|
I
I
|

|Lagra utfallet av a,

‘ Lagra utfallen av 100000 st &,

Figur 3.3 Metoden for Bruggers formel

For att utvardera Bruggers formel, berdknas x och S? av de lagrade vardena av utfallen fran

6. De harror fran MC av Bruggers formel. x av 6, utfallen ger oss en approximation av

E[6.| o = 1], pa sa vis kan vi berdkna en skattning for bias av 6, vid estimering av . Detta

varde kan jamforas med det teoretiska vérdet for E[6.| o = 1] som ges av tabell 2.4, pa sa
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vis far vi ytterligare en indikation om studiens validitet. Tillsammans med véardet for S? av

. utfallen kan vi approximera MSE for &..

3.4 Metoden for att besvara studiens fragestallning

Det approximerade medelfelet for S kommer att estimeras av skattningarna for se(S), seg och
S€jqck- Vardet for se(S) ges av ekvation (2.49). Eftersom se(S) antar ett givet varde beroende
pa n, far vi det faktiska vardet for se(S) snarare an en skattning. Vidare har se(s) ingen varians
vid given n. Till foljd av detta har dess MSE samma varde som dess kvadrerade bias vid given
n. Nar vi har fatt dessa varden for se(S) kommer vi kunna jamfora bade approximerad bias
och approximerad MSE mellan samtliga estimatorer.

Vidare kommer approximerad bias samt approximerad MSE for 8po0r, Ojack OCh &, att

jamforas med varandra. Denna jamforelse utmynnar i ett svar pa studiens fragestallning.
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4  Resultat

| detta kapitel presenteras resultat och tillhérande slutsatser av studien. | avsnitt 4.1 ges
resultaten av bootstrap och S. | avsnitt 4.2 ges en redogorelse av resultaten anknutna till
jackknife. Vidare presenteras resultaten av Bruggers formel i avsnitt 4.3. | avsnitt 4.4
utvarderas estimatorer for medelfelet for S. Slutligen ges svaret pa studiens fragestallning i
avsnitt 4.5. Samtliga resultat dr baserade pa att ¢ = 1 estimeras samt pa villkoret att den

bakomliggande populationen &r normalférdelad, om inte annat anges.

4.1 Bootstrap och stickprovsstandardavvikelse

4.1.1 Stickprovsstandardavvikelse

Stickprovsstorlek

S 6 7 8 9 10
Bias -0.048107 -0.0405319 -0.0359027 -0.0316287 -0.0273438
MSE 0.0973701346 0.0811776639 0.0699581869 0.0612070207 0.0548157584
s?2 0.09505588  0.079534829 0.068669183 0.060206646  0.054068075
S 0.3083113 0.2820192 0.2620481 0.2453704 0.2325254
x 0.9518933 0.9594681 0.9640973 0.9683713 0.9726562
Median 0.9325341 0.9441425 0.9515062 0.95791 0.9630849

Skevhet  0.1883732448 0.1630271981 0.1441464372 0.1279041808 0.1234871545

Tabell 4.1 analys av utfallen fran S vid icke-parametrisk bootstrap

Det ska noteras i tabell 4.1 att x av utfallen fran S nastan &r identiska med motsvarande
vérden i tabell 2.1. Det visar att MC av S ger en utmarkt approximation av E[S | o = 1]. Att
véardena vél overensstammer med tabell 2.1 indikerar att var studie har hog validitet i
hanseendet att approximera véntevarden for studiens estimatorer. Fortsattningsvis kan det
forekomma att vantevarden samt andra MC-approximerade statistiska egenskaper anges som
faktiska vérden av de stokastiska variabler som har undersokts. Det har i syfte att forenkla
redogorelsen av resultaten. Foljaktligen kan det fortsattningsvis forekomma att skevhet,
vantevarden, bias och MSE asyftas samt betecknas som faktiska varden nar de i sjalva verket
ar skattningar. Pa intet sétt ska detta betraktas som att det har fastslagits att approximationerna

inte har nagon felmarginal eller en férsumbar sadan.

Vi noterar av tabell 4.1 att bias av S minskar med en dkande n. Detta indikerar att S ar en
konsistent estimator, vilket dverensstaimmer med det teoretiska ramverket. VVidare noteras det

att S2 av S minskar med en okande n. Av bada dessa observationer foljer att aven MSE for S
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minskar med en Okande n. Av sarskilt intresse dr de angivna MSE vardena for S. Av det
teoretiska ramverket framgar det att dessa varden i praktiken ar svara att harleda matematiskt.
Saledes har vi i litteraturstudierna inte funnit korresponderande talvarden for MSE for S givet
olika n. Nu har vi genom MC fatt varden som andra statistiker kan referera till vid 6 <n < 10.
Dessa vérden ar dock approximerade och det ar oklart huruvida de ar i linje med varden som

potentiellt kan hdrledas matematiskt.

Det forekommer inte i litteraturen en harledning som ger exakta véarden av medelfelet for S.
Séledes utgor S av S i tabell 4.1 en approximation av de sanna vardena. Denna approximation
av medelfelet for S kommer att utgdra en estimand som kommer att estimeras av se(S), Seg

och s@j,x. Vi far darmed i avsnitt 4.4 ett svar pa hur vél icke-parametrisk bootstrap samt

jackknife estimerar medelfelet for 8, nar 6 = S. Vidare fér vi en uppfattning om hur vl se(S)

estimerar medelfelet for S, nar n ar liten.

o - -
O T o
= — o n
™ {1 O |
- S
o {1 H -
w o _| w ] _|
g s
I L o
S - g -
O O -
| | | | | | | | | | | |
0.0 1.0 2.0 0.0 1.0 2.0
n==6 n=7
Figur 4.1 Samplingférdelning for S Figur 4.2 Samplingférdelning for S
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Figur 4.5 Samplingfordelning for S
Figur 4.1-4.5 visar att samplingfordelningen for S kan uppfattas vara normalférdelad, trots att
den i sjalva verket inte har nagon sarskild fordelning. Av sarskilt intresse ar vardet for skevhet

fran tabell 4.1. Vi noterar att den positiva skevheten minskar vid 6kad n, atminstone minskar

den vid 6 < n < 10. Det gir dock inte att med sakerhet utesluta att detta harror fran ett
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approximationsfel. Oavsett ar resultaten av MC i hogsta grad relevant data som kan anvéndas

for vidare studier om samplingfordelningen for S.

4.1.2 Icke-parametrisk bootstrap
Stickprovsstorlek

Bho0t 6 7 8 9 10

Bias 0.0714970  0.0617264  0.0534618  0.0478933  0.0442939
MSE  0.125853981 0.1014114915 0.0850479351 0.0729369812 0.0644035057
52 0.12074216  0.097601343  0.082189771 0.070643213  0.062441565
x 1.071497 1.0617264  1.0534618  1.0478933  1.0442939

Tabell 4.2 analys av utfallen frén 8,,,, vid icke-parametrisk bootstrap

| tabell 4.2 har x av utfallen frn 8y, angetts. Det ger E[Byo0 | 0 = 1] vid icke-parametrisk
bootstrap. Vi noterar vidare av tabell 4.2 att bias av 8,,,, mMinskar med en 6kande n. Detta
indikerar att 8;,,,, dr en konsistent estimator nar den harror fran icke-parametrisk bootstrap.
Vidare noteras det att S? av 8y, minskar med en 6kande n. Av béda dessa observationer
foljer att &ven MSE for 8,,,,, minskar med en dkande n. Av sérskilt intresse &r bias av Opo¢.
Av tabell 4.1 och tabell 4.2 framgér det att bias av S &r lagre &n bias av 8,,,,. Detta &r i linje
med det teoretiska ramverket, dar det framgar att vid icke-parametrisk bootstrap ar det sékrare
att vélja S istéllet for 8,,0¢ NAr (S — o) 4r liten i jamforelse med Seg. Av tabell 4.1 och tabell
4.4 framgar det att E[(S — o) | o = 1] &r liten i jamforelse med E[sez]. Denna information &r

dock till foga nytta om man inte pa forhand kénner till virdet av c.

Slutsatsen av icke-parametrisk bootstrap vid biaskorrigering ar att den ar dalig pa att estimera
o ndr n dr liten, vilket pdvisas av dess hoga bias. Detta dverensstimmer med det teoretiska
ramverket, som sdger att icke-parametrisk bootstrap inte ar en palitlig metod for estimering
nér n &r liten. Detta eftersom data som reproduceras i icke-parametrisk bootstrap vid liten n
riskerar att inte spegla den sanna fordelningen. Det innebar att icke-parametrisk bootstrap inte

uppfyller bootstrap-hypotesen vid liten n.
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Figur 4.6 bias av 8,,,, vid icke-parametrisk bootstrap

Stickprovsstorlek
X 0.8322896 0.8572098 0.8747328 0.8888493 0.9010185

Tabell 4.3 analys av utfallen frén 8*(-) vid icke-parametrisk bootstrap

| tabell 4.3 har x av utfallen fran 8*(-) angetts. Det ger E[6*() | 6 = 1]. Genom att anvinda
ekvation (3.1) och vérdena for E[S| o = 1] fran tabell 4.1, har vi verifierat att vara resultat
overensstimmer med ekvation (2.41). Vardet av E[Byp0 | o = 1] fran tabell 4.2 kan
konstateras ha beréknats i enlighet med forfarandet, teorierna och berédkningsformlerna som
finns beskrivna for icke-parametrisk bootstrap i det teoretiska ramverket. Studiens méatmetod

for E[Bpoor | 0 = 1] vid icke-parametrisk bootstrap har atminstone i det hénseendet hog

validitet.
Stickprovsstorlek
Ség 6 7 8 9 10
Bias -0.0643805 -0.0549699 -0.0483277 -0.0422462 -0.0385731
MSE 0.07715874878 0.0667879779 0.0590571306 0.0526731164 0.048014935
S? 0.07301390 0.063766288 0.056721564  0.050888375 0.046527051
x 0.2439308 0.2270493 0.2137204 0.2031242 0.1939523

Tabell 4.4 analys av utfallen fran seg vid icke-parametrisk bootstrap

| tabell 4.4 har x av utfallen frn seg angetts. Det ger E[seg | o = 1]. Vi noterar vidare av

tabell 4.4 att bias av seg minskar med en 6kande n. Detta indikerar att seg ar en konsistent

34



estimator vid estimering av medelfelet for S. Vidare noteras det att S? av seg minskar med en
okande n. Av bada dessa observationer féljer att &ven MSE for seg minskar med en ékande
n. Av sarskilt intresse ar vardet for bias av seg. Vi noterar att bias ar forhallandevis hog. Detta

harror fran att icke-parametrisk bootstrap inte ar en palitlig metod for estimering nar n ar liten.

Bias
1 1 1 1

0040 0045 0050 0055 0060 0.065

1 T 1 T T
6 7 8 9 10

Stickprovsstorlek

Figur 4.7 Absolutvarden for bias av Seg vid icke-parametrisk bootstrap.

4.1.3 Parametrisk bootstrap
Stickprovsstorlek

Bpoot 6 7 8 9 10

Bias -0.00048 -0.00199 -0.0005 -0.0057 0.00256

MSE 0.1043302  0.085759  0.0761153  0.06151448  0.0580526
s? 0.10433 0.085755 0.076115 0.061482 0.058046
x 0.99952 0.99801 0.9995 0.9943 1.00256

Tabell 4.5 analys av utfallen fran 8,,,, vid parametrisk bootstrap

| tabell 4.5 har x av utfallen fran 8y, angetts. Det ger E[Bpq0r | 0 = 1] vid parametrisk
bootstrap. Vi noterar vidare av tabell 4.5 att bias av 8y,,.; inte alltid minskar med en 6kande
n. Detta indikerar att 8,0 inte ar en konsistent estimator nar den harror fran parametrisk
bootstrap. S? av 8,,,, minskar dock med en dkande n. Av bada dessa observationer foljer

MSE for 80

Det ska dock understrykas att man inte kan dra slutsatsen att 8y, inte & en konsistent
estimator vid parametrisk bootstrap. Antalet MC for denna underordnade del av studien var
lagt. Det kan forklara fluktuation av vardet for E[B,,0¢ | o = 1] i tabell 4.5. Ett stérre antal

MC hade fordrats for att kunna dra slutsatser. Detta harror fran att MC bygger pa stora talens
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lag, som sager att medelvardet av ett antal oberoende observationer gar mot vantevardet nar
antalet observationer gar mot oandligheten. | detta fall har vi inte tillrackligt med
observationer for att fa tillforlitliga resultat.

Vi har daremot fatt en indikation om att parametrisk bootstrap vid biaskorrigering ar bra pa att
estimera ¢ nér n ar liten. Detta Gverensstimmer med det teoretiska ramverket. Vi kanner till
att vid parametrisk bootstrap baseras den empiriska fordelningen i forsta hand pa ett
antagande om distributionen som det ursprungliga stickprovet kommer fran. Har man rétt i
antagandet om den bakomliggande populationen &r parametrisk bootstrap en bra metod for
estimering ndr n ar liten, vilket indikeras av vara resultat. Av tabell 4.2 och tabell 4.5 framgar
det att parametrisk-bootstrap estimerar ¢ avsevéart battre dn icke-parametrisk bootstrap. Man
ska dock ta i beaktande att parametrisk bootstrap inte ar robust, eftersom den vilar starkt pa
antagandet att man vet fordelningen av populationen som stickprovet tas fran. Oftast kanner
man inte till fordelningen av den bakomliggande populationen; foljaktligen kan det vara
vanskligt att anvanda parametrisk bootstrap.

Det ska slutligen understrykas att 8}, fortsattningsvis endast harror frén icke-parametrisk

bootstrap.

4.2 Jackknife

Stickprovsstorlek

Ojack 6 7 8 9 10

Bias 0.01009364 0.006249 0.005452 0.00436 0.002939

MSE 0.12163486  0.09771799 0.075343 0.06551997  0.0579576
s? 0.121533 0.097679 0.075313 0.065501 0.057949
X 1.01009364 1.006249 1.005452 1.00436 1.002939

Tabell 4.6 analys av utfallen fran 8; .
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| tabell 4.6 har x av utfallen fran 8;,.; angetts. Det ger £[0j,.x | o = 1]. Vi noterar vidare av
tabell 4.6 att bias av @ack minskar med en 6kande n. Detta indikerar att @-ack ar en konsistent
estimator. Vidare noteras det att S? av @ack minskar med en okande n. Av bada dessa

observationer féljer att aven MSE for éjack minskar med en 6kande n.

Slutsatsen av jackknife vid biaskorrigering ar att den adr utmaérkt for att estimera o nér n ar
liten, vilket pavisas av dess forsumbara bias. Detta Overensstammer med det teoretiska
ramverket, som séger att jackknife ar lamplig att anvénda nér n ar liten. En betydande nackdel
med jackknife &r att den inte &r robust. Den vilar starkt pd antagandet att 8 &r “smooth”. Att 8
ar smooth, ar ekvivalent med att sma andringar i sticksprovsobservationerna medfoér sma

andringar av estimatet. Av detta kan vi dra slutsatsen att S &r smooth.
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Figur 4.8 bias av ;.
Stickprovsstorlek
0, 6 7 8 9 10
x 0.940611 0.951418 0.960068 0.965759 0.969369
Tabell 4.7 analys av utfallen frén 6,
Stickprovsstorlek
S 6 7 8 9 10

0.95219144 0.959251 0.965741 0.970048 0.972726

Tabell 4.8 analys av utfallen fran S vid jackknife

&=

| tabell 4.7 har X av utfallen fran . jangetts. Det ger E[f., | c = 1]. Genom att anvinda

ekvation (3.2) och vardena for E[S| o = 1] fran tabell 4.8, har vi verifierat att vara resultat
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overensstammer med ekvation (2.45). Vérdet av E[éjack| o = 1] fran tabell 4.6 kan
konstateras ha beraknats i enlighet med forfarandet, teorierna och berdkningsformlerna som
finns beskrivna for jackknife i det teoretiska ramverket. Studiens matmetod for £ [éjack | 6=

1] har atminstone i det hanseendet hdg validitet.

Stickprovsstorlek

€jack 6 7 8 9 10
Bias  0.0023757 0.0005508 -0.000142 -0.0001984  -0.0013454
MSE  0.02390564395 0.01742030338 0.01354502016 0.0104660  0.00853081

sz 0.0239 0.01742 0.013545 0.010466  0.008529
X 0.310687 0.28257 0.261906 0245172  0.23118

Tabell 4.9 analys av utfallen fran 5;,

| tabell 4.9 har x av utfallen frén Se;,., angetts. Det ger E [5€jqck | o = 1]. Vi noterar vidare
av tabell 4.9 att bias av 5ej,., &r ndra noll oavsett n. Det gér inte att dra nagon slutsats

huruvida Sej,, ar en konsistent estimator eller €] vid estimering av medelfelet for S.

S? av 5€j4, minskar med en dkande n. Av béada dessa observationer foljer att &ven MSE for

Seg minskar med en 6kande n.

Av sérskilt intresse dr bias av $€j,.. Vi noterar fran tabell 4.4 att den &r avsevart lagre &n bias
av Sep. Detta harror frén att 5e;,., ar mer konservativ an Seg, vilket ger ett hogre estimat av

medelfelet for S. Vidare ar jackknife tillskillnad fran icke-parametrisk bootstrap, lamplig att

anvénda for estimering nar n &r liten.
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Figur 4.9 Absolutvarden for bias av sej4y.
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4.3 Bruggers formel

Stickprovsstorlek
o, 6 7 8 9 10

Bias 0.004096 0.00219 0.001534 0.001008 0.000909
MSE 0.1051293772 0.0863179461 0.0742511132 0.0638957661 0.05735789
S?2 0.1051126 0.08631315 0.07424876 0.06389475 0.05735706

1.004096 1.00219 1.001534 1.001008 1.000909

&

Tabell 4.10 analys av utfallen fran &,

Det ska noteras i tabell 4.10 att ¥ av utfallen fran 6. nastan ar identiska med motsvarande
vérden i tabell 2.4. Det visar att MC av 6. ger en utméarkt approximation av E[6. | o = 1]. Att
vardena val dverensstdmmer med tabell 2.4 indikerar hdg validitet i denna del av studien. Vi
noterar vidare av tabell 4.10 att bias av 6, minskar med en 6kande n. Detta indikerar att 6, ar
en konsistent estimator, vilket dverensstammer med det teoretiska ramverket. Vidare noteras
det att S2 av 6, minskar med en 6kande n. Av bada dessa observationer foljer att &ven MSE
for 6. minskar med en 6kande n. Av sarskilt intresse ar de angivna MSE vérdena for 6,.. Av
det teoretiska ramverket framgar det att dessa varden i praktiken ar svara att harleda
matematiskt. Sdledes har vi i litteraturstudierna inte funnit korresponderande talvérden for
MSE for 6, givet olika n. Nu har vi genom MC fatt varden som andra statistiker kan referera
till vid 6 <n < 10. Dessa virden dr dock approximerade och det &dr oklart huruvida de ar 1 linje

med varden som potentiellt kan héarledas matematiskt.
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Figur 4.10 bias av ..
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4.4 Estimering av medelfelet for stickprovsstandardavvikelsen

Stickprovsstorlek

6 7 8 9 10

Bias(se(S)) 0.007916466 0.0066559346 0.0052131419  0.0046296  0.0031768604
MSE(se(S)) 0.00006267  0.00004430  0.000027177  0.00002143 0.0000101

se(S) 0.31622777  0.288675135 0.267261242 0.25 0.235702260

Tabell 4.11 varden av se(S)

| tabell 4.11 har vardena for se(S) angetts vid olika n. Det motsvarar det faktiska vérdet av
E[se(S) | o = 1]. Vi noterar vidare av tabell 4.11 att bias av se(S) minskar med en 6kande n.
Detta indikerar att se(S) ar en konsistent estimator. Eftersom se(S) antar ett givet vérde
beroende pa n, har se(s) ingen varians vid given n. Till foljd av detta har dess MSE samma

varde som dess kvadrerade bias vid given n.

Stickprovsstorlek

6 7 8 9 10
MSEsep 0.12163486 0.09771799 0.075343 0.06551997 0.0579576
MSESe;q., 0.02390564395 0.01742030338 0.01354502016 0.0104660 0.00853081
MSEse(S) 0.00006267 0.00004430 0.000027177  0.00002143 0.0000101
Tabell 4.12 MSE véarden
Avseende MSE ser vi av tabell 4.12 att se(S) har lagst MSE, foljt av 5e;,.,. Seg har hogst
MSE. Skillnaderna ar aterkommande i alla n. Noterbart ar att se(S) har betydligt lagre MSE &n

ovriga estimatorer, vilket féljer av att den inte har nagon varians vid given n. 5;,. i sin tur

har avsevért lagre MSE &n sej.
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Figur 4.11 Absolutvarden for bias av Seg, 5€j,cx 0ch se(S).
Vi ser av figur 4.11 att sep har avsevart storre bias an sej, ., och se(S). Med beaktande att sep
aven har storst MSE, kan man dra slutsatsen att icke-parametriskt bootstrap inte ar en lamplig
metod for att skatta medelfelet for S nar n ar liten. Detta harror fran att icke-parametrisk
bootstrap inte &r en palitlig metod for estimering nér n &r liten. Skillnaden i bias mellan 52;,
och se(S) ar férsumbar, dven om se;,., har marginellt Iagre bias vid just denna MC. Man kan
argumentera for att se(S) ar en béttre estimator med bakgrund i att den har lagre MSE.
Eftersom se(S) dr beroende av att man pa forhand kénner till ¢ dr den dock inget praktiskt
alternativ. Saledes argumenterar vi for att 5¢,., &r en mer lamplig metod &n bade Sep och
se(S) om man onskar estimera medelfelet for S och inte k&nner till véardet for 6. En observant
lasare kan stalla sig fragan hur det kommer sig att medelfelet som ska approximeras harror
fran S av S utfallen fran just icke-parametrisk bootstrap. Forklaringen till detta ligger i att den
priméra jamférelsen ar mellan Se;,., och se(S). Sep hade pa forhand avskrivits som en dalig
estimator vid liten n, detta mot bakgrund av det teoretiska ramverket. Saledes utformades
studien pd sadant satt att véardet som skulle estimeras inte skulle hérrora fran $ej,c.
Anledningen till att se; anda inkluderades i denna jamforelse, var for att fa enhetlighet i
studien. Vart att notera ar att vi har lyckats visa att se(S) ar en bra estimator vid liten n. Detta
ar av sarskilt intresse i beaktande att se(S) enligt det teoretiska ramverket &r baserad pa stora

n.
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45 Studiens fragestallning
Stickprovsstorlek

6 7 8 9 10
MSE 0,00t 0.125853981 0.1014114915 0.0850479351 0.0729369812 0.0644035057
MSE @iack 0.12163486 0.09771799 0.075343 0.06551997 0.0579576
MSE &, 0.1051293772 0.0863179461 0.0742511132 0.0638957661 0.05735789
Tabell 4.13 MSE varden
Avseende MSE ser vi av tabell 4.13 att 6, har lagst MSE, féljt av ¢k . Op00r har hogst MSE.

Skillnaderna ar inte namnvarda dock aterkommande i alla n.

g iy
= 7" Qboot
o ___E)]ack
- oC
w0 -
o 4 ® -
o T
—
-‘0"--.
-
B
o
< -
Q_
o
w
.
m
o
C]__
o
Pr s enaswmas
8_ Trale s stk B T R T I e, +
o
o
o
o
! I I I I T
6 7 8 9 10

Stickprovsstorlek
Figur 4.12 Bias aVv 8y00¢, Bjqcx OCh 6.
Av figur 4.12 framgdr det att 6, har lagst bias, foljt av sk . Bpoor har hogst bias.

Skillnaderna &r &terkommande i alla n. Med beaktande att 8., dven har stérst MSE, kan
man dra slutsatsen att icke-parametriskt bootstrap inte ar en lamplig metod for att estimera o
nar n ar liten, varken avseende bias eller MSE. Detta harror fran att icke-parametrisk

bootstrap inte ar en lamplig metod for estimering nar n &r liten.

Skillnaden i bias mellan . och éjack ar inte namnvard men reell. Tar man dven hénsyn till
MSE, ar &, att foredra framfor 8, . Séarskilt med hansyn till att berakningen av 6, inte

fordrar nagon programvara. Slutsatsen vi kan dra &r att .. ar den béasta estimatorn i studien for

att estimera o, bade avseende bias och MSE.
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Med det sagt ska inte éjack avskrivas som estimator. Snarare visar var studie pa att den vl

estimerar o, bade avseende bias och MSE. Detta harror fran att jackknife dr en lamplig metod

for estimering vid liten n.

Resultaten och tillhorande slutsatser ar baserade pa MC. For att aterknyta till papekandet om
att MC ger approximationer snarare an helt exakta vérden, ar det pa sin plats att fortydliga att
det foreligger en felmarginal i resultaten vi har erhallit fran MC. Saledes &r det 6nskvart med
icke-simuleringsbaserade studier inom detta falt for att verifiera resultaten av denna

omfattande studie.
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5 Diskussion
| detta kapitel kommer vi med studiens resultat som utgangspunkt ha en konkluderande
diskussion. | avsnitt 5.1 sammanfattas de viktigaste resultaten. | avsnitt 5.2 framfors kritik

mot delar av studien. Slutligen presenteras forslag pa vidare studier i avsnitt 5.3.

5.1 Viktigaste resultaten
Studien &r omfattande och angransar till flera olika omraden inom statistik. Av svaret pa

studiens fragestéllning framgar det att ¢ estimeras vil av framforallt &, men &ven av éjack.

B0t SOM hérror fran icke-parametrisk bootstrap visade sig vara en dalig estimator for ¢ nir n
ar liten. By, fran parametrisk bootstrap visade daremot lovande resultat. Dock var antalet
MC for fa for att kunna dra nagra sakra slutsatser. Med fragestallningen i beaktande ar sérskilt
resultatet for 6, intressant i atanke att den estimerade o vil, bade i avseende pa bias och MSE.
Man bor Overvdga att inféra 6. som ett alternativ till S i den generella litteraturen om
avvikelsematt. Det kan vara ett pedagogiskt sétt att belysa att S ar icke-vantevardesriktig.
Fordelen med &, ar att den ar intuitiv och hanterbar dven for individer som inte har en sérskilt
djup statistisk forankring. Med det sagt ar vi inte odelat positiva till att inforliva &, i
litteraturen. Man kan problematisera foljderna av detta. Exempelvis fordrar t-fordelning att
man anvander utfall fran S. Att infora 6, som ett alternativ till S ar med andra ord férenat med

svarigheter.

Ytterligare en baring av studien var att vi fick MC varden fér MSE for bade 6, och S. Vi
kanner inga av teorin harledda MSE vérden for varken &, eller S. Pa sa vis kan vara resultat
for MSE utgora referensvarden. Vara resultat ar dock approximerade och det ar oklart vad

felmarginalen &r.

En sekundér del av studien var att studera medelfelet for S. Aven dar var resultaten i linje med
det teoretiska ramverket. 5e;,, Vvisade sig vara en bra estimator medan det motsatta kan sagas
om ség. | kontexten av medelfelet lyckades vi pavisa att se(S) ar en bra estimator vid liten n.
Detta ar av sarskilt intresse i beaktande att se(S) enligt det teoretiska ramverket baseras pa stor
n. Relaterat till detta ar fragan om samplingférdelningen fér S vid normalférdelad population.
Vara resultat indikerar att den positiva skevheten minskar vid okad n.

5.2 Kiritik
Studien har hog reliabilitet. Dessutom har vi med hjalp av referensvarden visat pa hog
validitet. Det finns dock anledning till kritik. Ytterligare teoretisk framstallning kring MC
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hade varit onskvart for att battre motivera att resultaten som frambringats, de facto &r

approximationer med liten felmarginal.

Aven om resultaten forhallandevis enkelt kan regenereras, hade det varit 6nskvart att vi hade

presenterat delresultat av studiens MC. Detta i syfte att pavisa konvergens i studiens MC.

5.3 Forslag till vidare studier
| detta avsnitt ges forslag till vidare studier. Dessa forslag dr dels baserade pa vara resultat

men &ven av begrundanden under framarbetningen av studien.

Med utgangspunkt frén denna studie foreslds att man studerar 8., Som harror fran
parametrisk bootstrap, med ett storre antal MC. Studiens resultat av 8,,,.frén parametrisk
bootstrap var lovande och det hade varit intressant att se om dessa resultat upprepas vid storre
antal MC.

Fragan om samplingférdelning for S vacker liv till fragan om hur samplingfordelningen ser ut
for andra statistiska egenskaper samt vid icke-normalférdelad population. Vi foreslar vidare

studier inom omradet for att vidga forstaelsen om samplingfordelningar.

| anslutning till studien om bootstrap lyftes fragan om det gar att harleda antalet B som
fordras for att fa ett vantat antal distinkta B, i fallet da alla observationer i det ursprungliga

stickprovet ar distinkta. Det ar en fraga som fordrar vidare studier for att kunna besvaras.

Man ska gora en distinktion mellan att formedla saker pa ett akademiskt vis och att uttrycka
sig diffust. Anstrangningar har gjorts for att halla spraket enkelt, vilket &r forenat med
betydande svarigheter nar komplexa teoretiska resonemang behover foras. | denna process har
vi noterat allvarliga brister inom den svenska statistiska litteraturen. Det saknas i vissa fall
enhetlighet for bade beteckningar och bendamningar av en del statistiska egenskaper. Det
forekommer i litteraturen att man inte sarskiljer mellan en stokastisk variabel och dess
realiserade varde. Det ger upphov till forvirring och i slutdndan kan det leda till att
inlarningen forsvaras. Man bor inom det svenska statistiska samfundet géra en Gversyn av
spraket i syfte att fa enhetlighet. Ett forslag ar att man upprattar en officiell svensk

forteckning med statistiska bendmningar och beteckningar.
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Figur B.1 Samplingférdelningen fér 8,,,, vid icke-parametrisk bootstrap, n = 7
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Figur B.2 Samplingférdelningen for 6., n = 8
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Figur B.3 Samplingférdelningen for éjack ,Nn=9
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