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Abstract

Denna litteraturstudie sammanfattar forskningsresultat som ror forstaelse for likhetstecknet
bland individer i olika aldrar och pa olika utbildningsnivaer. En korrekt forstaelse for
likhetstecknet konstateras i de flesta situationer innebéra forstaelse for ekvivalensrelationens
tre aspekter, men i manga situationer anses det tillrackligt med forstaelsen att de bada leden
ska ha samma varde. Det medges aven att den operationella forstaelse som manga elever har
kan anses vara korrekt inom aritmetik, men klassas dock som ett missforstand i andra
sammanhang. Problemen som orsakas av bristande forstaelse for likhetstecknet, ofta i form av
operationell forstaelse, borjar ofta dyka upp i samband med ekvationslésning. Bristande
forstaelse for likhetstecknet leder ocksa till att likhetstecknet anvands fel och I6sningar blir
logiskt osammanhéngande samt att utvecklingen av forstaelse for nya koncept hammas. Dessa
problem kan leva kvar anda upp till universitetet, och bidra till en férsamrad installning till
matematiken. For att stotta elevernas utvecklande av en korrekt forstaelse rekommenderas for
det fOrsta att lararen alltid anvander tecknet korrekt och ldser ut det som ““4r lika med” hellre
an “blir”. For det andra rekommenderas anvidndandet av analogin med en vag for att forklara
ekvationer samt den tillhérande ekvationsldsningsmetoden “gér samma sak péd bada sidor”
istéllet for “flytta Over och byt tecken”. Kedjebrak presenteras som en representationsform for
de reella talen. Likhetstecken kan alltsa anvandas mellan ett tal skrivet i den for oss tidigare
kanda representationsformen decimaltal och samma tal i form av ett kedjebrak. Det
konstateras att andliga kedjebrak representerar rationella tal och att irrationella tal
representeras av oandliga kedjebrak, samt att vad som kallas kvadratiska tal avslutas med en
upprepande period nar de skrivs som kedjebrak. Dessutom forklaras kedjebrakens anvandning
inom approximation tillsammans med begreppet basta approximation och tva bevis som rér
kopplingen mellan kedjebrak och bésta approximationer.




Forord

Vi som skriver detta arbete ska bli larare pa gymnasieniva. Att det mesta av litteraturen som
beror missforstand och forstaelse for likhetstecknet behandlar elever i grundskolan kan darfor
ses som ett problem. Missférstanden och problemen som uppstar tidigt forsvinner dock inte
av sig sjalva, utan &r i vissa fall kvar anda till universitetet. For oss som framtida
gymnasieldrare &r detta darfor ett hdgst relevant amne, och allt vi kan lara oss om hur
problemen uppstar samt hur vi kan hantera dem &r av intresse. Darfor ser vi det som
fullstandigt relevant att ta med forskning om elevers forstaelse for likhetstecknet, oavsett
elevernas alder.

Vi vill tacka var handledare Anders Sodergren for att han “inte oroade sig” dver att vi skulle
bli klara i tid, men kanske framst for alla textrelaterade kommentarer han gett oss under
arbetets gang. Dessutom lat han oss lana ett antal bocker om talteori for avsnittet om
kedjebrak, och har hanterat var barnsliga entusiasm dver dessa pa ett trevligt och lagom
professionellt satt.
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1. Inledning

Som Vincent, Bardini, Pierce och Pearn (2015) skriver ar en symbol ett tecken som har en
betydelse, men den betydelsen kan bero pad sammanhanget. For att verkligen forsta en symbol
ar det darfor viktigt att forsta vilka olika betydelser den kan ha och néar en tolkning géller och
en annan inte. Bokstaven x kan till exempel representera ett visst ljud om den star tillsammans
med andra bokstéaver i en text, men inom matematiken kan den istallet sta for en variabel eller
en okand. Pa samma satt har likhetstecknet olika betydelser beroende pa vilket sammanhang
det dyker upp .

Eftersom likhetstecknet &r en central och grundldggande symbol inom matematiken som
hanteras av elever och studenter i alla aldrar kan det tyckas att de redan i borjan av
gymnasietiden bor ha en bra uppfattning av dessa betydelser. Av egen erfarenhet vet vi dock
att det bland gymnasieelever ar vanligt med bade missforstand om likhetstecknet och
svarigheter att anvanda det korrekt.

1.1 Syfte och fragestallningar

Syftet med denna litteraturstudie ar att reda ut hur vi sjalva, i vart framtida yrke som
gymnasielérare, kan och bor hantera problematiken kring forstaelse for likhetstecknet. For
detta behover vi alltsa ta reda pa vad problemen faktiskt ar, under den frustration som vi
upplever finns runt elevers inkorrekta anvandande av likhetstecknet. Egna erfarenheter och
anekdoter vi fatt hora i samband med diskussioner om amnesvalet till denna litteraturstudie
ger uppfattningen att forstaelse for och korrekt anvandning av likhetstecknet inte &r helt
vanligt bland varken gymnasieelever eller universitetsstudenter. Vad felen beror pa och om
missforstand paverkar individens inlarning eller resultat behdver vi dock veta mer om.

De fyra fragestallningar vi anvander oss av i litteraturstudien ar:

1. Vilka forstaelser kan elever ha for likhetstecknet?

2. Vilka konsekvenser har olika forstaelsetyper for eleven?

3. Vilka klassrumspraktiker starker elevens forstaelse for likhetstecknet?
4. Vilka egenskaper tydliggor kedjebrak hos de reella talen?

Nedan utvecklas, motiveras och preciseras fragorna, var och en for sig.

1.1.1 Vilka forstaelser kan elever ha for likhetstecknet?

Innan vi kan ta itu med problemen maste vi veta vad de grundar sig i. Darfor vill vi veta vilka
olika forstaelser elever kan ha for likhetstecknet. For att fa en tydlig bild av detta kravs
beskrivningar av vad olika forstaelsetyper innebér. De olika forstaelsetyperna behover ocksa
jamforas med likhetstecknets betydelser, vilket betyder att &ven dessa behdver tydliggoras.
Det ar ocksa viktigt att veta hur de olika forstaelsetyperna uppkommer och forandras.

1.1.2 Vilka konsekvenser har olika forstaelsetyper for eleven?

Att missforstand gor vidare inldrning svar ar latt att gissa sig till, men i vilken utstrackning
och nar? Vilka matematiska koncept sétter krav pa elevernas forstaelse av just likhetstecknet
och vilka problem kan vara tecken pa bristande forstaelse? Uppstar det nagon annan typ av
problem &n de vi sjalva har noterat? Svaren pa dessa fragor kommer indirekt ge en
fingervisning om hur viktigt det & med forstaelse for likhetstecknet och darmed en hint om



hur mycket tid och energi vi som gymnasielarare bor lagga pa att forbattra vara elevers
forstaelse for likhetstecknet.

1.1.3 Vilka klassrumspraktiker starker elevers forstaelse for likhetstecknet?
Detta ar den fragestallning som mest direkt ror litteraturstudiens syfte, och den bygger vidare
pa de tidigare fragestallningarna. Har undrar vi namligen vad forskningen sager att vi rent
praktiskt kan gora for att vara elever ska fa en chans att na en béttre forstaelse for
likhetstecknet. Fokus ligger pa vad som kan och bor géras i gymnasieskolor i Sverige for att
hantera de missforstand som finns och bygga upp en korrekt forstaelse hos vara framtida
elever. Vi vill dock inte utesluta didaktiska knep pa andra nivaer, exempelvis skillnader i hur
likhetstecknet introduceras i Kina och USA eftersom problemen som uppstar tidigt i
vastvarlden i princip inte uppstar alls i Kina (Li, Ding, Capraro & Capraro, 2008).

1.1.4 Vilka egenskaper tydliggér kedjebrak hos de reella talen?

For denna fragestallning, som representerar var matematiska fordjupning, inspirerades vi av
likheten 1 = 0,999 ... och hur kontraintuitiv den &r vid forsta anblick. H&r anvands
likhetstecknet for att visa nagonting om oandliga decimalutvecklingar, men likheten sager
ocksa nagonting om de reella talen. Kedjebrak ar en representationsform for de reella talen
som vi inte tidigare var bekanta med, och som ser mycket mer komplex ut &n decimalform.
Kedjebrak ser namligen vid forsta anblick ut som en forvirrande uppstallning av division och
addition, eller som en f6ljd av braktal, adderade till ett annat tal och placerade i namnaren till
nasta brak.

Till att borja med behdver vi darfor forsta hur kedjebraken ar uppbyggda och hur processen
gar till for att Gversétta ett tal mellan decimalform och kedjebraksform. Dessutom vill vi veta
vilka likheter och skillnader vi kan hitta mellan denna och andra representationsformer som vi
redan kanner till. Eftersom approximation ar ett av kedjebrakens stérsta anvandningsomraden
ar aven detta av intresse, sarskilt som det har ett visst slaktskap med likhet. Det ma inte vara
korrekt att anvanda likhetstecknet mellan ett tal och dess approximerade varde, men en bra
approximation kan anda vara tillrackligt nara ursprungstalet for att vara praktiskt anvandbar.
Varfor just kedjebrak &r bra till detta ar alltsd ocksa nagot vi vill ha svar pa.



2. Bakgrund

Som symboler i allménhet har aven likhetstecknet flera olika betydelser, men som en
matematisk symbol har det en véldefinierad huvudsaklig betydelse inom matematiken som
helhet. Som namnet antyder, och som tecknets uppfinnare Robert Recorde amnade, ar
tecknets huvudsakliga betydelse likhet. Recorde valde ar 1557 tecknet = for att symbolisera
konceptet “dr lika med”, som tidigare skrevs ut med ord, eftersom symbolen redan 1 sitt
utseende visar pa sin betydelse. Recorde ansag namligen att tva parallella linjesegment av
samma langd &r sa lika som nagot kan bli (Godfrey & Thomas, 2008).

Det som likhetstecknet symboliserar &r en ekvivalensrelation, vilken kan definieras pa olika
mangder. | fallen naturliga tal, heltal, rationella tal och reella tal betyder detta att det som star
pa ena sidan om tecknet star for samma punkt pa tallinjen som det som star pa andra sidan.
Nar det handlar om komplexa tal ar det samma punkt i talplanet som de bada leden ska
beskriva. Med stegvis utfkade eller &ndrade definitioner av vad det &r som ska vara lika har
likhetstecknet sjalvt samma betydelse oavsett vad det a&r som jamfors, och den betydelsen har
tre aspekter.

I en ekvivalensrelation ska det galla att alla element i mangden &r relaterade till sig sjalva,
detta kallas reflexivitet och betyder har att alla tal ar lika med sig sjalva. Det ska ocksa finnas
symmetri, vilket betyder att om tva element ar relaterade pa ett hall ar de ocksa relaterade i
den andra ordningen. Detta betyder att om a = b maste alltsd b = a ocksa stamma, for alla a
och b som relationen &r definierad for. Den tredje egenskapen som en ekvivalensrelation ska
ha &r transitivitet, vilket kan beskrivas som att for alla tre element a, b och ¢ i médngden, om a
ar relaterad till b och b ar relaterad till ¢ medfor det att a ar relaterad till c. Alltsd attom a = b
ochbh =céréavena =c.

Ekvivalensrelationen som likhetstecknet star for kan som sagt definieras pa olika mangder,
exempelvis de naturliga talen. Da kan vi alltsa se att 2 = 2, det faktum att 3 + 1 = 4
implicerar att 4 = 3 4+ 1, och ndr vi vetatt 8 =5+ 3 och 5+ 3 = 4 + 4 vet vi ocksd att 8 =
4 + 4, men det finns ocksa andra satt att skriva samma tal. Det tal som skrivs 16 i talbas tio
skrivs exempelvis 10 000 med talbas tva, vilket betecknas 16,, = 10 000,.

Nar likhetstecknet anvands i samband med reella tal finns det dnnu fler sétt att skriva dem pa,
aven om vi haller oss till talbas tio. 1,25 ar till exempel samma tal som 125/100, vilket ocksa

kan skrivas som 5/4. Roten ur tva kan skrivas enkelt med symboler, v2, men eftersom det &r
ett irrationellt tal gar det inte att skriva exakt i brakform och om det ska skrivas i decimalform
kravs det ett oandligt antal decimaler som inte uppvisar nagot monster, vilket betyder att det
aldrig skrivs ut exakt. Som ett enkelt kedjebrak ar det dock enkelt att faktiskt skriva ut roten
ur tva i exakt form, vilket vi gar in pa mer i detalj senare.

Utover den huvudsakliga betydelsen har som vi tidigare ndmnt likhetstecknet ett antal andra
betydelser i olika sammanhang. | dagligt sprakbruk symboliserar det ofta en koppling som
inte har ndgot med en ekvivalensrelation att gora. Det ar inte heller strikt definierat vad denna
koppling ar, men ofta har den med beroende eller association att géra. Férvanande nog ar det
dock inte endast i dagligt sprakbruk som likhetstecknet har alternativa betydelser, vissa gar
aven att hitta inom matematiken.



Vincent m.fl. (2015) papekar att pa vissa enkla miniraknare star likhetstecknet pa knappen
som far fram svaret, och i de tidiga arskurserna anvands likhetstecknet ofta pa samma sétt.
Trots att ekvivalensen mellan leden dven da maste vara uppfylld férmedlar denna anvéndning
snarare att likhetstecknet betyder “blir” eller “skriv svaret hdr”. Enligt Vincent m.fl. (2015) ar
det i sig inte ett problem att lata likhetstecknet ha en operativ betydelse sa lange ekvivalensen
mellan leden alltid stammer. Faktum &r dock att elevers anvandning av likhetstecknet ofta &ar
felaktig och att detta kan bero pa att de endast kéanner till den operativa betydelsen.

Eftersom programmering numera ingar i flera matematikkurser pa gymnasieniva maste det
dessutom noteras att likhetstecknet dar har en annorlunda roll. Dels kan det kombineras med
sig sjalvt och andra tecken for att fylla en uppsjo av funktioner, men inte ens nar det dyker
upp i en igenkannbar syntax star det nodvandigtvis for en ekvivalensrelation. Exempelvis kan
likhetstecknet inom programmering anvéndas for att tilldela eller andra vérdet pa en variabel
pa sétt som inte nddvandigtvis star for en ekvivalensrelation.



3. Metod

| denna litteraturstudie har de vetenskapliga artiklarna hittats med hjalp av sokmotorerna
Supersok och Google Scholar. Vi har &ven anvént specifika databaser for didaktisk forskning,
exempelvis Education Research Complete eftersom vissa av vara sokord har andra betydelser
inom andra forskningsfélt. De flesta av de vetenskapliga artiklarna hittades med
kombinationer av olika engelska sokord, exempelvis “equal* sign” och “secondary
education”. Sokordet “equal* sign” anvindes for att ticka in de tre bendmningarna “equality
sign”, “equal sign” och “equals sign” som likhetstecknet har 1 olika texter. Sokordet
“secondary education” varierade vi med “secondary school” och “high school”. Andra viktiga

sokord var “mathematics”, “understanding” och “symbol”. Aven referenslistor och citeringar
har anvants for att hitta fler relevanta kallor.

Sokningen i Education Research Complete med sokorden "equal* sign™ och "high school"
gav endast tre traffar, alla relevanta, och andra liknande kombinationer gav liknande resultat.
Kombinationen “equal™* sign” och “understanding” gav 58 tréffar, varav de flesta berdrde
yngre barn. Bland dessa avgjorde vi till storsta del genom att lasa texternas abstract vilka som
togs med.

Forskningsartiklar som rorde elever i allt fran hogstadiealdern till universitet och deras
forstaelse for likhetstecknet sags direkt som relevanta, medan forskningsartiklar som hade en
svagare koppling till det huvudsakliga @mnet togs med om de ansags fordjupa eller bredda var
forstaelse for amnet pa ett relevant satt. Ett exempel ar Jones artikel fran 2008 dar elever
under ett experiment som tar mindre &n en timme bildar sig en ny tolkning av likhetstecknet
som galler inom ramen for experimentet. Artikeln illustrerar alltsa tydligt hur
situationsbunden en elevs forstaelse kan vara. Trots att den handlar om yngre barn tillat den
0ss pa detta satt att 6ka komplexiteten pa var fragestéallning genom att inte bara fraga hur
elever forstar likhetstecknet, utan ocksa nar de forstar det pa olika satt. Ett annat exempel ar
artikeln Fitzmaurice, O’meara, Johnson, och Lacey (2018) som handlar om irldndska
lararstudenters bristande forstaelse och forklaringsformaga for algebra. Den vacker tankar om
hur svart det ar att forbattra ett system som reproducerar sig sjalvt, for hur ska larare kunna
lara ut en fullstandig forstaelse for likhetstecknet om de inte ens har den sjalva?

Flera artiklar har vi ocksa hittat genom att leta via referenslistor i de artiklar vi hittat genom
sOokning och att anvanda funktioner som tar fram citeringar av en vald artikel. | vissa fall har
vi dven sokt pa forfattarnamn, da exempelvis Per-Eskil Persson och Tomas Wennstrom som
skrev en serie artiklar om en gymnasieskola i Klippan som hade flera delar med relevans till
denna litteraturstudie.

Just artikelserien av Persson och Wennstrom hittades fran borjan via supersok. Sedan dess har
vi dock markt att dessa artiklar tagits bort darifran och vi har arbetat vidare med nedsparade
kopior. Trots att de inte langre gar att hitta pa samma satt som vi gick till vaga gar det dock
enkelt att hitta dem med hjalp av google och all info i referenserna.

Vért att notera & méngden utlandsk kontra svensk litteratur som anvands i arbetet. Att
overvagande del av litteraturen &r pa engelska och handlar om studier gjorda i andra lander
beror helt enkelt pa utbudet av relevant material. Férdelen med detta &r att kunna dra lardom
av vad som gors bra i andra lander, nackdelen ar att kopplingen till var framtida
arbetssituation gar att ifragasatta. Den svenska litteratur vi anvander stodjer dock bilden av att



det finns vissa gemensamma drag i hur problematiken kring forstaelse av likhetstecknet ser ut,
atminstone i Vastvarlden.

For den matematiska fordjupningen har vi dven anvant faktabocker som vi har fatt lana av var
handledare Anders Sodergren, dessa ar Lindahl (2002), Niven, Zuckerman och Montgomery
(1991) och Rockett och Sziisz (1992). Hur svenska skolan fungerar angaende kurs- och
amnesplaner har vi hamtat fran Skolverkets hemsida.



4. Resultat

4.1 Elevers forstaelse for likhetstecknet

For att klassificera elevers forstaelse for likhetstecknet behover vi nagon typ av modell eller
klassifikationer. Den variation bland sadana verktyg som finns i litteraturen presenteras i
foljande avsnitt, och de forstaelsetyper vi valt att anvanda i arbetet preciseras. | avsnittet som
foljer anvands dessa forstaelsetyper for att presentera en bild av hur och i vilka situationer
elevers forstaelse for likhetstecknet utvecklas och forandras.

4.1.1 Forstaelsetyper

Det finns flera olika modeller for att beskriva elevers forstaelse av likhetstecknet, men de
flesta har vissa drag gemensamt. Operationell forstaelse beskrivs exempelvis pa snarlika satt
pa olika stéllen i litteraturen, men Rittle-Johnson, Matthews, Taylor och McEldoon (2011)
placerar den langst ner pa en utvecklingsstege, atminstone for barn i USA, medan Li m.fl.
(2008) papekar att de undervisningsmetoder som anvands i Kina aldrig ger upphov till den hér
typen av forstaelse. Relationell forstaelse ses som malet av bade Rittle-Johnson m.fl. (2011),
Harrell (2016) och Jones, Inglis, Gilmore och Dowens (2012), men den relationella
forstaelsen innehaller olika element i de olika artiklarna. Rittle-Johnson m.fl. (2011) menar att
relationell forstaelse betyder att eleven forstar att de bada leden ar lika, alltsa har samma
numeriska varde. Enligt Jones m.fl. (2012) bor bade forstaelsen for numerisk likhet och
forstaelsen for utbytbarhet inga i en relationell forstaelse. Harrell (2016) delar istallet upp
relationell forstaelse i tva olika nivaer beroende pa hur elever anvander forstaelsen for
numerisk likhet. Den lagre nivan innebéar da att varje sida raknas ut separat och jamfors,
medan den hdgre nivan innebar att strukturen anvands for att 16sa problem med likheter, utan
att vardet pa sidorna behover raknas ut.

Eftersom Jones m.fl. (2012) visar att utbytbarhet och likhet ar tva olika typer av forstaelse
som kan uppsta separat, alltsa att den ena forstaelsen inte medfér den andra och att de till och
med utvecklas i olika ordning i olika kulturer har vi valt att ha separata bendmningar for dem.
Likhetsforstaelse ar saledes forstaelsen att de bada leden pa vardera sidan om likhetstecknet
ska ha lika varde, vilket & vad manga av artiklarna vi har anvant kallar relationell forstaelse.
Utbytbarhetsforstaelse ar vad vi benamner forstaelsen for att tva uttryck som ar lika med
varandra kan bytas mot varandra. Tillsammans utgér de vad vi kallar relationell forstaelse,
eftersom de tillsammans utgor forstaelse for hela ekvivalensrelationen. Likhetsforstaelse
tacker namligen in bade symmetri och reflexivitet medan utbytbarhet tacker in transitiviteten.

Ett annat satt att se pa forstaelse presenteras av Hoch och Dreyfus (2004) i form av
strukturforstaelse. Denna form av forstaelse ar vad Harrell (2016) inkluderar i den hogre
nivan av vad han kallar relationell forstaelse. Den innebdr alltsa atminstone likhetsforstaelse,
men ror inte endast likhetstecknet. Istéllet ror den matematiska strukturer i allménhet, i vilka
likhetstecknet ofta har en roll. | exempelvis andragradsekvationer maste likhetstecknet vara
med, men strukturforstaelse innebar ocksa insikten att ekvationerna 4x? — x3 + 5(4 — 2x) =
(3 —x2)(6 + x) och 10x? — 13x + 2 = 0 ar ekvivalenta eftersom det med hjalp av
aritmetiska operationer gar att omforma den ena ekvationen till den andra. En annan aspekt av
strukturforstaelse ar att forsta en strukturs olika former och vad de ar anvandbara till,
exempelvis nar det ar mer anvandbart att se ett kvadratiskt uttryck som en produkt av tva
linj&ra faktorer och ndr det passar battre att se det som ett polynom. Dessutom kan det enligt
Godfrey och Thomas (2008) inga att se skillnaden pa en villkorlig ekvation som 2x + 3 = 5,



vilken bara ar sann for vissa varden av variabeln, och en identitet, som a(b + ¢) = ab + ac,
vilken ar sann for alla véarden pa variablerna. Just detta ar anvandbart for att rakneregler ofta
beskrivs med hjélp av identiteter. Att kdnna igen nar och hur raknereglerna kan anvéandas
kraver darfor att en koppling ses mellan exempelvis 2(3x + 2) och vénsterledet i identiteten
ovan, eller 6x + 4 och hogerledet.

| detta arbete hanterar vi for enkelhetens skull operationell forstaelse, likhetsforstaelse och
utbytbarhetsforstaelse som tre olika typer av forstaelse for just likhetstecknet, och
strukturforstaelse som ett mer 6vergripande koncept dér en god forstaelse for likhetstecknet
ingar. Det gar att se ndgot av en rangordning mellan operationell forstaelse, som i de flesta
situationer kan klassas som ett missforstand, och de tva delarna av den relationella
forstaelsen, som gar att utlasa ur definitionen av likhetstecknet inom matematiken. Daremot
ser vi, som Jones m.fl. (2012), ingen tydlig nivaskillnad mellan forstaelsen for numerisk
likhet och utbytbarhet, eller nagon inneboende ordning i vilken de olika forstaelserna maste
forvarvas.

Mojligtvis kan vi dock urskilja en ordning i vilken de kommer till anvandning i det svenska
skolsystemet. | Sverige kommer ekvationssystem namligen in i arskurs 7 i grundskolan, och
da aven substitutionsmetoden for att 16sa dessa (Skolverket, 2011). Som hérs pa namnet
utnyttjar substitutionsmetoden just utbytbarheten som likhetstecknet implicerar, vilket betyder
att forstaelse for utbytbarhet ar en relevant forstaelse for vara framtida elever att ha. Den &r
dock inte lika vanligt forekommande i litteraturen som likhetsforstaelse, kanske for att
likhetsforstaelse blir nddvandig redan nar ekvationer introduceras och att det ofta ar da det
uppstar problem.

4.1.2 Elevers forstaelseutveckling

Kieran (1981) namner att barn i aldern 3 till 5 ar, alltsa redan innan de borjar skolan, kan
forsta likhet pa tva olika satt. Dels kan de forsta att tva olika grupper har samma antal objekt,
vilket ar det vi kallar likhetsforstaelse. Dels kan de forsta att om tva grupper med objekt laggs
ihop kan antalet objekt de har tillsammans raknas, vilket k&nns igen som operationell
forstaelse.

Nar dessa barn borjar skolan forstarks den operationella forstaelsen genom traning pa
standarduppgifter i aritmetik, alltsa uppgifter med en operation i vansterledet och plats
lamnad for svar pa hoger sida om likhetstecknet, exempelvis 3 + 5 = _ (Harrell 2016; Kieran
1981; Vincent m.fl. 2015). Vincent m.fl. (2015) noterar att uppgifter av denna typ inte staller
nagra krav pa likhetsforstaelse, vilket kan forklara varfor den operationella forstaelsen
dominerar bland yngre barn. Den forstaelse som premieras ar namligen att likhetstecknet star
mellan utrékningen i vansterledet och svaret i hogerledet. Nar svaret &r ifyllt uppfattas
likheten 3 + 5 = 8 av barnen som en serie handelser dar tre av ndgonting laggs ihop med fem
av nagonting och blir atta, inte som att 5 + 3 ar 8 (Kieran 1981; Machaba 2017), vilket gor
att riktningen &r viktig och likheterna 8 = 3 4+ 5 och 3 = 3 helt verkar sakna mening och
kanske till och med tolkas som felskrivna (Kieran 1981; Harrell 2016).

Forutom att 6vervagande del av uppgifter &r av standardtyp finns &ven andra bidragande
faktorer till utvecklandet av operationell forstaelse. Exempel dr anvdndandet av ordet “blir”
nar likhetstecknet lases ut och miniraknare av enklare typ dar likhetstecknet star pa knappen
som leder till att miniraknaren raknar ut svaret (Harrell 2016; Vincent m.fl. 2015). Nagot
béttre blir forstaelsen om fraser som “dr lika med” eller “4r samma sak som” anvéinds, dven



om detta inte racker hela vagen (Kieran 1981). Mer avancerade miniraknare forbattrar ocksa
situationen nagot genom att det star “EXE”, som star for “execute”, pa knappen som betyder
“rdkna ut” (Vincent m.fl. 2015).

Det hjalper inte heller att likhetstecknet ibland anvénds i ickematematiska sammanhang
sasom “matte = kul” eller “hart jobb = framgang”. I slagord som dessa har likhetstecknet ofta
en enriktad betydelse som mer liknar “leder till” eller “associeras med” én den matematiska
definitionen (Harrell 2016). Med just “matte = kul” menas troligtvis att matte &r kul, inte att
kul nodvandigtvis alltid ar matte. Att hart jobb skulle vara det samma som framgang &r inte
heller helt korrekt, istallet menas troligtvis att hart jobb leder till framgang. Inte heller i det
fallet uttrycker likhetstecknet ndgon symmetri, da det knappast ar troligt att “hart jobb =
framgang” dr menat att uttrycka att framgang leder till hért jobb.

Operationell forstaelse for likhetstecknet kan i de flesta fall klassas som ett missforstand, men
ibland &ven som ett forsta steg pa vag till likhetsforstaelse, exempelvis av Rittle-Johnson m.fl.
(2011). Det gar dock att konstatera att operationell forstaelse inte ar ett nodvandigt steg i
utvecklingen av likhetsforstaelse eftersom undervisningsmetoderna i Kina inte leder till att
eleverna tar denna omvag (Li m.fl., 2008). Dessutom é&r steget fran operationell forstaelse till
likhetsforstaelse inget som elever nédvindigtvis gor, atminstone inte fullstandigt. Aven
universitetsstudenter uppvisar namligen ibland en operationell forstaelse for likhetstecknet
(Vincent m.fl., 2015).

Torigoe och Gladding (2011) konstaterar dock att det inte bara &r likhetstecknet som andrar
betydelse fran aritmetikens till algebrans vérld. Aven andra tecken som + och -, som inom
aritmetiken star for vilka operationer som ska utforas beréattar ingenting om hur en ekvation
ska losas. Det kan alltsa vara forvirrande att samma symboler som inom aritmetiken beréattar
om processen for att komma till svaret inte ger samma ledtradar i algebran.

4.2 Konsekvenser av olika typer av forstaelse

Forstaelse for likhetstecknet &r viktig just for att den har konsekvenser for elevernas fortsatta
inlarning. Som vi kommer se innebar detta inte nddvandigtvis sa pass stora problem att de
leder till misslyckanden i matematiken, men de kan istallet paverka individens resultat pa
flera satt och under en lang period.

Torigoe och Gladding (2011) fann exempelvis i en undersokning av fysikstudenters
prestationer att uppgifter som kravde strukturforstaelse och darmed likhetsforstaelse var
svara, sarskilt for studenter som éverlag presterade daligt pa kursen. Skillnaden i resultat pa
tentafragor som kréavde strukturforstaelse och fragor som inte gjorde det var alltsa storre for
de studenter som lag daligt till pa kursen.

Torigoe och Gladding (2011) identifierade tre specifika egenskaper hos uppgifter som
kravande strukturforstaelse. Dessa var kombinationer av flera symboliska ekvationer,
numeriska ekvationssystem och numeriska ekvationer med en okéand pa bada sidor om
likhetstecknet. Alla dessa tre egenskaper kraver algebraiska manipulationer och darmed
likhetsforstaelse.

Torigoe och Gladding (2011) foreslar tre forklaringar till fenomenet att fysikstudenternas
resultat pa fragor av denna typ verkar ha en tydlig koppling till deras resultat pa kursen. Alla
tre forklaringarna bygger pa att strukturforstaelse, inklusive likhetsforstaelse, hjalper



studenterna att klara kursen. For det forsta noterar de att algebra ofta anvands av foreldsare for
att introducera nya koncept. Att redan forsta algebran som anvands ger da battre
forutsattningar att forsta det nya stoffet. For det andra foreslar de att studenter som anvander
algebraiska l6sningar pa 6vningsuppgifter battre kan generalisera sina slutsatser. Darmed kan
dessa studenter lattare se likheter mellan problem och far alltsa ut mer av 6vningsuppgifterna.
For det tredje spekulerar de att strukturforstaelsen sjalv kan hjélpa studenterna forsta
fysikaliska koncept.

En slutsats som Torigoe och Gladding (2011) drar &r att forstaelse for symboler som
likhetstecknet ar nagot som bor satsas pa for att 6ka andelen studenter som Kklarar kurser i
fysik pa universitetet. De anser ocksa att det ar troligt att liknande monster finns i andra
amnen dar matematik har en framtréddande roll.

Det ar dock inte bara universitetsstudenter som stéter pa problem pa grund av sin undermaliga
forstaelse for likhetstecknet. Elever bade i grundskolan och pa gymnasiet har mycket
matematik att lara sig, och resultaten som Torigoe och Gladding (2011) kommer fram till pa
universitetet verkar knappast fraimmande dar heller. Persson och Wennstrom (2003b) ndmner
att ekvationslsning pa gymnasiet blir tuff for elever som endast har en operativ syn pa
likhetstecknet, men ocksa att det gar att klara gymnasiematten utan sarskilt bra forkunskaper
om varken eleven eller lararen ger upp. Det finns dock flera olika fel som elever med
bristande forstaelse for likhetstecknet gor.

Nagot som ar typiskt for elever med strikt operationell forstaelse for likhetstecknet &r att de
uppfattar uppgifter som felaktiga om de inte ar skrivna pa formen med en utrakning i
vansterledet och ett tomrum i vantan pa svar i hogerledet. Detta kan innebara att de antingen
ignorerar termer som finns i hogerledet, eller antar att de borde sta i véansterledet (Falkner,
Levi, och Carpenter, 1999; Machaba, 2017; Harrell, 2016). Exempel &r Falkner m.fl. (1999)
som fann att de vanligaste svaren bland sjatteklassare pa 8 + 4 = _+ 5 var 12 och 17 istallet
for 7.

Ett fel som elever och studenter gor pa alla nivaer och som starkt sammankopplas med en
operativ forstaelse av likhetstecknet &r att gora sa kallade horisontella I6sningar. Med detta
menar vi lésningar av typen 2 + 3 =5 x4 = 20 — 8 = 12, dar en utrékning gors i flera steg
som bor skrivas upp separat, men istéllet endast atskiljs av likhetstecken (Vincent m.fl., 2015;
Harrell, 2016; Kieran, 1981; Persson & Wennstrom, 2003a). Vart att notera hér ar att denna
metod ofta leder till ratt svar, atminstone i latta utrakningar, aven om likhetstecknet i varje
steg anvands inkorrekt. Detta leder eleven till att tro att metoden ar korrekt, och darfor uppstar
forvirring och kanske till och med en forsdmrad instéllning till matematiken som helhet nér
den slutar fungera (Persson & Wennstrom, 2003a).

Att horisontella I6sningar anvénds av universitetsstudenter (Kieran, 1981; Vincent m.fl.,
2015), tyder pa att de inte alltid innebér fullstandig avsaknad av likhetsforstaelse eftersom
dessa studenter maste ha klarat av algebran i tidigare kurser. Istédllet kan horisontella 16sningar
vara slarv eller ett tecken pa att likhetstecknet just i situationen dar de horisontella I6sningarna
anvands uppfattas som operationellt. Det skulle till exempel kunna vara sa att eleven eller
studenten inte uppfattar sina egna ldsningar som en strikt matematisk situation dar
kommunikation och korrekthet ar viktiga. Kieran (1981) foreslar att den har typen av
I6sningar i vissa fall bara ar en procedurell genvéag, men Godfrey och Thomas (2008)
konstaterar att elever har problem med att lamna den operationella forstaelsen bakom sig dven
nar de har borjat utveckla sin likhetsforstaelse i vissa situationer.
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Ekvationslésning bygger pa att de bada leden har samma vérde och darfor ar
likhetsforstaelsen viktig i algebra (Harrell, 2016). Ekvationer av standardtyp &r sadana dar
endast en variabel ingar och den endast forekommer pa ena sidan om likhetstecknet. Sadana
ekvationer gar att I6sa genom att gissa. Nar variabeln finns pa bada sidorna om likhetstecknet
blir dock detta svarare och losningsmetoderna som fungerar blir svara att forsta utan
likhetsforstaelse (Vincent m.fl., 2015). Det hander da att elever skaffar sig uppfattningen att
algebra bestdr av en uppsattning regler att lara sig utantill, vilket Asquith, Stephens, Knuth
och Alibali (2007) anger som en anledning till daliga resultat pa ekvationslosning bland
elever i high school i USA. Hoch och Dreyfus (2004) visar ocksa pa att det fatal elever som
anvander sig av likhets- och strukturforstaelse i ekvationsldsning nar svaret snabbare och har
mer korrekta I6sningar &n andra elever.

Kopplingen mellan likhetstecknet och ekvationer verkar inte heller vara helt tydlig for alla
elever. Kabar (2018) noterade till exempel i sin studie att elever som gar sitt elfte ar i skolan
inte vet att en ekvation maste innehalla ett likhetstecken. Det var en liten studie med endast
fjorton elever, men de studerade pa naturvetenskapliga program och eleverna valdes ut for att
de gjorde bra ifran sig bade i matematik generellt och pa ett prov som specifikt testade deras
forstaelse for andragradsekvationer. Anda gav flera av eleverna exempel utan likhetstecken
nar de ombads ge exempel pa andragradsekvationer.

4.3 Att starka elevers forstaelse for likhetstecknet

Driver och Powell (2015) trycker pa behovet av djupare algebrainlarning i grundskolan da fa
elever ar redo for de algebraiska utmaningar matematiken pa gymnasiet erbjuder. For att
bygga upp sin kunskap behover elever arbeta med konkret materiel under en langre tid for att
bilda sig en uppfattning for symbolernas faktiska betydelse (Skott, Jess & Hansen, 2010). Far
elever inte tillrackligt med tid for att hinna det kan missuppfattningar skapas som lever vidare
efter skolaren eller till hogre utbildningar. | sina undersékningar ser Driver och Powell (2015)
att sma forandringar i elevers matematiska prestanda under grundskolan har stor paverkan pa
elevers matematiska kunskaper senare i livet.

Skillnaden som finns i forstaelse for likhetstecknet mellan skolbarn i Kina och USA orsakas
dock inte av sma, utan stora, skillnader i inlarningssituationen. Li m.fl., (2008) ser att
likhetstecknet sallan definieras i larobécker i USA och en klar majoritet av uppgifterna i de
yngre arskurserna anvander det i den operativa betydelse det har inom aritmetiken.
Majoriteten av uppgifterna ar alltsa i standardform, till exempel 2 + 4 = _. Detta ger eleverna
en dalig grund for forstaelse for likhet. | Kina introduceras likhetstecknet istallet tillsammans
med tecknen som betyder stérre &n > och mindre &n <. Dessa tre jamforelsetecken och
begreppen de hor till definieras tydligt och anvands i flera sammanhang sasom i sprak, rent
symboliskt och dven med bilder. En uppgiftstyp eleverna far hantera ar den dar de ska vélja
vilken av de tre jamforelsesymbolerna som ska sta mellan tal eller objekt, men de far dven
hantera flera olika typer av uppgifter med bara likhetstecknet. Visst stoter de pa uppgifter av
standardtyp, men aven uppgifter av typen 2 + _ = 5 och till och med 2 + _ = _ déar det alltsa
finns flera olika korrekta svar. Bade de tydliga definitionerna, den varierade anvandningen
och sambandet med de andra jamférelsesymbolerna ger eleverna i Kina en betydligt battre
mdjlighet att direkt bygga upp likhetsforstaelse an vad elever i USA far. Resultatet av detta
kan ses pa att i sjatte klass 16ste 98% av eleverna i Kina och bara 28% av eleverna i USA fyra
uppgifter som testade deras konceptuella forstaelse for likhetstecknet korrekt (Li m.fl., 2008).
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I en studie av Jones (2008) fick tva elevpar arbeta med att 16sa uppgifter i ett datorprogram.
Uppgifterna gick ut pa att eleverna fick anvanda ett antal likheter for att férenkla ett uttryck
med addition tills slutsumman endast bestod av en term. Till exempel kunde 2 + 3 i uttrycket
2 + 3 + 6 bytas ut till 5 med hjalp av likheten 2 + 3 = 5. Uttrycket blev da 5 + 6, som byttes
ut till 11 med hjélp av likheten 5 + 6 = 11. | vissa fall behdvde eleverna aven anvénda
likheterna at andra hallet, alltsa byta ut exempelvis 12 mot 5+7, eller vanda pa uttryck med
hjalp av likheter som 2 + 4 = 4 + 2 for att fa “ritt” siffror bredvid varandra for att kunna
anvanda en viss likhet och till slut komma fram till svaret.

Programmet var uppbyggt for att utveckla utbytbarhetsforstaelse, men ocksa for att testa om
denna nya forstaelse ersatte den forstaelse barnen redan hade. Programmet inneh6ll darfor
flera uppgifter med 6kande komplexitet for att trana formagan att byta ut uttryck till andra de
ar lika med, men de senare nivaerna inneh6ll ocksa likheter som var mer och mer uppenbart
felaktiga. Pa den sista nivan var ursprungsuttrycket 143 + 77 och nar dessa bada tal hade
blivit utbytta i flera steg naddes det av programmet definierade ratta svaret, vilket var 52. Vid
det laget var det nagra av barnen som reagerade pa nagon av de felaktiga likheterna, men de
accepterade det snabbt som en del av uppgiften.

Resultatet av Jones (2008) experiment antyder att utbytbarhet &r ett latt koncept att lara sig,
eftersom de bada paren mellanstadiebarn som deltog klarade att I6sa varje problem i
programmet. Det ger dock ocksa ett konkret exempel som antyder det som Jones m.fl. (2012)
konstaterar, om att utbytbarhetsforstaelse och likhetsforstaelse &r tva olika typer av forstaelse.
Ett barns kommentarer i studien fran 2008 specificerar till och med att likhetstecknet
uppfattas betyda nagot annat i programmet &n i vanlig matte. Barnet forklarar med viss hjélp
av forsoksledaren att uppgifterna i programmet ar nagot annat an addition och att malet ar att
“f4 fram talet”. Den utbytbarhetsforstielse som byggdes upp hangde alltsa inte ihop med
elevernas tidigare forstaelse for likhetstecknet, utan var bunden till situationen dar den
uppstod.

Med tanke pa hur ofta matematik liknas vid ett eget sprak ar det inte heller konstigt att spraket
lyfts fram som en viktig del i larandeprocessen. Skott m.fl. (2010) ser spraket som en stor del
i larandet och att strukturera tankandet. | experimentet av Jones (2008) kan ocksa ett
intressant exempel pa detta noteras. Eleverna far alltsa genom uttryck som 2 + 4 = 4 + 2
bekanta sig med konceptet bakom den kommutativa lagen utan att de kénner till begreppet.
De beskriver anvandandet av lagen med orden “swap” och “switch”, nagot som Skott m.fl.
(2010) skulle beskriva som en anpassning till den matematiska kulturen genom en utveckling
av sitt matematiska sprak. Denna utveckling sker gradvis, och genom att pa detta sétt bekanta
sig med och bygga upp ett eget sprak kring matematiska koncept kan eleverna anvanda dem
och efterhand tillskriva dem deras faktiska matematiska betydelse.

Aven Godfrey och Thomas (2008) anser att sprak ar en avgorande faktor for att bygga upp
forstaelse och papekar vikten av att explicit forklara likhetstecknets symmetriska och
transitiva egenskaper och hur de anvands, atminstone pa universitetet. Att endast visa korrekt
anvandande av dessa egenskaper ar inte tillrackligt eftersom det ar svart att utveckla en
relationell forstaelse fran en operationell endast genom induktion. Skott m.fl. (2010) ser att
diskussioner mellan elever och mellan larare och elever, ger en forstaelse som satter en grans
for hur symboler anvands och darmed informellt definieras. Ett exempel pa en sadan
diskussion kan vara en elev som motiverar sitt svar eller forklarar sin tankegang. Det kan
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ocksa inga att anvanda symboler och symboliska atergivningar for att forklara tankegangar
och metoder i dessa diskussioner (Skott m.fl., 2010).

For att lara ut komplicerade matematiska koncept &r det ofta behjalpligt att anvanda analogier.
Specifikt for att lara ut likhetsforstaelse rekommenderar Araya m.fl. (2010) analogin med en
gammaldags vag med tva vagskalar, dar de bada vagskalarna ska véga lika. | en studie med
236 elever i Chile visade ndamligen Araya m.fl. (2010) att denna analogi hjalper elever att
forsta bade ekvationsldsning och konceptet likhet battre &n en traditionell genomgang med
symboler, trots att eleverna sjalva inte hade nagon erfarenhet av att anvanda vagar av typen
som analogin bygger pa. Denna bild problematiseras nagot av Vlassis (2002) som papekar att
det finns fler aspekter av ekvationslosning som analogin med vagen inte hanterar sarskilt val.
Det tydligaste exemplet pa detta ar negativa tal. Just for att forstarka elevers forstaelse for
likhetstecknet foresprakar dock dven Vlassis (2002) anvandandet av vaganalogin.

Véganalogin leder till ekvationsldsningsmetoden “gdr samma sak p& bada sidor”, vilken ir
den metod som foredras av Persson och Wennstrom (2003a) eftersom den associeras med
likhetsforstaelse utdver procedurell kunskap. Det har dock visats av Ngu, Chung och Yeung
(2015) att balansmetoden, “gdr samma sak pa bada sidor”, innebar en hogre kognitiv
belastning 4n inversmetoden, “flytta 6ver och byt tecken”. I denna studie hade dessutom
eleverna som anvéande balansmetoden samre procedurell kunskap an de som anvande
inversmetoden. Den konceptuella forstaelsen testades dock inte i detta experiment, vilket
betyder att elevernas forstaelse for likhetstecknet inte framgar. Det var ocksa ett kort
experiment som genomfordes pa bara en lektion. Ett forkunskapstest féljdes av 20 min
inlarning av nagon av metoderna och sedan ett test till som var identiskt med
forkunskapstestet.

Att som larare sjalv ha den typ av forstaelse som ska laras ut kan tyckas vara en sjalvklar
forutsattning for att lyckas. Det blir da intressant att en studie utford pa Irland av Fitzmaurice
m.fl. (2018) tyder pa att langtifran alla lararstudenter dar har likhetsforstaelse.
Undersokningen bestod av 23 lararstudenter dar alla utan problem kunde genomféra uppgifter
gallande linjara ekvationer. Manga hade dock svart att pa ett korrekt satt forklara sitt
tillvagagangssatt. Nagra lararstudenter forklarade till och med sina metoder pa satt som
indikerade att de inte helt forstod begreppet likhet. Istéllet for forstaelse forlitade sig
lararstudenterna pa rutiner och regler i sina losningar och forklaringar. Studien kom ocksa
fram till att en enda lektion om likhetstecknets betydelse inte var tillrackligt for att ge dem
den djupa forstaelse de behover for att kunna stodja sina elevers utveckling av robust
forstaelse. Fitzmaurice m.fl. (2018) menar att en faktor for lararstudenternas operationella satt
att tanka ar kursplanens betoning pa procedurforstaelse for att klara av proven, alltsa att
forstaelse for likhetstecknet inte prioriteras i varken kursplan eller undervisning.

4.4 Kedjebrak

Reella tal gar att representera i flera olika former, exempelvis kan alla representeras som
decimaltal och de rationella som braktal. Dessa bada former bor elever vara bekanta med nér

de kommer till gymnasiet; de bor till exempel redan veta att 0,5 = p De bor ocksa vara

bekanta med att vissa tal, som 3 skrivs bast i brakform eftersom de maste skrivas med en

oandlig, men upprepande, decimalutveckling i decimalform. Det gar till och med att ga at
andra hallet och sdga att om ett reellt tal avslutas med en upprepning i decimalutvecklingen ar
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det i sjalva verket rationellt och kan darfor skrivas exakt i brakform. Irrationella tal, som v2
eller e, kan dock inte skrivas exakt i brakform och hanteras darfor oftast av elever antingen
som symboler eller inexakt som avrundade tal i decimalform.

Till skillnad fran brakform, som endast fungerar for rationella tal, ar kedjebrak en
representationsform som kan beskriva alla reella tal (Niven m.fl., 1991, s. 325). Som namnet
antyder har kedjebraken ett visst slaktskap med vanliga brak, men strukturen ar mer
komplicerad. Istéllet for en taljare och en namnare som vardera bestar av heltal bestar varje
namnare i ett kedjebrak, utom den sista om det finns en sadan, av en addition av ett ensamt tal
och en ny division med samma typ av ndmnare. Effekten nar hela strukturen skrivs ut blir av
brak i brak, men skrivet pa ett mer kompakt satt med en ordnad rad med siffror paminner
kedjebraken dven ytligt om decimaltal.

Definition: i) Lat ay, a4, ..., a,, vara reella tal, alla positiva férutom méjligen a, medan x &r
ett reellt tal. Uttrycket

X

Il
Q
o
+

1
An-1 + a_n

kallas for en andlig kedjebraksutveckling av x och betecknas [ay, a4, ..., a,]. Talen a,
kallas for termer eller delkvoter av kedjebraket.

ii) For att definiera ett oandligt kedjebrak som inte har nagon sista term skriver vi
[ag, a4, ... ], Och vadrdet av denna o&ndliga sekvens av tal &r enligt Niven m.fl. (1991, s.
331):

lim [ao, aq, ., an],
n—-oo

iii) Ett andligt eller oandligt kedjebrak kallas enkelt om alla dess termer ar heltal.
Processen for att ta fram en enkel kedjebraksutveckling for ett reellt tal beskrivs i Niven m.fl.
(1991, s. 325) och har mycket gemensamt med Euklides algoritm. Ett exempel med den enkla

_— . . 42 . . . -
kedjebraksutvecklingen av det rationella talet 20 och Euklides algoritm pa talets téljare och
nédmnare visas nedan.

42 12 1 1 1 1

—=]l4+—=14+5=1+—=1+ —=14+—

30 30 — 24— 2+ﬁ 24—
12 12

6
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Nar termen a, tas fram i kedjebraksutvecklingen gors detta genom att rakna ut att
) 42 B} . ) ) . )
heltalssiffran i 20 ar 1. Den forsta likheten i sekvensen beskriver alltsa att 42 delat med 30 ar

1 med resten 12. Detta kan jamféras med forsta raden i Euklides algoritm for 42 och 30 har
nedanfor, som beskriver samma process. Om forsta raden i Euklides algoritm divideras med
30 blir resultatet den forsta likheten hdr ovanfor. Nésta steg i utrdkningen av den enkla
kedjebraksutvecklingen &r att fa in ettan som ska vara i taljaren. For detta maste resten, alltsa

o 12 . .. . - . .
braket 30’ inverteras for att likheten ska stamma. Samma process anvénds sedan for att ta
fram a, pa samma satt som a,, och utrdkningen har kan jamféras med den andra raden i
Euklides algoritm.

42=30-1+12
30=12-2+6
12=6"-

Eftersom talet vi valde att representera med kedjebrak var rationellt hade det ett andligt antal
termer, i detta fall endast tre. Det gick ocksa latt att dra paralleller till Euklides algoritm som
hanterar heltal. Det finns dock en egenskap som Euklides algoritm inte kan forklara, och det
ar att representationer av rationella tal i enkel kedjebraksform inte ar helt unika. Det finns
namligen alltid en alternativ form som fas av att dela upp den sista termen, a,,, i tva termer,

: : . . . . 42 .
dar den nast sista blir a,, — 1 och den sista blir 1. Vi kan alltsa representera talet 20 med tva
olika enkla kedjebrak, det vi raknade ut ovan och det precis hér under.

1

1
2 +—

1+7

Dessa bada kedjebraksutvecklingar kan ocksa skrivas som [1, 2, 2] respektive [1, 2,1, 1].

1+

Nar talet som ska skrivas som ett enkelt kedjebrak ar irrationellt tar dock termerna inte slut.
Darfor finns det da ingen sista term och saledes inget alternativt satt att avsluta
kedjebraksutvecklingen pa. Irrationella tal har alltsa en unik kedjebraksutveckling.

For att ta fram den oandliga enkla kedjebraksutvecklingen till ett irrationellt tal foljs i stort
sett samma process som for ett rationellt tal. Talet delas alltsa i forsta steget upp i ett heltal
som blir a, och en rest. Nasta term, a4, ar heltalsdelen av restens multiplikativa invers, alltsa
1 dividerat med resten. Aven har blir det en rest och den anvéands pd samma satt for att ta fram
nasta term.

Vissa enkla kedjebraksutvecklingar avslutas dock med en periodisk upprepning, och precis
som i decimalform sager det nagot om talet som representeras. Nar ett kedjebrak avslutas pa
detta satt betyder det dock inte att talet ar rationellt, for rationella tal representeras som vi
tidigare sett av andliga enkla kedjebrak. Istallet visar den repeterande perioden att talet ar
kvadratiskt, det vill sdga det I6ser en irreducibel kvadratisk ekvation med rationella
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145
2 )

koefficienter (Hua, 1982). | denna kategori av tal hittar vi bland annat v2 och ¢ =
ocksa kant som gyllene snittet.

For att illustrera detta fenomen kan talet +/2 och dess enkla kedjebraksutveckling
[1,2,2,2,..] anvandas. Utrakningen av denna kedjebraksutveckling borjar med att
heltalssiffran konstateras vara 1 och resten +/2 — 1. For att undvika rottecken i ndmnaren
skrivs braket i steg tva nedan om med hjalp av konjugatregeln och vi far talet 1 i namnaren.

VZ=1l+—1F=1+—=1+——=1+——1
L V2+1 V2—1 _1
721 T 245 2t

V2—-1

| sista steget ovan kanner vi igen braket i namnaren som braket i forsta steget. Processen
fortsatter darfor med att konjugatregeln igen gors pa v2 — 1 och vi far ett i ndgmnaren, féljt av
att dven nasta term blir en tvaa. Eftersom talen i utrakningen hela tiden blir de samma
fortsatter processen pa samma sétt, och varje term utom a, i detta oandliga enkla kedjebrak
blir 2.

V2 skrivs alltsd [1, 2,2, 2, ... ] som ett enkelt kegljebrék, men eftersom det avslutas med en
upprepning finns det alternativa skrivsattet [1, 2] med ett streck dver perioden. Detta
paminner om hur decimaltal som slutar med en oandlig upprepning av en viss

sifferkombination ocksa kan skrivas med ett streck dver perioden, som i § =0,3333...=0,3.

Eftersom ett tal skrivet pa olika former ar samma tal dven om formerna ser olika ut kan

likhetstecknet anvandas mellan formerna. Exempelvis har vi att v2 = [1, 2]. | vissa fall &r det
dock inte praktiskt att anvanda ett tals exakta varde eftersom det ar for svart att beskriva i

antingen decimalform eller kedjebraksform. De irrationella talen, exempelvis v2 och e,
representeras namligen av oandliga decimal- och kedjebraksutvecklingar. Eftersom till

exempel talet e till skillnad fran +/2 inte &r ett kvadratiskt tal har det inte heller ndgon
avslutande upprepning som kan forkorta hur det skrivs ut i nagon av formerna.

Nér tal av denna typ, oftast pi men ibland dven e, ska anvandas av gymnasieelever i
berakningar hanteras de ofta i avrundad form. Avrundningsprocessen gar da, atminstone i
svenska skolor, till pa ett specifikt satt. Eleverna véljer forst ett lampligt antal decimaler for
den precision som behdvs for berdkningen och hugger av decimalutvecklingen, vid behov
andras ocksa sista siffran till ett hogre tal for att det avrundade vardet ska ligga sa nara det
ursprungliga vardet som majligt. Att hugga av en enkel kedjebraksutveckling ger dock en
battre approximation enligt nagra specifika kriterier som tas upp i samband med att detta
pastaende bevisas lite senare i detta avsnitt. Innan dess ska vi dock ge lite sammanhang till
dessa approximationer och varfor de anvands.

Det ar inte bara elever som har svart att anvanda sig av irrationella tal i exakt form, dven
datorer misslyckas med detta. Datorer kan inte hantera oandliga decimalutvecklingar och
eftersom exempelvis multiplikation av tva decimaltal med tre decimaler kan ge upphov till ett
nytt tal med sex decimaler gar det inte att pa ett korrekt satt satta granser for hur manga
decimaler ett program ska hantera. Om endast heltal anvands gar det dock betydligt béttre att
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utfora diverse berakningar utan att forlora precision. Aven rationella tal kan hanteras korrekt
av datorer om de skrivs pa brakform eftersom de da bestar av heltal.

Oavsett om det ar en decimalutveckling eller en enkel kedjebraksutveckling som trunkeras

blir resultatet ett rationellt tal. En avrundning av e med tre decimaler skulle alltsa kunna

. 2718 1359 ) o s - . . e
skrivas som To00 — oo’ Men for att fa basta mojliga precision med minsta méjliga namnare

ar det battre att anvanda kedjebrak. Det gar till och med att bevisa att de rationella tal som fas
vid trunkering av ett irrationellt tals enkla kedjebraksutveckling ar den basta méjliga med en
namnare av samma eller mindre storlek.

For att ytterligare bekanta oss med kedjebrak innan beviset for ovanstaende pastaende vill vi
dock bdrja med en av egenskaperna som gor enkla kedjebrak, och approximering med dem,
intressanta, namligen att en enkel kedjebraksutveckling konvergerar mot talet bade ovanifran
och underifran.

Definition: Den n:te konvergenten 1, = k—”for n > 0, till ett tal x = [a,, a4, ... ] definieras
n
som det rationella tal som den enkla kedjebraksutvecklingen [ay, a;, .., ay]
representerar da.
Betrakta exempelvis kedjebraksutvecklingen av talete: [2,1,2,1,1,4, 1, ...]. Den forsta
. . . : -2 -
termen, a,, ar 2, vilket &r heltalssiffran i % Den forsta resten blir darfor eT Om vi foljer
samma procedur som i tidigare kedjebraksutvecklingar far vi att den andra termen, a,, ar 1.
- . o - o I 1
Om trunkeringen gors efter denna term far vi konvergenten r; som alltsa har vardet 2 + 1=

3. Detta tal &r ett heltal, alltsa ett rationellt tal som kan skrivas i brakform med namnare 1.
Det &r ocksa den basta approximation vi kan gora av talet e med ett heltal. Den andra
konvergenten, r,, har vardet

24 —1=2+
1

1
+=
2

=242=
3

N | w| =

Denna approximation ar ett lagre tal an e sjalvt, men det ligger ocksa narmare an foregaende
approximation. Néasta konvergent, r3, har vardet " vilket ar stOrre &n e, men det &r ndrmare e

8 .
an 3 Detta monster fortsatter, dar avstandet mellan konvergenten r,, och talet sjalvt krymper

nar n véxer, samtidigt som varannan konvergent har ett hogre vérde och varannan ett lagre &n
talet sjalvt.

Vilka konvergenter som ligger 6ver och under talet sjalvt gar att bilda sig en uppfattning om
genom att betrakta hur enkla kedjebrak byggs upp. Varje term ar ett heltal som kommer ur en
division, och varje term (utom den sista om talet ar rationellt) foljs av vad som var resten av
denna division. Varje gang det finns en rest innebar det alltsa att termen &r mindre &n kvoten
hade blivit om divisionen utforts pa “vanligt” sitt. Trunkering efter en viss term innebér
darfor att talet pa den nivan i kedjebrakets struktur blir mindre an det ar i det fullstandiga
kedjebraket. Sedan funderar vi over i vilka positioner i kedjebrakets struktur, alltsa under
vilka antal brakstreck, som ett mindre tal ger ett mindre vérde pa hela kedjebraket. P4 samma
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1 1 - : S .
sétt som talet 3 ar storre an talet " kan vi lista ut att ett mindre tal i positionen som a, har i ett

kedjebrak ger ett storre tal. Drar vi detta ett steg langre inser vi att om den sista termen som ar
kvar nar ett kedjebrak huggs av ar under ett udda antal brakstreck ar det vardet pa det
trunkerade kedjebraket storre an ursprungstalet, och vice versa. Darfor inser vi att en
trunkering dar sista termen &r a,, innebdr en approximation med ett mindre varde &n talet
sjalvt om n &r jamnt, och ett storre varde &n talet sjalvt om n ar udda.

Genom att konvergenterna till ett irrationellt tal vaxlar sida om talet vet vi ocksa att talet sjalvt
maste ligga mellan tva pa varandra foljande konvergenter. Detta ger en forsta, nagorlunda
intuitiv, uppskattning av felet vid approximation med hjalp av konvergenter.

Awven nar tal i decimalform avrundas pa det satt som ar vanligast i Sverige finns dock en
inbyggd feluppskattning som bygger pa positionssystemet. Nar vi till exempel hugger av e:s
decimalutveckling efter tre decimaler far vi namligen 2,718, vilket vi vet ligger under e sjalvt,
men Vi vet ocksa att e ligger under 2,719, vilket pa samma satt som tva pa varandra foljande
konvergenter till ett oandligt kedjebrak ringar in talet vi approximerar. Vid vanlig avrundning
tas dock aven hansyn till nasta decimal for att avrundningen ska komma sa nara talet sjalvt
som mojligt. Om avrundningen till tre decimaler for ett irrationellt tal x &r 3,574 vet vi darfor
istallet att 3,5735 < x < 3,5745.

Det mest fascinerande med approximering med hjélp av konvergenter till enkla kedjebrak ar
dock att det gar att bevisa att dessa approximationer &r sa kallade basta approximationer.
4.4.1 Basta approximationer

Definition: En approximation % dar b &r ett naturligt tal och a ett heltal, till ett tal x &r en

basta approximation om |bx — a| < |gx — p| for alla rationella tal Z med 0 <

q < b som skiljer sig fran %.

Redan ur definitionen kan vi dra slutsatsen att den storsta gemensamma delaren fér a och b
o o . d _.
maste vara 1. Alternativet ar ndmligen att SGD (a, b) = ¢ > 1, vilket betyder att% = f:_e For

att % ska vara en basta approximation behover da |c(ex — d)| vara mindre an |ex — d|, vilket

helt enkelt inte stimmer. Men for att dra slutsatsen att alla bé&sta approximationer ar
konvergenter behovs det ett bevis.

Sats: Om x ér ett reellt tal &r varje basta approximation till x en konvergent r;, = k—” till x

n

eller talet apy = k—o Just i detta fall kallar vi for enkelhetens skull &ven a, for en konvergent.
0

Eftersom a, ar den forsta termen i kedjebraksutvecklingen for x ar det ett heltal, vilket
betyder att a, = h, och k, = 1. Vi specificerar ocksa for enkelhetens skull att om x &r ett
rationellt tal anvander vi den form av kedjebraksutvecklingen dar den sista termen inte ar 1.

4.4.1.1 Bevis: Béasta approximationer ar konvergenter
Hela beviset foljer det i Continued Fractions av Rockett och Szilisz (1992, s. 20-21), med
nagra forklaringar av oss for att tydliggora stegen i beviset.
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Vi vet sedan tidigare att konvergenterna till ett tal narmar sig talet omvéxlande fran hoger och
vanster pa tallinjen. Talet x och dess konvergenter ligger alltsa pa tallinjen pa det satt som
visas pa bilden nedan.

.. . . . . a . . 0
For att visa att den basta approximationen Z maste vara en konvergent antar vi motsatsen. | sa

fall finns tre positioner som 5 kan ha relativt konvergenterna " Den forsta ar under a,, den
n

andra ar 6ver r; och den tredje ar mellan tva konvergenter pa samma sida, alltsa r;, och 7y,.,.
Dessa tre fall hanteras separat.

. o h o eur:
Fall 1 innebar alltsa att% < k—o Da foljer:
0
a a ho
- = —=| = _— —_— = _
|bx —al = blx 3| 2 Jx =51 > [x = 2| = x — ao|

Den sista olikheten anvénder att — ar langre bort fran x pa tallinjen an I sin helhet visar

denna rad med jamforelser att om 3 ar mindre an k— kan inte Z vara en basta approximation
0

till x eftersom det ligger langre bort dn a,, som ar ett heltal och alltsa kan skrivas i brakform
med ndmnaren 1.

- I - I a I I s h 0 a e I o -
Fall 2 innebar istéllet att 5 ar ett storre tal an r; = k—1 Eftersom r; ocksa &r stérre an x far vi
1
att

|bx — a —b|x——| >b|___| —b|h1b aky

|_b—=—=—.

kq a,

Den forsta olikheten anvander att r; = % ligger mellan x och %. For att forsta den andra
1

olikheten behdver vi forst konstatera att h;b — ak, dér alla bokstaver star for heltal ocksa
totalt sett star for ett heltal. Vi vet ocksa i detta fall att h;b — ak; inte &r lika med 0 eftersom

. . a h1 . . . a . . .
detta skulle innebéra att Pl vilket inte kan stdmma eftersom 5 inte &r en konvergent till x.

1
Darfor maste absolutbeloppet av hyb — ak, vara 1 eller storre, och olikheten foljer. Den sista

likheten kommer av att k; = a4, vilket vi vet for att k, & ndmnaren i den forsta konvergenten

. 1
och den konvergenten endast bestar av ay + —
1

For att visa att % inte kan vara en basta approximation i fall 2 behover vi ocksa notera att

|x —ao| < o vilket vi ocksa kommer fram till genom att underséka strukturen for
1

kedjebrak. Tillsammans med olikheten |bx — a| > ——som vi redan visat kan vi alltsa dra
1
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(273} ho . . . . . a . .. . o
slutsatsen att T T . aren béattre approximation an 5 vilket i sin tur betyder att vi har natt
0

motsdgelse dven i fall 2.

Fall 3 innebar att% ligger mellan tva konvergenter r; och r;,,. | detta fall anvander vi
likheterna nedan, som bevisas i Niven m.fl. (1991, s. 330):

hi  hig _ _ =nitt
ki kica 1Tl = kiki—g @
Med hjalp av (1) far vi
1 (hiya  h

a h; 1
ol Eotol bl ol B
kikiy1 kiv1 ki b ki kib
vilket betyder att b > k;,,. Vi har alltsd en undre grans pa namnarens storlek. Néasta steg &r
att ta fram en undre gréns pa felmarginalen hos approximationen,
hit2b—akiy, 1 1

| =D = .
ki+2b kit2b  Kiy2

h.
|bx —a| = blx —=| > b| =22 - 2| = p|
b kiy2 b

. . o L. . . h; . a
Precis som i fall 2 fas hér den forsta olikheten genom att 7., = kl—“ ligger mellan x och 5
i+2

och den andra olikheten genom att h;,,b — ak;,, maste vara ett heltal som inte ar 0.

Vi vet dock enligt (1) och att x ligger mellan tva pa varandra foljande konvergenter att

h; h; h; 1
|x _ M+ | < | +2 i+l — )
ki1 kivz  kit1 kitv2kitq
Detta resultat anvander vi for att visa att konvergenten r;, 4, vars ndmnare vi redan vet ar
. s 0 u " . . . a .
mindre &n b, ocksa ar en béattre approximation an 5 enligt

h; h; 1 1
i = Rigal < heppa | 322 =122 = Ky =

. o a . . " . . . " "
Vi kan alltsa dra slutsatsen att ’ inte dr en bésta approximation till x eftersom dess ndmnare ar

storre dn den som r;, har, men dess approximation ar samre.

Med detta har vi natt motsagelse i alla tre fall dar en béasta approximation till ett tal inte &r en
konvergent till samma tal. Ddrmed kan vi dra slutsatsen att alla basta approximationer ar
konvergenter.

En fraga som naturligt foljer denna slutsats ar om det omvanda &r sant. Ar alla konvergenter
till ett tal ocksa basta approximationer till samma tal?

Det kommer framga att det stammer, om ett visst undantag utesluts och vi atergar till den
vanliga definitionen av konvergent, alltsa utesluter a,. Undantaget som behdver uteslutas ar

I 1 o - - - I o o
narx = ag + pt alltsa om talet vi approximerar ligger exakt halvvégs mellan tva pa varandra

foljande heltal. I detta fall &r ndmligen inte alla konvergenter till talet béasta approximationer.
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Bade talet a, och talet a, + 1 har namligen i detta fall ndmnaren 1 och &r precis lika bra
approximationer till x, vi kan alltsa skriva |x — (a, + 1)| = |x — a,|. Detta betyder att
varken a, eller a, + 1 &r en battre approximation till x &n det andra, och darfor kan ingen av
dem vara en basta approximation, trots att det inte finns nagon béattre med samma eller mindre
namnare.

Sats: Om x inte &r lika med a, + % ar alla dess konvergenter basta approximationer till x.

4.4.1.2 Bevis: Konvergenter ar basta approximationer

Bevis: Aven detta bevis foljer motsvarande bevis i Continued Fractions av Rockett och Sziisz
(1992, s. 21-22), med forklaringar som tydliggor stegen tillagda av oss. Aven i detta bevis
antar vi att om x ar rationellt ar det skrivet pa formen dar den sista termen &r storre an eller
lika med tva.

Vi kommer i detta bevis behdva anvanda olikheterna

1
kitkiyq

< lkix — bl < — (2)
kiy1

dar den forsta olikheten hérleds i det forsta kapitlet i Rockett och Sziisz (1992). Den andra
olikheten kan hérledas ur (1) med hjélp av att x alltid ligger mellan r; och r;, ;.

Vi kommer aven anvanda den rekursiva formeln for k som presenteras av Rockett och Sziisz
(1992, 5.2)

Kiv1 = Qpiki g (3)

Vi ska alltsa bevisa att 7;, ar en bésta approximation till x, for allan > 0. Detta betyder att vi

ska visa att varje r,, ar en battre approximation till x &n alla tidigare konvergenter och dess

forsta term a,.

Till att borja med valjer vi darfor ett k,,, alltsa namnaren till en konvergent r, till x. Néasta steg
. A . oy e . . . . -

ar att ta fram ett rationellt tal 7 enligt tva kriterier. FOr det forsta begransar vi namnarens

storlek enligt 0 < B < k,,. For det andra ska |Bx — A| vara sa litet som mojligt.

Redan har behdver vi dock dela upp beviset i tva fall. | fall 1 antar vi att det A i g som

uppfyller kriterierna ovan &r unikt. | fall 2 antar vi att A inte ar unikt, alltsa att det lagsta
mojliga vardet pa |Bx — A| uppnas av tva olika A.

. A, . . . . . .
| fall 1 kan vi dra slutsatsen att Zaren bésta approximation, och darmed vet vi att det ar en

A _h - .
konvergent 7= k—m Eftersom 0 < B < k,, vetvi dven att m < n. Omm < n vet vi att
m

1

k.,x—h,|> >
| m mI km+km+1 kn—1+kn
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dar den forsta olikheten kommer fran (2). | det andra steget géller likheten endast om n =
m + 1, annars galler olikheten. Detta galler eftersom bade m och n &r naturliga tal och det
alltid géller att k; < k; 4.

1

Vi vet ocksa fran (2) att |k, x — h,| < . For att % inte skulle vara en basta

kny1 n
approximation kravs att Z—m ar battre, och nu har vi vad som behévs for att jamfora dem. Vi
m

kan namligen skriva

lkx — hp,| > > |kpx — hy|

=
kn-1+ky  knys
eftersom k,, .1 = k, + k,_1 enligt (3).

Vi har alltsa visat att om A ar unikt och m < n far vi en motsagelse i definitionen for B

eftersom den forutsatte att B minimerar |[Bx — A| nar B fick vara i spannet 0 < B < k,,.
. . . o A h . .

Dérfor kan vi dra slutsatsen att om A ar unikt maste n = m och 7= k—” vilket ar

n

konvergenten 7;,. | fall 1 har vi alltsa bevisat att r;, r en basta approximation.

| fall 2 &r A inte unikt. Detta betyder att Bx maste ligga mellan tva pa varandra foljande heltal

eftersom det maste finnas tva olika heltal A sadana att |Bx — A| far minsta mojliga vérde. Vi

kan kalla dessa heltal A och A+1. Vivetnuatt Bx — A = %och att Bx —(A+1) = — %

. - 1424 ., .
alltsa att |Bx — A| = |[Bx — (A + 1)|. Detta i sin tur betyder att x = 5 vilket &r ett

) _ . A, . ) L o, A
rationellt tal. Vi vet ocksa nu att z inte &r en bésta approximation till x eftersom bade z och

A+1 . .
5 ger lika bra approximationer.

Vi undersdker nu om det rationella talet x gar att forkorta, vilket betyder att vi behdver hitta
den storsta gemensamma delaren for taljaren och namnaren. Till att boérja med dras slutsatsen

att SGD(1 + 2A, 2B) inte kan vara 2 eftersom 1 + 2A é&r ett udda tal. Om SGD(1 + 2A, 2B) ar
1+24

2B 1+24
ett tal v, storre &n 2 galler att - X = ( eftersom x = TR Detta motséger

. 2B, . 3 . . . )
definitionen av B eftersom talet ~ ar mindre an B och ar ndmnare i ett rationellt tal som ar en

. A .
battre approximation &n 7 Vi drar darfor slutsatsen att SGD(1+2A, 2B)=1.

_ 1424 . _ hs .
Det rationella talet x = 5 har alltsa en sista konvergent x = 1, = k—s darhy =1+ 24
S

och k, = 2B. Har anvands (3) for att skriva kg = 2B = asks_1 + ks_, dar ag > 2 eftersom
rationella tal skrivs pa formen dar den sista termen inte ar ett. Eftersom fallet da s = 1 och
ag = 2 &r uteslutet redan i satsen har vi antingen att s = 1 och a; > 2 elleratt s > 1. Vi har
da i bada fallen aven k,_; < B enligt (3), sa att

hy 1 1 1
ksms = hooal = Kora G5 = homsl == = 55 < |Bx— A =
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Det forsta som hander hér ar att x skrivs som 2. For att fa det andra steget foljet vi (1) pa

N

samma satt som pa s.20. Olikheten kommer av att kg > 2 vilket vi vet for att k, = 2B och B
ar ett naturligt tal.

Detta motsager dock definitionen for B eftersom vi nu vet att det finns ett tal % som har en

s—1
: iy iy y . A . . .
mindre ndmnare &n B och &r en béttre approximation till x &n e | fall tva har vi nu uppnatt
motsagelse.

Med detta avslutas beviset eftersom vi har motsagt att B kan vara nagot annat an k,, for att
uppfylla sin definition och vi darigenom har bevisat att alla konvergenter , till x dar n > 0 &r
bésta approximationer till x.

Den uppmérksamme lasaren har kanske nu noterat att vi i beviset for att alla bésta
approximationer ar konvergenter inkluderade den forsta termen i kedjebraket som en
konvergent, men att vi inte gjorde det i beviset for att alla konvergenter ar basta
approximationer. Det &r namligen vissa tal x, men inte alla, vars forsta term ocksa &r en av
dess basta approximationer. Vilka dessa ar gar dock att forklara utan nagot komplicerat bevis.

Utifran hur a, bestdams vet vi att a, < x < aq + 1. Vi har dessutom redan sett att om ett tal x
ligger precis mellan tva heltal, alltsa x = a, + % har det ingen bésta approximation med
namnare 1. Detta kan forklaras som att inget heltal &r det heltal som ligger ndrmast x eftersom
heltalen a, och a, + 1 ligger pa samma avstand fran x. Om vi istallet antar att x < a, + % ar
a, en basta approximation till x eftersom det ar det narmaste heltalet till x. Daremot om x >
ap + % ar a, inte en bésta approximation till x eftersom a, + 1 ar ndrmare. | detta fall kan vi
resonera oss fram till att r; = a, + 1. Den andra termen, a, maste namligen vara 1 for att
rn=ay+ ail ska kunna vara ett storre tal an x, vilket vi vet att den forsta konvergenten &r.
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5. Diskussion

Det finns mycket i denna litteraturstudie att diskutera. Det forsta avsnittet ror nagra av vara
huvudsakliga resultat pa fraga ett och tva, alltsa elevers forstaelse for likhetstecknet och vilka
konsekvenser olika typer av forstaelse for likhetstecknet kan ha for eleven. Sedan diskuteras
resultatet pa fraga tre och hur det relaterar till var egen framtida yrkesutévning, alltsa vilka
klassrumspraktiker vi planerar att anvénda oss av och i vilken utstrackning. Efter detta foljer
ett om relevans, som hanterar bade arbetets relevans till var framtida yrkesutévning och
litteraturens relevans i detta ssmmanhang. | avsnittet som féljer diskuteras kedjebrak utifran
deras roll i ett arbete om likhetstecknet. Forstaelse for likhetstecknet relateras dar till
taluppfattning och strukturforstaelse. Det sista avsnittet innehaller forslag pa framtida
forskning.

5.1 Forstaelser for likhetstecknet och deras konsekvenser for individen

Likhetstecknet betyder inom matematiken att det finns en ekvivalensrelation mellan det som
star i hogerledet och det som star i vansterledet, och en relationell forstaelse for tecknet
innebar forstaelse for alla aspekter som ingar i denna relation. | manga fall ar dock
likhetsforstaelse, som innebér forstaelse for symmetri och reflexivitet, tillréacklig forstaelse.
Elevers forstaelse for likhetstecknet domineras dock alltfor lange av den operativa betydelse
som tecknet i vastvérlden anvands med inom elementér aritmetik.

Problem uppstar nar elevers uppfattning av likhetstecknet inte stammer éverens med dess
betydelse eller inte ar tillracklig i sammanhanget. En strikt operationell forstaelse utanfor
grundlaggande aritmetik eller avsaknad av nagon av aspekterna av en relationell forstaelse,
framst likhetsforstaelse, skapar de flesta problem som tas upp i litteraturen. Dessa problem
tacker in allt fran horisontella 16sningar dar likhetstecknet anvands felaktigt till svarigheter att
ta till sig nya matematiska koncept och misslyckade eller avslutade studier pa
universitetsniva. En korrekt och tillracklig forstaelse for likhetstecknet associeras istéllet med
bra resultat och snabba och korrekta lsningar.

5.2 Vart framtida anvandande av rekommenderade klassrumspraktiker

Att en korrekt forstaelse for likhetstecknet verkar vara ndgot som hjélper individens inlarning
av matematik samtidigt som det inte verkar vara nagot som uppstar spontant eller faktiskt
kravs for att klara gymnasiematematiken, gor det till ett intressant koncept att fundera dver for
oss framtida gymnasielarare. Det &r inte ndgot som explicit hanteras i vara styrdokument, men
vi vet att forstaelse for likhetstecknet kan ha stora konsekvenser for vara framtida elevers
inlarning och prestationer inom matematik. Hur mycket tid ar det da rimligt att vi lagger ner
pa att framja forstaelse for detta enda lilla tecken?

Det absolut minsta vi kan gora for att framja vara framtida elevers forstaelse for likhetstecknet
ar att utldsa det som “dr lika med” istéllet for “blir” och att sjdlva anvinda likhetstecknet
korrekt. Att vi vid nagra val valda tillfallen tydligt definierar likhetstecknet ar ocksa troligt
eftersom detta inte behdver ta mycket tid.

Att vi sjalva undviker att gora horisontella losningar ar ocksa en sjalvklarhet. Att vi pa nagot
satt markerar dem som felaktiga nar elever gor dem i prov- eller diagnossituationer ar ocksa
troligt. Men i vilken man kommer vi lata dem passera i larsituationer i helklass och med
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enskilda elever for att det ar nagot annat koncept som &r i fokus? Hur stor andel av klassen
behdver gora horisontella 16sningar for att vi ska tjana pa att forklara i helklass varfor de ar
fel? Troligtvis &r troskeln for att gora dessa insatser lagre for oss nu nér vi vet hur stor
paverkan en elevs forstaelse for just likhetstecknet har for elevens fortsatta inlarning av
matematik, men dessa fragor kommer aldrig ha nagra fullstandiga svar.

Avvégningarna vi kommer behdva gora géllande ekvationsldsning har dessutom en ytterligare
faktor inblandad. Vi vet nu att det hjalper for likhetsforstaelsen att jamfora ekvationen med en
vag, dar de bada leden maste vaga lika for att ekvationen ska stimma. Det &r troligt att vi
anvander denna analogi i samband med ekvationsldsning, sarskilt om manga elever gor fel
som tyder pa bristande likhetsforstaelse. Det ar ocksa troligt att vi kommer forespraka
ekvationsldsningsmetoden “gdér samma sak pa bada sidor” som ér kopplad till viganalogin
och likhetsforstaelse, dver metoden “flytta 6ver och byt tecken” som endast associeras med
procedurella fardigheter. Den senare gar dock att komma fram till med hjélp av den tidigare
och innebar dessutom, som Ngu m.fl. (2015) kallar det, en mindre kognitiv belastning.
Eftersom forstaelse for likhetstecknet inte kommer vara det enda vi vill att eleverna uppnar
kan argumentet om kognitiv belastning i vissa situationer vara ett kraftfullt argument for att
istéllet anvéinda metoden “flytta 6ver och byt tecken”.

Nagot som bade Persson och Wennstrom (2003b) och Fitzmaurice m.fl. (2018) tar upp &r att
larande tar tid och traning. Att ge alla vara framtida elever en mojlighet att na relationell
forstaelse for likhetstecknet eller strukturforstaelse generellt innebar darfor troligtvis en viss
mangd upprepning vid olika tillfallen. Det gar inte att anta att eleverna kommer ha en
fullstandig relationell forstaelse efter bara en forklaring, men kanske kan forstaelsen forbattras
lite varje gang.

Persson och Wennstrém (2003b) tar dessutom upp betydelsen av méangdtréning for att de
procedurella fardigheterna ska ha en chans att leda till djupare forstaelse. Deras system med
stodgrupper dar de elever som just da behover extra hjalp och traning far det konstateras
fungera bra dér for att tackla problem med bristande forkunskaper. Vilka system for extra stod
i matte som finns ar dock olika pa olika skolor och det som fungerar pa en skola fungerar inte
nodvandigtvis pa en annan.

Sammanfattningsvis kan sagas att forstaelse for likhetstecknet ar nagot komplext, och vi som
framtida gymnasielarare kommer aldrig ha kontroll dver hela utvecklingsprocessen. Det finns
dock saker vi kan gora nar vi marker att forstaelsen brister, och starka argument for att géra
dessa atgarder. Trots att det kan tyckas att de redan borde ha en relationell forstaelse nér de
borjar pa gymnasiet ar namligen sa ofta inte fallet, och detta kan ha stora konsekvenser for
individens framgang inom matematiken av flera olika anledningar, aven om det inte
nodvandigtvis innebdr ett misslyckande i form av underkanda kurser.

5.3 Relevans

Att alla metoder for att lara ut relationell forstaelse till gymnasieungdomar ar sétt att 16sa ett
problem som troligtvis inte hade behovt uppsta ar intressant, men gor inte metoderna
irrelevanta eller jobbet onddigt. Det faktum att problemen med operationell forstaelse eller
bristande relationell forstaelse inte uppstar i Kina, dar undervisningen ser annorlunda ut fran
forsta stund (Jones m.fl., 2012), betyder att det finns lardomar vi kan dra darifran om hur den
tidiga undervisningen om likhetstecknet kan se ut. Det betyder ocksa att bland annat Driver
och Powell (2015) har en podng med att algebra behdver léras ut tidigare och tydligare an vad
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som gors i vastvarlden idag. Utveckling av kursplaner och liknande sker dock langsamt, vilket
betyder att problem med bristande forstaelse for likhetstecknet bland elever pa gymnasieniva
troligtvis kommer kvarsta i manga ar efter att vi far vara lararlegitimationer. Var egen
kunskap om likhetstecknet och vilka misstag och problem som kan tyda pa bristande
forstaelse for det kommer darfor sakerligen komma till anvandning i vart framtida yrkesliv.

Likhet ar dock inte det enda viktiga koncept som elever saknar kunskap om nar de kommer
till gymnasiet. Det ar viktigt att uppméarksamma att de kunskapsglapp som finns pa alla olika
omraden kommer ha ndgon typ av konsekvens for elevernas fortsatta inlarning och resultat
samt att undervisningstiden ar begransad i varje kurs och att tiden vi har for att ga igenom
sadant som borde vara forkunskaper darfor ocksa ar begransad. Det galler darfor att prioritera,
och eftersom likhetstecknet anvands i varje avsnitt i varje kurs pa gymnasiet kan det
prioriteras hogt. Ett annat omrade dar forkunskaperna ofta brister ar taluppfattning (Persson &
Wennstrom, 2003a; Persson & Wennstrém, 2003b; Hoch & Dreyfus, 2004; Vlassis, 2002;
Linchevski & Livneh, 1999; Vincent, Pierce & Bardini, 2017), och eftersom tal férekommer
atminstone lika ofta som likhetstecknet &r aven detta ett omrade som bor prioriteras.

Mycket av den litteratur om forstaelse for likhetstecknet som vi stétt pa handlar om yngre
barn, antingen i borjan av skolaldern eller runt tiden da algebra introduceras. Detta tanker vi
oss ar naturligt. Algebra ar namligen det forsta koncept eleverna stoter pa som tydligt sétter
krav pa deras forstaelse for likhetstecknet, det vill sdga det ar da problem uppstar for forsta
gangen, och de tidigare arskurserna med grundlaggande aritmetik ar tiden da eleverna bygger
upp den forstaelse som senare orsakar problem. Den litteratur vi har hittat som handlar om
elever pa gymnasiet och liknande eller till och med studenter pa universitetet antyder dock att
det ar mojligt att komma langt med bristande forstaelse for likhetstecknet trots att problemen
som eleverna moter for forsta gangen i samband med algebran inte forsvinner.

Det ar ocksa vart att notera att de flesta av artiklarna som anvants ar antingen fran andra
lander an Sverige eller aldre &n vad som vore optimalt. Det framgar till exempel inte av
studien av Jones m.fl. (2012) hur undervisningen och elevernas forstaelse i Sverige ligger till
jamfért med USA och Kina, trots att de antyder att problembilden i USA till viss del delas av
andra lander i vastvarlden. Vi anser ocksa att det ar nagorlunda rimligt att anta att liknande
problem finns i Sverige. Delvis grundar vi detta i egen erfarenhet av att exempelvis rétta
horisontella I6sningar under vara praktikperioder pa utbildningen, delvis i att Persson och
Wennstrom (2003a) papekar att en markbar andel av eleverna som kommer till gymnasiet har
med sig en operationell forstaelse for likhetstecknet.

5.4 Kedjebrak

Vi har redan noterat att utéver en tillracklig och korrekt forstaelse for likhetstecknet ar
taluppfattning en viktig forkunskap att ha pa gymnasiet. Enligt Linchevski och Livneh (1999)
ingar dessutom taluppfattning i det 6vergripande begreppet strukturforstaelse, som vi har
berort i detta arbete eftersom en av dess aspekter ar likhetsforstaelse. Strukturforstaelse ar
ocksa nagot som enligt Torigoe och Gladding (2011) hjélper i universitetsstudier i fysik, och
troligtvis aven andra damnen dar mycket matematik ingar.

Detta arbete har inte gatt ut pa att hitta kopplingar mellan taluppfattning och forstaelse for
likhetstecknet, men vi har atminstone hittat kopplingen att de bada ar viktiga for
strukturforstaelsen, som i sin tur ar viktiga for att lara sig matematik. Redan i borjan av
arbetet sag vi dock en koppling genom ekvivalensrelationen. Likhetstecknet symboliserar
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namligen en ekvivalensrelation som bland annat ar definierad pa de reella talen. Att vi ville
utvidga var forstaelse for de reella talen genom att undersoka en for oss okand
representationsform for dem ser vi i efterhand att vi kan se som en ansats att forbattra var
taluppfattning. Motivationen till att gora det i detta arbete var att ett kedjebrak ar lika med
samma tal i exempelvis decimalform, alltsa att likhet galler nar samma tal &r representerat i
bada leden, oavsett representationsform.

Aven vanliga braktal vet vi dock av egen erfarenhet fran vara praktikplatser ar ett svart
koncept for manga elever att greppa, sarskilt det faktum att tal som % ar exakta och 0,333 inte

ar samma sak eftersom det ar en avrundning. Eftersom vanliga braktal anses vara svara tanker
vi oss inte att kedjebrak skulle anvandas for att hjalpa elever som har svarigheter med
taluppfattning, utan snarare skulle de kunna anvéndas som en utmaning for understimulerade
elever. Bara att skriva tal pa denna, for eleven, nya form skulle vara en utmaning, men deras
talforstdelse skulle ocksd kunna utvidgas nar de far veta att exempelvis v/2 har en upprepning
i sin struktur i kedjebraksform. Kedjebraken skulle ocksa kunna anvandas for att ta fram en
approximation till pi som &r battre &n en vanlig avrundning for att den behaller sin precision
battre i berdkningar, och for att den kan anvéandas korrekt av datorer.

Samma lank mellan likheten 1 = 0,999 ... och kedjebrak som vi sag i borjan ser vi alltsa dven
nu. De kan hjalpa oss att se nya egenskaper hos och bygga ny forstaelse for de reella talen,
och dessa i sin tur har en koppling till likhetstecknet genom att ekvivalensrelationen ar
definierad pé bland annat denna mangd. Vi vet till exempel nu att likheten v2 = [1,2,2, ...]

I 0 I 1 - 0 = 0 0 - o s o I

ar sann pa samma satt som 0,5 = > Vi har alltsa i nagon man utvidgat var forstaelse for

likhetstecknet och hur det kan anvandas genom att utvidga far forstaelse for de reella talen.

5.5 Framtida forskning

For var egen framtida yrkesutévning skulle det exempelvis vara anvandbart med fler studier i
Sverige, av samma typer som vi anvant oss av i denna litteraturstudie. Allt fran analyser av
mattebocker for att se vilka typer av uppgifter som anvénds, till studier med prov och
intervjuer for att bedoma gymnasieelevers konceptuella forstaelse for likhetstecknet ar av
intresse.

Det hade dessutom varit intressant att veta vilka andra koncept som éar lika viktiga att forsta.
Otillracklig eller felaktig forstaelse for likhetstecknet hamnar namligen i en intressant
kategori av problem som inte nodvandigtvis blir l16sta. Det framgar att en inkorrekt eller
otillracklig forstaelse for likhetstecknet ar ett problem for utveckling av forstaelse for nya
koncept, men ocksa att dessa problem inte nédvandigtvis resulterar i icke godkéanda resultat.
Darfor kan eleverna fortsétta studera matematik, utan att forst skapa sig en korrekt forstaelse
for likhetstecknet, och problemen kvarstar.
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