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Sammanfattning

Rapporten @mnar ge svar pa frdgor kring geometrins framvéxt, den axiomatiska geometrins
uttag ur skolan samt vilka pedagogiska och tekniska hjdlpmedel som finns att tillgd i dagens
skola. Detta for att ge en god grund for ldrare som bedriver eller &mnar bedriva
geometriundervisning. Den data som utgdr underlaget for att svara pd ovanstdende fragor
hédmtades med hjdlp av en litteraturstudie.

I resultatets forsta del skildras en historisk aterspegling. Denna inleds med en tillbakablick till
antiken och den euklidiska geometrin. Dérefter skildras framvéxten av geometriundervisning i
den svenska skolan fran ar 1842 till ca 1980. Denna dterspegling avslutas med en kort
presentation av nutidens krav pd geometriundervisning. Efter den historiska skildringen foljer
en redogorelse for didaktiska ingédngar, med fokus pa tre forskare. Inledningsvis presenteras
teorier och modeller av makarna Pierre och Dina van Hiele. Detta f6ljs av beskrivningar
rorande Jean Piagets arbeten, for att sedan avrundas med en kortfattad komparation av deras
teorier. I resultatets sista del behandlas digitaliseringen av skolan och tekniska hjalpmedel.
Forutom en redogorelse for vad hjélpmedlen innebir gor dven forfattarna till denna text ett
forsok att anpassa dessa till verklighetstrogna larandesituationer.

Arbetet avslutas sedan med en diskussion som ticker resultat, metod och framtida
forskningsfragor.



Forord

Geometri har genom artusenden varit en grundsten inom utbildning. Den har samlat lirare och
elever i ett gransland mellan den konkreta verkligheten och den abstrakta matematiska
vérlden. F& argumenterar idag emot att geometrin skall vara en del av svenska elevers
skolgéng. Men fradgorna som lange hopat sig 6ver skoldebatten dr inom vilken form
geometriundervisningen skall bedrivas, hur den skall passa in i den moderna skolan och vad
forvaltningsmyndigheter inom skolan samt lararprofessionen vill att eleverna skall ta med sig
fran denna undervisning. For att bringa klarhet i hur framtiden for geometriundervisning skall
se ut bestdmde vi oss for att soka svaren pa ndgra fragor. Hur har undervisningen i geometri
utformats och fordndrats genom dren? Vilken forskning och vilka modeller har legat till grund
for den utveckling geometriundervisningen haft sedan moderniseringen under 1960-talet? Hur
kan geometriundervisning bedrivas med hjilp av den digitala teknik som finns till
forfogande? Arbetet har sedan cirkulerat kring att besvara dessa fragor, ndgot som aldrig
kunde gjorts utan hjélp frin tva engagerade personer. Vi vill dérfor ta tillfallet i akt att tacka
vér mentor Jan Stevens som med goda rad viglett oss genom denna uppsats. Stort tack riktas
dven till Johanna Pejlare for expertradgivning om geometrihistoria samt tips pé
strukturuppldgg och relevanta litterdra verk.
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1 Inledning

Vid projektets borjan togs beslutet att skriva ett arbete inom geometri, da detta dr ett centralt
och uraldrigt imne inom matematiken. Dessutom delar forfattarna en forkarlek till historia,
varvid geometrihistoria kéndes som en passande komponent i uppsatsen. Enighet fanns dven
géllande att en historisk tillbakablick bidrar med en angendm samt bildande upplevelse for
gemene ldsare. Eftersom uppsatsen riktar sig till lirare forefaller det sig &ven naturligt att
pedagogiska ingangar bor aterfinnas i denna. Aven om den historiska framvixten har en
central del i framstdllningen &r det av hogsta vikt, for forfattarna, att arbetet dessutom ligger 1
tiden. Dérfor valdes, i resultatets senare del, att fokusera pa praxisnéra situationer med
digitalisering av skolans geometriundervisning som utgangspunkt.

1.1 Syfte

Syftet med detta arbete &r att utifran historiska och nutida analyser formulera en dversikt av
geometriundervisning i den svenska skolan. Oversikten #mnar sedan bygga en grundforstielse
for geometriundervisning och ge forstéelse for orsaker till geometriundervisningens
utveckling. Denna syftar till att 6versiktligt redogora for olika tillvigagangssatt och verktyg
larare kan anvénda sig av 1 sitt arbete. Ambitionen med arbetet dr att genom studier av
styrdokument samt historie-, didaktik- och matematikvetenskapliga verk skildra en ldrares
mojligheter till geometriundervisning i moderna svenska larandemiljder, vilket lett fram till
foljande fragestdllningar.

Hur har geometrins framvéxt sett ut inom den svenska skolan?

Varfor dvergick den axiomatiska geometrin till dagens geometriundervisning?
Vad sdger relevant &mnesdidaktisk forskning om geometriundervisning?

Hur kan tekniska hjdlpmedel stodja elevers kunskapsutveckling inom geometri?



2 Metod

Arbetet ir en litteraturstudie av vetenskapliga artiklar och bocker rorande datida samt aktuell
forskning om geometri och geometriundervisning. Fokus har varit att, utifran
fragestéllningarna, soka och avgrinsa ett tviarvetenskapligt omrade. Omrédet skulle innefatta
en historisk bakgrund till geometridmnets framvéxt bade vetenskapligt och i skolmiljé samt
koppla datiden till den aktuella geometripraktiken i dagens skola. Utover den historiska
bakgrunden expanderades omradets avgriansning till digitala hjdlpmedel i skolan och relevanta
delar av den allménna skoldiskussionen kring ldroplansutformning for att kunna besvara
fragestéllningarna. Metodavsnittet har tvé delar. En som behandlar litteratursdkningen och
tillvigagéngssétt samt en som illustrerar hur analysen av litteraturdversikten framskridit.

2.1 Litteratursokning

Metoden for att finna litteratur har skiftat beroende pa vilken sorts kélla som eftersokts. Oftast
inleddes s6kandet via Google Scholar for att sedan kompletteras med Goteborgs
universitetsbibliotek och funktionen Supersok samt databasen ERIC. Dessa valdes ty Scholar
har ett mycket brett spektrum och ger manga traffar frin manga olika héll. Supersok har en
oppen tillgidnglighet till skrifter och ERIC samlar pedagogiska och didaktiska skrifter pa ett
tillforlitligt sétt som forenklar sokprocessen.

Valen av sokord har skiftat mycket beroende pa vilken fragestéllning som behandlats. Arbetet
inleddes med nagra primédra sokord, vilka var: Geometriundervisning, skola, geometri,
Sverige, historia, didaktik. Mangden sokord utokades snabbt efter handledning kring vilka
sokord som kunde ge mer relevanta triaffar samt tips pa avhandlingar och bécker som
behandlade dmnet. Utifran de forsta arbetena som léstes, efter tips fran handledare,
patraffades nya sokord som Axiomatisk geometri, Euclides, van Hiele. Tidigare sokord
oversattes till engelska och fick d en storre méangd traffar men dven fler arbeten utforda pa
avhandlingsniva eller hogre. Allt eftersom arbetet fortskred anpassades dven sokorden till att
spegla specifika personer eller modeller av intresse. Dessa var till exempel Tutor Systems,
dynamic geometry software, Brousseau, IKT, digitala verktyg, NCM. S6korden i kombination
med vara informationskéllor gav upphov till en médngd olika skrifter. Dessa genomgick en
urvalsprocess vilken utgick fran de titlar som kédndes aktuella beroende pa vilken
fragestéllning som avsags besvaras. De granskade texterna genomgick dven granskning med
foljande exkulsions- samt inklusionskriterier.

Inklusionskriterier Exklusionskriterier

Erkénda forskare Annat én skandinaviska sprék eller engelska.
Arbeten pa avhandlingsniva eller 6ver | Arbeten under avhandlingsniva.

Publicerade i vetenskapliga tidskrifter | Tidsmaéssigt forlegade arbeten.

For arbetet relevant beskrivning

Om texterna uppfyllde inklusionskriterierna virderades dem som; viktiga texter som skall
analyseras 1 helhet; bitvis viktiga och darfor enbart bor analyseras selektivt eller, for arbetet,
irrelevanta.



Utifran analysen av texter uppdagades enligt sndbollsmetoden (Friberg, 2017) flera nya
intressanta kallor i referenslistorna. De nya texterna som hittades bland kéllorna 1&g tematiskt
néra den forsta relevanta texten och ledde darfor ofta till inkludering i sdkprocessen. De nya
kéllor som upptickts med snobollsmetoden analyserades for att nd nya djup av forstéelse for
diskussioner samt 6ka medvetenheten av analyserade modeller och argumentation.

De kaillor som valts for analys ligger i bilaga 1.

2.2 Analys

Analysen borjade med att de texter som uppfyllde inklusionskriterierna analyserades, varefter
ett helikopterperspektiv intogs dver det behandlade omradet. Inledningar lédstes och bidrog till
en uppfattning om vilka delar ur artiklar, bocker och rapporter som ansdgs relevanta och
kunde besvara fragestéllningarna. Dérefter ldstes vissa texter mer noggrant och andra mer
ytligt. En tydlig bild 6ver det valda dmnet borjade formas. Detta foljdes av en dterblick till
fragestéllningarna for att se om dessa behdvde justeras.

Darefter identifierades de olika texterna antingen beroende pa vilket omrade av arbetet de
behandlade, eller om texterna behandlade ett tvirsnitt mellan de olika omradena. De
definierade omridena var historisk skildring, didaktiska ron, digitalisering och geometri samt
Euklidisk Geometri. Det bestimdes sedan om dessa texter, inom de olika omradena, bildade
en kanon eller om de motsade varandra. Darigenom kunde vissa brannpunkter urskiljas dér
forskare och forfattare var samstdmmiga eller om det fanns meningsskiljaktigheter och
motstridiga ron. Detta bidrog dven till en tydligare bild 6ver vilka omradden som saknade
belysning samt var knapphéndiga, alternativt ej behandlade, i den analyserade forskningen.
Brister som hittades genererade ett behov av nya skrifter och séledes dven nya sokord. Nar
dessa texter tagits fram konkretiserades oklarheter och motstridiga uppgifter. Da en tydligare
bild av de behandlade informationskéllornas tickningsgrad véxte fram valdes rubriker som
skulle presenteras i resultatet. Kéllorna delades dé in i grupper efter vilken killa som
behandlade vilken del av resultatet. Grupperna soktes igenom for att se till att
fragestdllningarna verkligen kunde behandlades i sin helhet med de artiklar som fanns att
tillgd. Signifikant for analysen av varje arbete var att de kategoriserades och jimfordes innan
de anvindes som kélla i arbetet.



3 Resultat

Resultatet bestar av tre delar. Den forsta behandlar 1 huvudsak hur geometriundervisningen
forédndrats och formats frdn 1800-talets axiomatiska skolgeometri till den nya matematikens
inforande pa 1960-talet och hur det ledde till den axiomatiska geometrins exkludering fran
skolmatematiken. Den andra delen behandlar didaktisk forskning som, till stor del, relaterar
till geometriundervisning. Den tredje och sista delen illustrerar hur tekniska hjélpmedel for
geometriundervisning som idag finns tillgdngliga kan underldtta och forbattra
larandeprocessen.

3.1 Historisk skildring

Den historiska skildringen av geometriundervisningens framvéaxt baseras huvudsakligen pa en
analys av fem arbeten. De forsta tre arbetena ér: speaking of geometry (Prytz, 2007), Swedish
mathematics curricula, 1850-2014: An overview (Prytz, 2015) och kapitel 9 1 utbildningens
revolutioner Nya matematiken - revolutionen som uteblev (Prytz, 2017b). Johan Prytz ar
lektor 1 Didaktik och Matematik vid Uppsala universitet, och hans verk bygger pa historiska
sammanstéllningar av flertalet olika kéllor med tydlig anknytning till geometriundervisning.
Det fjarde arbetet ar Skolans matematik, En kritisk analys av den svenska skolmatematikens
forhistoria, uppkomst och utveckling (Lundin, 2008). Detta dr en doktorsavhandling av
Sverker Lundin, lektor vid Goéteborgs universitet. Det femte och sista arbetet utgors av
exempel fran en larobok aktuell mellan ar 1744 till borjan av 1900-talet vilken dr Stromers
oversiittning av Euklides elementa. Ovriga killor forekommer i mindre omfattning.

Axiomatisk geometri har under storre delen av matematikens historia varit den grund pa
vilken undervisningen i geometri legat. Idag dr den axiomatiska geometrin inte en del av den
svenska laroplanen och elever &r ofta inte lingre medvetna om uttryckets innebdrd. Dagens
skolmatematik &r istéllet utformad for att uppfylla behov som stélls av olika sektorer ute i
samhillet, exempelvis ekonomiska och vetenskapliga. Kravet pa skolan, formulerat i
styrdokumenten, &r att matematiken skall fokuseras till att ge yrkesmassiga och vardagliga
grundforutsittningar (Prytz, 2007). For att visa denna fordndring ar den historiska skildringen
uppdelad i fem delar. Inledningsvis presenteras en bakgrund till den euklidiska geometrin.
Sedan foljs bakgrunden av fyra delar presenterande fordndringar i geometriundervisningen
inom den svenska skolan, fran folkskolans grundade till inféorandet av den senaste 1droplanen
lgy11/lgrl1. De forsta tre perioderna har delats in pé foljande sitt; 1842-1905, 1905-1962,
1962-1980. Detta till foljd av inférandet av folkskolan 1842, Realskolan 1905, Grundskole-
och Gymnasiereformen 1962 samt den nya matematiken och dess revidering. Avslutningsvis
skildras hur geometriundervisning ser ut idag.

3.1.1 Vad ar euklidisk geometri?

Geometri kommer fran borjan fran det grekiska ordet “jordmétning” och byggde pd métning
av olika konstruktioner och former. Genom dessa métningar kunde vissa forhallanden
faststillas, exempelvis Pythagoras sats, vilken dr en del av skolmatematiken &n idag. Dessa
forhallanden faststilldes snarare genom empiri 4n logisk hirledning (Friberg, 1981).



Lundin (2008) beskriver att de forsta kéllorna innehéllande forsok till att skapa nagra
grundsatser, kallade axiom, utifrén vilka det skulle vara mgjligt att hérleda all annan
matematik, finns i1 grekisk antik litteratur. Idén bygger pa att skapa intuitiva och otvivelaktiga
sanningar som sedan kan kombineras fOr att bevisa att andra inte lika intuitiva samband
existerar. Skapandet av axiom styrs enbart av att de skall vara otvivelaktiga sanningar som
sjalvklart inte far strida mot andra axiom.

En av de greker som i efterhand kommit att bli mer kind &r Euklides, som fétt en gren av
geometrin uppkallad efter sig, kallad euklidisk geometri. Den euklidiska geometrin ar en del
av den axiomatiska geometrin, men tillimpas endast i planet. Euklides framstillde ett verk
bestdende av inte mindre 4n tretton bocker, kallade Euklides elementa, vilka kom att utgéra
grunden for svensk geometriundervisning fram till ca r 1962 (Prytz, 2007). I dessa verk
faststillde Euklides sina egna fem axiom, fem postulat och tjugotre definitioner. I denna del
av historien ansdgs axiom vara av allmén karaktir, medan postulat var deras geometriska
motsvarighet. Idag gors ingen storre skillnad pd dessa (Stolt, 1968).

Att sdga att det fanns ett bestdmt antal definitioner, axiom och postulat dr diskuterbart
felaktigt, da flera Oversdttningar av Euklides elementa gjorts och forfattare velat sitta sin egen
prigel (Lundin, 2008). Stromers overséttning, gjord ar 1744, vilken &r den dversittning som
till stor del lag till grund for svensk geometriundervisning under mer dn 100 ar, presenterar
inte mindre &n 35 definitioner, 12 axiom och 3 postulat. Dessutom har det genom historien,
som tidigare ndmnts, nyanserats vad just ett axiom eller postulat innebér. For att illustrera hur
den euklidiska geometrin dr uppbyggd foljer hér ett exempel pa hur ett problem 16ses
euklidiskt med hjélp av postulat, definitioner och axiom. Problemet lyder: konstruera en
liksidig triangel utifran en given stricka AB. Losningen dr tagen ur Stromers Euklides
elementa.

Fig. I lllustration av Euklidisk konstruktion

(_‘ “Lat AB vara en gifven rdt linea som dr
determinerad: Det begdiras at en liksidig

triangel mdtte upritas pd AB.

Tag A for medelpunkt och rita en Cirkel DCB,
E hvars peripherie gdar genom B, (a) tag sedan

B for

medelpunkt och rita en Cirkel ACE genom A,

(a) och drag sa ifrdan den punkten C, hvarest

bigge Cirklarna rdkar hvarandra, til A och B

tvdnne rdta lineer CA, CB; (b) Sa dr ABC den

a. 3. postul. begdrte triangelen.

b. 1. postul.

c. 15. defin. Ty, efter A dr medelpunkten til Cirkelen DCB, sd dr AC lika stor

d. 1. axiom. med AB, (c) och efter B dr medelpunkten til Cirkelen ACE, sa dr CB
lika stor

med AB: (c) altsd dro bdgge lineerna AC och CB lika stor med en
och samma linea AB; derfore maste de ock vara sins emellan lika
stora (d). Och saledes dro alla tre sidorna uti triangelen ACB lika
stora.”



(Stromer, 1884, s.6)

Diér de anvinda postulaten, definitionerna och axiomen dr formulerade pa foljande sitt:

3.postulatet:

“Att taga hvad punkt man vill till medelpunkt och rita en cirkel, hvars peripheri gar genom
hvad punkt man vill.” (Stromer, 1844, s. 2-4)

1. postulatet:

“Att ifran hvad punkt man vill draga en rdt linje till hvad punkt man vill.” (Strdmer, 1844, s.
2-4)

15. definitionen:

“Cirkel dr en platt figur, som inneslutes af en linie hvilken kallas Peripheri eller omkrets, och
dr sddan, att alla rdta linier, som fran en viss punkt inuti figuren falla pa henne, dro lika
stora.” (Stromer, 1844, s. 2-4)

1: axiomet

“De, som dro lika stora med ett och samma [eller med lika stora], dro sins emellan lika
stora.” (Stromer, 1844, s. 2-4)

Den euklidiska geometrin ansags genom historien vara ett effektivt sétt att tréna intellektet
(Lundin, 2008), men den praktiska nyttan i geometriska studier kom att diskuteras liksom
dess reella anvdndningsomrade. Detta kommer presenteras ndrmare under nésta rubrik.

3.1.2 1842-1905

Ar 1842 grundades den svenska folkskolan vilket méjliggjorde att utbildningen nadde
samhillsklasser som tidigare varit uteslutna fran skolans virld. Fran tidigt 1800-tal inleddes
ett fordndringsarbete for att modernisera och individualisera skolmatematiken med allt fler
rdkneuppgifter och ett mer anpassat sprak (Lundin, 2008). Laromedelsutvecklare forsokte
dérfor att fordndra geometriundervisningen genom att ldgga mer vikt vid att ge de studerande
praktiskt anvindbara kunskaper utan att forlora den teoretiska grund pa vilken undervisningen
stod. Fordndringen skulle ske genom en 6kad mingd uppgifter med ett tydligare praxisnéra
fokus. Malet var att 6verbrygga skillnaderna mellan teori och praktik vid ldroverken och pé,
det under mitten av 1800-talet nyligen omformade, gymnasiet (Lundin, 2008). Denna
fordndring av skolmatematiken kom dock framforallt att gdlla inom aritmetik och algebra.

Geometrin genomgick inte samma Overgang under 1800-talet som de andra delarna av
skolmatematiken. Lundin (2008) lyfter fram att de nya geometribockerna som producerades
for skolan under perioden inte fick ordentlig genomslagskraft och Euklides elementa forblev
istdllet styrande av undervisningens praxis. Enligt Lundgren (1989) genomgick skolan under
1800-talet en langsam fordndring mot att bli mer realistisk. En mer naturvetenskapligt inriktad
utbildning borjade ta form; det industriella samhillets behov av kompetent arbetskraft borjade
for forsta gdngen synas i svensk utbildning (ibid.). Lundgren (1989) framhéller att de
diskussioner som forts inom naturvetenskapliga kretsar sedan reformationen under 1500-talet
borjat fa féste i utbildningsverksamheten med industrins 6kade behov pa naturvetenskaplig
kompetens. Lundgren (1989) menar dven att politiska ideologier, framvuxna ur franska och
amerikanska revolutionen, vilka stillde allt storre krav pa en utbildning for alla, 1dngsamt
borjade sprida sig 6ver Europa. En av de ledande profilerna i debatten som fortsatte Gver hela
1800-talet var amerikanen Samuel Smith (1752-1839). Han foresprakade en realistisk
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laroplan anpassad for samhillets behov. Geometrin borjade med denna diskussion att skifta
fokus fran att enbart vara en 6vning for intellektet till att bli ndgot praktiskt och anvindbart pa
bade individniva och samhillsnivéd (Lundin, 2008; Lundgren, 1989). Fordandringen av skolan i
Sverige skedde dock langsammare &n i industrialiseringens hemland och vagga, England.
Lundgren (1989) betonar biologen och liraren Thomas Huxley som forgrundsgestalt 1
fordndringen av synen pd matematiken i skolan. Thomas Henry Huxley (1825-1895) var en
darwinist med liberalistiska ideal som drev utvecklingen av en ny ldroplan i England. Huxley
ansdg att stora fordndringar i laroplanen som inkluderade mer naturvetenskap var en
grundforutsittning for vidare industrialisering i England och dess kolonier. Med omformning
av laroplanen i England fick matematik en mer central roll som ett naturvetenskapligt imne
och dven geometriundervisningen fordndrades for att f4 en mer praktisk funktion. I Sverige
gick det dock ldngsammare och geometriundervisningen beholl en klassisk bildande och
intellekttranande stdllning under hela 1800-talet och bdrjan av 1900-talet.

Sammanfattningsvis borjade diskussionerna kring geometriundervisningens utformning att ta
plats i skoldebatten under 1800-talet. Dock var matematikens stdllning svag i den svenska
skolan dir humanistiska, moralistiska och teologiska studier var langt mer framtrddande under
perioden. Men med ett allt mer skiftande fokus fran en skola enbart utformad efter
bildningsidealet, till en ny skola, snarare inriktad mot naturvetenskap, kom geometrins
utformning att diskuteras allt mer vilket under 1900-talet kom att leda till stora forédndringar.

3.1.3 1906-1962

Under perioden 1906 - 1962 6verfordes, frin England, USA och Preussen (senare Tyskland)
stora delar av den, under tidigare rubrik behandlade, argumentationen kring
verklighetsbaserad anpassning av undervisningen till Sverige. Lundin (2008) beskriver hur
den svenska skolan bedrev en anpassningsprocess for att skolans verklighet skulle bli mer
realistisk och greppbar. Vidare belyses en infallsvinkel som diskuterades och applicerades i
kurslitteratursutformning, nimligen att omformulera axiom for anvéndning i skolan.
Omformuleringen av axiomen ansags vara nddvindig for att studenter skulle uppna en dkad
forstaelse for amnesinnehallet. Utmaningen vid fordndringsarbetet av axiomen var framforallt
att inte mista den stringens som skapats vid atskilliga och vélbetinkta revideringar av
Euklides elementa (Prytz, 2007). Dock diskuterades inte enbart omformulering av axiom, utan
hela den axiomatiska geometrin ifrdgasattes allt mer under perioden. Skolgeometrins nytta i
praxisndra situationer och sanningshalten som olika utformningar av axiom inbegrep skapade
en stor skepsis kring dess fortsatta nyttovirde for elever. I den nyss beskrivna debatten var
dven parallellaxiomet ett tydligt framtrddande debattdmne nir det kom till geometrins
utformning i skolan. Parallellaxiomet behandlas ingédende av Lewis (1920) dér foljande
oversittning av Euklides tolfte axiom eller femte postulat, beroende pa tolkning, inleder:

“If a straight line falling on two straight lines makes the interior angles on the same side less
than two right angles, the two straight lines if produced indefinitely meet on that side on
which are the angles less than two right angles”

(Lewis, 1920 s.1)

Lewis (1920) pekar pa att den tidigaste kritiken mot Parallellaxiomet visade att axiomet inte
var sjdlvforklarande, ndgot som anses vara en grundegenskap hos axiom och som de andra
axiomen i elementa uppfyller. Kritiken innefattade att Parallellaxiomet fran borjan inte enbart
hade samma stringens som 0vriga axiom och darfor borde undvikas. Enligt Lewis (1920) var



Euklides medveten om problemen med axiomet och forsokte, utan att lyckas, bevisa det med
de andra postulaten och axiomen. Euklides kom fram till att han varken kunde bevisa
Parallellaxiomet eller fortsétta arbetet utan det. Under manga ar gjordes forsok att bevisa
Parallellaxiomet innan det, mellan 1820 och 1830, forkastades simultant av Nikolaj
Lobatjevskij och Janos Bolyai. Lobatjevskij och Bolyai skapade, oberoende av varandra, en
hyperbolisk geometri som visade att trianglar har en vinkelsumma som 4r mindre &n 180
grader (Lewis, 1920). Kritiken som vuxit mot Euklides elementa hade enligt Lewis (1920)
fordndrat synen pa euklidisk geometri frdn sanningar hirledda fran logiken och naturen till
enbart hypoteser. Euklides elementa och verk baserade pd den har en stringens och satser
bevisade pa ett hallbart sdtt, men enligt Lewis (1920) finns det manga delar dér dessa verk inte
ar tillrdckligt tdckande for att kunna anses vara fullindade verk géllande forstdelse av
geometri.

Euklides elementa lag som tidigare ndmnts till grund for geometriundervisning och
larobocker. Men med den 6kande och rattfardigade kritiken som framforts mot elementa vixte
viljan allt mer for att reformera skolan i helhet och den axiomatiska geometriundervisningen
sags som allt mer forlegad i sin utformning (Lundin, 2008).

Utover den vetenskapliga kritiken mot Euklides elementa som presenterades under 1800-talet
beskriver Prytz (2007) hur skolan uppfattade den euklidiska geometrin som
vardagsfrimmande for eleverna. Som exempel pa detta anges hur geometrin kunde uppfattas
som distanserad fran verklig praxis eftersom det fanns vildigt lite eller helt saknades area-,
volym-, och ldngdberikning i skolans geometrilirobdcker. Dessa berdkningar dr element inom
geometrin med tydliga anvindningsomréden. Argumentet for den axiomatiska geometrins
fortskridande var fortsatt att den fungerade som utmaérkt tréning for logiskt tinkande och att
det, genom Ovning i1 bevisforing, bidrog till att utveckla ett allmént kritiskt forhéllningssatt
(ibid.).

Under 1800-talet borjade det, som tidigare ndmnts, att stéllas krav inom
matematikundervisningen som innebar att larobdckerna skulle erbjuda elever fler
ovningsuppgifter for att mojliggora ett mer sjélvstindigt arbete. Euklides elementa kunde inte
leva upp till dessa krav, varfor roster, &ven av denna anledning, gjorde sig horda for en
fornyelse av larobocker och undervisnings inriktning (Lundin, 2008).

Inom de vésterldndska skolorna pagick under borjan av 1900-talet en diskussion kring hur
laroplanerna skulle vara utformade, med avseende p& moralistisk, ideologisk eller rationell
grund (Lundgren, 1989). Det som kom att {4 storst genomslag i Sverige var enligt Lundgren
(1989) den rationella grunden. Den rationella laroplanens ideologiska grund handlar om vilka
funktioner utbildningen har i samhéllet och att skolan skall stréva mot att ge elever
anvéndbara kunskaper for samhillet och néringslivet. Denna grund for skolans utformning
kom att pdverka geometriundervisningen. Den axiomatiska geometrin, som enbart syftade till
att gynna det logiska tankandet, kritiserades allt mer och nya influenser fran framforallt USA
fick mer utrymme i moderniseringsarbetet av skolan.

Diskussionerna, vilka var snarlika de tidigare beskrivna frdn 1800-talet, mynnade under 1900-
talets borjan ut i att alternativa geometrildrobocker 6kade i popularitet. Dessa larobocker var
utformade pa ett sddant vis att rikneuppgifter successivt blev svarare, vilket mdjliggjorde ett
mer sjdlvstindigt arbete for eleverna. Fokus lag ofta pé att satser och bevis skulle géras mer
tillgéngliga for elever genom att framstd som naturliga. Exempelvis kunde de bygga pé
symmetrier och vikningar. Dessa ldrobocker var under 1930-talet mer populdra dn de som



rigordst foljde Euklides elementa. Men dven om ett laroboksskifte hade intrdffat utgjorde
fortfarande den axiomatiska metoden grunden inom geometriundervisningen, om an forenklad
for eleverna (Prytz, 2007)

Kring 1930-talets slut debatterades det huruvida den axiomatiska metodens existens skulle
vara ndrvarande i den svenska realskolan dver huvud taget (Prytz, 2007). Denna debatt
utvecklades under kommande trettio ar och Sverige blev under 1950-talet en del av New
Mathematics, vilken var en rérelse som kom att forédndra hela skolmatematiken frén grunden.

3.1.4 1963-1980

Under 1960-talet kom tva stora skolreformer, Igy63 samt Igy69, vilka fordndrade
matematiken inom skolan och s dven geometrin, som under en lang tid varit ofordndrad.
Johan Prytz (2017a) ndmner i “utbildningens revolutioner” att skolreformerna under 1960-
talet innebar ett nytt sétt att se pa utbildningen och dess koppling till vetenskap. Tidigare hade
skoldmnena i stor utstrackning varit speglingar av vetenskapliga discipliner. Den nya skolan
skulle istdllet bygga pé en vetenskaplig utformning av undervisningen, framarbetad med
upptickter hos de nya vetenskaperna: psykologi och pedagogik. Utover ron fran de nya
vetenskaperna skulle skolan utformas med hjilp av avndmnarundersdkningar, dér personer,
insatta i olika &mnen, fick fortydliga vilka behov deras dmne eller bransch 6nskade att skolan
skulle ge elever rent kunskapsméssigt. Dessutom gjordes storskaliga forsok att 1 klassrum né
en fungerande metodik som sedan kunde appliceras i alla Sveriges skolor for att fa en jimlik
och rattvis utbildning. Utifran ovan beskrivna tankegangar kring den nya skolan inférdes dven
den nya matematiken.

Den nya matematiken var en rorelse som vixte fram 1 USA och Frankrike under 1950-talet.
Den dmnade minska skillnaderna mellan den utdaterade skolmatematiken som ldstes pé
hogskoleforberedande kurser och den moderna matematiska vetenskapen som universitetens
verksamhet byggde pa. Bland annat eftersdktes en mer analytisk geometri, dér algebraiska
metoder kunde tillampas for att 16sa geometriska problem. Den analytiska geometrin ansags
nidmligen forbereda eleverna béttre infor fortsatta studier (Prytz, 2017a).

Omformningen av de hogskoleforberedande kurserna medforde ett behov att reformera 6vrig
skolmatematik. Det allménna expertutlatandet betonade mojligheten att bygga om
skolmatematiken frén forsta klass till sista kurs pd gymnasiet sa att hela
matematikundervisningen byggde pd en enda ldng progression, till skillnad fran forut da
aritmetik, algebra och geometri i manga fall hanterats som vitt skilda &mnen, helt utan
koppling till varandra (Prytz, 2017b). Ombildningen av matematiken medforde att geometrin
fick en sekundér prioritering. Att trina rationellt tinkande hade varit det stdrsta argumentet
for studier inom euklidisk geometri. Vid reformerna under 1960-talet flyttades fokus fran
geometri till mingdldra som redskap for att trdna det rationella tainkandet d4 méngdlaran
ansdgs battre anpassad for ldgre arskurser och dirfor passade bittre in i synen av progression i
matematikdmnets uppbyggnad (Prytz, 2017b). Geometrin forsvann dock inte frén skolan.
Detta eftersom berdkningar av bland annat areor, omkretsar och volymer ansags som
oumbdrliga bestandsdelar inom skolmatematiken. Dessa verklighetsbaserade berdkningar fick
dessutom allt storre plats under revideringen av ldroplanerna under 1970-talet. Fran 1960-
talets slut tog den analytiska geometrin en allt storre plats i skolan och geometrin
inkorporerades i algebra och analys (Prytz, 2017b). Detta syns i dagens gymnasiala
skolmatematik och behandlas i foljande avsnitt.

9



3.1.5 Hur ser geometriundervisningen ut idag

I den moderna geometriundervisningen ligger ett stort fokus pa rdknande och tillimpning av
satser. Den just ndimnda tillimpningen bor dessutom betonas extra mycket eftersom behovet
av forstielse for de satser som anvinds inte &r i ndrheten av vad det tidigare varit. Exempelvis
saknar gymnasieskolans kursmél for matematik 1 och 2 kriterier géllande utférande av bevis.
Det ndrmaste elever kommer bevisforing &r i matematik 1c dd de skall kunna illustrera bevis,
dér Pythagoras sats och triangelns vinkelsumma anges som exempel (Skolverket, 2011). Som
tidigare beskrivits fasades den axiomatiska matematiken ut redan 1962 och idag ar
avsaknaden fortsatt total.

Vid granskning av bilaga 2, vilken dr en sammanstéllning av skolans kursmél kopplade till
geometri, uppdagas att ett fokus pa analytisk geometri vuxit sig starkt. Har finns dven
underlag for pastaendet att berdkning av figurers sidor samt vinklar dven dr centrala.

De kursmal som finns for de olika matematikkurserna ar dock inte det enda som styr den
svenska matematikundervisningen. Exempelvis anger 70% av de ldrare som deltagit i
Skolverkets undersokning (Skolverket, 2016) att de nationella proven paverkar deras upplagg
av undervisning. Genom en kort granskning av ett flertal nationella prov bekriftades
slutsatsen om den traditionella, inte algebrabeblandade, geometrins laga stdllning inom den
svenska skolan (Skolverket, 2018). Granskningen av proven bekriftar att geometrin
fortfarande finns kvar i skolan men med tydlig sekundir roll till analys och algebra. Den
traditionella geometrin kan ses som mycket ytligt behandlad av styrdokumenten och de
nationella proven.

3.2 Geometriundervisningens vetenskapliga grund och didaktiska
vinklingar.

Resultatet fran granskningen av geometrididaktiken baseras pa olika modeller och teorier.
Den forsta delen fokuserar pé arbeten framtagna av Dina van Hiele-Geldof och Pierre van
Hiele, ett forskande par frdn Nederldnderna. Bdde Dina och Pierre doktorerade under 1950-
talet och deras mest kéinda modell, de fem nivderna av tankeutveckling vid geometristudier,
ligger 1 fokus. Ménga av van Hieles resultat har likheter med Jean Piagets teorier om kognitiv
utveckling, vilka behandlas i den andra delen. Tredje delen behandlar kortfattat en jamforelse
av de presenterade forskningsronen.

3.2.1 van Hiele

Det tidigare presenterade paret van Hiele arbetade fram en modell for hur elever lir sig
geometri. Modellen &r unik i sitt slag inom geometriundervisningen och har varit relevant for
hur uppldgg av undervisning vuxit fram (Fuys, Geddes & Tischler, 1988). Crowley (1987)
presenterar van Hiele-modellen som bestér av foljande fem, forenklade, nivéer av forstéelse,
vilka bildar en kognitiv trappa:
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0: Visualisering

Vid detta steg dr studenterna medvetna om att det finns ndgonting runt omkring dem.
Geometriska figurer kdnns igen pa sin form snarare dn sina egenskaper. Vad som
kénnetecknar individer som befinner sig pa denna niva dr att de kan léra sig det geometriska
ordforradet samt kan identifiera och reproducera olika geometriska former.

Exempeluppgift:

Tag olika geometriska objekt och placera dem framfor eleven. Eleven skall darefter gruppera
de geometriska objekten utifran egna kriterier, for att sedan argumentera for dessa (Crowley,
1987).

1: Analys

Inom denna nivé kan elever se olika figurers egenskaper. Bland annat kan eleven
karaktérisera olika polygoner utefter médngden horn och kan genomfora empiriska experiment
och observationer. Eleven borjar vid detta stadium att se relationer mellan olika figurer men
finner det problematiskt att forklara egenskaperna da alla egenskaper hos geometriska figurer
inte dnnu kan identifieras.

Exempeluppgift:

Urklippta geometriska objekt, av papper, delas ut till eleven. Dessa skall vikas for att eleven
skall kunna identifiera symmetrier (Crowley, 1987).

2: Informell deduktion

Pa denna niva borjar elever abstrahera verkligheten genom att identifiera fler element hos
geometriska figurer. Exempelvis kan grader i horn, parallella sidor och andra mer abstrakta
egenskaper hos figurer urskiljas. Inom denna niva borjar dven eleven att logiskt hérleda
argument och resonemang till grundsanningar, dock utan att kunna identifiera dessa som
axiom. Féardigheten att kommunicera pa matematiskt sprak borjar hér att infinna sig.
Exempeluppgift:

Eleven far anvinda kunskaper om sidor, vinklar och likformighet {or att skriva ut
identifikatorer for olika geometriska objekt och direfter dela in dem i grupper, vilka sérskiljs
fran andra grupper beroende pa just ndmnda identifikatorer (Crowley, 1987).

3: Deduktion

Eleven inser betydelsen av deduktion i férhallande till ett axiomatiskt system. Grunder till
figurers bendmning och egenskaper kopplas till axiom och dess roll for att kunna bevisa satser
och forhdllanden inom geometri. En elev pa denna niva borjar kunna konstruera, och ej endast
minnas, ett flertal bevis och samband. Dock ir inte tinkandet kring axiom och bevis
fardigutvecklat. Spriket bor dven hélla en hog niva. Insikt kring olika tillvigagangssétt for
bevisforing borjar infinna sig.

Exempeluppgift:

Eleven far ett ofullstindigt bevis presenterat for sig. Detta bevis skall slutforas och eventuella
felaktigheter skall korrigeras (Crowley, 1987).

4: Stringens

Under denna niva kan elever arbeta inom olika axiomatiska system, vilket mojliggor
studerande av icke-euklidisk geometri. Denna niva ér en pabyggnad av niva 3, dir individer
som befinner sig pa nivé 4 har full forstielse for geometri som négot abstrakt.
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Paret van Hiele skapade dven ndgra riktlinjer vilka ldrare méste vara medvetna om for att
kunna omsitta modellen i praktiken. Dessa riktlinjner aterfinns i ”The van Hiele model of the
development of geometric thought” (Crowley, 1987) och presenteras under nedanstdende
bendmningar.

Pafoljning:
Inldrningsprocessen kan liknas vid olika trappsteg. For att ta sig vidare i sitt ldrande &r det av
storsta vikt att eleven inte hoppar dver nigot av dessa trappsteg.

Avancemang:

Framsteg genom de olika nivéerna beror snarare pa erfarenhet &n &lder. Detta eftersom det
aldrig finns nagra metoder som kan férmé elever att hoppa dver olika nivaer. Metoder som
siktar pé att paskynda detta har snarare en tendens att motverka framsteg inom nivaerna. Ett
exempel pa det sistndmnda &r att memorera formler istdllet for att harleda dem.

Tilldmpning och forstdelse:

Ett studerat objektet dr svért att forstd innan nésta niva har nétts. Det aktuella objektet
tillampas ndmligen inom en specifik nivd, medan djupare analyser, vilka tydliggor varfor
tillampningen fungerar, infinner sig pa nistfoljande niva.

Sprakvis:
Varje niva har sina egna sprak och uttryck. Darfor kan korrekt sprék vid en niva anses vara
felaktigt eller otillrackligt vid en annan, varfor de kan behdva modifieras vid nésta niva.

Felanpassning:
Om ett undervisningsmoment &r anpassat till en hogre nivd dn den en elev befinner sig pé, ar
det omgjligt att uppna dnskad larandeeffekt frin undervisningsmomentet.

van Hiele pévisar vidare hur ldrarens roll i klassrummet &r viktig. En betydelsefull del av
lararens jobb dr att stdlla utmanande frigor till elever. En typisk saddan fraga dr “Varfor?” eller
“Hur vet du att den rdda bollen ér storre dn den grona?”. Dessa fragor stimulerar elevers
tankande och ir sdledes avgorande for deras utveckling (Crowley, 1987).

Fragor som dessa stimulerar dven elever till att vara mer aktiva i klassrummet, pad samma sétt
som problemldsning tillsammans med andra elever gor, vilket gynnar elevernas matematiska
tankande (Jonsson, Nordqvist, Liljekvist & Lithner, 2014). Slutligen bor det ndmnas att van
Hiele-nivéerna inte bor betraktas som huggna i sten eftersom att en elev, inom olika
laromraden, simultant befinner sig pé olika nivéer (Gutiérrez, Jaime, & Fortuny, 1991). van
Hiele tillforde ett tydligt vetenskapligt tankesitt kring geometriundervisning och byggde
teorier pa ron av didaktikern Jean Piaget. Forhéllandet mellan Piagets teorier om larande
krockade dock ofta med paret van Hieles modeller, men for att vidare kunna illustrera detta
fokuserar nésta stycke pa Jean Piaget.
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3.2.2 Jean Piaget

Den schweiziske forskaren Jean Piaget intresserade sig, bland mycket annat, for pedagogiska
sammanhang. Han var mer intresserad av hur individer ndr fram till ett svar snarare dn om
eleven ndr fram till ett svar. Av just denna anledning var han kritisk till undersékningar
utforda pa liknande vis som PISAs matematiktest i skolan, eftersom dessa inte redogor for
elevers tankebanor (Séljo, 2014). Piaget betraktade tdnkandet som en process snarare dn en
produkt, och hiirledde efter detta en stadieteori. Aven om Piaget sjilv inte betonade sin
stadieteori speciellt starkt, kom just denna att bli kéind hos bade sympatisorer och kritiker
(Séljo, 2014).

Vuxna befinner sig pa de formella operationernas stadium, vilket uppnas redan vid tolv ars
alder. Fardigheten att tinka logiskt har ocksa utvecklats till vad Piaget bendmner reflektiv
abstraktion. Med detta avses en 0kande formaga att medvetet konstruera erfarenheter pd en
abstrakt niva, exempelvis inom matematik. En stor anledning till varfér Piaget publicerade sin
forskning om kognitiva stadier var for att framhalla vikten av att ldrare undervisar pd elevers,
befintliga, kognitiva niva (Siljo, 2014). Vidare forklarar Siljo (2014) att Piaget framholl
vikten av att elever samarbetar, uppticker och utvecklar kunskaper tillsammans, varfér han
ansdg att arbetsformer i skolan borde anpassas efter detta. Just vikten av att eleven sjélv far
komma till insikt om ndgot, snarare @n att lararen forklarar for eleven, dr avgorande enligt
Piaget.

“kom ihag att varje gdang man alltfor tidigt undervisar ett barn om ndagot som barnet kunde
kommit underfund med pd egen hand, sd hindras barnet fran att upptdicka detta och ddrfor
ocksd fran att forsta det fullt ut...”

(Séljo, 2014, s. 283)

Enligt Piaget strévar alla levande varelser efter ett ekvilibrium, det vill sdga jdmvikt mellan en
individ och dess omgivning. Ett ekvilibrium uppnas genom kognitiv anpassning, vilken delas
in 1 tvd samspelande processer: assimilation samt ackommodation.

Assimilation:

Individer tillskansar sig kunskap genom sina erfarenheter; kognitiva strukturer utvecklas.
Denna nyvunna kunskap inverkar pé de redan befintliga teorierna en individ besitter och
tillsammans utgoér de en mer omfattande och berikad kunskap (Siljo, 2014). Ett exempel pa
detta kan vara en individs upptackt av att trianglars vinkelsumma alltid verkar vara 180
grader, varfor eleven da definierar triangeln som en figur med tre horn, vars vinkelsumma ar
180 grader.

Ackommodation:

Efter att ha pabyggt sina kunskaper med hjdlp av assimilation kan en elev, med hjélp av nya
erfarenheter, omedvetet skapa en kognitiv konflikt dd dessa nya erfarenheter strider mot den
kognitiva struktur eleven tidigare skapat. For att uppna ett ekvilibrium maste dé individen
ackommodera, det vill sidga éndra sin tidigare forestillning (Séljo, 2014). Ett exempel pa detta
kan vara att den individ, som tidigare beskrivits kommit fram till att vinkelsumman hos
trianglar tycks vara 180 grader, far illustrerat for sig hur en triangel skulle se ut pd en
jordglob, dir tva horn dr beldgna pa ekvatorn och det sista pa Nordpolen. Denna triangels
vinkelsumma 6verskrider 180 grader, varfor eleven behdver ackommodera frén sin tidigare
forestillning om trianglar, och skapa en ny definition som &ven fungerar pa sfériska ytor.
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3.2.3 Piaget och van Hiele samt 6vriga kommentarer.

Som tidigare presenterats var paret van Hiele influerade av Piaget i sin forskning. De olika
ronen visar dock pa att van Hiele i ménga avseenden var kritiska till Piagets teorier (Nystom,
1998). Likheterna kan bland annat identifieras med att Jean Piaget anser att larandet av
geometri inte kommer genom beskadning av 10sningar och figurer samt repetition av dessa.
Snarare hdvdar han att deltagande i en konstruktion av exempelvis figurer dkar forstaelsen for
dessa. Figurerna méste upptickas av eleven sjdlv, foretradesvis genom logiska resonemang
(Clements, 2003). Detta kan liknas vid vad Dina och Pierre van Hiele papekar géllande
instruktioner till uppgifter. Om en ldrare forenklar och férminskar ett presentationsinnehéll, sa
att den larande littare kan komma ihdg vad ldraren sagt och uttryckt, kommer detta att
medfora en lagre grundlig forstaelse hos eleven, varfor denne inte kommer lyckas avancera
till hogre nivéer (Clements, 2003).

En uppenbar skillnad mellan Piaget och van Hiele var att Piaget grundande sina kognitiva
stadier med alder som bas, medan van Hiele grundade sina kognitiva utvecklingsnivaer med
befintligt utvecklingsstadium som bas, oberoende av alder (Crowley, 1987; Siljo, 2014).

En annan skillnad dr att Piaget anség att en uppnadd kognitiv nivd inom ett visst &mne enkelt
kunde tilldimpas i andra sammanhang. Det vill sdga, att en lidrande inte tvingas borja om fran
den ldgsta kognitiva nivén nir den stills infor ett nytt &mne. Dina och Pierre van Hiele ansig
att utvecklingsstadierna ater behdvde genomgds om eleven utsattes for ett nytt &mne, men att
eleven snabbt arbetar sig upp till den niva dir den befann sig i det féregdende &mnet
(Clements & Battista, 1992).
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3.3 Digitalisering 1 skolan

Digitaliseringen av skolan har undgatt fa. Manga skolor erbjuder till och med egna datorer till
sina elever. Till datorerna finns det flera program som kan hjélpa till i undervisningen, savél
for elev som larare. Nagra exempel pa program och hemsidor som kan stddja
matematikundervisningen dr GeoGebra, Kahoot samt diverse intelligenta handledarsystem.
Implementering av dessa dr dock inte problemfritt.

“Vi far inte tro att skolelever, som ndgra romantikens naturbarn, av sig sjdilva, utan
forkunskaper och forforstdelse, kan tillgodogéra sig de informationsmdngder som tekniken
ger tillgang till.”

(Pedersen, 1998, s. 42)

Att infora tekniska hjélpmedel i1 skolan torde emellertid vara léttare sagt 4n gjort. Exempelvis
pavisar Pierce & Stacey (2013) hur sammanvévning av teknik och pedagogik inte &r helt
okomplicerat och saledes en tidskrdvande process. Att implementeringen av digitala
hjélpmedel i skolan &r tidskrdvande pévisar dven Jan Hylén (2013), som antyder att det kan ta
flera &r innan positiva resultat uppnds. Men for att nd en lyckad implementering av teknik i
skolan anser Gudrun Malmer (2002), i likhet med teorier beskrivna av van Hiele, att om en
elev skall uppna forstdelse samt kinna motivation ar det avgorande att instruktioner och
larandesituationer befinner sig pa elevens kunskapsniva. Ndgot som béde kan forenklas och
forsvaras med tekniska hjdlpmedel.

Aven om mycket litteratur r positivt inriktad mot digitaliseringen av skolan gir det att finna
kritiska inslag. Exempelvis antyder Pedersen (1998) att den nya informationstekniken kan
medfOra att ldrare ersdtter viardefulla pedagogiska rumsaktiviteter mot arbete framfor datorn.
Som exempel ges att datorsimuleringar i naturvetenskapliga amnen kan ersitta verkliga
experiment. A andra sidan héinvisar Pedersen (1998) #ven till forskning med positiva resultat,
framtagna av Seymour Papert, vilka visar att barns tinkande gynnas av att kommunicera med
datorn eftersom barnet blir medvetet om sitt eget sitt att tinka. Vidare nimner Olson (1988)
att bra datorprogram kan inspirera lérare till alternativa metoder att bedriva i undervisning.
Bilden av att digitala hjédlpmedel kan sta till svensk skolverksamhets gunst utvecklas av Jan
Hylén som i sin artikel (Hylén & Gronlund, 2011) visar pé ett flertal studier som intygar att
digitala hjdlpmedel frdmjar elevers motivation till skolan och dessutom bidrar till férre
disciplinproblem. Vidare beskriver Hylén (2013) att den hdjda motivationen i skolan innebér
mer tilldgnad tid &t studier, vilket i sin tur kan leda till hjda resultat och 6kad maluppfyllelse.
Utover detta visar en studie av Spires, Rowe, Mott & Lester (2011) att elever fatt battre
problemldsningsforméga genom att spela ett mysteriespel pa datorn, dér det krivts att eleven
stéller upp hypoteser samt 16ser problem inom mikrobiologi, varfor Spires et al. (2011) anser
att spelbaserat ldrande bor anvéndas oftare.

Sammanfattningsvis finns det ménga hjélpmedel som kan frimja undervisningen inom
geometri. Denna resultatdel behandlar GeoGebra, Kahoot och intelligenta handledarsystem.
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3.3.1 GeoGebra

GeoGebra ér ett dynamiskt geometriprogram och ett digitalt verktyg dversatt pé flera olika
sprak. Anviandningsomradena med programmet &r breda och gér att anpassa till ménga olika
nivaer.

“En av de mest iogonfallande egenskaperna hos GeoGebra dr att det dr avsett for
undervisning”
(Lingefjérd, 2009, s.38)

Eftersom programmet dr skapat just for undervisnings skull finns det redan fardiga dvningar
som elever kan experimentera med. Exempelvis nedanstiende:

./
vinkela = 124°

Parallellogram .

sidarod = 7
o

sidabla =5
o

124°

Lisa Osterling

fig.2 (GeoGebra, (u.a))

Hir kan elever experimentera och upptidcka vad som hinder med vinklarna i en fyrhorning vid
forldngning och forkortning av sidorna. Eleven tillats dven se hur fyrhdrningens utseende
méste fordndras vi justering av vinklar. Liknande 6vningar finns for att exempelvis uppticka
hur rdta linjens ekvation beror av sina variabler.

Ett exempel pd hur ett bevis kan introduceras med experiment i GeoGebra:

Ett for geometriundervisningen vanligt forekommande bevis for en triangels vinkelsumma &r
att rita upp en triangel pé ett papper, for att sedan dela denna i tre delar med ett hérn
tillhdrande varje del. Dessa horn pusslas sedan ihop och det blir synligt att vinkelsumman é&r
180 grader. Lingefjard & Jonsson (2009) visar hur detta dven enkelt kan askadliggoras 1
GeoGebra. Det racker med att helt sonika rita upp en triangel och be GeoGebra ange
vinklarna i hornen. Sedan kan eleven dra i hornen, sa att vinklarna dndras, och inse att
vinkelsumman dr bestdende. Detta dr givetvis inget bevis, men det fyller &tminstone en
funktion som experiment och introduktion till efterfoljande bevis.
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Ett exempel pd hur ett optimeringsproblem ldses i GeoGebra:

En fotbollspelare 16per lings med langsidan av planen och funderar pa nir hon har den bista
skottvinkeln mot mal. Nar ar skottvinkeln som storst? Med skottvinkel avses den vinkel som
uppstar mellan spelaren och mélets stolpar. Ovanstéende &r ett problem som kan 16sas pa
olika svarighetsnivder. Ett alternativ vore att rita en triangel 1 GeoGebra dér ett av hornen ér
fotbollsspelaren och lata de overblivna hornen vara mélstolparna. Genom att be GeoGebra
skriva ut vinkeln nérmast fotbollsspelaren tillats den larande att studera hur denna férédndrar
sig nér spelaren forflyttas kring en rdt linje. Lingefjard & Hall (2012) presenterar en mer
avancerad och allmén 16sning, oberoende av spelarens avstand frén langsidan. Det senare
exemplet kan antas vara avsett for de mer avancerade matematikkurserna pa gymnasiet.
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fig.3 (Lingefjard & Hall, 2012, s.54)
Sammanfattningsvis dr funktionerna och lirandepotentialen i GeoGebra dr mangfacetterade.
Thomas Lingefjard tillats avsluta detta kapitel med ett citat:

”[ GeoGebra kan man skapa ett geometriskt objekt och samtidigt se den algebraiska
ekvationen vdxa fram.”

- Thomas Lingefjard (Larsnés, 2011)
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3.3.2 Kahoot

Kahoot idr ett digitalt verktyg, vilket ldrare kan anvénda for att producera fragespel. Elever
kan enkelt och, om sa dnskas, anonymt svara pa fragorna i sina mobiltelefoner och ldraren
kan se svarsfrekvensen i olika diagram. Detta &r ett enkelt sdtt for larare att se vad elever kan
och inte kan.

Pa ett prov kan det vara svart for en ldrare att se vad en elev verkligen forstar, om frdgorna ar
utformade pé ett sddant vis att eleven kan erhalla flera E-poéng fran olika omréden, eller om
E-poédng dr kombinerade med C-podng. Exempelvis kan formuleringen av en fraga pd C-niva
gora att en elev inte forstar uppgiften, varfor eleven heller inte kommer kunna visa sina
kunskaper pd E-nivan. For att d& synliggora elevens forstéelse kan ldararen behdva skapa
enpodngsfragor, vilka kommer forlédnga réittningstiden och dessutom gora det svarare att skapa
struktur i provet.

I Kahoot skapar ldraren ett 6nskat antal frdgor och véljer sedan tidsbegrénsning. Frdgorna kan
ha flera svarsalternativ, och deras utformning kan variera eftersom lararen har flera alternativ
att vélja pa. Dessutom kan elever enkelt gora egna kahooter, och pa sa vis gora ovningsprov
eller 6vningar 4t varandra.

Genom att besvara och kreera kahooter anvéander elever dels sitt kritiska tdnkande, men
behover dven engagera sig 1 undervisningen pa ett, for bade elev och ldrare, underhallande vis.
Detta &r nagot som Ryan Dellos (2015) pavisar &r betydelsefullt for elevers larande. Vidare
framhéller Beverly Icard (2014) att elever gynnas av att anvidnda digitala spel i1 klassrummet
eftersom de fér ldra sig att hantera framgang och misslyckanden, sdvil som att trina sina
fardigheter i problemldsning.

fig4

Vilket av foljande stammer for en trubbvinklig triangel? ®

Full Screen

1

vO0 0 0

Show media W\ End Game

A Det maste finnas en rat vinkel ‘ Tva vinklar ar spetsiga

. Alla vinklar ar lika stora

I figur 4 anvénder forfattarna sig av Kahoot for att illustrera hur programmet kan anvéndas 1
matematikkurs 1, vilken behandlar namngivning av vinklar.

Mgjligen besvarar Kahoot frigan om eleven nitt fram till ett svar, snarare dn hur eleven burit
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sig at. Som tidigare beskrivits dr detta nagot Jean Piaget skulle stillt sig kritisk till. I detta
arbete presenterar dock Kahoot som ett verktyg bidragande till, bland annat, en tydlig
skildring av elevens befintliga kunskapsniva, vilken ldrare sedan kan anpassa sin undervisning
efter. Detta har tidigare pavisats vara ndgot som Piaget hogaktar gillande elevers inldrning.
Dessutom bidrar sékerligen Kahoot till ett 6kat aktivt engagemang samt mojligheten for
elever att konstruera uppgifter, vilket aktuell forskning visar ger goda larandeeffekter (Chi,
2009).

3.3.3 Handledarsystem

Intelligenta handledarsystem é&r e-baserade medierande redskap for undervisningen och ar
under stadig utveckling. Burns och Capps (1988) beskriver att grundidén for intelligenta
handledarsystem ar att bygga program for undervisning som gér ett steg lingre 4n att enbart
vara datorstyrda instruktioner. Systemen skall for att definieras som intelligenta bygga pa en
artificiell intelligens som skall ldsa av studenters formaga och dérefter anpassa instruktioner
utifran individniva. Detta kan exempelvis ske genom att systemet analyserar hur elever svarar
pa olika fragor, varpé slutsatser dras om deras befintliga kunskap. Handledarsystemen &r
saledes en form av e-ldiromedel som finns till for att underlitta, bland annat, individanpassade
lektionsuppligg. Data frdn 2012, sammanstélld av Nye (2015), visar dock att Sverige ligger
langt efter bade vad det géller forskning och anvéndning av intelligenta handledarsystem 1
skolan. Jimforelsen som Nye (2015) anvinder visar dven att Sverige sticker ut som ett av de
véstldnder som bedriver minst forskning inom omradet. Grannldnderna Danmark, Norge och
Finland ar létta att jimfora med och dr mer prominenta inom omradet.

Handledaresystem kan existera inom samtliga &mnesomraden men Richard, Fortuny, Gagnon,
Leduc, Puertas, Tessier-Baillargeon (2011) presenterar handledarsystem anpassade och
avsedda specifikt for geometriundervisning. Dessa system bygger pa anvdndandet av
dynamiska geometriprogram i undervisningen. Programmen ger eleven instruktioner och
uppgifter som berdknas med hjélp av dynamiska geometriprogram. Ett exempel pé de
dynamiska program som behandlas av Richard et al. (2011) dr det tidigare berérda GeoGebra,
som illustrerar och fortydligar geometriska samband for eleverna. Systemet bygger pé att
lararen beslutar vad eleven behdver 6va pd och sedan skoter programmet stora delar av
interaktionen med eleven och kan stegvis guida eleven till olika fardigheter. Richard et al.
(2011) beskriver vidare ett samspel mellan ldrare, elev och det intelligenta handledarsystemet
med hjilp av en modell. Modellen bygger pd Guy Brousseaus teorier om larandemiljo.
Larandemiljon dr ett begrepp som av Brousseau & Balacheft (1997) forklaras som att eleven
lever i en miljo av kognitiva forestillningar. Genom interaktioner med stoff utmanas
larandemiljons utformning och ny kunskap bildas séledes hos studenten. Med hjilp av rétt
stoff &r ldrarens uppgift att skapa obalans i miljon for att eleven skall ta till sig 6nskade
kunskaper. Den didaktiska miljon &r en del av ldrandemiljon och innehéller bland annat alla
de medierande redskap som studenten stoter pa i ldrandesituationer. Mellan studenten och den
didaktiska miljon sker en kommunikation som kan paverkas av liararen. Richard et al. (2011)
presenterade nedanstdende modell ddr intelligenta handledarsystem bendmns som Tutor
agent. Modellen bygger pa och visar att lararen tillfor och granskar information till och fran
den didaktiska miljon, vilken bendmns i modellen som en del av studentmiljon. Enligt egen
tolkning ar studentmiljon ekvivalent med Brousseaus larandemiljo. Det intelligenta
programmet dndrar pd uppgifter och forklaringar utifrdn studentens respons pa olika fragor
och utformar en virtuell milj6 som studenten sedan tar del av och granskar.
Handledarsystemet fungerar som ett stod for lararen men &r ingen garanti for béttre och mer
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anpassad inldrning da det enbart dr ett verktyg och méste hanteras pa ritt sétt for att ge 6nskad
effekt.

Relationships

. Teacher < > student-milieu system

. Student < > didactical milieu

. Teacher < > student

. Teacher > > didactical milieu

. Tutor agent < > virtual milieu

. Tutor agent < > student-virtual milieu system
. Student < > virtual milieu

Teacher

NOOSEWN =

Student-milieu system

fig.5 (Richard et al, 2011. s. 428)

Ett handledarsystem som inkorporerar dynamiska geometriprogram ar GeogebraTUTOR.
Detta handledarsystem utger sig fOr att vara ett stod for elevers inldrning och &mnar inte vara
en ersittning for ldrare i skolan. Richard et al. (2011) beskriver ndmligen att det finns en viss
rddsla hos ldrarprofessionen att handledarprogram kan vara konkurrerande med ldrarjobben.
Men vidare fastslés att handledarprogrammen maste ses som ett komplement till den
lararledda undervisningen och darfor inte kan komma att ersétta larare, utan endast forbéttra
individualiseringsmdjligheterna i skolan (ibid.).
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4 Diskussion

Diskussionen bestdr av tva delar: metoddiskussion och resultatdiskussion. Metoddiskussionen
utvérderar valda metoder och véger for- och nackdelar med valt arbetssétt. Under
resultatdiskussionen behandlas olika intressanta fragestéllningar som véckts under arbetets
géng. Slutligen innefattar slutsatserna en diskussion kring till vilken nivé fragestéllningen
besvarats samt fragor for fortsatt forskning.

4.1 Metoddiskussion

Vid litteratursokningens inledning anvéndes den kunskap mentorer besatt for att finna
grundldggande sokord, sokfraser och verk. Mentorstyrningen under den inledande fasen satte
en tydlig riktning pa arbetet. Det ledde oss till flertalet kdllor som hade varit svara och
tidskrdvande att finna vid eget s6kande utan védgledning. Uppfattningen av styrningen &r att
den inte haft ndgon negativ inverkan pa sdkprocessen av killor. Visserligen kan flertalet
killor med relevant information missats da grundarbetet for sokordsprovning bortprioriteras,
men de inledande tipsen pa relevanta sdkord och verk uppfattas, av oss, som att det haft en
positiv inverkan pa arbetet. En av anledningarna till att vigledningen uppfattas som gynnande
ar att den hade en tidseffektiv inverkan och dirfor mojliggjorde ndrmare analyser av texter,
vilket vi ansdg vara av positiv karaktér trots den eventuellt inldsande effekt som tipsen kan ha
haft pd s6kprocessen. Dé arbetet inleddes med tips pa enskilda verk samt att snobollsmetoden
varit en viktig del i sokningen av kompletterande information under detta arbete kan urvalet
av litteratur ifrdgasittas. Vi anser dock att informationsbehovet som formulerades i
fragestéllningen tacktes med genomford metod.

Analysmodellen av texterna anser vi vara vél anpassad till fragestéllningen. Texterna som
analyserades bildade en Oversikt 6ver omradet “geometriundervisning i svenska skolan”. For
att bygga en oversikt dver en komplex kontext kridvdes analys av flera olika vetenskapliga
falt. Att sedan vikta och analysera vitt skilda texter fran olika vetenskapliga omraden mot
varandra ansdg vi som svért. Skillnaderna i texternas ursprung ledde till att en mer godtycklig
analys av texternas vetenskapliga virde utifran forfattarens meriter. Vi anser dock detta vara
en god metod fOr att analysera verkens trovardighet. En del som inte ingick i analysen var den
nationella kontext inom vilken texten var skriven. Analysen ticker inte till vilken grad
Frankrike, USA, Spanien eller Storbritanniens skolverksamhet dr speglande mot den svenska
skolverksamheten. Nagot som upplevdes problematisk att behandla var dven att majoriteten
av forskningen inte enbart var inriktad mot geometri i skolmiljo. Mycket forskning handlade
istdllet om matematik i skolmiljoer eller allminna fordndringar av skolan, vilka tydligt inte
enbart riktats mot geometriundervisning. Dessa, just ndmnda, texter vilka var relevanta for
granskning, men ej direkt riktade mot det undersokta omradet, anvéndes i stor utstrackning i
kombination med forskning direkt inriktad mot undersokningsomradet for att styrka olika
delar av arbetet.

Sammanfattningsvis gick metoden for litteraturdversikten bra. Ménga relevanta kallor

granskades pé ett systematiskt sétt, vilket gav en god 6versikt av forskningsomradet och
uppfyllde ddrmed det 6verliggande mélet med metoden: Att fa fram ett tillforlitligt resultat.
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4.2 Resultatdiskussion

Resultatdiskussionen bestdr av tankar som vickts under arbetets gang. Tankarna speglar de tre
huvudpunkterna fran resultatet: historisk skildring, didaktiska ingangar och slutligen tekniska
hjélpmedel. Hir presenteras dven forslag pd vidare forskning.

4.2.1 Diskussionsfragor frin den historiska skildringen

Under denna del har geometrins framvéxt inom den svenska skolan skildrats. Stora delar av
studien ar baserad pa forskning av Johan Prytz. Vid ldsning av de resultat som Prytz ldgger
fram samt jdmfOrelse av Prytzs resultat och andra kéllor har vissa fragestillningar uppstatt. Ett
forsta anmérkningsvért pastaende av Prytz (2007) ér att area-, volym- samt ldngdberdkning
knappt férekom i1 geometriundervisningens material under den tid da verk direkt baserade pa
Euklides elementa anvindes som larobdcker. Prytz ger ett fatal killor for detta pastiende men
skildrar ej bilden av hur lirobdckerna sedan anvindes i undervisningen. Foljden av att inte
behandla till vilken grad ldngd, area och volymberdkning forekom i undervisningen ar att
studien inte kan redogdra for klassrumsverkligheten. For att ytterligare undersoka till vilken
grad uppgifter ej forekom i ldrobdckerna kollade vi ndrmare pé Stromers Euklides elementa.
Dir fann vi tskilliga exempel pé behandling av just 1dngd- och areaberdkning (Stromers,
1884). Anmérkningsvirt dr att dessa fynd inte aterspeglas i Prytzs slutsats.

En del vi anser saknas i framstéllningen av den historiska skildringen ar en tydligare
sociologisk analys av vilka krafter som fordndrade geometriundervisningen. Vi lyfter pa
diverse stéllen fram industrialiseringens behov. Diaremot har svarigheter uppstatt vid forsok
att koppla exakt vilka delar av skolmatematiken som ansags ha ett storre nyttovérde dn andra,
varfor vi anser att det saknas forskning inom detta omrade. Det uppenbarade sig dven att vissa
delar av den svenska skolgeometrins historia dr mer beforskade 4n andra. Vi ser framfor allt
ett glapp kring modern utveckling av geometrin frén 1970-talet och framét vilket &r ett mojligt
framtida forskningsomrade. Exempel pa frdgestillningar for framtida forskning ar: Hur
overgick den “nya matematiken” i Sverige till en mer analytiskt inriktad matematik och
geometri? Hur paverkade det metriska systemet geometriundervisningen?

Vi har forhoppningar om att eventuella 14sare bar med sig ett nyttovirde frin var skildring av
geometrins framviaxt. Kanske ér det svart att sétta fingret pa just anvindningsmajligheten
detta kapital skapar i avseende till dagens skolpraktik, men detta tillats Carl Sagan bringa
klarhet i genom sitt klassiska citat: “you have to know the past to understand the present”
(Goodreads, (u.d)).

4.2.2 Diskussionsfragor kring de didaktiska ingdngarna

Didaktiska teorier ligger till grund for hur innehéll presenteras inom skolan. Som visats i vér
uppsats var exempelvis van Hiele och Piaget inte alltid helt ense, &ven om dessa levde och
verkade under samma tid. Vi anser att teorier med olika utgangspunkt tillsammans véver ihop
en tydligare och objektiv bild av hur ldrande gér till och &r typiskt for didaktiskt forskning.
Det behover inte alltid finnas ett rétt och ett fel, men att larare kanner till didaktisk forskning
anser vi innebdr Omsesidig nytta i ldrandesituationer mellan lirare och elev.
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Olika didaktiska teorier kommer alltid att finnas sa linge forskning bedrivs inom omradet. Vi
har inga avsikter till antydan av att ndgra forskare adr mer eller mindre betydande 4n andra,
men detta arbete har en begrinsad omfattning och vi har dterspeglat teorier fran de forskare vi
tycker dr av hogst relevans.

Vi vill gérna tilldgga nagra ord om van Hieles utvecklingsnivaer (se s. 11-12). Vi anser att
formuleringen av dessa nivéer dr nagot forlegad, d&tminstone inom svensk skola. Exempelvis
behandlar niva tre, deduktion, axiom som inte langre tillhor skolmatematiken och lagger stor
vikt vid elevens kunnande inom bevisforing vilket idag inte &r en lika stor del av
matematikundervisningen. Nivéerna upplevs av oss som négot irrelevanta i dagens skola da fa
elever ens nar niva tva, informell deduktion, och att den eftersokta kunskapen i skolan inte
kan fora eleverna till hogre nivaer. Detta d4 manga av de kriterier som van Hiele presenterar 1
modellen inte lédngre &r aktuella, exempelvis forstaelse for axiom. Vi uppmuntrar dérfor till
vidare forskning om hur dessa punkter kan moderniseras. Kort sagt: en reviderad van Hiele-
modell anpassad for den geometriundervisning, med fokus pa den analytiska geometri, som
bedrivs idag.

4.2.3 Diskussionsfragor kring tekniska hjilpmedel

Datoranvindningen inom skola blir en allt mer signifikant del av undervisningen. Tecken pé
det dr exempelvis ett 6kat antal personliga datorer subventionerade av skolor samt inférandet
av programmering i skolan. Vilka tekniska hjdlpmedel som anvdnds kommer sdkerligen att
fordndras med tiden, men de verktyg vi valt att presentera har d&tminstone relevans vid
tidpunkten for skrivandet.

Vi har dven presenterat belidgg for att tekniska hjdlpmedel kan stimulera eleverna till okat
intresse och engagemang, vilket kan leda till forbattrad inldrning. Dock anser vi att
lampligheten av tekniska hjdlpmedel i olika situationer skiljer sig markant fran fall till fall.
Darfor ar det viktigt att besitta kinnedom av diverse olika tekniska hjdlpmedel, och att
forskning tydligt visar i vilka sammanhang de kan gynna eleverna.

I denna uppsats har endast ett fatal tekniska hjdlpmedel presenterats, varfor vi uppmuntrar
ldsare och lérare till att &ven ldsa annan forskning, vilken kan redogora for fler metoder att
applicera digital teknik i undervisning.

En iakttagelse frn analysen av texterna, som behandlar tekniska hjdlpmedel i1 skolan, &r att
det, 1 viss min, saknas kritik i framstédllningen av de olika tekniska hjdlpmedlen. Vi upplever
att manga framstéllningar ar enkelspariga och inte granskar de tekniska hjdlpmedlen pa ett
kritiskt sdtt. Bristen pa kritik mot hjélpmedlen medforde att d&ven vi fick svirigheter med den
kritiska framstéllningen av hjélpmedlen i arbetet. Dérfor ser vi dven fortsatta kritiska
granskningar av olika tekniska hjdlpmedel som ett viktigt forskningsomrade for vidare
studier.
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Bilaga 2

Foljande kursmal anges for de olika matematikkurserna enligt skolverket
(Skolverket, 08-10-2018)

lc:

2c:

3¢:

Begreppen sinus, cosinus och tangens och metoder for berdkning av vinklar och
langder i ritvinkliga trianglar.

Begreppet vektor och dess representationer sasom riktad striacka och punkt i ett
koordinatsystem.

Addition och subtraktion med vektorer och produkten av en skalér och en vektor.
Matematisk argumentation med hjdlp av grundlidggande logik inklusive implikation
och ekvivalens samt jamforelser med hur man argumenterar i vardagliga sammanhang
och inom naturvetenskapliga &mnen.

lustration av begreppen definition, sats och bevis, till exempel med Pythagoras sats
och triangelns vinkelsumma.

Begreppet kurva, rita linjens och parabelns ekvation samt hur analytisk geometri
binder ihop geometriska och algebraiska begrepp.

Anviandning av grundlidggande klassiska satser i geometri om likformighet, kongruens
och vinklar.

Egenskaper hos cirkelns ekvation och enhetscirkeln for att definiera trigonometriska

begrepp.
Bevis och anvindning av cosinus-, sinus- och areasatsen for en godtycklig triangel

Hantering av trigonometriska uttryck samt bevis och anvéndning av trigonometriska
formler inklusive trigonometriska ettan och additionsformler.

Algebraiska och grafiska metoder for att 16sa trigonometriska ekvationer, sdvil med
som utan numeriska och symbolhanterande verktyg.

Olika bevismetoder inom matematiken med exempel fran omrédena aritmetik, algebra
eller geometri.

Inga explicit uttalade krav.



