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Abstract

This literary study aims at examining the use of mathematical proofs in upper secondary
school according to earlier research. The questions at issue are framed by following three
questions: "What is a mathematical proof?”, ”What is the use value and purpose of proofs in
upper secondary school math?”” and "How can teaching about mathematical proofs be carried
out in upper secondary school?”. The study suggests that a proof must be socially accepted
and built in a deductional way to be counted as a proof. The function of proof in upper
secondary school mathematics is important because proof is a central part of the mathematics
and the curriculum says that proof must be a part of education. The study also describes how
proof fills many different educational functions. It can be used as a tool for explanation, give
deeper understanding and prepare students for future university studies. Teaching proof is
advantageously done in a social context and in ways that which makes proof and its structure
visible. Students are through problem solving and creative reasoning able to work with proof
to achieve a deeper understanding of mathematics. In the discussion, the purpose of the proof
is divided into explicit and implicit knowledge. Explicitly, a proof has a role of explaining
and convincing. Implicitly, proof can be used to improve critical thinking and the ability to
communicate, as well as to give tools for other parts of mathematics. The literary study shows
that all students, regardless of cognitive level, benefits from working with mathematical
proof.
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1 Inledning

Bevis och bevisforing dr en av matematikens storsta grundbultar. Matematiken bestar av
pastaenden som behodver bevisas for att anses som sanna. Darfor bygger hela den matematiska
vetenskapen pa bevis. Om matematiken bygger pa bevis borde vél elever i1 skolan
kontinuerligt exponeras for bevis och anvidnda sig av dem som en naturlig del 1 sitt rdknande?
Nar vi varit ute pa vara VFU-perioder pa varsin gymnasieskola 1 Géteborg har vi métt en helt
annan verklighet. Bevis uppfattas av ldrarna som nagot krangligt och svart som dagens
stressade gymnasieelever absolut inte skall behova utsittas for. Vad har eleverna for nytta av
att veta varifrdn en formel kommer om de dnda far ritt svar varje gang de stoppar in olika
siffror i den?

Vi har sjélva kint en osdkerhet kring hur vi i1 framtiden skall undervisa om matematiska bevis.
Vér magkénsla har sagt &t oss att ta upp bevis i undervisningen under vara VFU-perioder men
vi har inte kunnat motivera det vetenskapligt. En anledning till varfér vi valde att skriva om
matematiska bevis 1 var uppsats dr just for att vi var nyfikna pa om det gick att vetenskapligt
motivera undervisning kring bevis och hur en sddan undervisning i sé fall skulle genomforas.

For en gemensam ingang till &mnet inleds var uppsats i avsnitt tre med en sammanstillning av
vad vetenskaplig litteratur anser att ett matematiskt bevis dr. Avsnittet borjar med en historisk
tillbakablick och avlutas med en beskrivning av olika sorters bevis. Avsnitt fyra inleds med en
beskrivning av bevisens funktion inom matematiken i allmidnhet och fokuserar dérefter pa
bevisens syfte 1 undervisningen i1 gymnasieskolan 1 synnerhet. D& vi klargjort vad ett
matematiskt bevis dr och vad det har for funktioner behandlar avsnitt fem hur undervisning
kring bevis kan ske. Konkreta forslag och olika infallsvinklar presenteras. Avslutningsvis
knyter vi samman var resultatdel och lyfter véra egna tankar kring bevis 1 var diskussionsdel i
avsnitt sex.

1.1 Syfte och fragestallning

Detta examensarbete dr en litteraturstudie med syfte att undersoka vilken funktion
matematiska bevis har i svensk gymnasieskola. For att studera dmnet utgér uppsatsen fran
foljande fragestillningar:

1) Vad ér ett matematiskt bevis?
11) Vad har bevis for funktion 1 undervisning pad gymnasieskolan?
1i1) Hur kan undervisning kring matematiska bevis genomforas i gymnasieskolan?



2 Material och metod

Detta examensarbete dr en litteraturstudie av vetenskapliga texter behandlande matematiska
bevis och matematiska bevis 1 undervisning. I sdkandet av litteratur har vi anvént oss av
databaserna Google Scholar, Goteborgs universitetsbiblioteks Supersék och MathSciNet. Da
vi specifikt s6kte matematikdidaktiska artiklar anvidnde vi oss av databasen Mathematics
Education Database. Sokord vi anvidnt oss av i olika kombinationer dr proof, proving,
mathematical, education, upper secondary school, meaning och teachning. Vi sokte ocksa pa
de svenska orden bevis, matematik och gymnasium men det gav oss inga relevanta soktriffar.
Under den eftermiddagsldnga sokkurs vi erbjods 1 borjan av vart uppsatsskrivande larde vi att
anvinda flera av sokmotorernas filter och funktioner vilket effektiviserade vért sétt att soka
avsevirt. For att fa en Dbéttre uppfattning om artiklarnas tyngd och relevans anvindes
databaserna Ulrichsweb och The Nordic List. Vi har tacksamt anvint oss av bdde Chalmers
och Goteborgs Universitets biblioteks personal och digitala hjdlpmedel for att fa tag i
litteratur och soka artiklar.

Inledningsvis valdes flertalet artiklar ut ur de olika databaserna enbart for att deras titlar 14t
relevanta for vér litteraturstudie. Déarefter ldste vi artiklarnas abstract for att ytterligare kunna
vilja bort nagra artiklar. De artiklar som efter detta fortfarande kéndes relevanta léaste vi i sin
helhet. For att selektera ut vilken litteratur som var mest relevant undersokte vi ocksa hur
mycket annan vetenskaplig litteratur citerat och refererat till de artiklar vi valt ut. Denna
procedur upprepades under arbetets gédng. For att finna ny litteratur inom omradet sokte vi
upp litteratur som 1 sin tur refererat till de kdllor vi anvént oss av. I de fall vi varit osdkra pa
en killas relevans har diskussion med handledare forts.

Kirsti Hemmis doktorsavhandling Approaching Proof in a Community of Mathematical
Practice frén 2006 var inledningsvis en grundbult 1 var studie. Genom att ldsa delar av hennes
avhandling fick vi en forsta introduktion till &mnet. Vi sokte upp litteratur som Hemmi
refererat till 1 sin avhandling f6r att f4 en bredare bild av forskningsomradet. Under arbetets
gang har vi fortsatt sett vad trovérdiga killor refererat till och anvént oss av dem. Pa sé sitt
har vi ocksa kunnat se vilka kéllor som varit stindigt aterkommande och som darfér kints
relevanta for oss att behandla.



3 Matematiska bevis

Vad ett matematiskt bevis dr skulle troligtvis besvaras olika beroende pa vem som tillfragas
och 1 vilket sammanhang. Nigot som 1 ett klassrum kallas bevis skulle kanske inte godkdnnas
som bevis av den matematiska vetenskapen (CadwalladerOlsker, 2011, s. 33). I boken
Nature’s Numbers skriver matematikern [an Stewart (2004) att

Textbooks of mathematical logic say that a proof is a sequence of statements, each of which
either follows from previous statements in the sequence or from agreed axioms - unproved but
explicitly stated assumptions that in effect define the area of mathematics being studied. This
is about as informative as describing a novel as a sequence of sentences, each of which either
sets up an agreed context or follows credibly from previous sentences. Both definitions miss
the essential point: that both a proof and a novel must tell an interesting story (Stewart, 2004,
s. 47).

Stewart (2004, s. 47) menar dessutom att bade en roman och ett bevis méste vara vertygande
for mottagaren. Begreppet bevis verkar vara mer komplext dn att det gar att sammanfatta i en
mening. Dirfor foljer forst en sammanstéillning av hur vetenskaplig litteratur presenterar
uppbyggnad av matematiska bevis och direfter exempel pé olika sétt att bevisa pastdenden.
Inledningsvis ges en historisk oversikt.

3.1 Nedslag i den vasterlandska historien

I det antika Grekland (700 - 300 f.Kr.) var de forsta bevisen av visuell karaktir (Grabiner,
2012, s. 148). En pdminnelse om det dr exempelvis att ordet teorem kommer fran grekiskans
ord for att titta pa” eller ”betrakta”. Med tiden utvecklades geometrin och logiken 1 Grekland
vilket forenklade sittet att fora argumentationer med bevis. Enligt Grabiner (2012, s. 148-
150) finns det flertalet anledningar till varfor utvecklingen kring bevis skedde i just Grekland.
For det forsta var grekerna influerade av de matematiska traditionerna frdn Egypten och
Babylonien. For det andra var den grekiska filosofin argumentativ. Slutligen fanns en vilja
inom den grekiska vetenskapen att reducera ned saker till sina minsta bestandsdelar.
Bestandsdelarna kallade de for element (Grabiner, 2012, s. 148-150).

En vetenskaplig metod som utvecklades inom den grekiska filosofin var deduktiv slutledning.
I en deduktiv slutledning ar pastdenden harledda fréan tidigare pastdenden (Eves, 1997, s. 13).
Det gick inte att 1 all odndlighet hédrleda pastaenden bakat, och att hamna i cirkelresonemang
dar pastaenden till slut hdnvisade tillbaka till varandra var inte heller att foredra. Déarfor kom
de grekiska matematikerna 6verens om att vissa pastaenden skulle accepteras vara sanna utan
att kunna bevisas. Dessa accepterade satser kallas axiom, och utifran dessa kunde nu alla
andra pastdenden inom matematiken hérledas (Eves, 1997, s. 13). Kunskap kring hur geometri
under 300-talet f.Kr. kunde uttryckas med hjélp av axiom och definitioner ar ihopsamlat i
Euklides Elementa (Heath, 1956, s. 5). Detta verk bestdende av 13 delar har spelat en stor roll
for matematiken dnda in 1 vara dagar (Krantz, 2010, s. 242). Euklides Elementa inleds med en
rad definitioner av olika begrepp. Ett exempel &r definition nummer tva: ”En linje &r en ldngd
utan bredd” (Heath, 1956, s. 153). Efter definitionerna foljer fem stycken postulat och fem
stycken axiom. Frén definitionerna, postulaten och axiomen kunde Euklides bygga upp bevis
for manga teorem (Kline, 1972, s. 87), som exempelvis Pythagoras sats och kongruens.

Under 1600-talet genomgick matematiken i Europa en stor fordndring da fokus kring bevis
flyttades fran geometri till algebra. Influenser fran den islamska vérldens bidrog starkt till den
utveckling av algebra som skedde 1 Europa (Grabiner, 2012, s. 154). Visentligt for bevisens

3



utveckling 1 Europa menar Grabiner var da fransmannen Frangois Viete utvecklade ett
symbolsprak for matematiken kort innan 1600-talets borjan. Symbolspraket kom sedan att

utvecklas av en rad andra vetenskapsmin. Som exempel tar Grabiner (2012, s. 156) René
Descartes som utvecklade de grunder kring ekvationer vi dn idag anvidnder i
matematikundervisning. Matematiken utvecklades pa flera omraden da naturvetenskapens
framsteg och utveckling fick ett 6kat behov av matematik som verktyg (Kline, 1972, s. 250).
Isaac Newton och Gottfried Wilhelm von Leibniz utvecklade under 1600-talet pa var sitt hall
den matematiska analysen vilket blivit ett av huvudomradena inom matematiken (Kline,
1972, s. 356, 370).

Ett tydligt skifte fran det visuella till ren algebra skedde under 1700-talet. Algebraiker menade
att det kunde vara vilseledande att folja sin intuition och att algebra istéllet sags som det rena
och riktiga (Grabiner, 2012, s. 157). Ett av de storsta bidragen till matematiken och dess bevis
under 1800-talet var icke-euklidisk geometri (Kline, 1972, s. 861). Under avsnitt 3.1.1
beskrivs icke-euklidisk geometri mer ingaende.

Under 1800-talet radde delade meningar om vad den riktiga grunden till matematik egentligen
var. Som en konsekvens av detta utvecklades tre olika matematiska skolor (Kline, 1972, s.
1192). Logicismen utvecklades av Bertrand Russell och Alfred North Whitehead som menade
att matematik och logik hor sé titt samman att de i realiteten 4r samma sak. Matematiken
kunde hérledas ur logiken utan nddvindiga axiom (Kline, 1972, s. 1192-1193). Intuitionismen
motsatte sig att matematiken helt skulle vara en forldngning av logiken och betonade istillet
manniskans intuition och mentala konstruktion (Kline, 1972, s. 1200). L.E.J. Brouwer &dr den
moderna intuitionismens grundare (Kline, 1972, s. 1199). David Hilbert utvecklade
formalismen och forsokte visa att matematiken var fri frdn motsittningar genom att skriva och
bevisa satser med ett formellt sprak (CadwallarOlsker, 2011, s. 34). Han ville utveckla en bas
for talsystemet som inte utgick fran méngdliara (Kline, 1972, s. 1204). Ett av 1900-talets
storsta matematiska héndelser 4gde rum 1931 da Kurt Godel med sitt ofullstindighetsteorem
motbevisade formalisten Hilberts idé att matematiken kunde vara fri fran motstridigheter
(CadwallarOlsker, 2011, s. 35). Aven om de tre skolornas syn pa bevis skiljde sig 4t ansig de
alla att bevis var en viktig del av matematiken (Hemmi, 2006, s. 19).

3.1.1 Invandningar mot axiomens bestandighet

Fram till 1800-talet satte de flesta matematiker sin totala tillit till Euklides FElementa.
Geometrin var en ofordnderlig kunskap och eftersom den tillhorde den vérld som var
designad av Gud var den perfekt. Viss tveksamhet hade dock dnda sedan Elementan sattes
samman riktats mot Euklides femte axiom eftersom det inte var lika sjdlvklart och
overtygande som de Ovriga axiomen (Kline, 1972, s. 863). Parallellaxiomet séger att:

Nar en rét linje skér tva réta linjer, och de bada inre vinklarna pd samma sida om den skidrande
rita linjen dr mindre dn tva rita vinklar, kommer de béada rita linjerna, om de forlingas
obegrinsat, att skidra varandra pd den sida om den skédrande rita linjen som de tva inre
vinklarna ligger. (Heath, 1956, s. 153)



Figur 1. [llustration av parallellaxiomet.

Det skulle drdja fram till 1800-talet innan kritiken mot det femte axiomet fick sitt riktiga
genomslag. Teorin som invdnder mot Euklides femte axiom kallas icke-euklidisk geometri.
Den borjade utvecklas av olika personer oberoende av varandra under lang tid men Nikolaj
Lobatjevskijs, Janos Bolyais och Carl Friedrichs Gauss publikationer kring d&mnet har varit
starkt bidragande till teorins utveckling (Kline, 1972, s. 878). Ett exempel pa nir
parallellaxiom inte gar att tillimpa dr om linjer studeras pa en sfar. Om en storcirkel pa en stér
ses som en linje finns ingen annan linje parallell med den storcirkeln, d& storcirklarna alltid
skdr varandra i tva punkter. En storcirkel dr en cirkel pa en sfar vars mittpunkt d&r samma
punkt som sfarens centrum (Vretblad & Ekstig, 2006, s. 202).

3.2 Uppbyggnad av bevis

de Villiers (1990, s. 19) menar att det inte finns nidgon strikt mall for hur ett matematiskt bevis
skall vara uppbyggt. For det forsta finns det inga av naturen givna mallar for hur ett bevis
skall skrivas pa ett logiskt korrekt sétt. For det andra menar de Villiers (1990) att forskare ofta
skriver riktat till en specifik mottagare och att de dirfor kan utelamna delar av beviset. Om
den tidnkta mottagaren exempelvis dr en annan matematiker kan rutinmissiga utrdkningar
uteldmnas. Ett helt korrekt bevis med alla utrdkningar dr déarfor ovanligt, oftast finns bara
tillrackligt med utrdkningar for att 6vertyga mottagaren. Vad som anses vara det bésta beviset
ar beroende pé vilket syfte det skall tjana (CadwallarOlsker, 2011, s. 41). Ett kort men &nda
meningsfullt bevis kan anses bittre om det fridmst skall dvertyga ldsaren, medan ett mer
utforligt bevis ar bédttre om syftet dr att forklara. Det finns ocksd en estetisk aspekt i
matematiska bevis som paverkar bevisets utformning. Korta och kédrnfulla bevis anses ofta
som extra eleganta, men i slutdndan ar det frimst den personliga smaken som bestimmer om
ett bevis upplevs vackert eller inte (Hersh, 1993, s. 393).

3.2.1 Deduktion

Som ndmnts i avsnitt 3.1 insdg matematikerna redan 1 antikens Grekland behovet av att bevisa
matematiska antaganden. De ansag att matematiken skulle bygga pé deduktiva resonemang
och inte pa experiment (Eves, 1997, s. 10). Matematikerna i antikens Grekland menade inte
att experiment skulle uteslutas fran matematiken, experiment var fortfarande viktiga for att
utveckla matematiken, men en péastaende var tvunget att bevisas deduktivt (Eves, 1997, s. 10).
En allmédn deduktiv slutledning bygger pa att en har nagra premisser, pastdenden. Utifran
premisserna kan en slutsats hédrledas och om premisserna dr sanna &dr ocksa slutsatsen sann
(Eves, 1997, s. 6). Den deduktiva uppbyggnaden som finns i bevis dr vad som skiljer bevis
frin argument. Ett argument har inte nagra krav pa deduktion utan kan exempelvis vara en
visualisering. Det rader delade &sikter kring distinktionen eftersom vissa pastar att bevis ar ett
visst sorts argument (Hemmi, Lepik & Viholainen, 2013, s. 358). For att veta att ndgot ar
sant behover det bevisas. Om en ddremot vill visa att hypotesen ér falsk racker det att en hittar
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ett motexempel dé antagandet inte stimmer. En behover alltsa inte bevisa att antagandet ar
falskt utan ett motexempel éar tillrackligt (Velleman, 1998, s. 84).

3.2.2 Bevisens formalitet

Ar 1993 skriver Jaffe och Quinn i artikeln Theoretical mathematics: toward a cultural
synthesis of mathematics and theoretical physics att de upptickt en trend dar matematiken
tenderar att dras frén riktiga bevis till mer experimentella och intuitiva resonemang. De ser en
stor risk med trenden eftersom det ibland fétt forddande konsekvenser. Matematiken bor hélla
fast vid mer strdnga bevis eftersom de motverkar felaktiga satser och antaganden (Jaffe &
Quinn, 1993, s. 7). Som svar pa kritiken skriver Thurston (1994) en essi On proof and
progress in mathematics. Dér diskuterar han vikten av att en matematiker kan bidra till att
manniskor blir intresserade och forstar matematik. Thurston, (1994, s. 161-162) menar att
minniskor frimst vill forstd bevis och inte 1 férsta hand &r intresserade av bevisens formalitet.
Han pépekar 1 sin essé att formella bevis méaste finnas och bor konstrueras pa ett sddant sétt att
det gar latt att folja och upptécka fel, men att forstaelsen av bevis dr mer centralt an bevisets
stranghet (Thurston, 1994, s. 169). Flertalet personer responderar pa Jaffe och Quinns artikel.
Aven om é&sikterna ir manga menar Hanna (2000, s. 12) att alla 4r eniga om att det ir viktigt
att tydliggora om en sats vilar pa ett formellt bevis eller pa ett heuristiskt argument eftersom
det finns en skillnad mellan dem. Heuristik dr en metod dér rimliga antaganden gors for att
upptidcka ny kunskap. En heuristik dr oséker och icke-deduktiv och dr dérfor inte logiskt
argumentativ eller ett réittfardigande av en hypotes (Nationalencyklopedin, 2018).

3.2.3 Social acceptans

Hemmi (2006, s. 16) beskriver bevis som ett medel for att réttfirdiga kunskap inom
matematiken. Fortsatt menar hon att matematiska bevis kan ses som en artefakt och som ett
verktyg for att producera ny kunskap och uppritthalla en kontinuitet av kunskap mellan olika
generationer (Hemmi, 2006, s. 38-39). Bevis har alltsd en kommunikativ funktion att
formedla kunskap, vilket mojliggoér granskning av pastaenden. Det kridvs en social acceptans
och granskning for att bevis skall riknas som riktigt (Cabassut, Conner, Is¢cimen, Furinghetti,
Jahnke & Morselli, 2012, s. 170). Manin (2010, s. 45) skriver: ”A proof becomes a proof only
after the social act of "accepting it as a proof’. This is true for mathematics as it is for physics,
liguistics, or biology”.

3.3 Olika satt att bevisa

For att konkretisera vad ett bevis ér foljer nedan fyra exempel pé olika matematiska bevis.

3.3.1 Direkt bevis

I ett direkt bevis hérleds en sats frdn forutséttningar i en logisk PSS
foljd, utan omvigar (Vretblad & Ekstig, 2006, s. 30). Ingen mer \
information &n vad som finns i satsen behover tillforas (Cupillari, (> a

2012, s. 9). Nedan foljer ett exempel pa ett direkt bevis.

i b

Bevis. A ar arean av den stora kvadraten. \/

Pythagoras sats. a®> + b? = c2.

Figur 2. Pythagoras sats. (Cut the Knot, 2018)



4ab
A=cz=T+(a—b)2=2ab+a2—2ab+b2=a2+b2.

D4 dr a® + b? = c? v.s.b.

3.3.2 Kontrapositionsbevis

Ett kontrapositionsbevis dr vanligt inom matematiken och tillhor tillsammans med
motsédgelsebevis gruppen indirekta bevis. Om ett pastdende S kan uttryckas genom
implikationen p — ¢, kan ett kontrapositionsbevis av pastdende S uttryckas som —g——p
(Antonini & Mariotti, 2008, s. 402). Vretblad och Ekstig (2006, s. 70) tydliggor detta med ett
exempel:

Antag att a ir ett heltal och att a? ir ett jimnt tal.
Pastdende. a ar ett jaimnt tal.

Bevis. Om a inte &r ett jimnt tal sa &r @ udda och kan da skrivas pd formen a = 2b + 1 dirb
ar ett heltal. D4 ar:

a?=4b%>+4b+1=22b*>+2b)+1=2c+1.

a? ir darfor udda.

Ovan har vi visat att om « &r ett udda tal sa &r dess kvadrat udda. Samma sak géller for ett
jamnt tal, om kvadraten &r jdmn sa dr talet jaimnt.

3.3.3 Motsagelsebevis

Ibland kan inte ett kontrapositionsbevis anvdndas och d& passar ett motsdgelsebevis battre
(Velleman, 1998, s. 94). Om ett pastaende S skall bevisas med ett motsdgelsebevis viljs D, ett
falskt pastaende, som motsiger pastadende S. Genom att dndéd forsdka bevisa att pastdende D
ar sant kommer beviset komma fram till att det &r falskt och déarfor maste péastaende S vara
sant (Velleman, 1998, s. 94). Antonini och Mariotti (2008, s. 404) forklarar ett
motsédgelsebevis pd foljande sdtt: om pastdendet S dr sant och kan uttryckas med
implikationen p — ¢, kan péastdende S uttryckas som ett motsigelsebevis p A—q = r A =1,
dar r ar vilken proposition som helst.

Nedan foljer ett klassiskt exempel pa ett motsdgelsebevis.

Pdstdende. Talet /2 dr irrationellt.

Antagande.
Antag att v/2 ir ett rationellt tal. Ett rationellt tal gar att skriva pa formen % .

Antag att det finns tva heltal, a och b, sddana att det gér att skriva V2 = % (D)
Antag vidare att bréktalet dr forkortat sa langt som mojligt, SGD(a,b) = 1.

Bevis.
Kvadrering av bada led 1 (1) ger:
2

_a
==
Multiplikation av bada led med b? ger:



2b%2=a? (2)

Eftersom VL innehéller en faktor 2 medfor det att a? ir ett jimnt tal, och d4 dven att a ir ett
jamnt tal'.

Eftersom SGD(a,b) = 1 och a dr ett jaimnt tal medfor det att b &r ett udda tal.

Da a ér ett jamnt tal kan a skrivas

a= 2m, dar m ar ett heltal.

Insdttning av a = 2m 1 (2) ger:

2b?% = 4m?.

Forkorta bada led med 2:

b? =2m?2.

Talet 2 i HL indikerar att b2, och d4 dven b, ir ett jimnt tal. Detta strider mot det tidigare
visade, att b ar ett udda tal.

Antagandet om att /2 dr ett rationellt tal har lett fram till en motsigelse och darfor ar V2 ett
irrationellt tal v.s.b.

3.3.4 Matematisk induktion

Ett induktionsbevis borjar med ett pastaiende P(n) som beror av ett naturligt tal, n. Beviset
skall visa att pastdendet stimmer for alla n. For att bevisa med induktion anvéinds en princip i
tre steg:

1. Basfall. Visa att ett pastaende géller for ett basfall, n=1.

2. Induktionsantagande. Antag att pastaendet giller for nagot n=k.

3. Induktionssteg. Visa att pastdendet &dven kommer att gilla for n=(k+1).

Nedan foljer ett exempel pa ett induktionsbevis.

_ n(n+1)

Visaatt1+2+--+n= - géller for allan € N.
Bevis.
Basfall.
12
P()=1=~
Induktionsantagande.

Vi antar att vart pastdende stimmer f6r P(n), om n=k.

k(k+1)
1424 +k=——=
2
Induktionssteg.
Visa att P(n) géller dd n=(k+1):
k(k+1 k(k+1)+2(k+1 k+1)(k+2
1+2+-~+k+(k+1)=¥+(k+1)= ( )2 ( )=( )2( )

Alltsa gilleratt 14+ 2+ -4+ n = @ for alla n € N enligt induktionsprincipen, v.s.b.

"bevis till varfor a ar ett jimnt tal om a? &r ett jimnt tal visas under avsnitt 3.3.2.
8



Att induktion fungerar som ett matematiskt bevis foljer av Peanos axiom for naturliga tal.
Peanos axiom aterfinns i Edmund Landaus bok Foundations of Analysis (1966, s. 2). Fem av
Peanos ursprungliga nio axiom beskriver de naturliga talen.
0 ir ett naturligt tal.”
For varje naturligt tal x, ar dess efterfoljare x” ett naturligt tal.
For alla naturliga tal x och y giller x =y, omm X’ =y’.
For varje naturligt tal n, dr n’= 0 falsk. Inget naturligt tal har 0 som efterfdljare.
Om K dr en mingd sadan att;
1) 0 finns 1 K
11) for varje naturligt tal x och om x finns 1 K, medfor att x” finns 1 K,
medfor 1) och i) att K innehaller alla naturliga tal.

AW =

Det sista axiomet kallas induktionsaxiomet.

3.4 Visuella bevis

P& 1100-talet nedtecknade den indiska matematikern Bhaskara ett bevis 1 form av en bild pa
Pythagoras sats (Heath, 1956, s. 355). Enligt Bhaskara talade bilden tillrackligt mycket 1 sig
sjalv och har darfor ingen beskrivande text. Istéllet skrev han endast dit ordet Skada!” (Siu,
2012, s. 432).

Figur 3. Bhaskaras illustration av Pythagoras sats. (Heath, 1956, s. 355)

Idag gar &sikterna inom forskningsfiltet isdr géllande om visuella bevis kan rdknas till
traditionella bevis. Det finns asikter inom forskningsfiltet som menar att en visuell
representation aldrig kan bli mer dn ett komplement till ett traditionellt bevis medan andra
menar att de visuella representationerna kan vara ett bevis 1 sig (Hanna & Sidoli, 2007, s. 74).
Det flesta hdvdar dock att enbart en visuell representation ej kan tillskrivas titeln som ett
riktigt bevis, men att det fortfarande kan vara en viktig del av ett bevis. Nedan finns ett
exempel pd en visualisering himtad frdan Borwein & Jorgenson (2001, s. 898) som visar

att Z;’f’zl(%)zn = § I texten nedan diskuteras huruvida en visuell representation kan raknas
som ett bevis utifran Borwein och Jorgensons (2001) asikter.

2 I Landaus (1966) bok stér det att 1 &r ett naturligt tal men idag ar det vanligare att skriva 0 dn 1.
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Figur 4. En visualisering som visar att Zg’:l(z)zn = 3 (Borwein & Jorgenson, 2001, s. 899)

Nar Borwein och Jorgenson (2001, s. 899) diskuterar visuella bevis tar de upp tre villkor som
anses nodvéndiga for ett matematiskt bevis. Reliabilitet dr det forsta villkoret. Oavsett vem
som moter beviset, eller nér det sker, skall beviset leda till samma resultat varje ging. For det
andra skall ett bevis vara konsistent. Det innebdr att beviset och dess innehall skall vara
forenligt med 6vrig matematisk vetenskap. Slutligen skall ett bevis vara upprepbart dven for
andra personer. Borwein och Jorgenson (2001, s. 899) hinvisar till Lakatos bok Proofs and
refutations: the logic of mathematical discovery (1976) diar en imagindr dialog mellan en
larare och hans elever sker kring ett bevis. De menar att Lakatos beskriver ett logiskt formellt
bevis som vil valda och entydiga meningar som foljer efter varandra. Det finns en tydlig
struktur som utgar fran strikta deduktiva konventioner. Borwein och Jérgenson (2001, s. 899)
menar att en visuell representation kan ha svéart att leva upp till denna struktur dd ldsaren
exponeras for alla bevisets delar pa en gang. Det kan vara svart att avgora var man skall borja,
vilka delar som é&r viktiga, vad som foljer av vad och sa vidare. Risken finns att l4saren drar
egna slutsatser som inte dr korrekta. En visuell representation tenderar ocksé att inte vara lika
generaliserbar (Borwein och Jorgenson, 2001, s. 899-900).

Borwein och Jorgenson (2001, s. 900) listar fyra nyckelfunktioner for hur visuella
representationer skulle kunna ses pa med lika strikta 6gon som logiska formella bevis.
Inledningsvis vore det onskvirt med mer dynamik. Parametrarna skulle kunna variera for att
representationen inte skall bli statisk for det specifika fallet. Darefter borde det finnas en
vigledning genom beviset som visar en lamplig vig som ldsaren kan ga. For det tredje borde
en flexibilitet erbjudas dir ldsaren ges mdjlighet att sjdlv undersoka beviset, exempelvis for
att hitta eventuella motbevis. Avslutningsvis vore det onskvért med en Oppenhet dir ldsaren
har tillgdng till bakomliggande berdkningar och detaljer kring beviset for att sjdlv kunna
granska det.
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4 Bevisens funktion

Avsnitt fyra beskriver inledningsvis vilka olika funktioner matematiska bevis kan ha
generellt. Dérefter presenteras under avsnitt 4.2 vilka funktioner bevis har 1 undervisning.

4.1 Bevisens funktion enligt Bell och de Villiers

Matematiska bevis har genom historien framst setts som ett sétt att verifiera ett pastaende (de
Villiers, 1990, s. 17). Bell (1976), och senare de Villiers (1990), har lagt fram fler
syftespunkter som tillsammans med verifikation anses rama in bevisens olika funktioner. Bell
(1976, s. 24) menar att det finns tre syften med bevis 1 matematiken; verifikation, upplysning
och systematisering. De tre syftena har de Villiers (1990, s. 18) utvecklat och dérefter lagt till
tva punkter; upptdickande och kommunikation. de Villiers (1990, s. 23) understryker att listan
med de fem punkterna om bevisens syften dr langt ifran fullstindig. Till den skulle
exempelvis bevisens estetik och sitt eget sjdlvforverkligande kunna adderas.

Det forsta syftet &r att verifiera om ett pastaende &r sant eller inte, verifikation (Bell, 1976, s.
24). de Villiers (1990, s. 18) anvinder ordet Overtygelse i sin artikel vid sidan om ordet
verifikation. Beviset skall ge mottagaren ett svar pa om pastaendet gar att lita pd. Hemmi
(2006, s. 45) menar dock att en Overtygelse till en student kan ges pd andra sétt &n enbart
genom ett bevis. Overtygelsen kan erhallas genom auktoriteter, i form av ldrobocker, lirare
eller genom hérledningar frdn andra accepterade resultat. de Villiers (1990, s. 19) menar att
intuition och kvasi-empiri ocksa kan gora att ldsaren tror att ett pastaende dr sant. de Villiers
anvinder begreppet kvasi-empiri ndr han refererar till icke-deduktiva metoder som
experimentellt eller intuitivt resonemang. Speciellt anvinds begreppet for gissningar eller
satser som analyseras pa ett icke-deduktivt sitt (de Villiers, 2004, s. 398). I motsats till att ett
bevis skall dvertyga menar de Villiers (1990, s. 18) att overtygelsen om att ett pastdende &r
sant kan ge motivation till att bevisa pastiendet. Overtygelse behdver alltsd i den meningen
inte alltid komma efter ett bevis (de Villiers, 1990, s. 18).

Att ge en forklaring till varfor ett pastdende dr sant dr det andra syftet med bevis (de Villiers,
1990, s. 19). Bell (1976, s. 24) anviander ordet upplysning, i avseendet att bevis skall ge en
insikt och forstaelse till varfor ndgonting ar riktigt. Han understryker vikten av detta syfte,
genom att skriva att ett bra bevis forvintas ge en insikt till varfér en sats dr sann” (Bell,
1976, s. 24). Att se manga numeriska exempel pa en metod kan leda till att en litar pa en
utrdkning, men det ger ingen egentlig forklaring till varfér metoden fungerar (de Villiers,
1990, s. 19).

Det sista Bell lyfter fram &r att matematiken kan organiseras och struktureras upp med hjilp
av bevis, systematisering (Bell, 1976, s. 24). Intuition och kvasi-empiri kan inte pa samma
sétt visa hur matematiken hdnger samman som bevis kan (de Villiers, 1990, s. 20). de Villiers
(1986, s. 10) podngterar dock att systematisering av matematik ofta varit en omorganisering
av redan befintligt material. Han pekar pa flertalet fordelar med systematisering. For det
forsta ar det en hjdlp for att finna ej onskvirda implicita antaganden och cirkelargument. For
det andra kan det forenkla och leda till en mer sparsam presentation av matematiska bevis.
For det tredje ger systematisering en bra dversikt 6ver matematiska omraden. Slutligen bidrar
det till en enklare applicering da enbart delar av en struktur behdver undersdkas. Det gar
sedan att lita pa att resten av strukturen stimmer (de Villiers, 1986, s. 9-10). Matematikens
mest kdnda exempel pa systematisering med hjélp av bevis dr Euklides Elementa.
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Ett av de tva syften som de Villiers tillfor till Bells lista &r bevisens roll 1 upptdackandet av ny
matematik (de Villiers, 1990, s. 21). de Villiers pastar att det funnits motstridigheter i1 fragan
om bevis direkt kan leda till nya upptdckter. Det finns en uppfattning om att bevis bara
anvinds for att konfirmera nya upptickter. de Villiers (1990, s. 21) menar istillet att
deduktiva bevis kan leda fram till helt nya resultat. For att illustrera upptidckande med hjélp av
bevis lyfter han fram ett exempel: en hypotes ldggs fram att mittpunkterna pa sidorna (E, F, G
och H) av en drake alltid ger en rektangel. de Villiers (1990, s. 21) menar att det genom ett
deduktivt bevis (bilaga 1) kan konstateras att intilliggande sidor 1 draken inte behover vara
lika ldnga, men att diagonalerna i draken alltid maste vara vinkelréta for att punkterna E, F, G
och H skall ge en rektangel. Resultatet kan bidra till en utveckling och en generalisering av
den ursprungliga hypotesen, nagot han pastir hade varit svért att uppticka utan det deduktiva
beviset.

Figur 5. de Villiers exempel pé att bevis kan medfora upptickande av ny matematik. (de Villiers, 1990, s. 21)

Det sista syftet som de Villiers (1990, s. 22) lyfter fram &r kommunikation. Bevis kan vara ett
verktyg for att formedla och ta del av matematik. Da bevis synliggér matematik oppnar de
upp for mojlighet till granskning och utveckling. Han betonar den sociala interaktionen som
en forutsittning for att sprida matematik.

4.2 Bevisens funktion i undervisning

Nedan f6ljer en redogorelse kring bevisens funktion 1 gymnasieskolan. Inledningsvis
undersoks hur begreppet bevis behandlas i &mnesplanen 1 matematik.

4.2.1 Bevis i amnesplanen for matematik

En anledning till varfor undervisning kring bevis sker 1 gymnasieskolan dr att bevis star ndmnt
som ett centralt innehall i den av Skolverket utgivna &mnesplanen for matematik. I &mnesplan
for matematik (2018) framgéar det 1 vilka kurser bevis skall behandlas. Nedan foljer en lista

over de stillen ddr bevis och hdrledningar ndmns explicit i d&mnesplanen for matematik
(Skolverket, 2018):

« 1 Matematik 1b och 1c: “lllustration av begreppen definition, sats och bevis, till
exempel med Pythagoras sats och triangelns vinkelsumma.” (Skolverket, 2018, s. 6,
9).

+ I Matematik 3b och 3c¢: "Hirledning och anvéndning av deriveringsregler for potens-
och exponentialfunktioner samt summor av funktioner.” (Skolverket, 2018, s. 21, 24).
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+ I Matematik 3c: ”Bevis och anvidndning av cosinus-, sinus- och areasatsen for en
godtycklig triangel.” (Skolverket, 2018, s. 24).

+ I Matematik 4: ”Anvindning och bevis av de Moivres formel.” (Skolverket, 2018, s.
27), “Hantering av trigonometriska uttryck samt bevis och anvédndning av
trigonometriska formler inklusive trigonometriska ettan och additionsformler.”
(Skolverket, 2018, s. 27), ”Olika bevismetoder inom matematiken med exempel fran
omradena aritmetik, algebra eller geometri.” (Skolverket, 2018, s. 27) och
”Hérledning och anvéndning av deriveringsregler for trigonometriska, logaritm-,
exponential- och sammansatta funktioner samt produkt och kvot av funktioner.”
(Skolverket, 2018, s. 27).

« 1 Matematik S: ”Induktionsbevis med konkreta exempel fran till exempel
talteoriomradet.” (Skolverket, 2018, s. 30).

Kursplanerna i grundskolan saknar ordet bevis och ndmner endast ett fatal kompetenser
forknippade med bevis (Hemmi et al., 2013, s. 369). Hemmi et al. (2013, s. 369) lyfter ocksa
fram att till skillnad fran i1 Estlands och Finlands kursplaner saknas ocksa orden matematisk
forstaelse 1 grundskolans kursplan. I svensk gymnasieskolas &mnesplan for matematik nimns
begreppet bevis explicit flera ganger, men enbart i b- och c-kurserna samt i de hogre kurserna.
Det ar alltsa en stor skillnad i1 bevisrelaterat innehall 1 kursplanen for grundskolan och
amnesplanen for gymnasieskolan (Hemmi et al.,, 2013, s. 369). Eftersom bevis och
utvecklandet av kunskaper kring dem inte finns med 1 alla kurser 1 matematik pa gymnasiet
finns risken att svenska elever som inte ldser b- eller c-kurserna gér ut skolan utan att ha stott
pa eller arbetat med matematiska bevis (Hemmi et al., 2013, s. 371).

4.2.2 Bevis som ett forklarande verktyg

Hersh (1993, s. 396) gor en distinktion mellan bevisens syfte inom forskning, diar huvudsyftet
ar att dvertyga, och undervisning, ddr huvudsyftet ar att forklara. Distinktionen grundas i att
studenter vanligtvis inte ifrdgasétter om en sats dr sann eller inte vilket medfor att bevis inte
behovs for overtygelse bland studenterna. Att bevis inte alltid behovs for Gvertygelse gar i
linje med Hemmi (2006) och de Villiers (1990) tankar om att 6vertygelse kan komma fran
andra auktoriteter, vilket nimndes 1 avsnitt 4.1. Vidare menar Hersh att hans syfte med bevis i
undervisning, exempelvis 1 universitetskursen Introduction to Abstract Algebra, inte heller &r
att forbereda elever for kommande studier 1 matematik eftersom fi av dem kommer att 14sa
vidare kurser 1 dmnet (Hersh, 1993, s. 397). Hersh (1993, s. 396) och Hanna (2000, s. 8)
menar istillet att huvudpodngen med bevis 1 undervisning &r att forklara och introducera nya
begrepp. Det finns andra sitt att forklara begrepp och satser som ej bor forbises, men bevis
ger den mest korrekta beskrivningen. Vissa satser kan inte forklaras pa nagot annat sétt dn
med bevis. Ett sddant exempel ar att restklasserna modulo » bildar en kropp om och endast
om 7 dr prim (Hersh, 1993, s. 388).

Det finns olika roster kring om bevis kan fungera som forklaring. En del av de kritiska
rosterna lyfter Hemmi fram i sin avhandling (2006, s. 43-44). Hemmi sammanfattar denna
diskussion med att bevis kan vara helt korrekt utformade och dnda inte vara en forklaring till
varfor det som skulle bevisas ér sant. Det kan bero pa att elevernas matematiska forkunskaper
inte dr tillrdckliga. Till exempel kan ett generellt exempel upplevas som en bittre forklaring
an ett fullstindigt direkt bevis for studenten (Hemmi, 2006, s. 44). Hanna (2000, s. 19) pekar
ocksa pa tendensen hos elever att de gérna vill prova formeln empiriskt trots att de fatt ett
bevis visat for sig och trots att de séger sig forsta beviset.
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4.2.3 Kritiskt tankande

Laroplanen for gymnasieskolan beskriver skolans uppdrag. Ett av uppdragen ir att ”Eleverna
ska trdna sig att tdnka kritiskt, att granska fakta och forhallanden och att inse konsekvenserna
av olika alternativ. P& sa vis ndrmar sig eleverna ett vetenskapligt sitt att tdnka och arbeta.”
(Skolverket, 2011, s. 7). Hemmi (2006, s. 45) framhaller att 6vertygelse for ett pastdende kan
erhéllas av auktoriteter, forklaringar eller hirledningar men poédngterar det onskvérda 1 att
overtygelse kommer fran kritiskt tinkande. Hon ser gidrna att matematikundervisning skulle
arbeta mer med att ifragasitta det uppenbara. Hanna (1995, s. 46) skriver att “bevis ger
budskapet till eleverna att de kan resonera sjdlva, att de inte behover vika sig for auktoriteter.
Saledes dr anviandning av bevis i1 klassrummet faktiskt anti-auktoritirt”. Nar eleverna far
jobba med bevis blir de autonoma att kunna skilja pa bra och daliga argument. Att kunna
granska argument dr enligt &mnesplanen en viktig kunskap. I &mnesplanens betygskriterier for
matematik aterkommer formuleringen att eleverna skall kunna skilja mellan gissningar och
vilgrundade pastdenden” (Skolverket, 2018).

4.2.4 Larares syn pa matematiska bevis i secondary school

Knuth (2002, s. 66) har undersokt 17 larares uppfattningar om matematiska bevis i1 secondary
school 1 USA. Tva av lararna undervisar pd middle school och resterande 15 ldrare undervisar
pa high school. Resultatet av ldrarnas svar kan sammanfattas i foljande kategorier: utveckla
logiskt tinkande, kommunicera matematik, synliggora tinkandet, forklara varfor och skapa
matematisk kunskap (Knuth, 2002, s. 78-81). Knuth har jamfort sitt resultat med de Villiers
(1999) och Bells (1976) fem syftespunkter som &terfinns 1 avsnitt 4.1 och konstaterar att
lararna ndmnde alla deras syften forutom att bevis skapar systematisering.

I Knuths (2002, s. 78) undersokning anser 13 av 17 ldrare att bevis skapar mojlighet for
utveckling av ett deduktivt tinkande bdde 1 och utanfor matematiken. Nagra av dem menar att
den deduktiva formégan att observera och dra slutsatser dr en fardighet som ér vardefull d&ven
1 manga andra sammanhang (Knuth, 2002, s. 78). Flertalet ldrare &r ocksd eniga om att
kommunikation ar ett vardefullt syfte som bevis fyller 1 undervisningen. I klassrummet kan
kommunikationen fa sitt uttryck genom exempelvis diskussioner kring giltigheten av
argument som finns i1 bevis (Knuth, 2002, s. 79). Enligt fyra ldrare kan bevis synliggdra
elevernas tdnkande (Knuth, 2002, s. 79). Elevernas tinkande och forstielse synliggors da de i
arbetet med bevis i tal eller skrift méste uttrycka hur de kom fram till en slutsats (Knuth,
2002, s. 80).

Sju larare menar att bevis ar viktiga i skolan for att ge eleverna mgjligheter att se varfor en
utsaga dr sann istillet for att acceptera bevisets giltighet fran en auktoritet (Knuth, 2002, s.
80). Med ordet “varfor” menar de att bevis visar varifran pastdendet kommer och hur det kan
vara sant. Ingen av ldrarna ndmner explicit att bevis kan skapa mojligheter till att forklara
samband eller ge forstaelse inom matematiken. Knuths (2002, s. 81) egna forklaring till att de
inte ndmner att bevis kan ge forstaelse dr for att bevis troligen inte fungerat som forklarande
verktyg for ldrarna nér de sjdlv var studenter.

4.2.5 Larares syn pa matematiska bevis i tre nordeuropeiska lander

Hemmi, Lepik och Viholainen (2011) har gjort en mindre studie om gymnasieldrares

uppfattning kring bevis 1 skolan. I studien deltar atta ldrare frdn Sverige, sju frdn Estland och

fem fran Finland. Hemmi et al. (2011, s. 140) finner olika syftespunkter kring bevisens

funktion 1 tidigare forskning fran de Villiers (1999), Hanna (2000), Weber (2002) och Hemmi

(2006). Syftespunkterna ar: verifikation, overtygelse, forklarande, kommunikation,
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systematisering, estetisk, intellektuella utmaningar, upptickande och transfer. Flera av
syftespunkterna har tidigare tagits upp 1 avsnitt 4.1. Forutom wupptdickande nimns alla
ovanstidende punkter av ldrarna i undersékningen.

Det vanligaste svaret bland ldrarna 1 unders6kningen dr att bevis ger en forklaring och
forstaelse. Ett syfte som enligt Hemmi et al. (2011, s. 141) inte kan identifieras 1 Knuths
undersokning (se foregdende avsnitt) men som de finner 1 sin undersokning ar transfer.
Transfer 1 denna kontext handlar om att bevis kan ge eleven nya tekniker som eleven kan
anvédnda 1 andra matematiska problem, men att eleven dven far forstaelse som kan appliceras
utanfor matematiken (Hemmi, 2006, s. 223).

De svenska ldrarna gor skillnad pa bevisens roll pa exempelvis det naturvetenskapliga
programmet, ddr de anser att bevis borde tas upp, jimfort med andra program pa gymnasiet
(Hemmi et al., 2011, s. 150). Liknande gor de finldndska ldrarna som anser att bevis spelar en
storre roll 1 de ldnga matematikkurserna till skillnad fran i de korta (Hemmi et al., 2011, s.
151). I frdgan om vilka bevis som &r passande i gymnasieskolan ndmner fem av sju ldrare
Pythagoras sats som ett bra bevis att borja med eftersom det tydligt visar varfor satsen ér sann
(Hemmi et al., 2011, s. 150). Inga estldndska ldrare nimner Pythagoras sats vilket troligtvis
beror pd att Pythagoras sats behandlas i lagre &ldrar i Estland och dérfor inte finns med i
laroplanen for gymnasiet. De svenska ldrarna ndmner att bevis 1 geometri, trigonometri och
matematisk analys skall behandlas i undervisningen (Hemmi et al., 2011, s. 150).

4.2.6 Forberedelse for universitetsstudier

Som ndmnts ovan (avsnitt 4.2.2) skriver Hersh (1993, s. 397) att hans syfte med undervisning
om bevis pa universitetet inte framst &r att forbereda studenter for kommande studier eftersom
fa av dem kommer ldsa vidare. I gymnasieskolan dr situationen annorlunda. Ett av de mal som
finns pa de hogskoleforberedande programmen 1 gymnasieskolan dr att eleven: “pa ett
nationellt hogskoleforberedande program inom gymnasieskolan ges mdjlighet att uppna
kraven for en hogskoleforberedande examen som innebér att eleven har tillrdckliga kunskaper
for att vara vil forberedd for hogskolestudier” (Skolverket, 2011, s. 9). Undervisningen pa
hogskoleforberedande program har ett ansvar att forbereda eleverna for kommande studier. 1
Hemmis (2006) avhandling Approaching proof in a community of mathematical practice
undersdker hon hur elevens relation kring bevis fran gymnasiet paverkar elevens arbete med
bevis pa hogskolan. Hon finner ett viktigt samband som visar att det mellan pastdendena It is
difficult for me prove statements” och I have had exercise enough in constructing proof in
school” finns en negativ korrelation (Hemmi, 2006, s. 161). Studenter som arbetat mycket
med bevis 1 gymnasieskolan har alltsa léttare for att arbeta med bevis pd universitetet.
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5 Undervisning kring matematiska bevis

Det finns en bredd av forskning och teorier om hur undervisning skall utforas. I avsnitt 5
kommer nagra viktiga faktorer om undervisning kopplat till bevis att tangeras. Inledningsvis
presenteras hur undervisning sker utifran larares metoder och larobocker. Direfter presenteras
nagra utvecklande ideér om hur undervisning kan ske.

5.1 Tre lararstilar

Ett sitt att undersoka hur undervisning kring bevis kan ske ar att undersdka hur olika larare
undervisar om bevis. Hemmi (2006, s. 106) ser utifrdn sina undersdkningar och
litteraturstudier tre olika undervisningsstilar som aterfinns i1 undervisning om bevis pa
universitet 1 Sverige. De dr idealiseringar och gér ej att hitta i sina rena former 1 praktiken,
men det ar ett sétt for henne att presentera sitt resultat.

5.1.1 Den progressiva stilen

Liararen inom den progressiva undervisningsstilen undviker helst bevis sa langt det ar mojligt
1 sin undervisning och menar att bevis frimst skall behandlas da eleverna sjilva uppticker ett
behov av bevis (Hemmi, 2006, s. 107). En av anledningarna &r att ldraren inte vill skrimma
upp eleverna med bevis. De ganger bevis dndd uppkommer 1 undervisningen synliggdrs det
inte att det dr ett riktigt bevis som studenterna arbetar med. Det finns alltsda inget storre
intresse fran ldrarens sida att vicka studenternas nyfikenhet kring bevis (Hemmi, 2006, s.
208). Inom konstruktivismen dr ett karaktirsdrag att studenten sjdlv far konstruera och leta
efter kunskap nir hen ser ett behov av det istéllet for att kunskap skall 6verforas fran larare till
elev (Hemmi, 2006, s. 209). Tendenser till konstruktivism kan ses i den progressiva
lararstilen. Konstruktivismen minskar ldrarens roll 1 undervisningen vilket Hanna och Jahnke
(1996, s. 885) anser kan vara problematiskt i undervisning kring bevis. Enligt dem visar
studier pa att liraren har en viktig roll i undervisning om bevis da ldraren exempelvis kan
hjélpa eleverna att urskilja vad som anses som ett korrekt argument.

I den progressiva lérarstilen finns ocksa en betoning pa att spriket i undervisning kring bevis
skall vara enkelt och inte allt for symboliskt eller formellt (Hemmi, 2006, s. 207), annars finns
en risk att spréaket kan komma att st som ett hinder for studentens forstaelse. Lérarna inom
den progressiva ldrarstilen anser att bevis endast &r till for en liten grupp av studenter, frimst
for framtida matematiker och datatekniker (Hemmi, 2006, s. 109). Fokus borde istéllet laggas
pa att studenterna skall léra sig rdkna (Hemmi, 2006, s. 107).

5.1.2 Den deduktiva stilen

Hos den deduktiva ldrarstilen har bevisen en central roll i undervisningen (Hemmi, 2006, s.
209). Studenterna ses kapabla for ett abstrakt tinkande och bor tridnas 1 logik och uppbyggnad
av bevis. Ett korrekt, formellt och symboliskt sprédk anses vara viktigt och borde inte separeras
fran bevis eller undervisning om bevis (Hemmi, 2006, s. 211). Studenterna bor véinjas och ldra
sig det matematiska spréket redan i skolans vérld (Hemmi, 2006, s. 119). Inom den deduktiva
stilen anses det inte negativt att studenterna inledningsvis memorerar bevis, dven om de inte
helt forstar allt (Hemmi, 2006, s. 113). I utantillinldrningen av bevis kan de borja uppticka
regler och strukturer 1 matematiken. Det finns inga problem med att studenterna konfronteras
med komplicerad matematik, forstaelsen far véxa fram utifran det som inte ar greppbart
(Hemmi, 2006, s. 213).
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5.1.3 Den klassiska stilen

Larare tillhorande den klassiska stilen uppskattar bevis eftersom de kan vara bade vackra och
ge en intellektuell utmaning. Genom att jobba med bevis trdnas formégan att resonera logiskt
vilket anses vara viktigare &n att rdkna med siffror (Hemmi, 2006, s. 122). Bevis kan
presenteras i undervisningen for att foreldsaren sjilv tycker det dr vackert, om studenterna
forstar beviset dr sekundért. For att det vackra skall finnas kvar betonas inte samma stranghet
1 bevisen som hos den deduktiva ldraren (Hemmi, 2006, s. 123—124). Det leder till att den
pedagogiska delen av undervisningen ibland gloms bort.

Trots att ldrarna inom den klassiska stilen tycker det &dr viktigt med bevis och ser det som
nagot alla borde ldra sig dr det inte sékert att de undervisar om det eftersom de anser att
studenterna saknar den bakgrundskunskap som behdvs eller att det &ar alltfor tidskrdvande
(Hemmi, 2006, s. 121). Liksom hos den progressiva ldraren menar ldraren inom den klassiska
stilen att det endast dr en liten andel av studenterna som forstar sig pa bevisen, for resten av
gruppen édr det mest onddigt med tid eftersom de saknar tillrdcklig kunskap (Hemmi, 2006, s.
125). Nir undervisning kring bevis dndd sker rdds inte ldraren att anvidnda ett korrekt
matematiskt sprak. Till skillnad frdn den progressiva stilen finns @&ndd en viss intention att
vicka elevernas intresse.

5.2 Larobocker

For att fa en bild av hur bevis anvinds 1 undervisning i den svenska gymnasieskolan kan
laromedel studeras. Att studera ldrobockers framstéllning av bevis ér relevant eftersom
Norstrom och Lofwall (2005, s. 2) menar att minga studier visar att larare, och 1 synnerhet
matematikldrare, later innehallet i 1arobocker eller lararguider 1 matematik ligga till stor grund
for undervisning. Det menar dven Hemmi och Bergwall (2017, s. 2). Nordstrom & Lofwall
(2005, s. 2) har undersokt tva bocker, Matematik 3000 och Liber Pyramid, som utgick fran
Ldroplan for de frivilliga skolformerna, Lpf94. 1 de tva larobockerna hade bevisuppgifter
minimalt med utrymme jamfort med andra uppgifter i boken, men dven i1 jamforelse med
bocker frdn Kanada och Frankrike (Nordstrom & Lofwall, 2005, s. 4). 1 de svenska
larobockerna som Nordstrom och Lofwall (2005, s. 6) undersokt dr det ocksa svart att se
skillnad pa vad som é&r generella exempel och vad som é&r bevis (Nordstrom och Lofwall,
2005, s. 5). Det medfor att generella exempel kan uppfattas som ett fullstandigt bevis for ett
pastaende eller en formel. Nordstrom och Lofwall (2005, s. 6) lyfter fram problematiken med
att ldrobockerna 1 matematik undviker matematiska begrepp och att de istdllet forsoker
forklara matematiken med vardagliga termer. Aven Hemmi (2006, s. 55) menar att bevis i
larobocker anvinder ett informellt spréak. Det kunde skapa forvirring hos eleverna eftersom de
enligt Lpf94 skulle kunna skilja pa vad som é&r en gissning och vad som ar ett antagande.
Matematiska bevis uppkom ocksa frimst 1 larobockerna i samband med svarare uppgifter som
riktade sig till de hogpresterande eleverna, vilket var i linje med den dévarande ldroplanen
(Nordstrom och Lowfall, 2005, s. 7).

Till skillnad fran ldroplanen fran 1994 &r det 1 @mnesplanen fran 2011 tydligare att
undervisning kring bevis skall ske eftersom bevis ndmns explicit ett flertal gdnger (avsnitt
4.2.1). Dérfor ar det relevant att stélla sig fragan hur larobocker forhaller sig till bevis 1 den
nya ldroplanen. Hemmi och Bergwall (2017) har undersokt tvd svenska och tvd finska
larobocker riktade till gymnasiekurser och hur bevis tas upp 1 bockernas integralkalkyldelar.
De har undersokt de tvé vanligaste ldrobockerna 1 Sverige men papekar att ingen generell
slutsats for larobocker 1 Sverige kan dras utifran dessa tvad bocker (Hemmi och Bergwall,
2017, s. 12). Resultatet av de delar av bockerna som relaterar till integralkalkyl i de svenska
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bockerna ér att satserna presenteras och argumenteras for 1 bockerna pa ett sitt som inte kan
accepteras som riktiga bevis. Presentationerna kan snarare tolkas som induktiva gissningar
utifran empiriska exempel. Dessutom tydliggors det inte 1 bockerna att presentationerna inte
ar fullstdndiga bevis. Bevisrelaterade uppgifter innehdller moment dér eleverna far utveckla
argument, hérleda formler, testa gissningar eller finna motargument (Hemmi och Bergwall,
2017, s. 4). De svenska larobockernas uppgifter, relaterade till integralkalkyl, ger fa
mojligheter att utveckla formégorna att bevisa och resonera eftersom de innehdller fa
bevisrelaterade uppgifter. I badde de svenska och finska bdckerna saknas en orientering i
bevistekniker och bevisprinciper (Hemmi och Bergwall, 2017, s. 13).

5.3 Konstruktivistiska forslag

I mitten av 1900-talet dominerade Piagets teori om utvecklingsfaser och konstruktivism
skolans pedagogik, men nagra artionden senare fick teorierna konkurrens av Vygotskijs
sociokulturella idéer (Balacheft, 2010, s. 117). Hemmis ovan ndmnda avhandling (2006, s. 22
och s. 26-27) ar ett bra exempel pd hur forskning kring undervisning i matematik idag
influeras av bade Piaget och Vygotskij. Hon menar att mycket av forskningen ligger inom det
konstruktivistiska paradigmet men att det 1 hennes avhandling ocksa dr viktigt att undersoka
omradet ur ett historiskt och kulturellt perspektiv. Hanna och Jahnke (1996, s. 885) framhaller
att det idag dr konstruktivism som betonas inom matematikundervisningen. De diskuterar
olika metoder att undervisa kring bevis utifran ett sidant forhallningssétt. En forsta metod ar
att ha en klassrumsdebatt dir ldraren guidar eleverna nér de stéller upp ett pastiende som de
sedan skall bevisa. En annan metod ar att eleven forst ser en dversiktlig bild av ett bevis innan
hen gar ned pé detaljniva. En liknande metod ar att lararen forklarar beviset dversiktligt men
lamnar forklaringarna pa detaljniva &t eleverna sjélva. Hanna och Jahnke (1996, s. 885- 886)
ndmner dven ett forsok dér ldraren enbart agerar moderator under gruppdiskussioner.

Gemensamt for ovan ndmnda forslag pa konstruktivistisk undervisning ar enligt Hanna och
Jahnke (1996, s. 885) att de ifragasétter lararens roll. Lararen skall vara aktiv i klassrummet
utan att ta for stor plats eller bara presentera matematiska argument. Om ldraren daremot intar
en for passiv roll far eleverna inte tillgang till all den kunskap som faktiskt finns tillgédnglig
hos ldraren (Hanna och Jahnke, 1996, s. 887). De anser att effektiva metoder inte skall
undvikas enbart pa basis av att de kriaver aktiva ingripanden fran lararen.

Aven Bell (1976, s. 25) lyfter fram vikten av den sociala interaktionen i klassrummet nér
arbete med bevis bedrivs som ett sétt att ge forstéelse till eleverna varfor bevis dr viktiga. Att
eleverna finner syften med bevis ar ocksa centralt enligt de Villiers (1990, s. 17). Ofta upplevs
bevisaktiviteter meningslosa for elever vilket dr problematiskt dd& det medfér en Ilag
motivationen till att ndrma sig bevis. Ett sétt for eleverna att finna ett syfte och uppskatta
bevis dr att uppticka bevis som ett redskap for granskning av kunskap i en social kontext
(Bell, 1976, s. 25). Vidare menar Bell (1976, s. 25) att en samverkande och undersdkande
undervisning &r ett effektivt sétt for eleverna att finna syfte och uppskatta bevis.

5.4 Heuristik eller formalitet

Simpson (refererad i Hanna, 2000, s. 9) tar upp tankar kring skillnaden mellan att lara sig
bevis genom logik och att ldra sig bevis genom resonemang och undersokningar. Trots att det
ar vanligast att ldra sig matematik den formella vigen menar Simpson (refererad i Hanna,
2000, s. 9) att det endast gynnar ett fatal elever d& majoriteten av eleverna saknar den formaga
som krévs. Ett heuristiskt tillvigagangssitt dér eleverna far undersoka, resonera sig fram och
gora kvalificerade gissningar skulle vara mer naturligt for en storre andel av eleverna. Hanna
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(2000, s. 9-10) skriver fortsatt om undervisare som menar att ett heuristiskt tillvigagangssétt
dven dr bra for formagan for att motivera®. Tidigare har deduktiva bevis ansetts vara det bésta
séttet for att utveckla fardigheter kring férmagan att motivera men undervisarna menar hér att
det ofta leder till utantillinldrning som inte tillfor eleverna nagot. De menar liksom Simpson
(refererad 1 Hanna, 2000, s. 9) att ett undersokande och utforskande arbetssitt dir eleverna far
anvénda intuition och ett induktivt arbetssétt borde foresprakas.

5.5 Problemldsning, argumentation och bevis

Under avsnitt 3.2.1 behandlas distinktionen mellan bevis och argumentation. Delade
meningar rader kring om argumentation ses som en del av bevis eller inte. Vilken syn
undervisare har 1 fragan paverkar utformningen av undervisningen (Hanna & de Villiers,
2008, s. 331). Lérare som skiljer bevis och argumentation 4t kommer inte att koppla samman
problemldsning med bevis i1 sin undervisning utan istdllet fokusera pa bevisets deduktiva
uppbyggnad. Lidrare som ser argumentation som en del av bevis kommer jobba med
problemldsning och sedan knyta an argumentet och slutsatser i problemldsningen till logiken
(Hanna & de Villiers, 2008, s. 331). Enligt Hanna (2000, s. 14) dr bade bevis och upptidckande
starkt kopplat till problemlosning d&ven om de &r tva skilda aktiviteter. Ofta anvinds
undersokande och experimenterande i1 problemldsning for att uppticka mdnster som sedan
provas genom ett bevis. I undersékningar och upptdckande kan olika datorprogram vara ett
anvéindbart verktyg. Balacheff (2010, s. 133) poédngterar att datorerna tillhandahaller sétt att
uppticka och uppleva matematik som inte varit mojligt tidigare. Han ldgger extra tonvikt pa
hur datorprogram for geometri dr fordelaktiga for att ldara. Det ar viktigt att elever forstar att
testande och utforskning &r ett anvandbart verktyg i matematiken men att det inte ar ett bevis i
sig (Balacheft, 2010, s. 133).

Nar elever sjdlva skapar bevis dr en stor utmaning for dem att kunna knyta an argumenten till
matematiska bevis och deduktiva resonemang (Hanna & de Villiers, 2008, s. 331). Tidvis har
undervisning kring formell logik ibland setts som 16sningen pa problemet. Det dr dock oklart
huruvida det hjélper eleverna vid arbete kring matematiska bevis eftersom dvergangen mellan
logiken och deduktionen i bevis inte sker automatiskt (Hanna & de Villiers, 2008, s. 331).

5.6 Bevisens synlighet i undervisning

Hemmi (2006, s. 52) diskuterar bevisens synlighet i undervisning utifran olika aspekter. En av
aspekterna ror bevisens struktur. Vissa matematiker pastar att studenter behdver hjélp att se
strukturer 1 bevis eftersom det gir utanfor deras formaga att gora det sjdlva (Hemmi, 2006, s.
55-56). For att visa hur synliggérande av struktur i bevis kan genomforas lyfter Hemmi fram
ett exempel frén en finsk liarobok for gymnasieskolan. Exemplet visar ett tydligt arbetssétt
kring bevis och hur olika delar bygger upp beviset. Hemmi pekar pa att detta arbetssétt ger
eleverna mojlighet att se de logiska resonemangen 1 ett geometriskt bevis.

3 i artikeln anviinds det engelska ordet justification.
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Sats 1. Basvinklarna i en likbent triangel ar lika stora.

Antagande: Triangeln ABC iir likbent (AC = BC).

Pdstiaende: Basvinklarna DAC och DBC ar lika sto- Cc

ra.

Bevis: Mot basen AB ritar vi en median CD och da ir

AD = BD. Eftersom medianen CD ir gemensam for

trianglama ACD och BCD ar AACD = ABCD (sss). Z l
Basvinklarna 1 den likbenta triangeln dr motsvarande e by
vinklar i de kongruenta deltrianglarna och ir lika stora. A

Nedanstiende schema illustrerar uppbyggnaden av beviset.

AC=BC

(antagande); \s
Rita 3 \‘A
medianen AD=BD —»| ACD =ABCD » < DAC= 4 DBC
CcD

(sss)
CDa |s
gemensam

Figur 6. Ett exempel pa hur en finsk larobok presenterar den deduktiva strukturen i bevis. (Hemmi, 2006, s. 56)

Bell (1976, s. 26) visar ocksa hur den deduktiva strukturen i bevis kan synliggoras, dels
genom ett exempel och dels genom en tabell som liknar det som visats ovan. Genom att se
strukturen 1 bevis ges en mojlighet for eleverna att urskilja vilka krav som stélls pd bevis for
att de skall accepteras som riktiga.

THEOREM: The angle at the centre of a circle is twice the angle at the circum- @
ference subtended by the same arc. »and
@ \@
P and
b - @ @

@)
B and xq\d

—®
A L_)
Similarly

6

Given: Circle, Centre O, points 4, P, B, on circumference (D).
Construction: Join PO and produce to any point X.
Let the angles @, b, ay, b, x, y be as marked.

o

}\and
X
9 -

@
©),

To Prove: AOB = 24PB. & <8 1+ compahble with = for angle]
Proof: 04 =0P (1) (2) (radiiofacircle) ?“\""
T (3) @) (base angles of an isosceles A) @ \®_, {+distributive over X for angles)
Alsox =a+a;, (5) (6) (exteriorangle of a A)
X = 2a W)
Similarly y = 25 (8)
x+y =2a+2b (9) (10)
= 2(@+b) (11) (12)
ie. AOB = 24PB

Figur 7. Bells forslag pa hur man kan visa strukturen i ett bevis. (Bell, 1976, s. 25-26)
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6 Diskussion och slutsats

Inledningsvis vill vi kommentera val av litteratur. Vi har valt att bygga en del av vart
resonemang pa Knuths (2002) undersokning som tar sin utgangspunkt i secondary school i
USA och Hemmi, Lepik och Viholainens (2011) undersokning som tar sin utgangspunkt i
gymnasieskolor 1 Sverige, Estland, och Finland. Vi anser det problematiskt att de bada
undersokningarna dr relativt sma och inte begrdnsade till Sverige men eftersom resultatet i
undersdkningarna dr samstdmmigt menar vi att det sammantagna resultatet 1 detta fall gar att
applicera pd svensk gymnasieskola. Vi har dven gjort avvigningen att applicera Hemmis
(20006) tre lararstilar fran universitetet (avsnitt 5.1) pa svensk gymnasieskola da vi sjdlva mott
de tre lérarstilarna under vara VFU-perioder pa gymnasieskolor i Goteborg.

6.1 Vad ar ett bevis?

Vi anser det svart att rama in och fullstdndigt ge en bild av vad ett matematiskt bevis &dr. For
att &nda fa en konkret bild av bevis lyfter vi 1 texten fram olika sitt att bevisa satser pa (avsnitt
3.3). Under arbetets gang insdg vi att det inte finns nadgon fullstdndig lista med olika sorters
bevis. De olika sétten gér ibland dven in 1 varandra. Ett exempel &r att kontrapositionsbeviset
(avsnitt 3.3.2) innehaller ett direkt bevis.

Det finns inga krav pa hur omfattande och forklarande ett bevis skall vara. Ibland utelimnas
utrdkningar beroende pa vem som dr mottagare eller for att beviset annars skulle bli for langt
(de Villiers, 1990, s. 19). Vi anser att bevisen 1 skolan borde vara detaljrika och inte utesluta
utrdkningar. Anledningen &r att elevers matematiska kunskaper ar ligre @n matematikers,
vilket krdver att bevisen i1 skolan borde vara mer utttmmande &n de inom den matematiska
vetenskapen. Mer forklarande bevis bidrar till att eleverna enklare kan folja resonemanget for
att pa sa sitt undvika forvirring. Det kan dock konstateras att det finns vissa krav pa bevis
som maste foljas for att det skall anses vara ett bevis. Ett krav &r att ett matematiskt bevis
skall bygga pa tidigare accepterad matematik bestdende av satser och axiom. Ett matematiskt
bevis kan alltsa inte bygga pa heuristiska argument som att ldsaren utifran en bild kan se att
en sats stimmer (Hanna, 2000, s. 12). Bevis skall vara uppbyggt av en deduktiv slutledning
och ldsaren skall kunna se hur beviset grundas i tidigare matematik (Hemmi et al., 2013, s.
358). Den deduktiva slutledningen skiljer bevis fran att vara ett 16sryckt argument.

I resultatet har fragan om en visualisering kan ridknas som ett visuellt bevis tagits upp (avsnitt
3.4). Vi finner att svaret pa den fragan inte dr helt klar. Bevis maste bygga pa deduktiva
slutledningar och resonemanget skall enkelt kunna foljas av ldsaren (Thurston, 1994, s. 169).
Det sistndmnda ar svart enbart utifran en bild. Borwein och Jorgenson (2001, s. 900) menar
att visuella bevis 1 sa fall borde innehélla en guide som visar ldsaren en lamplig vég att gi for
att folja resonemanget i1 beviset. Om en visualisering kréver en védgledning i form av en text,
blir dé inte texten beviset som stdds av en forklarande bild? Bilden 1 sig sjdlv kan alltsd inte
raknas som ett bevis. Véar slutsats dr att det utifrdn detta perspektiv inte finns visuella bevis sa
lange de dr 1 behov av en forklaring for att kunna tolkas.

Ett bevis kriaver en social acceptans for att det skall kunna fungera som ett bevis (Hanna & de
Villiers, 2012, s. 170). Debatten om vad som accepteras som ett bevis eller ej synliggors i
Jaffe och Quinnis (1993) Oppna diskussion med Thurston (1994) om vikten av bevisens
formalitet, men ocksé i de tre historiska skolorna dir uppfattningarna om bevis skilde sig at
(avsnitt 3.1). Genom historien kan vi se att matematiska bevis inte och troligtvis aldrig kan tas
for att vara en absolut sanning eftersom matematiken stindigt utvecklas. Icke-euklidisk
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matematik (avsnitt 3.1.1) dr ett exempel pa ett ifragasdttande av Over tva tusen &r gammal
matematik.

6.2 Bevisens funktion i undervisning pa gymnasieskolan

Vi har valt att kategorisera bevisens funktion i undervisning i gymnasieskolan i explicita och
implicita funktioner for att pa ett tydligare sétt kunna diskutera dem.

6.2.1 Explicita funktioner

Vi har funnit flera undersékningar och asikter (Hersh, 1993, s. 396; Hanna, 2000, s. 8; Knuth,
2002, s. 79; Hemmi, Lepik och Viholainens, 2011, s. 140) som menar att bevis som ett
forklarande verktyg till varfor en sats dr sann &r ett av bevisens framsta funktioner i
undervisning. Knuths undersékning visar dock att det inte nddvéndigtvis finns en korrelation
mellan att ett bevis visar att nagonting dr sant och att beviset dr forklarande (Knuth, 2002, s.
81). Likt ldrarna 1 Knuths undersokning menar Hemmi (2006, s. 43—44) att det finns asikter
och uppfattningar om att bevis inte ger forklaring till varfor nagot dr sant pd grund av
bristande matematiska kunskaper hos eleverna. Utifran Hemmis och Knuths tankar menar vi
att en ldrare behover reflektera 6ver om eleven har tillrackliga forkunskaper for att kunna folja
och forsté ett bevis om beviset skall fungera som en forklaring for eleven. Bade Hersh (1993,
s. 388) och Hemmi (2006, s. 43—44) diskuterar andra sitt att forklara satser och begrepp pa.
Hemmi (2006, s. 43—44) menar till exempel att ett generellt exempel kan vara mer férklarande
an ett bevis, medan Hersh (1993, s. 388) &nda pastar att bevis dr det mest korrekta séttet att
forklara en sats eller ett begrepp. Hersh pastér ocksa att vissa satser inte forklaras pd andra sétt
an genom bevis (1993, s. 388). Vi stiller oss frdgan om négra av de bevis Hersh syftar pa
aterfinns 1 gymnasieskolans &mnesplaner.

En annan viktig funktion bevis har ar att 6vertyga ldsaren (Bell, 1976, s. 24; de Villiers, 1990,
s. 18). Denna funktion har dock diskuterats eftersom elever vanligtvis inte ifrdgasétter om en
sats dr sann eller ej (Hersh, 1993, s. 396). En anledning till att elever inte ifrdgasétter ar att
overtygelse kan komma fran andra auktoriteter dn bevis (Hemmi, 2006, s. 45). Vi anser det
viktigt att elever trdnas i ett autonomt tdnkande 1 matematiken for att de inte skall acceptera
matematik direkt frdn auktoriteter utan att reflektera Over det. Att arbeta med bevis i
undervisningen bidrar till att eleven utvecklar ett kritiskt tinkande 1 matematiken. Bevis &r pa
sa sétt en anti-auktoritet (Hanna, 1995, s. 46).

6.2.2 Implicita funktioner

Vi har i vart arbete upptickt att bevis har syften och kan besitta funktioner som inte ar uttalat
sjdlvklara. De funktionerna har vi valt att kalla implicita funktioner.

Hemmi (2006, s. 223) tar upp begreppet transfer i forhallande till bevis. Hon menar att bevis
kan medfora kunskaper och tankesdtt som eleverna kan applicera i, men ocksd utanfor
matematiken. I avsnitt 4.2.3 diskuteras bevis som ett sétt att skapa ett kritiskt tdnkande i
matematiken. Vi menar att bevis kan bidra till ett kritiskt tankesétt hos eleverna dven utanfor
matematiken, en si kallad transfer. Var uppfattning &r att manga elever har en syn pa
matematik som en fast och absolut kunskap. Matematiken vilar absolut pa en flera tusen ar
gammal tradition av satser och axiom men det betyder inte att matematiken aldrig kan
kritiseras och utvecklas. Var slutsats dr att om eleverna far forstaelse for att till och med
matematiken behover granskas och har granskats genom historien forstar de vikten av att gora
det dven 1 andra vetenskaper, nyheter och informationsfléden som ar mer ombytliga dn

22



matematiken dr. Vi anser att det kritiska tdnkandet dr en viktig del av bevisens funktion i
gymnasieskolan eftersom det i ldroplanen (Skolverket, 2011, s. 7, 9) star beskrivet hur
eleverna 1 skolan skall fa trdna pa att tdinka och vérdera kritiskt for att de pa sa vis skall ndrma
sig ett vetenskapligt sétt att tinka.

I avsnitt 6.2.1. framstélls bevis som ett verktyg for att ge 6vertygelse och forstéelse till en
specifik sats. Vi anser att en implicit funktion dr att arbete med bevis dven kan bidra till det
matematiska ldrandet 1 stort. Den forsta anledningen till denna slutsats bygger pa en aspekt av
transfer som behandlas i avsnitt 4.2.5. I avsnittet lyfts Hemmi (2006, s. 223) upp som menar
att elever kan finna tekniker 1 bevis som kan appliceras inom andra omraden av matematiken.
Den andra anledningen till att bevis bidrar till det matematiska ldarandet 1 stort kan vi dra
utifran Bell (1976, s. 24) och de Villiers (1990, s. 9-10) syftespunkt att bevis bidrar till en
systematisering av matematiken. Bevis kan alltsa visa elever hur matematiken hénger
samman. I Hemmis el at. studie (2011, s. 141) finns systematisering med som ett syfte. Detta
syfte tycks dock inte vara sjdlvklart bland larare. I Knuths (2002, s. 78-81) undersokning
beskriver ingen av ldrarna ett syfte som kan likstéllas med systematisering. Vi menar likt Bell
och de Villiers att bevis kan bidra till systematisering i matematik om kopplingen till tidigare
matematik synliggors for eleverna i bevis.

Bevis fungerar ocksa som ett kommunicerande verktyg i gymnasieskolan (Knuth, 2002, s. 79;
Hemmi et al., 2011, s. 141; de Villiers, 1990, s. 22). En aspekt i den kommunikativa formégan
hos bevis ér att fora vidare kunskap mellan olika generationer. P4 si sitt slipper varje
generation uppfinna hjulet pa nytt. En annan aspekt ar att bevis skall kunna granskas for att
matematiken skall foras framat. For att ett bevis skall kunna granskas skall det vara forstaeligt
och begripligt for mottagaren oavsett vem denne ar (de Villiers, 1990, s. 22). Det stiller alltsa
krav pa bevisets kommunikativa formaga. Vi anser att denna aspekt &r viktig att lyfta upp och
prata med eleverna om eftersom det dr en viktig del av @mnets karaktér.

6.3 Undervisning kring matematiska bevis

Vi stiller oss frdgan om bevis pa gymnasiet kan vara meningsfullt for alla elever oavsett kurs,
program eller kunskaper inom matematik. Det finns ldrare som anser att bevis tillhor
naturvetenskapliga program (Hemmi, Lepik och Viholainen, 2011, s. 150). I ldrobdcker riktas
bevis till de elever som vill jobba med svarare uppgifter (Nordstrdm och Lowfall, 2005, s. 7),
och vi kan tydligt se att ordet bevis anvinds mer i de senare matematikkurserna pa gymnasiet
(Skolverket, 2018). I Hemmis (2006) undersokning bland universitetslarare finns
uppfattningar inom den progressiva lararstilen att bevis dr for de studenter som skall studera
matematik och datorkunskap péd universitetsniva och 1 den klassiska ldrarstilen ses bevis som
en aktivitet som tar onddigt mycket tid for studenter d& de saknar tillrdckligt med kunskap.
Ovanstaende noteringar bygger troligtvis pa att begreppet bevis dr komplext for elever
eftersom det dr svart att ringa in vad ett bevis dr. Att arbeta med bevis kriver dven en viss
matematisk forstdelse och ett matematiskt sprak. Vi vill inte forneka att bevis dr och kommer
vara komplext for eleverna, men vi skulle vilja pastd att bevis kan anviandas mer adn bara for
de elever som gér pd naturprogrammet, vill jobba med svarare uppgifter eller liser de senare
matematikkurserna pa gymnasiet. Till skillnad fran de &sikter vi lyft fram i texten ovan finns
det larare inom den deduktiva ldrarstilen som inte ser problematiken med att studenter far
arbeta med mer komplicerad matematik (Hemmi, 2006, s. 213). Likt de universitetsldrare som
kan klassificeras under denna ldrarstil anser vi att bevis inte skall undvikas 1 undervisning.
Utifrdn de explicita och implicita funktioner vi lyft 1 avsnitt 6.2 vill vi uppmana
gymnasieldrare i matematik att inkludera bevis pé alla nivéer och for alla elever. Bevis dr inte
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ett extra moment som skall hinnas med i1 undervisningen utan ett anvindbart verktyg. Fortsatt
1 avsnitt 6.3 lyfter vi upp och diskuterar nigra av de infallsvinklar vi funnit extra intressanta;
synliggérande av bevis och bevisens struktur, matematiskt sprék, klassrumsdialog samt
problemldsning.

6.3.1 Synlighet

Utifrdn vért resultat menar vi att synliggérande av bevis 1 undervisningen inte dr en
sjalvklarhet. Hemmi (2006, s. 107) finner i sin undersokning tendenser hos en del
universitetslarare att de undviker bevis 1 undervisningen sa langt det 4r mojligt och de ganger
bevis behovs gors det inte tydligt att det ar ett bevis. Huruvida liknande ténkesétt kring bevis
finns hos ldrare 1 gymnasieskolan dr oklart, men det finns liknande forhallningssitt till bevis i
larobocker for gymnasieskolan. I en del av lirobockerna som bygger pd Lpf94 framstills
bevis otydligt, vilket kan gora det svart att urskilja skillnaden pa bevis och generella exempel
(Nordstrom och Lofwall, 2005, s. 5). I tvd nuvarande ldrobocker for gymnasieskolan nimns
diaremot bevis explicit, &ven om begreppet ibland anvénds felaktigt (Hemmi och Bergwall,
2017, s. 13). Vi ser problematik kring att bevis anvinds inkonsekvent i undervisningen och att
det inte ar tydligt nér ett bevis framtrdder. En av anledningarna ér att en av formagorna i
amnesplanen for matematik &dr att kunna anvinda och beskriva matematiska begrepp
(Skolverket, 2018). D& begreppet bevis finns med 1 d&mnesplanen anser vi det viktigt att
begreppet synliggoras och forklaras sé att eleverna kan identifiera vad ett bevis ér. En slutsats
vi dragit under arbetets gang &r att eleverna gynnas av att under sin gymnasietid fa exponeras
for och arbeta med olika sorters bevis for att forsta begreppet bevis béttre. Det hjdlper dem att
se begreppets mangfald och att det kan finnas olika sitt att bevisa samma péstdende. Vi har
presenterat olika sitt att bevisa under avsnitt 3.3.

En annan aspekt av synlighet géller bevisens struktur (Hemmi, 2006, s. 52). Elever behover
hjdlp att se denna struktur. Da strukturen i1 bevis studeras synliggors det deduktiva
resonemanget vilket kan bidra till en klarare bild av begreppet bevis (Bell, 1976, s. 26). Tva
olika forslag pa hur man kan arbeta med deduktiva strukturer presenteras i avsnitt 5.6. Darfor
blir det problematiskt om man som ldrare exempelvis later estetiken vara viktigare dn den
deduktiva slutledningen i bevis vilket Hemmi (2006, s. 124) kategoriserar som en del av den
klassiska ldrarstilen. I den deduktiva ldrarstilen anses det vara nagot positivt att en elev
inledningsvis lér sig ett bevis utantill &ven om hen inte helt forstar alla delar (Hemmi, 2006, s.
213). Utifran det kan eleven se strukturer och skapa forstaelse. Simpson (refereras i Hanna,
2000, s. 9-10) menar att utantillinldrning inte ger eleven ndgot meningsfullt. Vi menar att det
vid arbete med bevis kan ge eleven en positiv effekt att lira sig ett bevis utantill {for att
inledningsvis fa en uppfattning om bevisets karaktédr. Vi podngterar dock vikten av att eleven
inte stannar vid utantillinldrningen utan att eleven erbjuds en mojlighet att reflektera och
diskutera bevisets uppbyggnad och struktur.

6.3.2 Matematiskt sprak och logiska symboler i bevis

Bevis innehaller ett matematiskt sprdk och logiska symboler som kan vara problematisk for
elever att forsta. Det finns olika &sikter om hur stringt det matematiska spraket skall vara i
undervisning kring bevis. Hos den deduktiva och den klassiska lararstilen anses det viktigt att
spraket dr formellt och korrekt (Hemmi, 2006, s. 211, 125). En anledning &r att studenterna
skall ldra sig att anvdnda det matematiska spréaket (Hemmi, 2006, s. 113). Nordstom och
Lofwall (2005, s. 6) betonar ocksa vikten av att matematiska termer anvédnds 1 undervisning
kring bevis. Den progressiva lararstilen foresprakar ett enklare sprak for att spraket inte skall
bli ett hinder for eleverna (Hemmi, 2006, s. 207). Aven Thurston (1994, s. 162) podngterar
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mottagarens forstaelse av ett bevis framfor dess formalitet. I &mnesplanen lyfts spraket fram
som en viktig del av matematiken. Enligt den forsta formédgan 1 amnesplanen skall eleverna fa
mojlighet att trdna och utveckla forstdelsen av matematiska begrepp (Skolverket, 2018, s. 1).
Ett exempel pa @mnesplanens betoning av ett matematiskt sprak dr formuleringen ”Dessutom
uttrycker sig eleven med viss sdkerhet i tal, enkel skrift och handling samt anvinder
matematiska symboler och andra representationer med viss anpassning till syfte och
situation.” frdn kunskapskravet C i kursen Matematik la (Skolverket, 2018, s. 4). Liknande
formuleringar aterkommer 1 kunskapskrav for andra kurser i matematik pd gymnasiet
(Skolverket, 2018). Vi anser att bevis dr ett bra sitt for eleverna att anvdnda och se nya
begrepp och matematiska symboler for att uppfylla &mnesplanens krav. Lararen maste vara
uppmarksam pa om det sprékliga innehéllet dr kint for eleverna sedan tidigare eller om en
introduktion behovs. Det kan bli ett hinder for eleverna om nya begrepp och symboler
anvénds utan forklaring.

6.3.3 Bevis som foremal for klassrumsdialog

Bevis har en social och en kommunikativ funktion eftersom de skall formedla nagot till en
specifik mottagare (Knuth, 2002, s. 79; Hemmi et al. 2011, s. 141; de Villiers, 1990, s. 22).
For att eleverna skall {4 forstaelse for detta menar vi att bevis méste inkluderas 1 en social
klassrumskontext. Ett sdtt dr att klassrummet blir ett forum for diskussioner kring bevis
(Hanna & Jahnke, 1996, s. 885). Vi menar att klassrumsdiskussioner om bevisens giltighet
och olika strukturer kan bli ett sétt att spegla en av de funktioner bevis haft i historien och
fortsatt har 1 forskningsvérlden idag, dar diskussioner dr ett redskap for granskning av
kunskap 1 en social kontext.

6.3.4 Problemlosning och konstruktion av bevis

I avsnitt 5.5 har vi lyft fram bevis kopplat till problemlosning. Ett arbetssétt &r att lata
eleverna uppticka monster genom undersokningar och pa sa sitt komma fram till ett
pastaende som skall bevisas. I undersokningar for att finna monster kan datorprogram vara ett
anvéindbart verktyg (Hanna, 2000, s. 14). Att arbeta med bevis kopplat till problemldsning &r
ett arbetssitt vi foresprakar. Det aktiverar eleverna samtidigt som bevis blir en inkluderad del
1 undervisningen istéllet for “ndgot som skall hinnas med”.

Att arbeta med bevis pa ett undersokande och resonerande sdtt uppfattas som ett naturligt
arbetssétt for ménga elever (Hanna, 2000, s. 9-10). Att eleven sjdlv far konstruera bevis ses
som ratt forhallningsétt till bevis 1 undervisningen enligt den progressiva lararstilen (Hemmi,
2006, s. 209). Till skillnad fran undervisning vi ndmnt i foregdende stycke anses bevis hos
den progressiva stilen inte vara en ldrarstyrd aktivitet utan ett verktyg eleven anviander ndr
behov uppstér for bevis. For att eleven sjilv skall kunna konstruera bevis anser vi att en
forstaelse kravs for vad ett matematiskt bevis dr och vilka komponenter som bor inga.
Utmaningen for eleven 1 bevisskapandet ér ofta att kunna knyta an de olika argumenten till ett
deduktivt resonemang (Hanna & de Villiers, 2008, s. 331). Vi anser det vara till stor hjélp att
eleven, innan hen sjélv skall konstruera bevis, har fatt analysera olika bevis. Det ar viktigt att
strukturer 1 bevis har synliggjorts for eleven sd att den deduktiva slutledningen i bevisen
uppenbaras. Nér eleven sjidlv konstruerar bevis behover hen kunna urskilja vad som anses
vara korrekta argument. Dér har ldraren en viktig roll att stotta eleven 1 urskiljningen (Hanna
och Jahnke, 1996, s. 885).
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6.3.5 Val av bevis i undervisning

Vér sammantagna slutsats dr att alla elever 1 svensk gymnasieskola, oavsett kognitiv niva,
gynnas av att fa se, ldra sig och arbeta med bevis. De bevis som nimns explicit i &mnesplanen
skall sjalvklart behandlas i undervisningen. Utdver dem anser vi det viktigt att ldrare
reflekterar kring vilka bevis som ar ldmpliga att presentera och hur de skall arbetas med i
klassrummet. Alla satser som behandlas bor inte bevisas 1 undervisningen pa gymnasiet. Ett
exempel pa det dr Satsen om storsta och minsta véirde (bilaga 2), en sats som vi anser ar
relevant att behandla 1 kursen Matematik 3b och 3c. Satsens bevis dr komplicerat och svért
men innehallet 1 satsen uppfattas som sjédlvklart. Vi menar att det 1 sddana fall ar viktigt att
papeka for eleverna att satsen har ett bevis for att fortydliga att satsen inte kan tas ur luften,
men att beviset inte kommer behandlas i undervisningen. Vi haller med ldrarna 1 Hemmis et
al., (2011, s. 151) undersokning att Pythagoras sats, i motsats till Satsen om stdrsta och minsta
viarde, dr ett passande bevis att borja med da bevis skall introduceras. Det bevis for
Pythagoras sats som vi har valt att presentera 1 avsnitt 3.3.1 anser vi dr ett bra bevis da det kan
ge overtygelse och en forklaring till varfor satsen ar sann.

6.4 Begransningar och framtida forskning

Vi anser att var uppsats bidragit till en storre forstaelse for vilken stor roll bevis haft genom
den matematiska historien och fortsatt har idag. Var uppsats lyfter pa flera sétt fram bevisens
roll och syfte i undervisningen. Eftersom vi kommit fram till flera fordelar med att undervisa
mer kring bevis och samtidigt fatt en tydligare bild av begreppet kdnner vi inte lingre en lika
stor bavan infor var egen kommande undervisning om bevis 1 var framtida profession.

En uppsats om ett sdpass omfattande begrepp som matematiska bevis har méanga
begrinsningar. Vi véljer hir att lyfta fram tre av de begrdansningarna. For det forsta hade vi
onskat anvinda oss av mer aktuell forskning. Vi har exempelvis haft svart att hitta relevanta
artiklar om bevis kopplade till den svenska gymnasieskolan och den aktuella ldroplanen.
Flertalet artiklar behandlade datorer och datorprogram fick vi vélja bort eftersom mycket av
det som skrevs vid milleniets borjan inte alls &r aktuellt idag. For det andra dr mycket av vart
resultat begrinsat till larares uppfattning om nyttan med bevis. Vi har darfér inte med mycket
av vad elever eller objektiv forskning har att siga om bevisens nytta i gymnasieskolan.
Avslutningsvis tar var uppsats inte upp ndgon fordjupning kring didaktiska svarigheter i
undervisning om bevis. Didaktiska svérigheter kan vara det matematiska spriket eller att
elever ofta kan ha svart att skilja pa vad som ér givet och vad som skall bevisas.

Under tiden vi arbetat med var uppsats har tva huvudspar kring framtida forskning dykt upp.
Det forsta géller konkreta forslag pad undervisning om bevis 1 klassrummet. Vi anser att vart
arbete ger en bra bild over vad ett bevis dr och vad de kan ha for olika syften, men hur
undervisningen sedan kan realiseras tangeras enbart 1 slutet. Vi skulle gérna se en fortsatt
forskning om konkreta forslag pa undervisning utifran den svenska dmnesplanen 1 matematik.
Det andra omradet for fortsatt forskning géiller datorernas roll i undervisningen kring bevis. Vi
anser att det finns manga spdnnande omraden att undersdka vidare kring och utvirdera
gillande datorprogram dér elever far konstruera eller upptécka bevis. Att programmering kom
med 1 &mnesplanen for matematik 1 somras gor fragan fortsatt hogaktuell.
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Bilaga 1
Bevis for pastdendet 1 de Villiers exempel

Pastdende. Mittpunkterna E, F, G, och H pa en drakes sidor bildar alltid en rektangel.
Fran den geometriska definitionen av en drake foljer att drakens diagonaler dr vinkelrdta mot
varandra.

Bevis. A BCD ~A GCH.
Trianglarna ar likformiga eftersom CH/CD = GC/BC och
vinkel a dr gemensam for triangel BCD och triangel GCH.

Da 2GC = BC, ger likformighet att 2HG = BD.
Fran likformigheten f6ljer att GCH ar en topptriangel till

triangeln BCD.
Saledes ar HG//BD.

Pé samma sitt &r 2EF = BD och EF//BD.
Da ér EF = HG och EF//HG.

P& samma sétt som innan konstateras enligt
topptriangelsatsen att EH = FG och EH//FG.

Eftersom EH//AC och HG//BD, ér vinkeln EHG lika stor
som den réta vinkeln AMB. Da f6ljer att vinklarna FEH,
HGF och EFG ér rita.

Da motstaende sidor dr lika langa och vinklarna mellan sidorna &r rita utgor sidorna
tillsammans en rektangel v.s.b.

I beviset kan man se att lingden pa sidorna i draken inte inverkar péd forhallandet mellan
exempelvis HC och DC eftersom H alltid dr mittpunkten pa drakens ena sida. Darfor giller
pastaendet dven nér sidorna dr olika langa (den andra figuren i figur 5 1 avsnitt 4.1), sa linge
AC och BD ér vinkelrdta mot varandra.



Bilaga 2

Satsen om storsta och minsta varde

Bevis hamtat ur boken Analys i en variabel (Persson & Boiers, 2010, s. 507-508).

Sats. Om funktionen f dr kontinuerlig i det slutna begrénsade intervallet [a, b] sa har f savil
ett storsta som ett minsta vérde i [a, b].

Bevis. Vi visar forst att f har ett storsta virde. Vi anvédnder successiv intervallhalvering och
betraktar ett intervall pa y-axeln.
Enligt sats® 4r alla funktionsvirden samlade i ett begrinsat intervall [A, B]. Lat C vara
mittpunkt i detta. Om f(x) < C for alla x i [a, b] véljer vi ut intervallet [A, C]. I annat fall
valjer vi intervallet [C, B]. Vi kallar det utvalda intervallet for I,= [A,, B,]. Det har tydligen
egenskaperna

f(x) <B:forallax € [a,b]

och
f(x1) = A: for nagotx: € [a, b]..

Om detta forfarande upprepas med successiv intervallhalvering fis en avtagande svit av
intervall I, = [A,, B,] och punkter xx € [a, b] sadana att

f(x) < Biforallax € [a,b] (1)
och

f(a) = Ax. )

Intervallinkapslingssatsen medfor att foljderna (A,) och (B,) har ett gemensamt grénsvérde
M da k — oo. Pd grund av (1) och (2) ar
Ak Sf(Xk) < Bx.

Dérmed foljer av instdngningsregeln att
flx) > Mdak — oo. 3)
Nu skall visas att talet M 1 sjdlva verket dr funktionens storsta virde. Gransovergang i (1) ger

att
f(x) <M férallax € [a,bl. (4)

Beviset ar klart om det kan visas att det finns ett € [a, b] med f(§) = M. Men (x,) dr en
begréinsad talfoljd och enligt Bolzano-Weierstrass’ sats som sdger “att ur varje begriansad

% Sats. Om funktionen f r kontinuerlig i det slutna begriinsade intervallet [a, b] s ir f begrénsad i [a, b].



talfoljd (x,) kan man vilja ut en konvergent delf6jld” finns da en delfoljd (xkj) och ett tal & sa

att
xkj—>€dé’1j—> o .

Eftersom [a, b] ar slutet maste ¢ tillhora [a, b]. Kontinuiteten av f och (3) visar nu att

f@) =M.
Helt analogt — eller genom att betrakta funktionen —f — visas att f har ett minsta vérde i [a,b].
Beviset dr klart.



