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Matematik dr ett &mne som manga elever inom skolan verkar uppleva som utmanande.
Genom PISA-undersokningar har det framgatt att svenska elevers matematikkunskaper har
forsdmrats, vilket gor det intressant att undersoka det matematiska omradet. En tdnkbar orsak
till de sjunkande resultaten kan vara brister 1 begreppsutvecklingen. Den hér studien
undersoker fyra elever 1 arskurs 6 med syftet att synliggdra elevernas begreppsutveckling och
deras forkunskaper inom aritmetik. Det har gors genom att studera elevernas val av strategier
och vad som avgor dessa val. Arbetet grundar sig i ett intresse av att fi insikt om vilka
utmaningar elever moter pd en elementér nivd och vad som kan ligga bakom svarigheter som
upplevs inom matematik. Studien behandlar taluppfattning, med specifikt fokus pa addition
och subtraktion, vilka klassas som forkunskaper for drskurs 4-6. Fokus ligger pa aritmetikens
symboler och specifikt symboler som representerar tal, addition och subtraktion.
Utgangspunkten dr en huvudforskningsfraga samt tva tillhorande delfragor vilka lyder:

Hur 16ser elever 1 arskurs 6 grundldggande aritmetiska uppgifter fran arskurs 3?
e Vilka strategier anvénder de och varfor?
e (Gaér det att urskilja effektiviteten av strategierna 1 16sandet av grundldggande
aritmetiska uppgifter?

Min studies kartliggning av elevernas begreppsutveckling gjordes genom en skriftlig diagnos
som eleverna utférde under ett intervjutillfalle dir forklaringar om tillvigagingssatt skedde
muntligt. Ett resultat av rétt eller fel svar presenteras 1 uppsatsen och en analys beskriver
elevernas sprakliga konstruktioner genom citat, kopplat till teorin om begreppsbilder (Tall &
Vinner, 1981), teorin om tre matematiska vérldar (Tall, 2004), samt proceptuellt tdnkande
(Gray & Tall, 1994). Genom analysen framgar det att en variation finns 1 elevernas utvecklade
uppfattning om dualiteten som matematikens symbolsprak innefattar. Det innebér att
symboler kan uppfattas bdde som en process och ett begrepp och att skillnaden ligger i
formégan att obehindrat vidxla mellan dessa for att smidigt 16sa en uppgift. Enligt den hér
studien paverkas den flexibla véxlingen av elevens mojlighet att bygga vidare utifrén
befintliga kunskaper for att 16sa mer komplexa uppgifter. Ambitionen med studien &r att
larare skulle kunna anvidnda ett liknande tillvigagangssitt for att synliggdra aspekter av
elevers begreppsforstielse for att frimja begreppsutvecklingen.
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1. Inledning

Utgangspunkten for det har examensarbetet ligger 1 en forundran dver elevers olika sétt att ta
sig an matematik. Inget annat @mne i1 skolan verkar ha en sd stor spridning pa elevernas
kunskapsnivder som matematik, dir vissa elever har formégan att kndcka den matematiska
koden, medan andra elever kdmpar sig igenom krdvande anstringningar for att l0sa
elementira aritmetiska uppgifter. For ménga dr matematik obegripligt och kan framsta som
rent trolleri. Vad dr det som gor att matematik skapar sé skilda utmaningar for olika elever?
Utifran svenska elevers sjunkande resultat i PISA 2012 skapades ett behov av att studera
elevers matematikkunskaper. Trots att resultaten 1 PISA 2015 steg, ndr de dnnu inte upp till
2003-ars resultat och dirmed ar debatten kring elevers matematikkunskaper fortfarande
aktuell, vilket gor att intresset att studera det hiar kunskapsomradet kvarstar.

En mojlig forklaring till de laga resultaten skulle kunna vara brister 1 elevernas
begreppsuppfattning. Det hir arbetet fokuserar darfor pa begreppsutvecklingen hos elever 1
arskurs 6 genom deras formdga att 16sa elementira aritmetiska uppgifter.
Begreppsutvecklingen kan synliggdras genom att undersoka hur elever uppfattar
matematikens symbolsprak. Om elever i arskurs 6 ska uppna kunskapskraven ar det viktigt att
kunskapskraven for drskurs 3 har uppnatts. Darfor &mnar den hér studien undersoka elevers
begreppsutveckling inom aritmetik som anses vara forkunskaper for mélen 1 arskurs 4-6.

Studien som har gjorts grundar sig dven 1 min foregdende litteraturstudie dér olika
perspektiv pa procedurellt och konceptuellt ldrande 1 matematik synliggjordes genom delar av
den forskning som finns inom det hdr omrddet. En slutsats var att procedurellt och
konceptuellt ldrande inte star 1 motsats till varandra utan istéllet dr tva sidor av samma mynt.
Utifran det arbetet skapades ett intresse for Gray och Talls (1994) teori om procept och
proceptuellt tinkande da begreppet procept pa ett intressant och dvergripande sétt beskriver
den kognitiva utvecklingen som matematik kridver. Begreppet procept utgdér delvis den
teoretiska ramen for den hér studien.

I min studie framkommer det att det finns vissa skillnader 1 elevernas tillvigagéngssétt
da de loser elementéra aritmetiska uppgifter, vilket kan hérledas till mojligheten att anvinda
befintliga kognitiva scheman. Genom en skriftlig diagnos och samtal med eleverna om val av
strategi pa den skriftliga delen framkommer variation 1 deras sprakliga konstruktioner som
synliggor olika grader av begreppsutveckling. Variationen ligger 1 den utvecklade formagan
att uppfatta symboler bade som process och begrepp. Symboler i den hér studien dr de som
representerar tal, addition och subtraktion.

Studien presenteras genom en disposition som utgérs av sju olika delar. Narmast i
foljd introduceras studiens syfte och fragestillningar, vilket foljs av en genomging om
aritmetikens roll, matematiska begrepp och procedurell samt konceptuell kunskap. Dérefter
presenteras studiens teoretiska ramverk och déarpd en detaljerad beskrivning av studiens
metod. Till sist framfors resultatet och analysen och avslutas med en diskussion och slutsats
samt forslag till fortsatt forskning.



1.1 Syfte

Syftet ér att synliggora elevers begreppsutveckling och deras forkunskaper inom aritmetik,
vilket gbrs genom att studera elevernas val av strategier och vad som avgor dessa val.
Studiens tillvigagangssitt och analys dr menad att vara ett verktyg i larares kartliggning av
elevers matematiska kunskaper som kan ligga till grund for planering av undervisning samt
formativ bedomning.

1.2 Fragestillningar

Hur 16ser elever 1 arskurs 6 grundlidggande aritmetiska uppgifter fran arskurs 3?
e Vilka strategier anvénder de och varfor?
e (Gaér det att urskilja effektiviteten av strategierna 1 16sandet av grundldggande
aritmetiska uppgifter?

2. Bakgrund

Aritmetiken, som péd grekiska betyder rikneldra, dr den dldsta formen av matematik. Den
inkluderar ldran om tal och dess egenskaper, samt hur talen fungerar inom de fyra elementéra
rdknesdtten, addition, subtraktion, multiplikation och division. Begreppet tal rymmer
kategorierna naturliga tal, heltal, rationella tal och reella tal. Den hér studien syftar enbart till
att fokusera de naturliga talen, alltsd de positiva heltalen, inom ridknesétten addition och
subtraktion. Grundlaggande aritmetik aterfinns 1 kursplanen for matematik (Skolverket, 2016)
under centralt innehall for arskurs 1-3. D& eleverna intrdder arskurs 4 ska de, enligt
laroplanen, ha utvecklat kunskap om de naturliga talen, menat deras egenskaper, hur talen kan
delas upp, vilka symboler som anvinds samt kunskap om de fyra rdkneséttens egenskaper och
samband. Det hér dr forutsatta forkunskaper till det centrala innehéllet for arskurs 4-6, vilka
ligger till grund f{or utvecklingen av formagorna 1 kunskapskraven. Enligt Lgrll,
kunskapskraven for arskurs 6 (Skolverket, 2016), ska eleverna utveckla forstielse om
matematiska begrepp och ldra sig att anvinda dem pa lampligt sitt. Den hér studien véljer
framfor allt att fokusera begreppet tal, men dven begreppen addition och subtraktion genom
de symboler som finns for dessa inom aritmetik.

2.1 Matematiska begrepp

Matematiska begrepp édr, enligt Madeleine Lowing (2011), nddvindiga for att matematiska
problem ska bli begripliga och kunna bearbetas. Hon framhéller larares gemensamma syn pa
matematiska begrepp som en framgangsfaktor for elevers begreppsutveckling. En svérighet
dock, menar Lowing, dr att faktiskt definiera matematiska begrepp och darfér uppmanar hon
till anvdndandet av en didaktisk d&mnesteori for undervisning av matematik 1 skolan. En
didaktisk dmnesteori innebér en teori vilken ramar in matematiken i skolan. En del av den
didaktiska dmnesteorin dr en dmnesanalys, vilket dr ett analysverktyg som d@mnar kartldgga
skolans matematik, vilka begrepp som ska ldras, hur en elev tillignar sig dem samt vilka
forkunskaper som kravs for att ga fran en begreppsniva till en mer avancerad niva. Syftet med
den didaktiska d&mnesteorin dr att skapa en fOrstéelse kring forforstdelsen som en individ
behover for att ett larande 1 matematisk ska ske. Den didaktiska &mnesteorin utgor saledes en
teoretisk grund for hur innehdll 1 matematikundervisningen kan véljas ut och hur det kan
presenteras for eleverna. Genom en didaktisk d&mnesanalys kan en kartliggning goras av
begrepp och pa sa vis blir de begreppsliga strukturerna synliga, hivdar Lowing (2016). Vidare



menar Lowing (2016) att kartliggningen kan utgéra beddmningsgrund for kvaliteten i
elevernas matematiska kunskaper. Materialet diamantdiagnoser (Skolverket, 2013), som
anvdnds 1 den hdr studien och som Lowing varit med och utvecklat, bygger pd en sddan
kartlaggning och anses darfor som en ldmplig utgdngspunkt fér datainsamlingen.

Att forstd och kunna anvinda begreppet tal och dirmed kunna operera med talen
forutsétter en grundldggande taluppfattning, betonar Lowing (2011). Om operationer ska
kunna ske med flyt krdvs det kunskap om talens uppbyggnad och deras egenskaper.
Taluppfattning innebdr bland annat kunskap om talens ordning och dess grannar sd att det
med flyt, och utan stdrre anstringning, gir att se 6+1=7 och 8-7=1. Det innebir vidare
formagan att behdrska positionssystemet med basen 10 och dartill 10- och 100-
talsovergangar, sd att talet 18 latt kan ses som 10+8. Taluppfattning inkluderar dven nagra
grundldggande rdknelagar sd som de kommutativa och associativa rdknelagarna, dir a+b=b+a
och (atb)+c=a+(b+c). Vidare ar det viktigt att kunna dela upp tal i bland annat termer sa att
talet 10 kan ses som 8+2, talet 7 kan ses som 2+5 och 8+7 kan delas upp 1 8+2+5 vilket ger
10+5. Kunskap om dessa delar dr en forutsittning for ett flyt i matematiska operationer precis
som avkodning av bokstdver dr en nddvéndighet for att kunna ldsa med flyt utan att medvetet
tanka pd hur man ska gora (Lowing, 2011). Darutover lyfter Lowing fram vikten av att se
talens egenskaper som monster. Genom att utforska monster framtrader till exempel talens
mojlighet att delas upp 1 udda och jimna tal.

Inom taluppfattning hér ocksa formagan att, med flyt, behdrska de grundlaggande
operationerna addition och subtraktion. Enligt Léwing (2011) kravs ett flyt 1 operationerna for
att minska anstrdngningen som behovs vid mer omfattande berdkningar som till exempel
problemldsning. Att behdrska addition och subtraktion innebér inte enbart en forstdelse om de
olika strategierna utan det inkluderar 4ven en forméga att tillimpa strategierna pa lampligt sétt
1 olika situationer. Lowing (2011) uppmuntrar till att 6va pd de grundliggande kombinationer
som finns inom addition och subtraktion sa att dessa kan utféras med flyt och mdjliggora
upptickten av aterkommande monster. Da elever opererar med strategierna maste ett antal
begrepp koordineras, men eleven anvinder sig egentligen inte av dessa begrepp utan av den
egna uppfattningen av begreppen. Hér poédngterar Lowing ldrarens viktiga roll 1 att ta reda pa
hur eleven uppfattar olika begrepp och reda ut eventuella missuppfattningar, vilket har varit
en inspiration till den hér studien.

2.2 Riknefiardigheter och begreppsforstielse (procedurell och konceptuell kunskap)
Madeleine Lowing (2016) lyfter den starka kopplingen mellan begreppsforstaelse och
raknefardighet. Hon menar att det dr viktigt for elever att behédrska basfakta pa ett sitt dar
baskombinationer dr automatiserade. Det innebér bland annat att det underléttar for elever att
rdkna om de har automatiserat subtraktions- och additionstabellen sd att elementéra
berdkningar som 8+7 och 14-6 inte kraver ndgra storre anstrangningar. Lowing (2016) havdar
att utantillkunskaper inte &r en motsittning till forstaelse, utan att dessa tvd aspekter av
larande snarare kompletterar varandra och samverkar. Ett utantillirande av basfakta kan
sdledes utrusta elever med en fOrutsittning att kunna generalisera inom mer komplexa
talomraden och vidga deras forstdelse. Pa sa vis ldggs mindre uppmairksamhet pé att “rdkna”
och mer pa att se sambanden.

Lowings (2016) syn pa riknefardigheter och begreppsforstdelse kan liknas vid
definitioner av begreppen procedurell och konceptuell kunskap. En tidig definition av
procedurell och konceptuell kunskap som ofta citeras kommer frdn Hiebert (1986) dir den
forsta anses handla om att utfora regler och procedurer, medan den andra handlar om kunskap
rik pa kopplingar som utgdr en sammanhéngande vév av kunskap. Definitionerna har darefter
utvecklats av ett flertal teoretiker, diribland Star (2005) som menar att konceptuell kunskap
omfattar begrepp och principer och procedurell kunskap &r regler och procedurer, men dir



bada typerna kan vara mer eller mindre utvecklade. Sdledes kan dven procedurell kunskap
vara rik och sammanhingande. Gray och Tall (1994) hédvdar, i likhet med Lowing (2011), att
det inte finns ndgon dikotomi mellan procedurell och konceptuell kunskap utan att det snarare
ror sig om tvé delar som stddjer varandra.

3. Teoretiskt ramverk

Den teoretiska ansatsen for den hir studien utgar fran det konstruktivistiska perspektivet pa
larande. Knut Illeris (2015) beskriver att den konstruktivistiska synen pd ldrande innebér att
ménniskan sjilv konstruerar sin forstdelse av omvérlden. Saledes formas kunskap individuellt
dér forkunskaper spelar en avgorande roll. Larande sker dirmed inte genom négon dverforing
frin en person till en annan utan det dr en process vilken &r individuell. Inom det
konstruktivistiska faltet ligger Tall och Vinner (1981) samt Grays (2004) teori om
begreppsbild, begreppsdefinition samt tre matematiska vdrldar, vilka anvinds som teoretiska
verktyg for analys 1 den hér studien.

3.1 Ett konstruktivistiskt perspektiv om lirande

En av de framsta teoretikerna som forknippas med konstruktivismen &r Jean Piaget (Illeris,
2015). En viktig aspekt, enligt Knut Illeris (2015), 1 Piagets larandeteori dr det som behandlar
synen pa larandet som en jamviktsprocess. Piaget ansag att en individ strévar standigt efter att
upprétthdlla en jimvikt 1 samspelet med omvirlden genom adaptation (Illeris, 2015). Det
innebdr att individen hela tiden anpassar sig till omgivningen samtidigt som hen forsoker
anpassa omgivningen till sina egna behov. Adaptionen sker 1 ett samspel mellan tvad processer,
assimilation och ackommodation, vilka har en tendens att balansera varandra. Begreppet
assimilation stér for ett 1arande som inforlivas i1 redan existerande strukturer. Dessa strukturer
kan till exempel vara kunskapsstrukturer eller forstaelsesdtt som Piaget kallade scheman.
Ackommodation didremot handlar om ett lirande som inte passar in 1 de existerande
strukturerna, vilka darfor krdver en omstrukturering. Piaget menade att ett ldrande sker da
nagot nytt ska kopplas samman med de redan existerande strukturerna. Ett ldrande genom
ackommodation innebdr en storre mental anstridngning 1 jamforelse med processen
assimilation eftersom en omstrukturering kravs for att uppné jamvikt.

3.2 Begreppsbild och begreppsdefinition

Matematik kan anses vara ett &mne med precisa definitioner f6r begrepp och regler, men Tall
och Vinner (1981) hédvdar att den psykologiska verkligheten skiljer sig stort frin den formella
matematikens varld. Varje individ, menar de, har en egen uppséttning av kognitiva strukturer
som formar forstdelsen av matematiska begrepp. Innan vi moéter matematiska begrepp 1 skolan
har vi moétt flera av dessa koncept 1 var omvérld. Det hir betyder, menar Tall och Vinner, att
en viss individs begreppsdefinition mer eller mindre kan stimma &verens med den formella
definitionen. Det innebdr vidare att en individs begreppsforstielse dr uppbyggd av en varierad
mangd mentala bilder och tillsammans bildar de en komplex kognitiv struktur som varierar
frdn person till person. Begreppsbild (concept image) ar ett begrepp som Tall och Vinner
(1981) anvénder for att beskriva den totala kognitiva strukturen som associeras med ett visst

begrepp.

We shall use the term concept image to describe the total cognitive structure
that is associated with the concept, which includes all the mental pictures
and associated properties and processes. (Tall & Vinner, 1981, s.152)



Begreppsbilden, menar Tall och Vinner (1981), rymmer individens olika tolkningar och
forstéelse, vilket innefattar alla mentala bilder, associerade egenskaper och processer kring
begreppet. Manga begrepp som vi anvénder till vardags ér inte formellt definierade, utan vi
lar oss att forstd dem genom erfarenheter och genom att anvénda dem 1 lampliga kontexter.
Begreppsforstaelsen forfinas efter hand da individen méter ny stimuli och mognar, vilket kan
ske med eller utan formella definitioner. Under utvecklingsprocessen ges ofta konceptet ett
namn, eller en symbol, som gor det mgjligt for oss att kommunicera om och mentalt
manipulera begreppet. De kognitiva strukturerna som fargar forstaelsen av ett begrepp ér
dock, enligt Tall och Vinner, betydligt mer storslagna dn det som blir synligt genom en
symbol.

It is more than any mental picture, be it pictorial, symbolic or otherwise.
During the mental processes of recalling and manipulating a concept, many
associated processes are brought into play, consciously and unconsciously
affecting the meaning and usage. (Tall & Vinner, 1981, s. 151-152)

Under en mental process da ett begrepp ska erinras och manipuleras sker bdde medvetna och
omedvetna associativa processer, vilka paverkar bade betydelsen och anvidndandet av
begreppet. Ibland sker konflikter mellan olika aspekter av begreppsbilden och individen kan
da uppleva forvirring. Da en elev forst moter begreppet subtraktion gors det i samband med
positiva heltal, och eleven observerar antagligen att svaret alltid minskar da ett tal subtraheras
frdn ett annat. En sadan observation &dr del av elevens begreppsbild, men den aspekten kan
komma 1 konflikt med andra aspekter di negativa tal introduceras. Det blir da svért for eleven
att hilla samman begreppsbilden till en helhet och eleven upplever foljaktligen forvirring. Det
ska dock poédngteras att en elev inte nddvandigtvis behover uppleva en mental konflikt i alla
sammanhang. En elev som l6ser 1/2 + 1/4 korrekt kanske anser att samma strategi gar att
tillimpa for 1/2 + 1/3, vilket resulterar 1 att eleven inte kdnner av ndgon konflikt, trots ett
felaktigt svar. Det dr sdledes enbart dd motsdgande aspekterna av begreppsbilden ar aktiva
samtidigt som en kénsla av konflikt eller forvirring uppstér.

3.3 De tre matematiska virldarna

For att beskriva de kognitiva processerna som ligger till grund for utvecklandet av
matematiska kunskaper presenterar Tall (2004) en teori om tre matematiska vérldar. Syftet
med de tre matematiska virldarna ér att, med en teori, skildra den kognitiva utvecklingen som
sker nidr matematisk forstaelse formas. Begrepp utvecklas hos en individ dd den personliga
begreppsbilden (Tall & Vinner, 1981) genomgéar en f6rdndring genom ndgon form av ny
stimuli. Det finns enligt Tall (2004) tre olika typer av begrepp; geometriska, symboliska och
axiomatiska. Dessutom, menar Tall, finns det inte bara denna atskillnad vad géller begrepp,
utan det finns ocksa tre vildigt olika kognitiva utvecklingar som héarbérgerar tre distinkta
matematiska vérldar.

Den forsta vixer fram ur var uppfattning av vérlden. Den bestér av vart tdnkande om
saker som vi uppfattar och som vi kdnner med véra sinnen, vilket inkluderar bade den fysiska
vérlden och vir mentala sinnesvirld. Genom reflektion och genom alltmer sofistikerat sprak
gér det att forestdlla sig koncept ur sinnevirlden, som t.ex. en rak linje. Begrepp utformas pa
sd vis genom Vvar perception av det vi moter med vara sinnen. Tall (2004) bendmner den hir
kognitiva utvecklingen den konceptuella-forkroppsliga vérlden (conceptual-embodied world).

Den symboliska virlden, som den hér studien &r placerad i, innefattar, enligt Tall
(2004), den kognitiva utvecklingen som sker nir vi berdknar och manipulerar aritmetik,
algebra och matematisk analys. Den hér virlden namnger Tall den proceptuella-symboliska
varlden (proceptual-symbolic world). 1 den hir vérlden borjar de kognitiva processerna med



héndelser, som att peka och rdkna, vilka dérefter inkapslas till begrepp med hjilp av
symboler. Inkapslingen i symboler gor det mgjligt for oss att obehindrat vixla mellan
processer att géra matematik och begrepp att tdinka om. Gray och Tall (1994) har synliggjort
att symboler, som till exempel 4+3, innehdller en dubbel betydelse, dir den ena dr processen
addition och den andra dr begreppet summa. Motet med symbolen 4+3 kan ddrmed frammana
bade en process att rikna (addition) och/eller ett begrepp att tinka om (summa). Fenomenet
dér en symbol tillater oss att med flyt vaxla mellan process och begrepp ar grunden till Gray
och Talls (1994) utvecklande av begreppet procept. Det ar just den dubbla betydelsen som
symboler representerar och de kognitiva processerna som sker vid motet med symbolerna som
dmnas fingas med begreppet procept (se figur 1).

__¥ process
T concept

Figur 1. Symbolen representerar bade process och koncept vilket tillsammans bildar procept.
(Tall et al., 2001, s.85)

symbol procept

Det dr av vikt, anser Gray och Tall (1994), att process och begrepp inte halls isér i teorier om
matematisk begreppsutveckling eftersom det inte synliggdr symbolers ambiguitet. Dirmed
blir begreppet procept av nytta for representationen av symbolers dualitet. Gray och Tall
(1994) viljer att definiera begreppet procept genom tva olika steg dir ett elementért procept
forst beskrivs:

An elementary procept is the amalgam of three components: a
process which produces a mathematical object, and a symbol which is used
to represent either process or object. (s.121)

Den forsta delen av definitionen inkluderar symbolernas mojlighet att frammana antingen en
process eller ett begrepp. Siffror dr, menar Gray och Tall (1994), elementira procept.
Symbolen 3 kan sédledes frammana processen att rikna ett, tva, tre” och sjdlva begreppet,
talet 3. For att begreppet dven ska representera den kognitiva verkligheten har de formulerat
en komplettering:

A procept consists of a collection of elementary procepts which have the
same object. (Gray & Tall, 1994, s.121)

Ett procept innehéller sidledes en samling av elementéra procepts, vilka delar samma objekt.
Anledningen till att de skapade en andra del till definitionen var for att inkludera den vixande
komprimeringen av kunskap som dr typisk, enligt Gray och Tall (1994), {or framgingsrika
matematiker. Det innebér att symboler ses bdde som en flexibel representation av process och
begrepp, och som ett och samma objekt for en mangd olika symboliska representationer.
Saledes inkluderar proceptet 6 processen att rdkna till 6, och en samling av andra
representationer, sdsom 3+3, 4+2, 2+4, 8-2 etcetera. Alla dessa symboler anses av barnet
representera samma objekt, 6, dir den enda skillnaden &r att objektet har tagits fram genom
olika processer. Objektet kan brytas ner (decompose) och byggas upp (recompose) pa ett
flexibelt sitt. Hur procept ser ut beror pd barnets kognitiva utveckling. Det borjar med en
enkel kognitiv struktur som sedan véxer internt. Ett elementért procept dr pa sa vis bara det
forsta stadiet av ett procept. Formagan att flexibelt manipulera symboler som process och
begrepp genom att fritt véixla mellan de olika symboliska representationerna bendmner Gray
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och Tall (1994) proceptuellt tinkande (proceptual thinking) vilket, enligt dem, dr det som
utmérker framgangsrika matematiker:

It is proceptual thinking that gives great power through the flexible,
ambiguous use of symbolism that represents the duality of process and
concept using the same notation. (s.122)

Den tredje virlden kallar Tall (2004) for den formella axiomatiska vérlden (formal-axiomatic
world). Utgangspunkt hir ar attribut uttryckta 1 formella definitioner som anvénds i form av
axiom fOr att precisera matematiska strukturer. Istéllet for att utgd fran erfarenhetsbaserade
objekt, utgar man fran formella bevis for att deducera attribut och bygga upp sekvenser av
satser.

Enligt Tall (2004) géar varje individ sin egen vidg genom de matematiska virldarna som
successivt blir mer och mer sofistikerade. I varje vdrld kommer individen att méta hinder
vilket gor att tidigare matematiska kunskaper omprovas och omarbetas. Dessa hinder bemots
pa individuella satt vilket resulterar i individuella utvecklingar dér vissa tar ett steg till en mer
sofistikerad begreppsnivd medan andra utvecklar alternativa uppfattningar som kan leda till
misslyckanden. Den hér studien omfattar enbart den symboliska vérlden och avser synliggora
individuella utvecklingar inom aritmetik varpa Talls beskrivning av den andra vérlden anses
lamplig som grund f6r analysen.

3.4 Proceptuellt tinkande inom aritmetik

Tall et al. (2001) anser att procept dr roten till manniskans forméga att skapa mening kring
matematiska symboler. Procept dr en kognitiv formdga som mdjliggér att individen
obehindrat kan vaxlar mellan olika representationer.

D4 barn forst lar sig rdkna gors detta oftast med en koppling till fysiska objekt och
dirmed finns i borjan en stark koppling mellan den perceptionella och den symboliska
virlden. Emellertid dr en sddan forestéllning begrdnsad till objekt som kan visualiseras, vilket
blir problematiskt da hogre tal introduceras. Foljaktligen krdavs mer effektiva strategier for att
ta steget in 1 den symboliska vérlden dir det kognitiva minnet inte kan belastas med mentala
bilder kopplat till fysiska objekt. Det som krivs, hdavdar Tall et al. (2001), ar att [dmna de
fysiska objekten och istéillet anvinda symbolismens versatila kraft genom procept. Ett
flexibelt anvindande av procept, anser Gray och Tall (1994), ar grundldggande f{or
utvecklingen av aritmetik. Det gar att tillimpa procept pd olika kdnda strategier som barn
anvéander for addition och subtraktion. Pé sa vis gér det att synliggdéra den utvecklingsprocess
som gér fran processen “att rdkna” enkla aritmetiska uppgifter till att istéllet anvdnda procept.
Strategin “’rdkna alla” (count-all) involverar, som exemplifieras nedan (se figur 2), tre olika
bi-processer dédr objekten i de tva olika delarna forst rdknas var for sig, och dérefter rdknas
bada delarna tillsammans.

o o ® [ ] [ ]

three plus two is:  one two three one two

|PROCEDURE |plus [PROCEDURE |

gives [ () ) ® [
one two three four  five
PROCEDURE

Figur 2: “Rékna alla” dar kombinationerna enbart bestér av procedurer (Gray & Tall, 1994,
s.124)



Det dr sd& hdr barn forst lar sig rdkna. Strategin att “rdkna alla” &r en process som bara
involverar procedurer och inte anvindandet av procept. I jamforelse inkluderar den ndgot mer
sofistikerade strategin “rdkna fran” (count-on) bade procept och procedur. Siledes ses den
forsta delen som ett tal, ett procept, och sedan utfors en procedur for att ldgga till den andra
delen (se figur 3).

Count-on
] o [ ) o o

three plus two is: (three) four  five

PROCEPT| plus PROCEDURE

Figur 3: Strategin “rdkna frdn” dar forsta talet ar ett procept, men dér en procedur krévs for att
addera 2 (Gray & Tall, 1994, s.124)

Barnet har hir utvecklat ett elementirt procept som anvinds i forsta delen for att slippa rdkna
alla, men for att lyckas lidgga till tvd objekt maste barnet g& igenom processen att rikna frén 3
och upp till 5. Den hér strategin kan, enligt Gray och Tall (1994), leda till tva kvalitativt olika
utfall, dir den antingen anvédnds som en additionsprocedur (att rdkna) eller som ett procept.
Proceduren “rékna fran” dr en utveckling av “rdkna alla” som involverar féarre steg. Trots farre
steg dr det fortfarande en procedur dér input och output inte nddvindigtvis ldnkas samman till
en ny befintlig kunskap (known fact). Darmed &r symbolerna 3+2 och symbolen 5 inte direkt
sammankopplade. ”Rékna fran” som ett procept resulterar diremot i en produkt som ses bade
som en process och som ett begrepp. I det hér fallet representerar symbolerna 3+2 samtidigt
en additionsprocess och produkten av den processen, summan 5. D4 talen i uppgiften, 3+2,
och deras summa, 5, kan héllas 1 minnet samtidigt blir resultatet en meningsfull befintlig
kunskap som kan forestillas som en flexibel kombination av procept och procept, vilket i sin
tur producerar ytterligare ett procept (se figur 4).

Tv o T @9

three plus two is: 3 + 2 = 5

PROCEPT | plus | PROCEPT

Figure 4: (Meningsfull) befintlig kunskap som &r procept adderat med procept (Gray & Tall,
1994, 5.124)

Gray och Tall (1994) hédvdar att det finns en distinktion mellan befintlig kunskap som skapas
genom det hér flexibla tankeséttet och den som kommer frén utantillarande. Ett utantillirande
leder inte nddvéndigtvis till forstaelse. De menar vidare att skillnaden ligger 1 hur befintlig
kunskap anvédnds och huruvida olika befintliga kunskaper flexibelt kan kopplas ihop for att
16sa en uppgift. Da en elev moter 4+5 dr det mojligt att hen beskriver att ”fyra plus fyra blir
atta, och dé ska det vara en mer vilket dr nio.”. Spraket som eleven anvénder hér visar pa den
flexibla mojligheten att bryta ner och bygga upp de olika bestandsdelarna pa ett proceptuellt
sdtt. Ett proceptuellt tinkande, menar Gray och Tall (1994), innebér vidare att addition och
subtraktion inte bara ses som varandras inverser, utan da befintliga kognitiva scheman
anvinds ar dessa tva riknesdtt sd nira sammankopplade att de istillet ses som en flexibel
reorganisation av varandras delar.



Symboler, menar Gray och Tall (1994), innefattar bade procedurell och konceptuell
forstaelse. Konceptuell forstéelse, enligt Gray och Tall, innebér att samband kan goéras mellan
olika representationer av, t.ex. objektet 3, dér alla delar av 3 é&r tillgdngliga. Saledes kan
symbolen 3 dven ses som 1+1+1, 2+1, 1+2, 4-1, vilka delar samma objekt, och tillsammans
formar de proceptet 3. Alla dessa olika proceptuella strukturer gor det mgjligt att, pd ett
varierat sétt, bryta ner (decompose) och bygga upp (recompose) siffran 3. Alla dessa olika
former av 3 bygger pd sd vis upp en konceptuell struktur, rik 1 samband, dar siffran 3
symboliserar alla relationer, bade de konceptuella och de procedurella, samt alla processer
och dess produkter. Kombinationen av konceptuell och procedurell forstaelse dr det som Gray
och Tall (1994) d&mnar beskriva med proceptuellt tinkande. Det hir gér 1 samklang med
Lowings (2016) standpunkt som lyfter den starka anknytningen mellan begreppsforstaelse och
raknefdrdighet. Proceptuellt tinkande innefattar procedurer, men det inkluderar dven littheten
att flexibelt se symbolismen antingen som en utlosare av procedurer eller som ett mentalt
objekt som kan brytas ner, byggas upp och manipuleras pa en hogre kognitiv niva. Gray och
Tall (1994) foreslar darfor att det som ofta delas upp 1 procedurell och konceptuell kunskap
mer distinkt skulle kunna delas in i procedurell och proceptuell kunskap, diar den senare
inkluderar bada typer av kunskap. Gray och Tall hdvdar vidare att det méngtydiga
anviandandet av symboler dr roten till ett maktigt matematiskt tdnkande som mdjliggdr en
frigorelse fran korttidsminnets begriansade kapacitet.

4. Metod

Den hiér studien utgdr fran en kvalitativ forskningstradition. Enligt Bryman (2011) har
kvalitativ forskning en tonvikt pa ord, till skillnad fran kvantitativ forskning dér tyngdpunkten
ligger pd médngden av insamlad data samt siffror. Bryman (2011) menar ddrmed att fokus 1
kvalitativ forskning ligger pa en forstielse kring deltagarnas tolkning av verkligheten i en viss
milj6. Den hér studien avser att finga elevernas egna tolkningar av enkla uppgifter 1 det
aritmetiska omradet inom skolmatematiken genom kvalitativa intervjuer. Tyngden ligger pa
hur eleverna, genom sprékliga konstruktioner, tolkar aritmetikens symboler, och om dessa
tolkningar kan ge information om olika grader av begreppsutveckling. Tolkningarna
analyseras med hjdlp av en etablerad teori om elevers kognitiva utveckling inom matematik,
vilket gbor att studien intar en deduktiv karaktir snarare &n en induktiv.

Metoden 1 den hédr studien tar inspiration fran Madeleine Lowings (2016)
undersokning ddr diamantdiagonser har anvinds for att synliggéra elevers
begreppsutveckling. Tanken bakom diamantdiagnoserna, menar Lowing (2016), dr att ldraren,
med diagnoserna, kontinuerligt ska testa den didaktiska &mnesteorin 1 fyra olika steg, varav
tre av dessa steg ligger till grund for den hir studiens valda metod. Det forsta steget innebér
en skriftlig diagnos som eleverna utfor, och det andra &r att titta pa 16sningsfrekvensen och
uppticka monster 1 felsvaren. Det tredje steget, som dr intervjuer, ger mojligheten att
synliggdra elevernas tankesitt. Det sista steget, som den hér studien inte inkluderar, &r att
hitta nya forklaringssatt for att eleverna ska utveckla forstaelse. Lowing (2011) menar att det
ar av stor vikt att gora kunskapsuppfoljningar for att avgéra om eleverna har nétt de utsatta
kunskapsmalen. Hon anser att diamantdiagnoserna utgor ett utmérkt underlag for bedémning
och dirmed anvénds dessa diagnoser som instrument i den hér studien.

4.1 Pilotstudie

Genom att forst gora en pilotstudie blev det mojligt att forbattra utformningen av metoden och
syftet for huvudstudien. I pilotstudien intervjuades en elev 1 arskurs 6. Syftet var att testa bade
intervjuteknik och ldmpliga uppgifter inom aritmetik. Uppgifter valdes ut frdn sex olika
diamatdiagnoser (Skolverket, 2013) inom talomrddet 1-999, och de var séledes uppdelade i



sex olika delar pa tvd A4-papper. Varje del, 1 de fyra forsta delarna, bestod av sex
additionsuppgifter och sex subtraktionsuppgifter inom grundliggande aritmetik for
huvudrikning (se Bilaga 1). De tva sista delarna innehéll tvd uppgifter vardera for skriftlig
addition och subtraktion (se Bilaga 2).

Eleven ombads att 16sa alla uppgifter inom varje del och dérefter fick eleven forklara
sitt tillvigagangssatt. Innan eleven 10ste uppgifterna blev hen instruerad om att intervjuarens
intresse var att fa veta hur eleven kommit fram till ett visst svar, och att tyngden inte 1&g pa att
generera ett korrekt svar. Insamlingen av data gjordes genom ljudinspelning och intervjun
transkriberades darefter. I pilotstudien framkom det att minga av de utvalda uppgifterna var
relevanta for studiens syfte, men omfénget var for stort dd intervjun tog 6ver 40 minuter dér
slutet kdndes stressigt och en uppgift inte hanns med. En farhaga innan pilotstudien var att
eleven inte skulle vara van vid att uttrycka sina tillvigagangssitt och att intervjuaren skulle
behova stélla manga foljdfragor. En problematik med att stidlla foljdfragor skulle kunna vara
att intervjuaren leder eleven till svaren. Under pilotstudien och genom transkriberingen
framkom det dock att eleven snabbt lirde sig att, med ord, beskriva sina tankesteg utan att
flera foljdfragor behdvdes. Det framkom ocksa att elevens sprékliga konstruktioner var
tillrackliga for att kunna gora en analys. Vid vissa tidpunkter under intervjun gavs inte
tillrackligt med beténketid och intervjuaren lade da ord 1 deltagarens mun. Den reflektionen
togs med 1 huvudstudiens intervjuer dd intervjuaren tog en mer subtil roll. Pilotstudiens
utformande var relevant och utéver en minskning av antalet uppgifter, och nigra utbyten av
uppgifternas svarighetsgrad, gjordes inga andra fordandringar.

4.2 Urval av deltagare genom fordiagnos

Urvalet av deltagare har varit malstyrt (Bryman, 2011) vilket innebér att urvalet har gjorts i
anknytning till forskningsfrdgorna. D& syftet med studien @mmnar synliggora elevers
forkunskaper och begreppsuppfattning inom grundlidggande aritmetik sd var en forutséttning
att eleverna skulle vara fortrogna med det valda matematikomridet. Anledning till att elever
ur mellanstadiet valdes ut dr forknippat med grundlérarprogrammet, inom vilket det hér
examensarbetet skrivs, dér inriktningen &r arskurs 4-6.

Elever fran arskurs 6 frdn en skola i en svensk storstad tillfragades om de ville
medverka 1 studien. Av bekvamlighetsskél dr det en skola som jag sjélv dr bekant med, vilket
gjorde det enkelt att fa tillrackligt manga elever att vilja medverka, samt mgjlighet att fa
tillgang till lektionstid for studiens utforande. Sammanlagt var det 22 elever som fran borjan
var med i studiens urvalsgrupp.

Utifrén pilotstudiens uppgifter valdes tre diamantdiagnoser ut som fordiagnos, vilken
alla 22 elever deltog i med syftet att vilja ut fyra elever for intervju. Anledningen till att
enbart fyra elever valdes ut var pa grund av begrinsad tid for det hiar examensarbetet. I
samrdd med min handledare bestimdes det att antalet fyra skulle vara ldmpligt da
transkribering av intervjuer tar mycket tid, samt genererar mycket data, och fler deltagare
skulle innebéra en risk for tidsbrist. Val av diagnoser begrinsades av tid som kunde tas i
ansprak fran ordinarie lektionstid, elevers begrinsade koncentrationsférmaga, samt utsatt tid
for den hir studien. Fordiagnosen begrinsades ddrmed till tre diamantdiagnoser, vilka
behandlar addition och subtraktion inom talomradet 1-999. De diamantdiagnoserna som
valdes var AG4, AS1 och AS2 (Skolverket, 2013)(Se Bilaga 3, 4 & 5). For att lyckas urskilja
elever som skulle viljas ut for intervju var det viktigt att diagnosen lag pa en svarighetsgrad
som kunde synliggéra urvalsaspekter. Utifrdn en analys av diagnoserna AGl, 2 och 3
avgjordes att dessa var for enkla och sannolikheten var hog att alla elever skulle klara av
uppgifterna med flyt och korrekta svar. Darmed kunde de diagnoserna inte vara ett verktyg 1
urvalsprocessen. Daremot ansags AG4 vara av den karaktiren som skulle kunna lyfta fram
nagra urvalsaspekter da den behandlar ett storre talomrade, 1-99, med en hogre svarighetsgrad
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for huvudridkning. Diagnoserna AS1 och 2 valdes pd grund av att de behandlar skriftlig
rdkning inom talomrddet 1-999, dir en valfri algoritm antas anvéndas.

Fordiagnosen gjordes vid ett tillfalle pa skolan dir eleverna gar. Tidsgriansen, vilken &r
den rekommenderade tiden att bryta efter, for diagnos AG4 var 10 minuter och 8 minuter
vardera for AS1 och AS2. En elev anses behdrska omradet som testas om diagnosen utfors
inom 4-5 minuter for AG4 och 3-4 minuter p4 AS1 och AS2 (Skolverket, 2013). Vid
genomforandet antecknades en ungefirlig tid for varje elev. Diagnoserna rittades direfter och
en analys gjordes av de fel som fanns.

Efter en sammanstéllning av resultat och analys framtrddde tre olika urvalsaspekter,
vilka kunde anvéndas for att vdlja ut 4 elever fran gruppen av 22. Den forsta aspekten var
tiden som diagnosen tog att utfora, vilken kunde synliggdra elever som behirskar eller inte
behérskar uppgifterna med flyt. Den andra aspekten var antal fel som gjordes per elev, och
den tredje aspekten var typ av fel. De felen som var intressanta, som grund till urval, var fel
som var svartolkade och inte enstaka slarvfel. Vid urvalet av 4 elever anvdndes dessa tre
urvalsaspekter, och eleverna valdes ddrmed ut grundat pé en eller flera aspekter (se Tabell 1).
Syftet var att gora ett urval utifrin olika typer av aspekter for att vidga mgjligheten att f syn
pa olika begreppsutvecklingar. Enbart en elev (Jonas) valdes ut pd grund av att han
behirskade diagnoserna med flyt. Tva elever (Tilda och Olle) valdes ut eftersom de inte
uppvisade samma flyt men klarade diagnoserna nagra minuter innan tidsgransen. Bade Tilda
och Olle hade svértolkade fel. En elev (Vera) valdes ut pa grund av att hon, pé alla diagnoser,
behodvde anvidnda hela den utsatta tiden vilket inte visar pa flyt. Hon hade dessutom alla fel pa
den sista diagnosen.

Tabell 1 Deltagare och urvalsgrunderna

Elev (fiktiva namn) Grund for urval

Jonas Behirskar med flyt, AG4: 4 minuter,
AS1&2: 3 minuter. Bara ett slarvfel.

Tilda Behirskar ok, AG4: 7 minuter, AS1&2: 6
minuter. Flera svartolkade fel. Flest antal fel.

Olle Behirskar ok, AG4: 7 minuter, AS1&2: 6
minuter. Nagra svartolkade fel med liknande
karaktar.

Vera Behérskar inte med flyt, AG4: 10 minuter,

AS1&2: 8 minuter. Alla fel pa AS2 dé
algoritmen hade glomts bort.

4.3 Val av uppgifter
I likhet med urvalet av deltagare sa har valet av uppgifter ocksé varit malstyrt (Bryman,
2011). Forskningsfrdgorna avser att undersoka hur elever 16ser grundlaggande aritmetiska
uppgifter samt deras begreppsuppfattning och ddrmed har uppgifterna avgransats till det
aritmetiska matematikomradet. Da tiden for den hér studien ér begransad sa har en
avgransning gjorts dér utvalda uppgifter enbart behandlar addition och subtraktion. Eftersom
deltagarna kommer frén arskurs 6 har det ocksaé varit viktigt att uppgifterna ligger inom
talomradet 1-999, ddr mojlighet finns att analysera den begreppsuppfattning bade pé en
grundlidggande niva och pa en niva med hogre svarighetsgrad.

Genom pilotstudien och fordiagnosen blev det mdjligt att precisera uppgifterna infor
huvudstudien. Slutsatsen fran pilotstudien var att alla uppgifter var relevanta, men omfanget
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var for stort. Utifrdn den vetskapen blev det tydligt att antalet uppgifter behdvde minskas.
Genom analysen av fordiagnosen blev det synligt att flest antal fel frain AG4 gjordes 1 sista
delen, ndmligen 4a och 4b. I de delarna fanns flera svértolkade fel som var intressanta och
darfor var det viktigt att fa med uppgifter darifrdn. Uppgifterna som valdes var uppgifter som
flera elever hade gjort fel pa. Dock valdes uppgifter med formen +40=49 bort da
fordiagnosen visade att vissa elever kan tinkas gora fel pa dessa uppgifter pa grund av att de
ar ovana vid att tdnka frdn hoger till vanster. Del 3 (3a & 3b) frdn AG4 var jimforbar med del
3 frén pilotstudien da generaliseringsformagan testas i bada, men skillnaden &r att uppgifterna
frin AG4 involverade hogre tal vilket ansags mer lampligt for arskurs 6. Darfor byttes
uppgifterna frdn del 3 i1 pilotstudien ut mot uppgifter frdn del 3 i AG4. En majoritet av
eleverna hade alla ritt 1 diagnosen ASI1, och de fatal fel som fanns var enbart slarvfel. P4
diagnos AS2 fanns 3 elever som hade flera eller alla fel, antingen pd grund av att de inte
orkade fortsdtta eller att de hade glomt algoritmen. Den sistndmnda delen blev intressant vid
urvalet av deltagare, men vid ndrmare analys av studiens syfte beslutades att vetskapen om
hur vél deltagarna &r fortrogna med en algoritm 1ag utanfor studiens forskningsfokus. Utifrdn
den slutsatsen beslutades en avgrinsning till tal 1 huvudrikningsform, och inga uppgifter
skulle presenteras pa ett sdtt som uppmanar till anvindandet av algoritmer. Dock ansigs
uppgifterna fran AS1 och AS2 vara relevanta eftersom de behandlar ett storre talomrade, 1-
999. Dédrmed beholls vissa av dessa uppgifter 1 huvudrikningsform, dd AG4 enbart behandlar
talomradet 1-99, och inga andra diamantdiagnoser finns for huvudrikning med tal upp till
tusen.

En viktig aspekt 1 valet av uppgifter till huvudstudien var att uppgifterna tillsammans
skulle tdcka talomradet 1-999 for att kunna synliggéra huruvida eleven har ett flyt 1 sin
flexibilitet och manipulation av de aritmetiska symbolerna, bade pa grundldggande och mer
avancerad nivd. Valet av uppgifter gjordes utifrdn ldrdomarna frén pilotstudien och
fordiagnosen, och slutresultatet blev en blandning av uppgifter frain AG1, AG3, AG4, ASI
och AS2. Uppgifterna till intervjun var, likt pilotstudien, uppdelad i fem delar men till
skillnad fran pilotstudien inneholl varje del enbart tvd additions- och tva subtraktionsuppgifter
(se Bilaga 6). De fyra forsta delarna var tryckta pa ett A4 papper och den sista delen var tryckt
pa en egen A4-sida. Anledningen till att den sista delen fick ett eget papper var for att
uppgifterna inneholl hogre tal och om eleven skulle vilja att anvénda en algoritm, eller annan
skriftlig form, sd fanns plats att skriva pa pappret. Men som beskrivits ovan sa var uppgifterna
skrivna 1 huvudrdkningsform och ingen uppmaning till att anvdnda en algoritm fanns. Hir
blev det alltsa mojligt att undersoka hur en elev géar tillvidga vid svarare uppgifter nir inget
direktiv ges.

Tabell 2 Information kring valda uppgifter

Del | Uppgifter Diamantdiagnos Testar

1 4+5, 4+3, 8-4, 6-3 AGI1 (2a & 2b) Dubblor och dubblor +/- 1
Talomrade 1-9

2 | 8+7,549,14-6,16-9 | AG3 (2a, 3a & 2b) Dubblor +/- 1

3 5+42,72+6, 77-75, 89- | AG4 (3a & 3b) Generaliseringsformaga
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Talomréde 1-19 med tiotalsdvergangar

7 Talomréde 1-99 utan tiotalsdvergangar




4 8449, 75+8, 91-89, 72- | AG4 (4a & 4b) Strategi vid tiotalsoverging

8 Talomréde 1-99 med tiotalsdvergangar
5 67+86, 347+288, AS1 (1 &4) Strategi vid hogre talomrade
82-47, 632-427 AS2 (1 &3) Talomrade 1-999 med tio- och

hundratalsévergéngar

4.4 Datainsamling och genomforande

Datainsamlingsmetoden for den hdr studien har wvarit kvalitativa, semi-strukturerade
intervjuer. Specifikt for semi-strukturerade intervjuer dr att de har en relativt tydlig och
avgransad struktur, men det finns en stor frihet for intervjupersonen att formulera svaren pa
eget sitt (Bryman, 2011). Semi-strukturerade intervjuer valdes pa grund av att ett tydligt
fokus for studien fanns fradn borjan, till skillnad frén studier som har ett syfte att allmént
undersoka ett omrade (Bryman, 2011). Ofta finns, enligt Bryman, en intervjuguide som ramar
in olika teman som intervjun ska kretsa kring. Jag har i den hidr studien skrivit en
intervjuguide (se Bilaga 7), som anvidndes som en forberedande struktur infor intervjuerna,
men inte under sjdlva intervjun. Intervjuguiden inkluderade den information som skulle ges
till eleven innan intervjun, olika aspekter som skulle observeras samt forslag till foljdfragor
som skulle kunna stillas. Forutbestimda uppgifter fran diamantdiagnoserna, i form av en
diagnos 1 5 delar, har varit en annan del av strukturen, dir uppgifterna har utforts under
intervjun 1 den ursprungliga ordningen. En fordel med kvalitativa intervjuer &r att det finns en
flexibilitet som gor det mojligt for intervjupersonen att uttrycka sin egen tolkning (Bryman,
2011). Dirtill 4r en fordel med semi-strukturerade intervjuer att de inte dr s& flexibla att
datainsamlingen blir alltfér ofokuserad, samt att det blir lattare att jimfora flera fall, vilket
den hir studien dmnar gora, di strukturen pa intervjuerna dr densamma. Syftet med den héar
studien har varit att undersoka elevers tillvigagangssitt da de 16ser grundldggande aritmetiska
uppgifter, vilket gor att elevens egen tolkning av hur uppgiften ska 16sas ligger 1 fokus och
diarmed dr semi-strukturerade intervjuer en lamplig metod.

En nackdel med kvalitativa intervjuer, menar Bryman (2011), &r att intervjupersonerna
kan avvika fran temat och datainsamlingen kan ddrmed blir svar att bearbeta. Som ndmndes
tidigare, sd har en tydlig struktur pa intervjun satt en begransning dér intervjupersonerna inte
har haft mojlighet att avvika frdn forskningsfokuset, och dérfér har det varit mgjligt att
jamfora de olika fallen. Ytterligare en svarighet kan vara risken att stilla ledande fragor. For
att undvika ledande frdgor har jag forsokt att anvdnda mig av uppfdljningsfrigor dér ett
fortydligande efterfrdgas, samt att tystnad har anvénts for att lata eleven sjilv far utveckla sitt
svar. Ibland har tolkande frdgor fatt anvéndas for att friga eleven om hen tinkte pa ett visst
satt 1 syfte att fortydliga elevens tankesteg. En nackdel med tolkande fragor ar att eleven
kanske svarar att det var sa hen tinkte, men att hen egentligen menade ndgot annat (Bryman,
2011).

Intervjuerna genomfordes under tva olika dagar, dir tva intervjuer gjordes per dag,
under november 2017. Varje intervju genomfordes individuellt dér eleven skriftligt har 16st de
fyra olika uppgifterna 1 respektive del, och efter varje del har de muntligt fatt beskriva hur de
tankte da uppgiften l16stes. Varje elev valde sjilv hur lang tid som hen behovde for varje del,
men intervjutiden var begransad till 30 minuter. Eleverna skrev svaren pa uppgiftspappret och
1 vissa fall gjorde deltagarna utrdkningar som krdvde mer utforligt skrivande &n bara svaret.
Pé varje papper skrev eleven sitt namn och sin klass sé att sparade papper senare skulle kunna
identifieras. For att f4 de muntliga beskrivningarna att vara sa utférliga som mdgjligt blev
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eleven, innan intervjun, uppmanad att i detalj forsoka beskriva de olika tankestegen som
kravdes for att 16sa uppgiften. Det tydliggjordes darutover att syftet med studien inte var att
eleven skulle prestera ett rétt svar utan att intresset lag 1 att ta reda pa hur uppgiften lostes.
Intervjuerna genomfordes 1 ett enskilt grupprum beldget mittemot elevernas ordinarie
klassrum. Enligt Bryman (2011) &r det av stor vikt att intervjun sker pd en lugn och ostord
plats, vilket alla fyra intervjuer gjorde. Eftersom intervjuplatsen dessutom var placerad i deras
vanliga skolmilj6 dr det troligt att eleverna kinde sig bekvdma och trygga.

4.5 Dokumentation och transkribering

Dokumentationen fran intervjuerna gjordes genom ljudinspelning for att sékerhetsstilla att
insamlingsdatan mer exakt skulle representera elevernas sprakliga konstruktioner. En
ljudinspelning, menar Bryman (2011), gor det mdjligt att 1 intervjun dgna eleven och
situationen direkt uppmérksamhet och istillet efterat ga tillbaka och lyssna for att analysera
vad som har sagts. Bryman (2011) hédvdar att det ar av ytterst vikt vid kvalitativa studier att
spela in intervjuerna for att fainga intervjupersonernas egna ordalag. Inspelningstiden for varje
intervju lag mellan 20-30 minuter och den totala inspelningstiden var ca 107 minuter. Varje
intervju spelades in pd bdde en surfplatta och en mobiltelefon ifall ndgot tekniskt problem
skulle hindra inspelningen.

D& varje intervju transkriberades lag vikten péd elevens sprakliga konstruktioner av
16sningsstrategier och inte tonfall. Ingen hidnsyn har heller tagits till kroppsgester under
intervjun eftersom studien enbart fokuserar de sprikliga konstruktionerna. Gott om tid har
avsatts for transkriberingen dé det hér ar en tidskrdvande uppgift, och det ar enligt Bryman
(2011) viktigt att inte skynda igenom processen eftersom det da 1att uppstar felaktigheter med
konsekvensen att kvaliteten blir lidande. Eftersom citat, 1 den hér studien, har en betydande
roll 1 analysen har transkriberingen utforts med maélet att sa exakt som mojligt aterge det som
eleverna sidger (Bryman, 2011). Transkriberingen ska vara en skriftlig dtergivning av tal, men,
menar Bryman, viss redigering kan vara nédvindig eftersom talspriket ofta inkluderar verbala
tics, sdsom “0h”, vilka ibland kan exkluderas fran texten for att géra den mer begriplig.
Déarmed har vissa verbala tics bortsetts fran vid transkriberingen, men utan att dndra
inneborden av det sagda.

4.6 Analysmetod

Det finns, enligt Bryman (2011), fi etablerade analysmetoder for kvalitativa studier till
skillnad frdn kvantitativ forskning. Den stdrsta utmaningen, pdpekar Bryman (2011), vid
analys av kvalitativ data dr omfanget pd materialet som ska analyseras. Bryman (2011) menar
att det dr svart att vérja sig fran att analysera all data da den ofta d&r mycket innehallsrik, och
darfor dr det av vikt att reducera insamlat material till det som é&r relevant for studiens syfte.
Det finns inga entydiga regler om hur den hér reduceringen ska ga till, men till skillnad frén
kvantitativa metoder kan analys av kvalitativ data ske 16pande dér analysen inte forutsétter att
all data dr insamlad for att pdborjas. Analysen av den hér studiens data paborjades vid starten
av transkriberingen dé olika citat analyserades med hjélp av det teoretiska ramverket. Dérefter
genomgicks all transkriberingsmaterial och ldmpliga citat valdes ut 1 syfte att representera
eleverna och for att besvara forskningsfragorna. De utvalda citaten blev séledes till
analyserbara enheter som kunde struktureras. Strukturen som vixte fram innehdll fem olika
kategorier som reflekterade uppgifternas struktur. Till sist gjordes en uppdelning av addition
och subtraktion dér alla fem kategorier ingar i bada.

4.7 Etiska overviganden

Studien har tagit hdnsyn till flera etiska principer som ticker kraven om information,
samtycke, konfidentialitet och nyttjande (Bryman, 2011). Eftersom studien involverar
minderériga krédvs, enligt Bryman (2011), samtycke fran fordldrar eller vardnadshavare. For
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att hantera samtyckeskravet utformades en samtyckesblankett (se Bilaga 8). I blanketten ingar
en samlad information om studiens syfte, om att deltagandet ar frivillig samt kan avbrytas vid
onskad tidpunkt, och att all information dr konfidentiell. Studien introducerades muntligt till
alla elever dér de etiska kraven forklarades. Det tydliggjordes dven att insamlad data endast
anvénds till forskningsdndamaélet och inte som underlag for betyg eller liknande. Totalt fick
50 elever var sin blankett 1 pappersformat. For att eleverna ska forbli anonyma ndmns varken
namn pa skola eller stad ddr undersokningen ar utford, samt att elevernas riktiga namn har
dndrats till fiktiva.

4.8 Validitet och reliabilitet

Begreppen validitet och reliabilitet anvdnds framfGrallt 1 kvantitativ forskning for att
sdkerstdlla kvalitet, men ménga forskare menar att dessa begrepp behdver omtolkas och
modifieras inom kvalitativ forskning. Bryman (2011) hédvdar att kvalitativa forskare har olika
kritiska instdllningar till begreppen, men ofta handlar det om ett behov att antingen &ndra
definitionen péd begreppen eller hitta nya begrepp som bittre skulle kunna tillimpas pa
kvalitativ forskning. En problematik kring definitionen av validitet, menar Bryman (2011), &r
konnotationer som syftar till métning av négot slag, vilken kvalitativ forskning oftast inte
intresserar sig for.

Enligt Bryman (2011) &r det dock mojligt att anpassa begreppen till kvalitativ
forskning utan att &ndra dess mening, genom att ligga mindre tyngd pd méitningsfragor.
Validitet kan ses som ett matt pa kvalitet och dirmed syfta till huruvida man identifierar eller
“miter” det man avser mata. For att hoja validiteten pd den hér studien har en stridvan varit att
skapa en intern validitet genom en god dverensstimmelse mellan det teoretiska ramverket och
den analyserade data (Bryman, 2011). Ett annat sétt att stirka validiteten &r att i texten
anvinda exakta citat fran deltagarna och genom att alla deltagare har fatt samma uppgifter och
intervjufrdga. En intention har ocksa varit att skapa en extern validitet for att resultatet ska
kunna generaliseras till andra sociala miljoer, vilket ofta dr en svérighet 1 kvalitativa studier
da urvalet dr begransat. En svag generalisering har saledes gjorts genom att studiens resultat
kan liknas vid resultat frdn en annan storre studie (Gray, 1991). Dock &dr en sadan
generalisering problematisk da bara fyra elever har deltagit. Syftet med studien &r att fa syn pa
dessa elevers forkunskaper och begreppsutveckling med en forhoppning om att liknande
kartliggning kan utgodra ett verktyg for larare. Reliabiliteten, enligt Byrman (2011), avser
mojligheten for andra forskare att upprepa studien, vilket ofta dr en fallgrop for kvalitativa
studier da det dr omdjligt att replikera sociala miljéer och beteenden. Den hér studien har
avsett att hgja reliabiliteten genom att forst gora en pilotstudie och sedan en férdiagnos for att
noggrant vélja begrinsade antal uppgifter med tydlig koppling till vad som antas métas. Pa
grund av den begrinsade strukturen péd uppgifterna och intervjufrdgorna ar sannolikheten stor
att andra forskare skulle kunna utfora en liknande studie. Reliabiliteten hojs dértill mer da den
hir studiens metod &r baserad pé flera andra studier med liknande karaktir pd metoden (Gray,
1991, Lowing, 2016).

S. Resultat och Analys

I den hir delen redovisas resultatet pa den skriftliga diagnosen forst och sedan det som har
framkommit under intervjuerna.

5.1 Skriftlig diagnos

I resultatet framkommer huruvida eleverna har klarat de olika uppgifterna 1 den skriftliga
diagnosen. Som beskrivits tidigare var diagnosen indelad i fem olika delar med bade additions
och subtraktionsuppgifter, varpa resultatet presenteras i tva tabeller, (se Tabell 3 & 4), dir de
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olika delarna fradn diagnosen blivit tilldelade olika bokstdver. Sdledes representerar A del ett,
B del tva, C del tre, D del fyra och E del fem (se tabell 1 Bilaga 9). Diagnosdelarna ar inom
olika talomrdden (se Tabell 1 Bilaga 9) och saledes dr A-uppgifterna inom talomrade 1-9 och
B-uppgifterna dr inom talomrade 1-19 med tiotalsdvergéngar. C- och D-uppgifterna dr inom
talomréde 1-99, dér den forsta ér utan tiotalsdvergdngar och den senare dr med. E-uppgifterna
tacker talomradet 1-999 dér bdde tiotals- och hundratalsovergangar sker. Rétt svar, 1 tabell 3
och 4, markeras med en gron farg medan ett felaktigt svar markeras med rott. Varje enskild
elevs resultat presenteras for sig, och talet i rutan dr det som eleven har svarat. I Bilaga 9 finns
uppgifterna och de rétta svaren. Nedan visas resultatet 1 Tabell 3 for addition, vilket f6ljs av
Tabell 4 for subtraktion.

Tabell 3 - Addition (se Bilaga 9 for uppgifter och riitta svar)

Kategori 1 Kategori 2 Kategori 3 Kategori 4 Kategori 5

Elev | Al A2 B1 B2 C1 C2 DI D2 El E2

Jonas | 9 7 15 14 47 78 93 &3 153 | 675
Tilda |9 7 15 14 47 78 93 &3 153 | 635
Olle |9 7 15 14 47 78 93 &3 153 | 635
Vera |9 7 15 14 47 79 93 &3 143 | 735

Inom omradet addition kunde majoriteten 16sa de flesta uppgifterna. De felaktigheter som
uppstod skedde 1 uppgift C2, E1 och E2. Som tidigare nimnts, motsvarar gron farg rétt svar
och rod farg fel svar. Totalt antal fel var fyra stycken. Vera var ensam om ett felaktigt svar pa
uppgifterna C2 och E1, medan bade Vera och Jonas hade svarat fel pa uppgiften E2. Vera
hade flest antal fel, vilka var tre stycken, och Jonas hade ett fel. De 6vriga tva eleverna, Tilda
och Olle, hade alla ritt.

Tabell 4 - Subtraktion (se Bilaga 9 for uppgifter och ritta svar)

Kategori 1 Kategori 2 Kategori 3 Kategori 4 Kategori 5

Elev | Al A2 B1 B2 C1 C2 DI D2 El E2

Jonas | 4 3 8 7 2 82 2 64 35 205
Tilda | 4 3 8 7 2 82 2 64 35 205
Olle |4 3 8 7 2 82 2 66 45 215
Vera |4 3 8 7 2 82 2 66 35 205
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Resultatet for subtraktion visar att det fanns lika ménga fel, fyra stycken, som inom addition.
Trots felaktiga svar kunde majoriteten av uppgifterna 16sas korrekt. De felaktigheter som
skedde aterfanns i uppgifterna D2, E1 och E2. Aterigen motsvarar gron firg korrekt svar
medan rod farg visar fel svar. Totalt antal felaktiga svar var fyra stycken. Olle och Vera hade
bada fel pa uppgiften D2, medan Olle var ensam om felaktiga svar pd uppgifterna E1 och E2.
Olle hade flest antal fel, vilka var tre stycken, och Vera hade ett fel. De 6vriga tva deltagarna,
Jonas och Tilda, hade alla ratt.

Det skriftliga resultatet visar att de flesta eleverna klarade av att l6sa de grundlidggande
aritmetiska uppgifterna for bade addition och subtraktion. Det var lika ménga fel inom
addition som inom subtraktion. Tre av fyra fel inom addition &terfanns inom talomradet 1-999
och bara ett fel var inom talomrédet 1-99 utan tiotalsovergédngar. Tva av fyra fel inom
subtraktion skedde inom talomrddet 1-99 med tiotalsévergéngar, och de resterande tva felen
var inom talomradde 1-999. Genom det skriftliga resultatet gir det sédledes att utldsa att
majoriteten av felen uppstod inom de hogre talomraddena, medan majoriteten av eleverna hade
korrekta svar inom de ldgre talomradena. Tabellerna ovan visar enbart svaren pa de skriftliga
uppgifterna. Saledes ges hir bara information om rétt eller felaktigt svar. Det gar att se
huruvida eleverna har klarat av att rdkna ut dessa grundlidggande aritmetiska uppgifter, men
det ar forst 1 analysen av intervjuerna som elevernas tillvigagéngssétt blir synliga.

5.2 Intervju

I den hdr delen presenteras det som framkommit 1 samtalen med eleverna kring deras
tillvigagangssitt for 10sningarna av den skriftliga diagnosen. Analys av elevsvar har gjorts i
relation till studiens syfte som ér att synliggora elevers forkunskaper och begreppsutveckling
genom deras val av 16sningsstrategi och vad som avgor dessa val. Det teoretiska ramverket
utgor verktyget for analysen.

Analysen presenteras genom samma kategorier som presentationen i resultatet, det vill
sdga addition presenteras forst dir utvalda uppgifter och citat ur kategorierna 1-5 analyseras.
Daérefter presenteras utvalda uppgifter och citat, ur kategorierna 1-5, frdn subtraktionsdelen.
Analysen gors utifrn transkriberingen déir citat har valts ut for att representera elevernas
tillvigagangssitt och begreppsutveckling.

Addition Kategori 1 - Talomrade 1-9 (uppgifter A1 & A2)

Inom det hér talomrédet visar de flesta eleverna att de har automatiserat baskombinationer
eftersom operationerna kan utféras med flyt (Lowing, 2016). Nar baskombinationer ar
automatiserade krdver elementdra berdkningar ingen anstrdngning utan uppmérksamheten
kan, enligt Lowing (2016), istdllet ldggas pd att se samband. Ingen av eleverna behdvde
anvédnda strategin “rdkna alla”, vilket Gray & Tall (1994) menar ir tecken pé att elementira
procept har utvecklats, eftersom symbolerna ses som ta/ och en procedur att rikna alla
”objekt” krivs inte. Det tyder pa att de flesta, pd den hdr nivan, befinner sig 1 den andra
matematiska virlden, den proceptuella (Tall, 2004). 1 bada uppgifterna, 4+5 och 4+3,
uttryckte majoriteten att summan i sig var en befintlig kunskap som kunde ses direkt. Det hér
tyder pa att flera sammankopplade representationsformer finns som eleverna anvéander sig av
for att flexibelt och med flyt manipulera symbolerna. Det vill sdga att de har utvecklat flera
procept som kan mojliggdra proceptuellt tinkande.

I uppgiften 4+5 var det tre elever, Olle, Tilda och Vera, som visste att svaret var 9 men
de kunde ocksd komma fram till svaret genom befintlig kunskap om dubblor +/- 1, antingen
4+4+1 eller 5+5-1. Olle uttrycker att: “4+4 det vet jag ju blir 8, men en 5:a da ska man plussa
pa 1. Da blir det 9. Ja ocksé kan jag det i huvudrakning”. Jonas uttrycker ndgot mer tydligt att
den hir talkombinationen dr en sjdlvklarhet for honom, “jag kan det bara! Varje ging jag ser
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de siffrorna sd ser jag liksom 9, vilket tyder péd att Jonas befinner sig i den proceptuella
virlden (Tall, 2004) eftersom symbolerna 4+5 &dr en annan representation av 9 och for att
vaxlingen mellan dessa tvd representationsformer sker obehindrat (Gray & Tall, 1994).
Uppgiften 4+3 16stes pé liknande sétt av Olle, Vera och Jonas, men Tilda avvek hir fran den
befintliga kunskapen om dubblor +/-1 genom att aterga till den delvis procedurella strategin
“rdkna fran”. Hon forklarar att “da tinker jag bara 4, 5, 6, 7. Alltsa att jag liksom rdknade
det”. D4 jag frdgade om hon anvénde fingrarna beskrev hon att hon tinkte stegen i huvudet.
Det hér innebér, enligt Gray och Tall (1994), inte ett proceptuellt tinkande da vald strategi
betyder att eleven inte helt befinner sig i den andra matematiska vérlden utan snarare i den
forsta (Tall, 2004). 1 jamforelse med de andra tre kan Tilda inte 1 det hér fallet utnyttja
befintliga kognitiva scheman for att med flyt utféra operationen.

Addition Kategori 2 - Talomrade 1-19 med tiotalsévergiangar (Uppgifter B1 & B2)

Aven inom det hir talomradet visar eleverna forméigan till proceptuellt tinkande da ingen
behovde ga tillbaka till en procedurell strategi utan istillet anvdnde de sig pa olika sitt av
redan existerande kunskap om 10-kompisarna eller dubblor +/-1 for att 16sa uppgifterna. Vera
l16ser uppgiften 8+7 genom annan befintlig kunskap, “Ja for 7+7 blir 14 och det dr 1 mer sa
det ar 157, vilket tyder pa att 15 i sig inte dr en existerande kunskap utan hon anvinder
dubblor och adderar sedan 1 for att komma fram till svaret. Olle anvinde samma strategi som
Vera. Tilda anvénder istillet 10-kompisar for att 16sa uppgiften och dessutom visar hon
forstéelse for den kommutativa lagen; “Jag minns inte om jag ténkte 7+8 eller 8+7, men jag
tankte 1 alla fall att 8 dd ar det tva tal kvar tills det blir 10 och dé& finns det bara 5 kvar att
lagga pa”. Jonas anvénder ocksd 10-kompisar och ddrmed visar han och Tilda formégan att
dela upp tal i termer séd att 7+8 kan ses som 8+2+5=10+5, vilket innebir att de bryter ner
symbolerna och bygger upp de igen. Det hir indikerar en god taluppfattning som gynnar
begreppsutvecklingen dd de smidigt och obehindrat vixlar mellan de olika
representationsformerna, vilket Gray och Tall (1994) menar dr tecken pa proceptuellt
tankande.

P& uppgiften 5+9 valde tre elever, Olle, Tilda och Vera, att bryta ner och bygga upp
symbolerna genom befintlig kunskap om 10-kompisar. Veras beskrivning, “5+9 det ar 14. For
det ar ju 1 kvar tills det blir 10. Och da ar det 4 kvar dir sd da blir det 14”, som é&r liknande
Olle och Tildas, visar formagan att géra om symbolerna till 9+1+4=10+4. Aterigen sker en
flexibel pendling mellan representationsformerna och antyder ett proceptuellt tinkande. Jonas
har upptickt ett monster med talet 9 som de andra eleverna inte uttryckligen kédnner till dd han
beskriver “om det dr en 9:a dér sa tar jag alltid den minus 1 [5-1]. D4 vet jag att det blir en 4:a
och dé vet jag att det dr 14. Jag kollar forst pa 5:an och tar [den] minus 1”. Ddrmed kan han
anvédnda redan existerande kognitiva scheman och enbart titta pa entalet som ska adderas och
subtrahera ett fran det och pé sa vis undvika onddig minnesbelastning, vilket dr en stor fordel
vid mer komplexa talkombinationer. Utdover det hir tillvigagangssittet beskriver Jonas
mojligheten att anvinda 10-kompisarna vilket visar att flera olika representationsformer finns
tillgdngliga for honom att anvénda flexibelt.

Addition Kategori 3 - Talomrade 1-99 utan tiotalsovergiangar (Uppgifter C1 & C2)

Inom det hdr talomrddet fanns vissa skillnader 1 hur eleverna gick tillviga for att 16sa
uppgifterna. Da Olle och Vera skulle 16sa uppgiften 5+42 anvéndes édterigen den befintliga
kunskapen om 10-kompisarna, men i det hér fallet var syftet att ta reda pad om det skulle ske
en tiotalsovergang eller inte. Olle sdger “Om 2:an, 1 42, hade varit en 5:a da hade det blivit
storre dn 40, men nu &r det ju inte sd for 2:an dr ju mindre dn 5. Pa s vis kan bdde Olle och
Vera ga vidare med att tdnka bort 40 och generalisera 5+42 till 5+2. Symbolerna behandlas
utifrdn en proceptuell uppfattning som goér att manipuleringen sker med flexibilitet och flyt
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(Gray & Tall, 1994). Tilda, som anvénde strategin “rédkna fran” pa uppgiften 4+3, visar dven
hér att mojligheten till proceptuellt tdnkande inte alltid ar tillgdngligt for henne dd samma
strategi anvinds for 5+42. Likt uppgiften 8+7 véljer hon att, enligt den kommutativa lagen,
byta plats pa 5 och 2. Hon uttrycker att “da tdnkte jag 45+2, istdllet for 5+42 s jag bytte ut
2:an mot 5:an och si la jag till 2”. Nér jag fragar henne varfor hon byter plats pé talen svara
hon “jag vet inte, fOr att det dr enklare att rdkna 5+2 4n 2+5. For da tdnker man inte s ménga
steg”. Jag fortsétter och fragar om hon riknar stegen och da svarar hon “ja, jag rédknar 6,7 i
huvudet.”. I det hdr fallet anvdnde hon inte fingrarna, dock uttrycker hon att hon gor det
ibland, vilket tyder pa att hon delvis befinner sig i den forsta matematiska virlden (Tall,
2004). Aven pa niista uppgift som dr 72+6 byter hon plats pa entalen och sedan anviinder hon
aterigen strategin “rdkna frn”.

Jonas, som 1 kategori 1 och 2 tydligast rort sig i den proceptuella matematiska virlden
(Tall, 2004), visar dven 1 den hdr uppgiften att han har upptickt ett monster som han drar
nytta av. Han beskriver att ”ofta nir det ar sd sd tdnker jag bort 4:an sa tar jag 5+2. Och det
kan jag bara. Det ddr med ojamnt plus tva blir ojdmnt. 2-hopp det sitter liksom. Den tabellen
+2, den kan jag”. Han har sett ett samband mellan addition av 2 med jimt eller ojamnt tal,
vilket tyder pa att han kopplar ihop talen 1 uppgifterna med summan. Han har utvecklat
formagan att uppfatta symboler badde som process och begrepp, vilket mdjliggor en flexibel
manipulering av talen. Han anvinder lamplig befintlig kunskap 1 olika situationer vilket
signalerar ett proceptuellt tinkande (Gray & Tall, 1994). Till skillnad fran Jonas har Vera,
som svarat fel pd uppgiften 72+6, inte automatiserat +2-tabellen. Hon sdger “6+2 det 4r 9...nej
det dr ju bara 8:a”. Det hir skulle kunna vara ett slarvfel utan storre betydelse, 4 andra sidan
kan en brist pd automatisering av baskombinationer minska antalet tillgdngliga
representationsformer som mojliggor proceptuellt tinkande (Gray & Tall, 1994).

Addition Kategori 4 - Talomrade 1-99 med tiotalsévergiangar (Uppgifter D1 & D2)

I den hir kategorin borjar vissa monster trdda fram i hur eleverna véljer att 16sa uppgifterna.
Olle véljer ndstan alltid att anvinda sig av befintliga kognitiva scheman om 10-kompisarna
vilket han dven gor pa uppgifterna 84+9 och 75+8. For att 16sa 84+9 beskriver han att “nu &r
ju 449 det ar inte 10-kompisar fast det dr 6ver sd da blir det ju 90-ndnting. Och sen korde jag
9+4 och samma sak dér, jag kor 9:an till en 10:an”. Han har en proceptuell uppfattning, vilket
gor att han flexibelt kan manipulera talen for att bygga upp nya kombinationer. Det hér tyder
pa en god taluppfattning, trots det langa tillvigagangssittet som skulle kunna belasta minnet
vid mer komplexa talkombinationer.

Tilda som tidigare uttryckt att hon gidrna byter plats pa entalen gor dven sa pd dessa
tva uppgifter. P4 bada uppgifterna byter hon forst plats pa entalen och direfter anvénder hon
10-kompisarna for att bryta ner och bygga upp symbolerna till 89+1+3=90+3 och
78+2+3=80+3. Tilda viljer en lang vdg i1 jamforelse med Jonas, som ocksd anvédnder befintlig
kunskap om 10-kompisar, men som gar en kortare vdg. Han sdger “hér tanker jag frén 84 till
90 dr 6 och dé &r det 3 kvar. Det sitter att det &r 3 kvar. Sa dér tinker jag 84+6+3”. Han loser
uppgiften 75+8 pa liknande sdtt genom att generalisera och bryta ner och bygga upp
symbolerna 5+8 till 5+5+3. Hans tillvigagangssitt involverar farre steg dn Tildas. Tilda
beskriver dven att hon “tog 2 frén 5 sé att det skulle bli 807, vilket kan tyda pd att hon mentalt
maste tdnka att hon lagger 6ver 2 objekt fran en hog till en annan istillet for att se talet 5 som
2+3 och dirmed tdnka 78+2+3. Nér jag ndmner att bytet av ental verkar vara en vanlig
strategi for henne motiverar hon bytet med: “Ja jag brukar nog gora sa hér for jag tycker det ar
enkelt om man tar sahér bort sa att det blir en 10:a och sen ldgger jag pé resten for d& behover
jag inte tdnka séhdr 8, 9, 10, 11 utan da ar det bara att lagga till”. Trots den ldngre vigen har
hon hittat en strategi dar hon kommer bort frédn att rikna varje steg, vilket tyder pa att hon
delvis befinner sig i den andra matematiska vérlden.
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D& Vera l6ser uppgiften 75+8 fastnar hon och forklarade att det var for att 5+8 gér
over 10. Har framtrdder vissa oklarheter kring Veras begreppsbild (Tall & Vinner, 1981) och
hennes taluppfattning. Nir jag fragar vilka steg hon tog svara hon: “5-8 och det blev 3. Att om
man gor plus sd dr det d&nda att det blir storre s da méste det 4nda bli 83”. Jag forsoker att fa
ur henne hur hon har tdnkt nir hon valde att forst géra 5-8 men hon svarar bara: “Det vet jag
inte”. Hér blir det lite svért att tyda hennes tillvigagingssatt och det blir tydligt att hon sjilv
inte riktigt heller vet varfor hon gor som hon gor. Dessutom viljer hon att sdga “5-8 och det
blev 37, vilket inte stdimmer och dérfor kan hennes begreppsbild (Tall & Vinner, 1981) av
subtraktion vara bristande. Hon viljer att tinka subtraktion istéllet for addition, men det ar
inte tydligt varfor och hon kan sjdlv inte forklara hur hon ténker, vilket kan tyda pd en
bristande taluppfattning.

Addition Kategori 5 - Talomrade 1-999 med tio- och hundratalsévergangar (Uppgifter
El1 & E2)

P& uppgiften 67+86 avviker Vera fran de Ovriga tre genom att vélja en algoritm for att 16sa
uppgiften, och dad blir en aspekt synlig som antyder en brist i hennes taluppfattning och
begreppsbild (Tall & Vinner, 1981) av addition. Nir hon stidllde upp talen valde hon att skriva
det hogsta talet forst och det ldagsta talet under. Nar jag friga henne varfor hon valde det
svarade hon “jag tdnkte eftersom det ar storst. For Emma [ldraren] sa ndgon gang 1 4:an att vi
skulle skriva det storsta talet langst upp”. Nir jag frdgar om det hade spelat ndgon roll 1 det
hir fallet svara hon “det vet jag inte forrdn jag har rdknat ut det. Kanske. Da blir det liksom i
fel ordning”. Den hér beskrivningen tyder pd brister 1 hennes begreppsbild (Tall & Vinner,
1981) av addition och att hennes taluppfattning inte inkluderar den kommutativa lagen. Tilda
raknar smidigt ut 67+86 genom huvudrdkning, men véljer en algoritm for uppgiften 347+288
eftersom “det dr enklare nir det dr hogre tal for di &r det inte s& mycket att hélla i huvudet
samtidigt”. Nér hon 1 forsta steget ska addera 7+8 vill hon anvdnda 10-kompisar men fastnar
da hon inte vet om hon ska tdnka “minus 2 fran 7 eller minus 3 frdn 8 for jag brukar gora sa
med bédda talen, att jag tar sé att det blir 10”. Det steget krdver extra anstrangning och hindrar
ett flyt i operationen. Nista steg ar att addera 1+4+8 och da viljer hon att gora “1+4 sa att det
blir 5. Sen tog jag 2 fran 5 och la till pa 8 sd att det blev 10 och sen var det 3 kvar”, vilket
innebdr ett flertal steg som kan tyckas onddiga for att det kan belasta minnet.

Subtraktion Kategori 1 - Talomrade 1-9 (uppgifter A1 & A2)

Uppgifter som involverar dubblor, vilket 8-4 och 6-3 gor, ar enkla for alla fyra eleverna att
16sa. Kunskapen om dubblor dr en etablerad befintlig kunskap som &r automatiserad hos
eleverna vilket Jonas, likt de andra tre, tydligt uttrycker “nér jag vet att det bara &r hélften sa
gar det fort. Det dr liksom basic-uppgifterna, de bara sitter”. Alla fyra eleverna har saledes, pa
den hér nivén, utvecklat formagan att se symboler bade som process och begrepp. Darmed ror
de sig 1 den proceptuella vérlden (Tall, 2004). Det framgér dven att alla fyra eleverna ser
addition och subtraktion som sammankopplade for att talen flexibelt kan omorganiseras,
vilket Gray och Tall (1994) menar ir typiskt for proceptuellt tinkande, 4&ven om uppgifterna
inom aktuellt talomrdde inte forutsitter att samma flexibilitet finns vid mer avancerade
talomraden. Tilda beskriver, precis som de andra tre, att “3+3 blir 6 sa 6-3 ar 3”, vilket visar
pa den flexibla mojligheten att omorganisera delarna frdn subtraktion till addition helt
obehindrat. Det tyder dven pa att eleverna har, pd den hir grundldggande nivan, en god
begreppsutveckling och att begreppsbilden (Tall & Vinner, 1981) f6r addition och subtraktion
inkluderar ett samband mellan riknestrategierna.

20



Subtraktion Kategori 2 - Talomride 1-19 med tiotalsévergingar (uppgifter Bl & B2)
For uppgiften 14-6 anvindes tva olika strategier dér tva elever, Olle och Vera, éterigen
kopplar ihop subtraktion med addition, medan Tilda och Jonas véljer att bryta upp talen och
bygga upp dem i en ny konstellation. Olle sédger “ja for det jag vet dr att 8+6 blir 14. Till
exempel om man gor en 8:a till en 10:a d& blir det 16 men nu ska man ju ta bort 2 s& da blir
det 14, vilket synliggor att han anvénder sig av flera befintliga kognitiva scheman pa ett
flexibelt sétt. Redan existerande kunskap hér dr sambandet mellan subtraktion och addition
men det framgédr dven att 8+6=14 dr en befintlig kunskap. Han kan dven utnyttja redan
existerande kunskap om 10-kompisar for att 16sa uppgiften da 10+6 skulle vara 16, vilket
forutsitter att svaret maste vara 8 eftersom skillnaden mellan 16 och 14 dr 2 och 8+2 éar
tiokompisar. Hans flyt och flexibilitet 1 anvdndandet av befintliga kognitiva scheman
indikerar ett proceptuellt tinkande (Gray & Tall, 1994).

Vera anvinder en liknande strategi, men hon formedlar inte samma flyt och flexibilitet
da hon forst sdger “i min hjidrna tog det bara stopp. Vad som blev 6 plus nénting dr 14”, men
efter det fortsédtter hon “sen kom jag pa att det blev 8. Nér jag fragar vidare om hur hon kom
fram till 8 blir det svart att tolka hennes tillvigagangssétt dd hon inte tydligt kan beskriva sina
tankesteg utan séger “ja jag vet inte riktigt. Att det saknas 1 alla fall 2 upp till 10 [fran 8] och
dd maste det vara 4 kvar for att 4+2 dr 6”. Hennes redogdrelse antyder att hon gick samma
viag som Olle, men hennes begreppsutveckling gor sig inte lika synlig, vilket medfor en
indikation om bristande forstaelse dd sambanden mellan talen inte uttrycks. Till skillnad fran
Vera och Olle, I6ser Tilda och Jonas uppgiften genom att forst ta bort 4 for att utnyttja
tiokompisarna. Jonas beskriver “dér rdknar jag minus 4 och 10-2. Jag delar upp det och tar det
till 10 och sen vidare”, vilket synliggor formégan att flexibelt omorganisera symbolerna fran 6
till 4+2 f6r att tinka 14-4=10 och sen 10-2=8 dir vixlandet gar mellan flera olika
representationsformer . Det sker en obehindrad véxling mellan processer och begrepp vilket
tyder pa proceptuellt tinkande (Gray & Tall, 1994).

P& uppgiften 16-9 anvinder Olle och Jonas redan existerande kunskap om hur
9+nanting fungerar. Jonas uttrycker, som pa additionsuppgiften 5+9, att han har forstatt ett
monster “varje gdng det dr 9 da blir det lite s att da ar det den plus 1 [6+1], sexan plus 1 blir
svaret. S& nér det dr 9 sa hdnger de ithop”. Bade det kiinda monstret med talet 9 utnyttjas, samt
formégan att koppla thop addition med subtraktion, vilket indikerar ett utvecklat proceptuellt
tankande. Olle antyder ocksa att han kadnner till monstret da han sdger “nir man kér med 9:an
d& maste man alltid ha en storre”.

Subtraktion Kategori 3 - Talomrade 1-99 utan tiotalsovergangar (uppgifter C1 & C2)

P& uppgiften 77-75, och dven pd uppgiften 89-7, framgar det att badde Tilda och Vera
anvinder strategier som involverar procedurer som antyder att de ror sig i1 den forsta
matematiska virlden (Tall, 2004). Tilda beskriver ’dé ténker jag vad 5 behover for att bli 7
och det behdvs ju bara 2 d&” vilket uppmanar till att utféra en procedur som hon sedan
forklara med ”jag rdknade 76, 77”. Vera gor pd liknande sdtt men hon forestiller sig en
mental bild av tallinjen for att ta reda pd ”hur manga det &dr kvar tills det blir 77 och da &r det
tva steg”. Nar jag frdgar henne om hon bara ser att det dr 2 séger hon “alltsd jag tinkte det
som en tallinje och s hoppade jag tva steg” som innebdr subtraktionsstrategin “rdkna upp”
som &r kopplad till den forsta matematiska vérlden (Tall, 2004) och inte ett tecken pa
proceptuellt tinkande (Gray & Tall, 1994). Vera gor pa samma sitt for uppgiften 89-7 “da
tanker jag ocksd som en tallinje frdn 7 till 9 det 4r 2”. Bada tva kan dock se sambandet mellan
addition och subtraktion. Jonas tillvigagangssatt till skillnad fran Tilda och Veras ir att titta
pa skillnaden mellan 5 och 7, “jag ser pa skillnaden mellan de tva [5 och 7] och dé &r det 2”.
For honom, och for Olle som gor pa liknande sitt, dr talen procept dir symbolerna inte
frammanar en procedur att rikna stegen som Tilda och Vera utan istillet véxlar han med flyt
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mellan process och begrepp.

Déa Tilda ska 16sa uppgiften 89-7 sa tanker hon forst “att det var 89-87 sa da borjade
jag att rdkna vad 7 behover for att bli 9”, och dd& kommer hon fram till svaret 2, men sen
kommer hon pa att “det inte var minus 87 och dé la jag till 80”. Nér jag fragar henne hur hon
gjorde for att komma fram till tva svarar hon “jag tinkte 7, 8, 97, vilket dterigen &r strategin
“rdkna frdn” som innebdr att hon inte befinner sig i den andra matematiska vérlden (Tall,
2004). Hennes delvis procedurella tillvigagangssitt blir &nnu tydligare nir jag papekar att hon
dven pa fordiagnosen hade missat att ldgga till tiotalet, och d& forklarar hon att “jag tdnker
nog 9-7 for att det ar enklare att rdkna 7, 8, 9 dn 87, 88, 89 och sen glommer jag att ligga
tillbaka 8”. Hennes tendens att glomma att 1dgga tillbaka tiotalet skulle kunna vara ett tecken
pa att hennes procedurella tillvigagangssitt belastar korttidsminnet och hindrar proceptuellt
tankande.

Subtraktion Kategori 4 - Talomrade 1-99 med tiotalsévergingar (uppgifter D1 & D2)
Inom det har talomradet blir det aterigen synligt att Tilda och Vera forlitar sig pa proceduren
att rdkna antal steg och det framgar ocksa att Olle och Vera kan ha en ndgot bristande
begreppsbild (Tall & Vinner, 1981) av subtraktion. For att 16sa uppgiften 91-89 anvinder
Tilda sina fingrar som konkret hjdlpmedel och sidger “jag tankte att jag rdknade 89, 90, 917
och Vera ser tallinjen “alltsd 89 pé en tallinje och upp till 91 ér 2. Det &r tvd hopp emellan”,
diar bada tillvigagéngssétten &r strategin “rdkna upp” som innebdr att eleverna inte har
utvecklat uppfattningen om dualiteten 1 matematikens symbolsprik och att de ddrmed delvis
befinner sig 1 den forsta matematiska vérlden (Tall, 2004). I jamforelse anvinder Jonas en
strategi som innebér att formagan att uppfatta symboler badde som process och begrepp har
utvecklats, vilket gor att han undviker proceduren att rdkna stegen genom att tinka “det ar lite
som 89+1+1”. Han véxlar pa sa vis over fran subtraktion till addition och ser att uppgiften kan
l6sas genom symbolerna 89+1+1. Jag ber Jonas jdmfora den hér uppgiften med 77-75, fran
kategori 3, dir han hade uttryckt att han bara sag att svaret var 2 och da sdger han “hir far jag
tanka lite mer men det gar fortfarande snabbt”, vilket tyder pd att han, med flyt genom
symbolerna, kan véxla mellan begrepp och process. Hér kan det vara svért att se skillnaden
mellan “rdkna fran” och si som Jonas tinker. Skillnaden ligger i att den forsta involverar en
procedur att rdkna stegen medan 89+1+1 1 det hér fallet bara dr en annan representationsform
som Jonas snabbt kan pendla till for att f& fram svaret. Han réknar inte stegen utan anvidnder
sig av symbolspraket.

D& Olle och Vera ska 16sa uppgiften 72-8 kommer bada fram till svaret 66 vilket
indikerar en brist 1 uppfattningen av subtraktion vid tiotalsovergdngar. Badda kan se att
summan maste vara under 70, men de har svarigheter att hantera att ett ental som ar hogre ska
subtraheras fran ett som &r mindre. Olle sdger “2-8 det gar ju typ inte. S& da maste det bli
mindre och da blev det 60-nanting. Och sen sa 8-2 blir ju 6 sd da blev det 66 vilket tyder pa
att vixlandet mellan olika representationer inte sker med flyt for att han inte kan hélla reda pa
vad som ska subtraheras. Det tyder ocksa pa en nagot bristande uppfattning av subtraktion dér
begreppsbilden (Tall & Vinner, 1981) inte inkluderar en forstdelse for hur subtraktion utfors
vid tiotalsOvergangar. Vera har liknande svarigheter och uttrycker en osdkerhet da hon siger
“alltsa da vet jag inte for har ar det 2-8 och det dr 67, vilket inte stimmer. Hon kan déremot
anvinda befintlig kunskap om talens storlek for att forstd att summan maéste slé over till 60 da
hon séger “for alltsé 8 det dr ju storre &dn 2 sa det maste ju bli mindre &n 70”. Trots att hon gér
igenom uppgiften igen haller hon fast vid uppfattningen att 2-8 blir 6 och att “darfor blir det
66”. Hir anvinder hon inte tallinjen for hon tycker att det dr svért att hoppa s ménga steg.
Forst ndr jag foreslar att hon delar upp stegen for att hoppa 2 steg bak till 70, sdger hon att det
sedan &r “6 steg kvar att hoppa”. Da borjar hon rdkna bakét “70, 69, 68 da har vi hoppat 4 och
sen 67, 66 ja det blir 64”, vilket gor att hon inser att ndgot gétt snett men det dr inte tydligt att
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hon forstar vad. Anmirkningsvért att hon inte direkt vet att 70-6 dr 64 eftersom 6 och 4 ér
tiokompisar. Procedurerna antyder att hon inte har utvecklat uppfattningen om dualiteten 1
matematikens symbolsprék. Till skillnad frén Vera tinker Jonas direkt “72-2, och om man tar
bort 2 fran 8 sa blir det 6 sen tog jag 70-6 och det vet jag blir 64”. Snabbt och smidigt delar
han upp 8 till 2+6 for att sedan anvénda tiokompisarna, vilket innebér att Jonas befinner sig i
den proceptuella vérlden (Tall, 2004).

Subtraktion Kategori S - Talomrade 1-999 med tiotals- och hundratalsévergangar
(uppgifter E1 & E2)

I den sista kategorin blir det, precis som i kategori 4, tydligt att flera elever har samma
svarighet som beskrevs ovan dir subtraktion av ett hogre ental blir utmanande. Olle, som pd
uppgiften 82-47 har svarat 45 istéllet for 35, beskriver “jag vet ju att 8-4 det blir ju 4 och sen,
nej vénta hir har jag nog gjort fel. Jag tinkte 7-2 men det ska vara 2-7, den hir var lite
kranglig”. Han har saledes upptéckt att det blivit fel och forsoker att hitta ett tillvigagangssatt
genom att tinka “om jag kor 12-7 det blir ju 3”, vilket visar att han har en taluppfattning som
gor det mojligt att omorganisera 2 till 12, men det dr oklart varfér han kommer fram till
differensen 3. Men direfter sdger han “alltsd om jag har 82 da vill jag ha 2:an till ett
tvasiffrigt tal sa att jag kan kora 7 minus négot sd dé kor jag 10 dér istillet” vilket antyder att
han kanske tdnkte 10-7=3. Det framgér att Olle har svart att halla reda pé alla olika steg och
darfor véljer han en algoritm men blir 4nda forvirrad for att han gor om 7 till 17 och kommer
fram till att 12-17 &r 15. Efter ett tag utbrister han dock “ok 35, blir det 35?” {6r att han har
kommit pa att 5+7 blir 12 och 4+4 blir 8, men tillsammans skulle 80+12 bli 92 och inte 82,
vilket visar att han har lyckats forsta vad som gatt snett. Olle har samma svérighet med 2-7 pa
ndsta uppgift, 632-427, da han uttrycker “det hér var klurigt! 2 och 7, det dr nat som kénns
jobbigt med dem”, men genom en algoritm ser han att det &r just “véixlingen” frén tiotalen
som stiller till det. En antydan finns att Olles tillvigagingssatt, vid mer komplexa
huvudriakningsuppgifter, kriaver en belastning pa korttidsminnet vilket kan orsaka
begransningen i flytet av symbolmanipuleringen.

Vera, som direkt gjorde en algoritm for 82-47, I6ser uppgiften men nér jag fragar
henne hur hon hade gjort for att 16sa den 1 huvudet svarar hon “dd hade jag rdknat fran 47 till
82” och nér jag frdgar henne hur sdger hon “48, 49, 50 och sa hade jag skrivit upp en massa
streck och sen bara rdknat strecken”. Hennes uttalande kan tolkas som att hon inte har
mojlighet att bygga vidare utifran befintlig kunskap, utan istédllet méste hon gé igenom en lang
procedur med troliga fel 1 form av missade streck. Séledes har inte proceptuellt tdnkande
utvecklats utan hon befinner sig i den forsta matematiska virlden dar konkreta foremal skulle
behovas for att 16sa uppgiften utan en algoritm (Tall, 2004). Jonas som forst uttrycker en viss
osdkerhet vid uppgiften 82-47 sdger “2-7 dr 5 s& da ar det 45, nej vinta nu 2-7, det gar inte”,
vilket gor att han istdllet byter strategi och tdnker “man kan ju ta 4743 blir 50 och sen plus 30,
33+2 da blir det ju 35”. Det hér bytet, dir han bygger pé talet 47 tills det blir 82, innebér en
flexibilitet 1 hans formaga att anvdnda andra befintliga kognitiva scheman vid osédkerhet,
vilket kan vara ett tecken pa proceptuellt tinkande. Aven pa sista uppgiften, 632-427, antyder
Jonas ett proceptuellt tinkande da han flexibelt och med flyt vixlar mellan olika
representationsformer, processer och begrepp utan att belasta minnet. Han uttrycker dé att
“7+3 da blir det 430 [generalisering av 427+3] ... da la jag upp 3 pa minnet ... frdn 430 upp
till 630 det ar 200 ... s& sen 200 plus 5 [5 fran 2 1 632 och 3 fran minnet], vilket sker
obehindrat och med flyt eftersom han ror sig 1 den proceptuella virlden (Tall, 2004) och kan
anvinda aktuella kognitiva scheman.
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6. Diskussion och slutsats

Syftet med den hér studien var att synliggora elevers begreppsutveckling och forkunskaper
genom deras val av strategier vid losandet av grundldggande uppgifter inom aritmetik.
Uppgifterna som eleverna har 16st dr inom ett omrade vilket ses, enligt ldroplanen
(Skolverket, 2016), som forkunskaper for arskurs 4-6 och dirmed anser jag de lampliga for att
kartldgga elevernas begreppsutveckling da kunskapen som testas dr en grund for matematiken
1 arskurs 4-6. Jag har genom teorin om begreppsbilder (Tall & Vinner, 1981) och tre
matematiska virldar (Tall, 2004) analyserat elevernas tillvigagingssitt for att synliggora
huruvida de visar tecken pa proceptuellt tinkande eller om det finns procedurella
begrinsningar som hindrar eleverna att utveckla proceptuellt tdinkande.

Det blir tydligt genom analysen att en diagnos med information om ritt eller fel svar
inte 1 sig sjdlv ger tillrdckligt med underlag for att veta var eleven befinner sig 1 sin
begreppsutveckling och hur elevens begreppsbild (Tall & Vinner, 1981) ser ut. En skriftlig
diagnos kan dock ge vigledning om hur minga och vilken typ av fel eleverna gor. Genom att
notera flyt eller inte flyt genom tiden som diagnosen utfors pd gir det ocksd att fa en
forestdllning om huruvida eleverna har automatiserat baskombinationer. Tar diagnosen lang
tid gér det att ana att eleven anvénder strategier som innebdr en storre kognitiv belastning. Da
ar det troligt att eleven inte fullt ut har utvecklat ett proceptuellt tinkande och vissa aspekter
kan behdva synliggoras for eleven. Dessa aspekter kan variera frin elev till elev och ddrmed
kravs individuella samtal. Ofta dr det dock brist pa tid for ldrare och individuella samtal gér
inte alltid att genomfora sd som den hér studien har haft mgjlighet att gora. Ett alternativ
skulle kunna vara att under lektionstid forsdka fa syn pa de olika begreppsbilderna som
existerar och uppmuntra till att dela dessa forestdllningar med malet att reda ut missforstand
och ldra varandra se mdnster som kan bidra till proceptuellt tinkande.

Genom analysen anser jag att alla fyra elever har utvecklat elementira procept da
ingen elev var tvungen att rdkna alla objekt. Elementéira procept innebédr dock inte att alla
elever har utvecklat procept som kan mojliggora proceptuellt tankande dar flyt och flexibilitet
1 manipuleringen av tal som bade process och begrepp mojliggér formagan att fritt vixla
mellan de olika symboliska representationerna. Det dr just procept som dr grunden till den hér
flexibla véxlingen och det som Gray och Tall (1994) bendmner proceptuellt tdnkande.
Analysen synliggdr darmed att alla elever inte konsekvent befinner sig 1 den proceptuella
vérlden (Tall, 2004) utan att framfor allt tvd elever dven ror sig i den forsta matematiska
virlden (Tall, 2004).

Inom talomrddet 1-9 framgick att symbolerna 4+5, 4+3 kunde vara
representationsformer for summan 9 och 7 dér dessa i sig var befintlig kunskap. De flesta
hade @ven redan existerande kognitiva scheman om dubblor, som kan byggas vidare pa
genom att addera eller subtrahera 1, vilka framstod som ytterligare tillgdngliga
representationsformer dd symbolerna 1 uppgiften dven frammanade 4+4+1, 5+5-1, 3+3+1
eller 4+4-1. En elev dtergick till strategin “rédkna fran” dér symbolerna 4+3 frammanade ett
fysiskt rdknande vilket innebér att eleven befinner sig i den forsta matematiska vérlden (Tall,
2004) déar varken summan dr en befintlig kunskap eller mgjligheten finns att utnyttja redan
existerande kunskap om dubblor +/- 1. Saledes behovde eleven rdkna stegen fran 4 och upp
till 7, vilket inom mer komplexa talomradden kan bli en belastning f6r korttidsminnet och
hindra proceptuellt tinkande. Uppgifterna 8-4 och 6-3 16ste alla fyra elever obehindrat genom
proceptuellt tinkande dar subtraktion och addition framstod som sammankopplade sa att en
omorganisering av delarna kunde ske med flyt och flexibilitet, vilket tyder pa proceptuellt
tinkande (Gray & Tall, 1994). Saledes har kunskap om dubblor automatiserats och darfor ér
symbolerna 1 uppgiften bara en annan representationsform for differenserna 4 och 3.

Inom talomradet 1-19 framgick igen att flera elever valde, for uppgifterna 8+7 och
5+9, att anvinda dubblor +/- 1, men 1 det hdr fallet framstod inte summan som befintlig
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kunskap utan dubblorna utnyttjades for att 16sa uppgifterna. Formagan att bygga vidare
utifrdn befintliga mentala scheman da svaret inte kan ses direkt innebér ett tecken pé
proceptuellt tinkande (Gray & Tall, 1994). For dessa additionsuppgifter anvidndes dven redan
existerande kunskap om tiokompisar och talens uppbyggnad d& 8+7 kunde brytas ner och
byggas upp till delvis nya termer sd att talkombinationen 8+2+5 tog form. Den hér
omorganisationen kunde, pa grund av tillimpningen av befintliga kognitiva scheman, ske med
flyt och det blir tydligt att ingen anstrangning behdvdes, vilket antyder proceptuellt tankande.
Hér framstod dven att en elev hade kunskap om den kommutativa lagen da 8+7 kunde ses som
7+8. Aven for uppgiften 5+9 kunde befintlig kunskap om tiokompisarna anvindas for att
flexibelt bryta ner och bygga upp symbolerna till 9+1+4 =10+4, dér sista steget ar en annan
representationsform av 14 och séledes dr summan en existerande kunskap som kan ses direkt.
Formagan att pa det hir viset manipulera symbolerna flexibelt dr enligt Gray och Tall (1994)
tecken pa proceptuellt tinkande. En elev hade ytterligare befintlig kunskap om ett mdnster
vilket kunde anvindas for att direkt veta vad 5+9 blir. Att uppticka monster dr enligt Lowing
(2011) en del av taluppfattningen och 1 det hir fallet kan nuvarande mentala scheman om
monster anviandas for att undvika en minnesbelastning vilket mdjliggor proceptuellt tdnkande.
For subtraktionsuppgiften 14-6 framgick att bestandsdelarna snabbt kunde omorganiseras till
8+6=14 vilket betyder att subtraktion och addition &r sammankopplade och antyder
proceptuellt tinkande (Gray & Tall, 1994). Det innebdr vidare att begreppsbilden, som
beskrivs av Tall och Vinner (1981), av addition och subtraktion inkluderar sambandet mellan
dessa riaknesitt. En elev dr dock otydlig i sin formulering da det har sambandet inte uttrycks,
daven om det anvénds, vilket kan tyda pa att en konceptuell forstielse inte finns for sambandet
och didrmed kan det behdva synliggoras for att bli en del av elevens begreppsbild. Pa
uppgiften 14-6 kunde dven tiokompisarna anvdndas och befintliga kognitiva scheman om hur
tal kan delas upp 1 termer for att omorganisera symbolerna 14-6 till 14-4-2, vilket ar tecken pé
proceptuellt tinkande. Tva elever kunde aterigen anvidnda befintlig kunskap om monstret med
talet 9 for att 10sa uppgiften 16-9. Dessa tva elever kunde dessutom vixla frdn att se
subtraktion som addition utan besvir och den flexibilitet som tillvigagangssittet innebir
anser jag vara proceptuellt tdnkande.

Nar uppgifterna kommer till talomradet 1-99, med eller utan tiotalsdvergangar, blir det
mer tydligt vilka elever som tenderar att falla tillbaka till mer procedurella tillvigagingssitt,
vilket jag tolkar som skillnader i begreppsutvecklingen. Samma elev som tvd ginger innan
uttryckt ett vetande om 9:ans monster, uttrycker pa uppgiften 5+42 och 72+6 ett monster med
tva-hopp kopplat till jdmna och ojdmna tal. Jag tycker att det blir tydligt att den hér eleven har
manga olika typer av befintlig kunskap déar lamplig kunskap véljs ut beroende pa vilka
symboler han méter. Vigen genom tiokompisarna, som tva andra elever valde, gir bra, men
innebdr fler steg dn det tillvigagingssattet som blir mgjligt baserat pa det kinda monstret om
2-hopp. Det hir skulle kunna betyda att proceptens interna struktur (Gray & Tall, 1994) ér
mer utvecklade hos eleven som har flest tillgdngliga befintliga kognitiva scheman, vilket kan
leda till hogre grad av proceptuellt tinkande. 1 jimforelse méste en annan elev péd flera
uppgifter byta plats pa entalen for att slippa rdkna sd ménga steg men undviker trots allt inte
ett procedurellt rdknande. Det hir tillvigagangssittet innebir att uppfattningen om dualiteten i
matematikens symbolsprék inte har utvecklats, vilket jag anser betyder att den hér eleven inte
har en begreppsutveckling som mojliggdr proceptuellt tdinkande. Tendensen att ofta byta plats
pa entalen for att undvika behovet att rdkna sd@ ménga steg antyder att eleven har en
begreppsutveckling som inkluderar den kommutativa lagen, men det resulterar inte 1 att
eleven alltid undviker en procedur. Den hédr eleven och en annan elev anvénder dven konkreta
hjidlpmedel sasom fingrar och en mental bild av tallinjen, vilket innebér en konkret forankring
som kdnnetecknar den forsta matematiska vérlden (Tall, 2004). Séledes har dessa tva elever
inte utvecklat uppfattningen om dualiteten 1 matematikens symbolsprk och didrmed befinner
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de sig inte 1 den proceptuella vérlden (Tall, 2004). Bada visar tecken pa proceptuellt tdinkande
vid uppgifter inom talomradet 1-19, men vid hogre talomriaden behovs den konkreta
forankringen som innebdr procedurer, vilket inte tyder pa ett proceptuellt tdnkande. Det
framgar dven, inom det hdr talomrddet, att begreppsbilden (Tall & Vinner, 1981) av
subtraktion kan vara bristande for flera elever. Det som utgér en utmaning &r att hantera
subtraktion nér entalet som ska subtraheras dr hogre dn det andra, sa som 2-7. Det hdr kan
dessutom komma att bli en konflikt senare ndr negativa tal introduceras och da
begreppsbilden inte inkluderar mojligheten att subtrahera ett hogre tal fran ett lagre (Tall &
Vinner, 1981).

Den storsta skillnaden som framgér i1 kategori 5, talomrdde 1-999, ar huruvida
eleverna viljer att 16sa uppgifterna enligt huvudrikning eller algoritm. Eleverna som 1 tidigare
kategorier anvént strategier som &tergar till procedurer kopplade till den forsta matematiska
virlden (Tall, 2004) véljer oftare att anvdnda algoritmer, vilket skulle stirka min tolkning
ovan om att dessa tva elever inte helt kan utnyttja symbolers dualitet och kan tolkas som ett
hinder for proceptuellt tinkande. Eleven som har upptéckt flest monster 16ser alla uppgifterna
genom huvudrdkning, &ven om han 1 den hir kategorin maste anstrdnga sig mer 4n i de forra.
Hans strategier visar pa ett flyt och en flexibilitet som skiljer sig fran de andra. Nér han
hamnar 1 en situation dir han inte kommer fram till ett svar byter han strategi for att anvinda
andra befintliga kognitiva scheman och pé sd vis l6ser han uppgiften. De som ofta anvinder
procedurer visar mindre pa den hér flexibla formagan, vilket kan kopplas till Grays (1991)
kvalitativa studie ddr 100 elever intervjuades och dédr formégan att flexibelt kunna anvédnda
befintlig kunskap ansédgs vara skillnaden i elevernas begreppsutveckling.

Genom att undersoka elevernas tillvigagangssétt gar det att synliggora vissa skillnader
som tyder pa mer eller mindre effektiva strategier. Skillnaden, anser jag, ligger i antal steg
som krdvs for att 16sa uppgiften dér olika typer av existerande kunskaper anvinds. Det blir
tydligt att eleverna som inte anvénder befintliga kognitiva scheman utan istéllet tenderar att
anvinda strategier som datergar till procedurer kopplade till konkreta hjdlpmedel inte har
samma begreppsutveckling som mdjliggor proceptuellt tinkande. Dessa elever befinner sig
inte 1 den andra matematiska vérlden (Tall, 2004) och uppfattningen om matematiksymbolers
dualitet har ddrmed inte utvecklats for att mgjliggora proceptuellt tankande.

6.1 Slutsats
I den hér studien har jag utgatt fran foljande fragestallningar:

Hur 16ser elever 1 arskurs 6 grundlidggande aritmetiska uppgifter fran arskurs 3?
e Vilka strategier anvénder de och varfor?
e (Gaér det att urskilja effektiviteten av strategierna 1 16sandet av grundldggande
aritmetiska uppgifter?

Jag anser att jag, utifran analysen, har fatt svar pd min huvudforskningsfrdga genom att
besvara mina tva delfrdgor. Frigan om hur eleverna loser de aritmetiska uppgifterna kan
besvaras med att det varierar beroende pa vilken befintlig kunskap som é&r tillganglig for
eleven. Det hir avgor vilka strategier som eleven anvénder sig av samt hur effektivt
tillvigagangssattet ar.

Vilka strategier som eleverna anvénder fOr att 16sa operationerna ser olika ut beroende
pa vilket talomrade uppgiften befinner sig inom. Vid ldgre talomréden var det fler elever som
kunde utnyttja redan existerande kunskaper om dubblor +/- 1, tiokompisar och andra
befintliga representationsformer av uppgiftssymbolerna. Det hir visar att de flesta eleverna
har automatiserat dessa baskombinationer. Har utmarker sig dock en elev som maste anvénda
strategin “rdkna frin” som signalerar brister 1 taluppfattningen. Inom hogre talomrdden
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framgdr en storre skillnad mellan elevernas strategier da tva elever utmirkande méste anvinda
konkreta hjdlpmedel och proceduren “rékna frdn”. De andra tvé eleverna har storre
mojligheter att anvinda befintliga kunskaper sa som tiokompisar, tals uppbyggnader och
monster.

Det gér att urskilja effektiviteten av strategierna genom att se huruvida eleverna
anvénder sig av befintliga kognitiva scheman for att, med flyt, 16sa uppgifter dir svaret inte
direkt kan ses. Strategierna kan sittas i relation med begreppen procept och proceptuellt
tankande, dér dessa kan anvindas for att synliggora huruvida eleven har utvecklat en
uppfattning om dualiteten 1 matematikens symbolsprak. Nar en elev anvinder sig av olika
representationsformer for att obehindrat vixla mellan dessa sé krévs féarre steg och mindre
anstrdngning for att 16sa uppgiften. Analysen visar att tvé elever inte vidxlar obehindrat mellan
representationsformer och darmed uppstar inget flyt i operationen. Dessa tva elever befinner
sig saledes 1 den forsta matematiska vérlden. Elever som befinner sig 1 den forsta virlden har
en konkret forankring som inte mojliggor proceptuellt tinkande genom symbolsprakets
dualitet. Enbart en elev rorde sig nédstan uteslutet i den andra matematiska vérlden, den
proceptuella. Det som antyder att eleven uppvisar ett proceptuellt tinkande ar att flera
representationsformer anvindes, vilket mdjliggor en obehindrad védxling som medfor att
operationerna kan l6sas med flyt. Det som tydligt framgar i resultatet och analysen &r att en
skriftlig diagnos inte ar ett tillrdkligt underlag for att veta var eleven befinner sig i sin
begreppsutveckling. Saledes krivs ett samtal med eleven for att synliggora strategier och
anviandandet av befintliga kunskaper.

Slutsatsen &r att elever som har utvecklat en god taluppfattning dar bland annat
automatiserade baskombinationer, talens uppbyggnad och monster anvinds for att 16sa
elementira aritmetiska uppgifter har storre mdjlighet att tanka proceptuellt eftersom fler
befintliga kunskaper kan anvéndas. Det hir gor det mojligt for eleven att uppfatta dualiteten i
matematikens symbolsprak. Hur befintliga kognitiva scheman utnyttjas for att obehindrat
véixla mellan flera olika representationsformer, for att med flyt 16sa uppgifter, synliggor
skillnader 1 elevernas begreppsutveckling.

7. Vidare forskning

Eftersom jag i min slutsats har kommit fram till att det dr elevens anvédndande av befintlig
kunskap som avgor huruvida proceptuellt tdinkande kan utvecklats sa anser jag det lampligt att
foresla vidare forskning som skulle kunna hjilpa elever att upptdcka symbolsprakets dualitet.
I min slutsats menar jag dven att det ar av vikt att eleven obehindrat kan védxla mellan flera
olika representationsformer for att med flyt utfora olika operationer vilket motiverar forskning
kring hur symbolers dualitet kan synliggoras for eleverna. Det min studie inte har undersokt
ar hur elever skulle kunna utveckla ett proceptuellt tinkande och dérfor foreslér jag forskning
som skulle kunna undersoka olika didaktiska strategier. Sddana studier skulle kunna syfta till
att undersoka vilken slags undervisning som kan erbjuda eleverna mojligheten att fa syn pa
viktiga aspekter som kan bidra till proceptuellt tinkande. Ett forslag ér att gora learning
studies for att ta fram kritiska aspekter kring begreppen tal, addition och subtraktion.
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Bilagor

Bilaga 1 Uppgiftsblad 1 for pilotstudie

Namn( Klass
N\
i 7\./ il S . SERE o e —— T
4+4=__ Sl 9-4=__ 6=3=__
3+3= S5+4=__ 7—4=__ D=5=
45 =0l 4+3= 8—-4=__ l=3
/9 =
&
. ot i i 14 6=
Bed= 5+9=__ g~9— 15--8=
S ol 7+9=__ lg=9- = 11-3=__
14+3=__ B a=9=_ 19-4=__ 16-3=__
Slgi=Sa 5+14=__ 17-4=__ 19-15=__
14+5=__ 4+13=__ 18—14=__ 17-12=__
e
84+9=__ 754 8= 63— 8= 54 —6=__
la6o=__ G 78— 51-49=__ IIE= 89—
63+8=__ Moo= 72=8= 81-3=__
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Bilaga 2 Uppgiftsblad 2 for pilotstudie

Namn

Klass

Rikna i rutorna till hoger.

1
Berikna 67 + 86

Svar:

2
Berikna 264 + 83

Svar:

1
Berikna 82 — 47

Svar:

2
Berikna 146 — 69

Svar:
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Bilaga 3 Diamantdiagnos AG4 (fortest)

| onenoshT |

DIAGNOS AG4

Namn Klass
la 1b

40 +30=__ 20+ 70 = __ 90-60=__ 80-30=__
50+ =90 60+ =80 70-20= 60— =40
__+30=280 __ +40=90 90—-__ =50 70—-__ =30
2a 2b

40+7=__ 60+8=__ 95-5=__ 68-8=__
30+ __ =38 70+ __ =74 56— __ =50 84—~ =80
_+6=36 __+40=49 _-3=90 _-9=70
3a 3b

27 +1=__ 24 +2=__ 38—-2=__ 57-5=__
5+42=__ 6+62=__ L=y =, . 58-57=__
72 +6 = __ 81+8=__ 89-7=__ 65-4=__
4a 4b

84+9=__ 75 +8=__ 63-8=__ 54-6=__
7+65=__ 6+78=__ 51-49=__ 91 -89=__
63+8=__ 58+6=__ 72-8=__ 81-3=__

{

DIAMANT - NATIONELLA DIAGNOSER | MATEMATIK 29 a
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Bilaga 4 Diamantdiagnos AS1 (fortest)
'
DIAGNOS AS1 ‘ot I

Namn Klass

Rikna i rutorna till hoger.

1
Berikna 67 + 86

Svar:

2
Berikna 264 + 83

Svar:

3
Berikna 429 + 156

Svar:

4
Berikna 347 + 288

Svar:

5
Berikna 739 + 468

Svar:

¢

DIAMANT — NATIONELLA DIAGNOSER | MATEMATIK 52 a
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Bilaga 5 Diamantdiagnos AS2 (fortest)

—

DIAGNOS AS2 .
1

Berikna 82 — 47

Svar:

2
Berikna 146 — 69

Svar:

3
Berikna 632 — 427

Svar:

4
Berikna 541 — 275

Svar:

5
Berikna 703 — 256

Svar:

DIAMANT — NATIONELLA DIAGNOSER | MATEMATIK 55 a
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Bilaga 6 Intervjudiagnos

Namn:

1.
4+5=__
4+3=__

2.
8+7=__
5+9=__

3.
5+42=_
724+6=

4.
84+9=__
75+8=__

5.
67 + 86 =
347 + 288 =

Klass:

77-75=__
89-7=__

91-89=_
72-8=

82-47=

632 — 427 =
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Bilaga 7 Intervjuguide

Information till eleven:

Fokus ligger pa hur du 16ser uppgifterna och vilka steg du tar, inte pé att producera ett
ratt svar.

Forsok att beskriva sé noggrant som mojligt hur du gor med detaljer. Forsok att berétta
om varje steg du tar.

Jag spelar in men det r bara jag som ska lyssna pa det. Jag gor det for att jag inte
kommer att minnas allt du séger.

Ga igenom uppldgget: 2 papper med 5 olika delar. Varje del innehaller 4 uppgifter. Du
gor en del och sen stannar vi upp for att prata om hur du I6ste uppgifterna.

Mojliga strategier:

”Rékna alla” (additionsstrategi)

”Rékna frdn” (additionsstrategi)

”Rékna upp” (subtraktionsstrategi)

”Rékna bak” (subtraktionsstrategi)

”Ta bort” (subtraktionsstrategi)

Befintlig kunskap

Kunskap som byggs vidare pé utifran befintliga kognitiva scheman

Fréagor och foljdfrégor:

Kan du forsoka att steg for steg berétta hur du gjorde nér du 16ste den har uppgiften?
Ar det ndgot du bara ser eller hur gor du for att komma fram till svaret?

Beritta varfor du valde att...!

Hur ténkte du d&?

Skulle du kunna gora pa ett annat sétt?
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Bilaga 8 Samtyckesblankett
Goteborg 2017-10-18

GOTEBORGS UNIVERSITET

Samtycke for medverkan i forskningsstudie inom matematik

Sammanhang: Examensarbete inom grundlararprogrammet ak 4-6
Forskande student: Kerstin Weijdegéard
Enhet: Goteborgs universitet

Syfte:
Forskningsstudien gar ut pa att synliggora elevers matematiska tdnkande och analysera deras
16sningsstrategier.

Tillvigagangssitt:

Eleverna kommer att fa gora en diagnos med nagra enkla matematikuppgifter.

Diérefter kommer nagra elever att bli intervjuade dér de far beskriva hur de tinkte nér de tog
sig an en uppgift.

Omfattning:
Diagnosen tar ca 15 minuter
Intervjun tar max 30 minuter

Ovrig information:

- Deltagandet ar frivilligt

- Forskningspersonen har rétt att nir som helst avbryta sin medverkan
- Deltagarna ar anonyma

Medgivande for deltagande i studien:
Goteborg den .../ ... 2017

Namnteckning/Vardnadshavare Namnfortydligande
Namnteckning/Vardnadshavare Namnfortydligande
Namnteckning/Barn Namnfortydligande
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Bilaga 9 Uppgiftsdelar och talomride samt intervjudiagnos med ritta svar

Tabell med uppgiftsdelarna och talomrade

Kategori | Bokstav Uppgifter Testomrade
1 A Al, A2 Talomrade 1-9, inga tiotalsdvergangar
2 B B1, B2 Talomrade 1-19 med tiotalsdvergangar
3 C ClL,C2 Talomrade 1-99 utan tiotalsdvergéngar
4 D D1, D2 Talomrade 1-99 med tiotalsdvergangar
5 E El, E2 Talomrade 1-999 med tiotals- och
hundratalsdvergangar

Kategori 1 (A)

Addition _ Subtraktion

Al.4+5=9 Al.8-4=4

A2.4+3="7 A2.6-3=3

Kategori 2 (B)

Addition Subtraktion

B1.8+7=15 Bl1.14-6=8

B2.5+9=14 B2.16-9=7

Kategori 3 (C)

Addition Subtraktion

Cl.5+42=47 CL.77-75=2

C2.72+6=178 C2.89-7=82

Kategori 4 (D)

Addition Subtraktion

D1.84+9=93 D1.91-89=2

D2.75+8=83 D2.72-8=064

Kategori 5 (E)

Addition Subtraktion

El. 67 +86 =153 E1.82-47=35

E2.347 + 288 = 635

E2.632-427 =205
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