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Abstract

The concepts of function and variable are important in compulsory and upper
secondary schools, and at the university. Teachers' mathematical knowledge,
as well as their pedagogical knowledge, have an effect on their teaching. The
aim of this thesis is to investigate student teachers’ concept images (Tall and Vin-
ner, 1981) and mathematical knowledge for teaching (Ball et al., 2008) of the con-
cepts of function and variable. Questionnaires and follow-up interviews were
used to collect data.

Six categories of student teachers’ explanations of the concept of function
are identified: expression, dependence on a variable, rule, correspondence, machine, and re-
lationship between variables. Most of the student teachers’ explanations of the
concept of variable are that it is a quantity that can vary. Almost all the stu-
dent teachers interpret the word "variable" as independent variable. They
demonstrate concept images of the concept of a function, which includes con-
stant functions, piecewise defined functions, and that a functional value
should be uniquely determined. However, some of them display potential
conflict factors in their concept images.

The student teachers demonstrate knowledge of content and students of the con-
cepts of function and variable, when they reason about students' difficulties
with the concepts. They demonstrate specialized content knowledge of the function
concept, when they choose appropriate representations of functions for dif-
ferent purposes. A student teacher demonstrate specialized content knowledge of
the concept of variable, when suggesting that teachers should distinguish two
aspects of the concept: the varying aspect of a variable, and variable in the
sense of an unknown number in connection with equations which has a

unique solution.

Keywords: function, variable, student teacher, concept definition, concept

image, conception, mathematical knowledge for teaching
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Inledning

Jag har i min roll som gymnasieldrare i matematik intresserat mig for de sva-
righeter som elever uppvisar om grundliggande matematiska begrepp, till ex-
empel brik, negativa tal, ekvationer och funktioner. Detta langvariga intresse
motiverade mig att skriva en magisteruppsats om gymnasieelevers forstaelse
tor begreppet funktion (Borke, 2014). Enligt min erfarenhet som gymnasiela-
rare i matematik kan forstielse f6r begreppen variabel och funktion ge elever
forutsittningar att aven forsta begreppen gransvirde och derivata av en funkt-
ion samt kontinuitet. I min roll som lararutbildare har jag mott flera lirarstu-
denter som ocksa uppvisar svarigheter med vissa centrala matematiska be-
grepp. Jag vill framhalla att lirare behover forsta dessa begrepp och dessutom
behover de kunskaper om elevers svarigheter med begreppen.

Ball, Thames och Phelps (2008) har skapat en modell f6r de kunskaper
som larare behover for att kunna undervisa i matematik. Modellen, som kallas
mathematical knowledge for teaching, innefattar olika kunskapskategorier; tva av
dessa benamns specialized content knowledge respektive knowledge of content and stu-
dents. Ett exempel pa lirares specialized content knowledge om begreppet funktion
ar formaga att valja lamplig representation av en funktion for ett visst syfte.
Ett exempel pa knowledge of content and students om begreppet funktion ar att
forutsiga elevers uppfattningar och missuppfattningar av begreppet.

Det finns en konsensus om att lirares kunskap om det matematiska inne-
héllet har betydelse for deras undervisning (Ball m fl, 2008). Det har emellertid
efterfragats studier som beldgger att lirares matematiska kunskaper paverkar
undervisningens kvalitet och elevers prestationer (Hill, Rowan & Ball, 2005;
Hill m fl, 2008). Flera studier om larares matematiska kunskaper ar kvalitativa,
exempelvis Liping Mas (1999) studie, dir hon jamfor amerikanska och kine-
siska ldrares undervisning i aritmetik och geometri. Hennes resultat visar att de
kinesiska lararna har en djupare forstielse av elementir matematik 4n deras
amerikanska kollegor. Hill, Rowan och Ball (2005) visar i en kvantitativ studie
att amerikanska larares specialized content knowledge om det matematiska innehal-
let i arskurs ett och tre ar signifikant relaterat till en forbattring av elevers pre-
stationer (Hill, Rowan & Ball, 2005).
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Shulman (1986) beskrtiver pedagogical content knowledge som att den innefattar
de mest anvindbara metoderna for att undervisa om ett visst iamnesstoff sa att
det blir begripligt t6r eleverna. Pedagogical content knowledge innefattar dessutom
kunskaper om elevers svarigheter och missuppfattningar av stoffet. Baumert
m fl (2010) visar 1 en kvantitativ studie att larares pedagogical content knowledge har
en avsevart positiv effekt pa elevers lirande 1 matematik.

Funktionsbegreppet har omfattande tillimpningar inom exempelvis natur-
vetenskap, teknik och ekonomi; funktioner anvinds dda som matematiska mo-
deller for att analysera samband mellan olika variabler. Begreppen funktion
och variabel ir centrala i grundskolans, gymnasieskolans och universitetens
undervisning i matematik.

Tall och Vinner (1981) beskriver den roll som en individs kognitiva struk-
turer spelar for uppfattningen av ett visst matematiskt begrepp. De skiljer pa
den formella definitionen av ett matematiskt begrepp (som accepteras av den
matematiska gemenskapen) och de kognitiva processer som begreppet upp-
fattas med. I detta sammanhang introducerar de termerna begreppsdefinition
och begreppsbild.

Mot bakgrund av detta har jag valt att dels underséka lirarstudenters be-
greppsbilder av begreppen variabel och funktion, dels deras wathematical know-
ledge for teaching om dessa begrepp. Min undersokning ar indelad i tva delstu-
dier, delstudie A och B. Forskningsfragorna formuleras med begrepp fran de
ramverk som beskrivits hir i inledningen och som ges en férdjupad beskriv-

ning lingre fram i uppsatsen.

Forskningsfraga for delstudie A

Vilka begreppsbilder visar lirarstudenter om begreppen funktion och variabel?

Forskningsfraga for delstudie B

Vilken specialized content knowledge respektive knowledge of content and students visar
lirarstudenter om begreppen funktion och variabel?
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Bakgrund

Kapitlet inleds med en historisk bakgrund till begreppen funktion och varia-
bel. Efter detta beskrivs hur nagra lirobocker f6r grund- och gymnasieskola
samt hogskola behandlar dessa begrepp. Vidare refereras de ramverk som an-
vinds i foreliggande studier samt nagra empiriska studier, som anvinder na-
gon av dessa ramverk, som indikerar att studenter och elever har svirigheter
med begreppen funktion eller variabel. Dessutom beskrivs tva empiriska stu-
dier som beskriver lirares kunskaper om begreppen variabel respektive funkt-
ion.

Begreppen funktion och variabel

I kapitlet beskrivs funktions- och variabelbegreppens historiska utveckling un-
der de senaste 300 dren. Vidare beskrivs hur ndgra lirobocker f6r den svenska
grund- och gymnasieskolan behandlar begreppen funktion, variabel och konti-
nuerlig funktion. Dessutom beskrivs hur nigra svenska och engelska liro-
bocker £6r hégskolan behandlar dessa begrepp. Dessutom refereras en kvalita-
tiv studie om ldrares kunskap om begreppet variabel och en studie om larares
kunskap om begreppet funktion.

Funktions- och variabelbegreppens historiska
utveckling

Matematikdidaktikern Anna Sfard argumenterar f6r en tes om att det finns en
parallell mellan 4 ena sidan de svarigheter som dagens elever méter nir de ska
lira sig ett nytt matematiskt begrepp och a andra sidan de svarigheter som ma-
tematiker har mott 1 historien, till exempel nir de forsokte definiera begreppet
(Stard, 1995). Brating och Pejlare (2015) kritiserar Sfards tes; de anser att hon
inte tar hinsyn till det historiska sammanhanget nir hon genomfér sin under-
sokning av begreppets historiska utveckling. De menar att det ar problema-
tiskt att jimfora ett visst matematiskt begrepp fran en tidsperiod, med motsva-
rande begrepp fran en annan tidsperiod, utan att ta hansyn till att de ingar i
olika begreppsliga ramverk, som férandras over tid (Brating & Pejlare, 2015).
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Trots detta ska jag beskriva funktionsbegreppets historiska utveckling under
de senaste 300 aren.

Kleiner (1989) skriver funktionsbegreppets historia; en historia om de ut-
maningar som nagra av de basta matematikerna konfronterades med nir de
torsokte definiera begreppet funktion. Han menar att funktionsbegreppets ut-
veckling kan uppfattas som en dragkamp mellan olika bilder av begreppet:
Den geometriska bilden, dir funktioner representeras med kurvor, den alge-
braiska bilden, dir en funktion uttrycks med en formel och den logiska defi-
nitionen av begreppet som en relation, som uppfyller ett visst villkor. Kleiner
(1989) anger nagra faktorer som paverkade funktionsbegreppets utveckling
under tidsperioden 1450 — 1650: att talsystemet utvidgades till att omfatta re-
ella tal och dven komplexa tal (Bombelli, Stifel); skapandet av symbolisk alge-
bra (Viete, Descartes); naturfilosofers (Kepler, Galilei) matematiska rorelsebe-
skrivningar samt att matematiker sammanférde algebra och geometri (Fermat,
Descartes). Nir matematiker pa 1600 — talet sammanférde algebra och geo-
metri var inférandet av variabler samt att kunna uttrycka samband mellan vari-
abler med hjilp av ekvationer viktiga delar. Ekvationer gav flera exempel pa
kurvor som var potentiella funktioner; vad som saknades var att identifiera
oberoende och beroende variabler i en ekvation, menar Kleiner. Av avgérande
betydelse f6r utvecklingen av begreppet funktion under 1700 — talet var pro-
blemet med att bestimma en funktion som beskriver formen av en vibrerande
elastisk string (Kleiner, 1989).

Domingues (2004) menar att de flesta matematiker under 1700 — talet, till
exempel I'Hospital och Lacroix, uppfattade en variabel som en storhet som
varierar. Domingues benimner denna uppfattning det dynamiska variabelbe-
greppet. I'Hospital (1661 — 1704) definierade begreppet variabel ar 1696:

Vi kallar de storheter som 6kar eller minskar kontinuerligt f6r variabla stor-
heter (Domingues, 2004, s. 18, min dversittning).

Lacroix formulerade foljande definition ar 1797:

De storheter som anses forandras i storlek, eller skulle kunna gora det, kal-
las variabel (Domingues, 2004, s. 19, min 6versittning).

Detta dynamiska variabelbegrepp dominerade dnnu in pd 1800 — talet; Cauchy
formulerade f6ljande definition ar 1821:

Vi kallar det, som successivt kan anta flera virden som skiljer sig fran
varandra, en variabel storhet (Domingues, 2004, s. 19, min éversittning).
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Det huvudsakliga undantaget till det dynamiska variabelbegreppet under 1700-
talet var Euler, som ar 1748, formulerade foljande definition:

En variabel storhet 4t en obestimd eller universell storhet, vilken innefattar
absolut alla bestimda varden (Domingues, 2004, s. 20, min oversittning).

I Eulers variabelbegrepp finns ingen variation.
Bourbaki' formulerade, ar 1939, f6ljande definition av variabelbegreppet:

En bokstav kan beteckna antingen ett fix? element eller ett godtyckligt element
(aven kallad en variabel, ett argument, eller ett generiskt element) 1 en mangd.
Nir ett godtyckligt element ersitts med ett fix7 element i en relation, sdges
det godtyckliga elementet ges detta fixa element som virde (Bourbaki, 2004,
s. 347, min oversattning).

Johann Bernoulli (1667 — 1748) formulerade den forsta formella definitionen
av begreppet funktion ar 1718:

Man kallar en funktion av en variabel en storhet, som dr sammansatt pa na-
got sitt av denna variabel och konstanter (Kleiner, 1989, s. 284, min
oversattning).

Leonhard Euler (1707 — 1783) definierade begreppet funktion som ett analy-
tiskt uttryck ar 1748:

En funktion av en variabel storhet ar ett analytiskt uttryck som, pa viket sitt
som helst, 4r sammansatt av denna variabla storhet och tal eller konstanta
storheter (Kleiner, 1989, s. 284, min Oversittning).

Euler ansag att ett analytiskt uttryck kan innehalla de fyra algebraiska operation-
erna, rotter, exponentialfunktioner, logaritmer, trigonometriska funktioner,
derivator och integraler. Han ansag dessutom att funktioner kan vara envirda
eller flervirda (Kleiner, 1989). Efter en tvist med Jean le Rond d'Alembert
(1717 — 1783) angdende problemet med den vibrerande stringen formulerade
Euler en andra definition av begreppet funktion 4r 1755:

Om nagra storheter beror av andra storheter pa ett sidant sitt att om de se-
nare forandras sa kommer dven de forra att genomga férindring, da kom-
mer de forra storheterna att kallas funktioner av de senare. Denna benim-
ning ar generell och innefattar varje metod med vilken en storhet kan be-
stimmas av andra storheter. Om, darfor, x betecknar en variabel storhet si
kommer alla storheter som pa nagot sitt beror av x eller bestims av den att

! Bourbaki dr en kollektiv pseudonym f6r en grupp matematiker som var verksamma i Frankrike.
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kallas for funktioner av den (Brating & Pejlare, 2015, s. 256, min Gversatt-
ning).

Diskussionen om problemet med den vibrerande stringen, som pabérjades
1747, tick konsekvenser f6r funktionsbegreppets utveckling; begreppet utvid-
gades till att dven innefatta funktioner som ar styckvis definierade med olika
analytiska uttryck pa olika intervall (Kleiner, 1989).

Gustav Lejeune Dirichlet (1805 — 1859) var en av de tidiga féresprikarna
tor matematisk stringens. Han hade ambitionen att definiera begreppet funkt-
ion som en godtycklig relation, som inte nédvindigtvis maste uttryckas med
ett analytiskt uttryck eller en kurva. Han formulerade foljande definition av be-
greppet funktion ar 1829:

y dr en funktion av en variabel x, definierad pé intervallet a < x < b, om
det till varje virde pd variabeln x i detta intervall motsvarar ett bestaimt
virde pa variabeln y. Det dr ovisentligt pa vilket sitt denna motsvarighet
etableras. (Kleiner, 1989, s. 291, min 6versittning)

Dirichlet f6reslog ytterligare en definition av begreppet funktion ar 1837:

Om en variabel y dr sa relaterad till en variabel x att nar ett numeriskt virde
tilldelas x, sa finns det en regel enligt vilken ett unikt varde for y bestims, da
sdgs y vara en funktion av den oberoende variabeln x (O'Connor och Ro-
bertson, 2016, min Oversittning).

Kleiner (1989) menar att Dirichlet var den forste matematiker som uppfattade
en funktion som ett generellt samband, vilket framgar nir han konstruerade

toljande funktion, som kallas Dirichlets funktion: D(x) = {; ’ Ofn";);r:ﬂitggfellll

(Har betecknar ¢ och 4 tva olika reella tal.) Dirichlets funktion var det fOrsta
explicita exemplet pa en funktion som inte definierades med ett analytiskt ut-
tryck eller var given av en kurva. Den var dessutom det férsta exemplet pa en
funktion som ir diskontinuerlig 6verallt, menar Kleiner.

Den moderna definitionen av begreppet funktion formuleras med hjilp av
mingder; Bourbaki formulerade en definition av funktionsbegreppet ar 1939,
som ir generell i meningen att den kan tillimpas pa andra element 4n tal:

Lat E och Fvara tva mangder, som kan vara lika eller olika. En relation
mellan ett variabelt element x i E och ett variabelt element y i F kallas ett
funktionssamband 1 y om det f6r alla x 1 E finns ett unikt y i ' som 4r i den
givna relationen med x. Vi ger namnet funktion till den operation som pa
detta sitt associerar med varje element x 1 EE det element y i I som dr i den
givna relationen med x; y kallas virdet av funktionen 1 elementet x och

16



funktionen sigs vara bestimd av det givna funktionssambandet. Tva ekviva-
lenta funktionssamband bestimmer samma funktion. (Bourbaki, 2004, s.
351, min Oversittning).

Bourbaki formulerade, ar 1954, ytterligare en definition av begreppet funktion:

Om fir en funktion, F dess graf och x ett element i funktionens definit-
ionsmingd, si ir relationen y = f(x) ekvivalent med (x,y) € F (Bout-
baki, s. 81, min Oversittning).

Detta innebir att en funktion kan tolkas som en mingd av ordnade par.
Denna definition benimns Bourbakis mingdteoretiska definition av begreppet
funktion som en mingd av ordnade par, frin ar 1954, i féreliggande uppsats.

Begreppen variabel och funktion i svensk grund- och
gymnasieskola

For matematiken i den svenska grundskolans arskurs 7-9 anger Skolverket f6l-
jande centrala innehall som kan associeras till begreppen variabel och funkt-
ion:
Inneboérden av variabelbegreppet och dess anvindning i algebraiska uttryck,
formler och ekvationer. Funktioner och rita linjens ekvation. Hur funkt-

ioner kan anvindas for att undersoka férindring, forindringstakt och andra
samband (Skolverket, 2017a).

Skolverket anger f6ljande centrala innehall 1 amnesplanen for gymnasieskolans
matematikkurser, Matematik 1c, 2c och 3¢ pa Naturvetenskapsprogrammet,
som har anknytning till begreppet funktion:

Begreppen funktion, definitions- och virdemangd samt egenskaper hos lin-
jara funktioner samt potens- och exponentialfunktioner, representationer av
funktioner i form av ord, funktionsuttryck, tabeller och grafer, skillnader

mellan begreppen ekvation, olikhet, algebraiskt uttryck och funktion, orien-

tering kring kontinuerlig och diskret funktion samt begreppet grinsvirde
(Skolverket, 2017b).

I imnesplanen f6r matematik (Skolverket, 2017b) f6r gymnasieskolans kurser
Matematik 1c, 2¢c och 3c, anges foljande matematiska begrepp som ar kopp-
lade till mangdlira: talmangder samt definitionsmingd och virdemingd till en
funktion. Diremot finns inte det generella begreppet mingd, 1 betydelsen att
elementen kan vara godtyckliga, och inte nédvindigtvis tal; speciellt finns inte
begreppet element i amnesplanen f6r dessa kurser. Det generella begreppet
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mingd, som bestar av godtyckliga element, anges forst 1 imnesplanen f6r kur-
sen Matematik 5.

Carlsson, S., Hake, K. & Oberg, B. (2011) definierar begreppet funktion, i
ett kapitel om funktioner och algebra, i en lirobok f6r grundskolans drskurs 9.
Liaroboksforfattarna skriver att

Inom matematiken anvinds ordet funktion nir man vill beskriva sambandet
mellan tva variabler. Man kan beskriva en funktion med en graf eller en ta-
bell (Cartlsson m fl, 2011, s. 44).

Funktionsbegreppet exemplifieras med en graf och en tabell 6ver hur tempe-
raturen pa en viss ort varierar over tid. Begreppet variabel definieras drygt
hundra sidor senare i liroboken:

En variabel stir {6r ett tal vars virde kan forandras (Carlsson m fl, 2011, s.
170).

Begreppet formel exemplifieras med y = 2x. Carlsson m fl (2011) definierar
begreppet lnjdr funktion som en funktion vars graf ir en rat linje:

Om grafen till en funktion ar en rit linje sa beskriver grafen en Znjir funktion
(Carlsson m fl, 2011, s. 46).

Aven Alfredsson, Briting, Erixon och Heikne (2011a) anvinder termen /znjir
funktion pa detta sitt 1 en lirobok f6r gymnasieskolans kurs Matematik 1c:

I matematikkurserna pa gymnasiet brukar funktioner av typen y = kx +m
kallas for linjara funktioner. Detta dr praktiskt eftersom grafen ar en rit
linje, men det ar inte matematiskt korrekt (Alfredsson m. fl., 2011a, s 293).

Jag instimmer 1 detta och kommer 1 féreliggande uppsats att anvanda termen
linjar funktion om en funktion vars graf ir en rit linje, som inte nédvandigtvis
gar genom origo.

Szabo, Larson, Viklund, Dufiker och Marklund (2011) skriver i ett kapitel
om algebra i en lirobok f6r kursen Matematik 1c, f6r gymnasieskolans Natur-
vetenskapsprogram, att uttryck som bara innehaller tal kallas numeriska ut-
tryck, samt att:

I algebraiska uttryck forekommer ocksa tal beskrivna med bokstiver. Om

bokstaven kan anta olika virden kallas den variabel (Szabo m fl, 2011, s.
58).
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Liaroboksforfattarna skriver om funktionsbegreppet att om y beror av X sa
kallas y for den beroende variabeln och x kallas oberoende variabel. De liknar
en funktion vid en maskin, soz ndr man satter in ett virde pa den oberoende variabeln
ger tillbaka ett vérde pa den beroende variabeln enligt en regel (5. 162). Omedelbart efter
denna liknelse anges definitionen av begreppet funktion:

En funktion dr ett samband eller ett beroende mellan tva variabler. Man sa-
ger att Y ar en funktion av X, om det till varje virde pa x endast finns e#f be-
stimt varde pa ¥ (Szabo m fl, 2011, s. 162).

Forfattarna definierar en funktions definitionsmangd som alla de virden som
den oberoende variabeln kan anta, virdemangden definieras som alla funkt-
ionsvirden som funktionen antar niar den oberoende variabeln viljs ur definit-
ionsmangden (Szabo m fl, 2011, s. 165).

Szabo m fl (2012) skriver i liroboken for kursen Matematik 3c att ett satt
att beskriva att en funktion ir kontinuerlig ar

att man kan rita hela funktionens graf utan att lyfta pennan (Szabo m fl,
2012, s. 33).

2
Fotfattarna exemplifierar begreppet diskontinuitet med f(x) = = ;1 ,x # 0.

De skriver att

grafen till funktionen gor alltsa ett spring dir x = 0. Grafen kan ddrfor inte
ritas i sin helhet utan att lyfta pennan (Szabo m fl, 2012, s. 33).

Forfattarnas slutsats dr att funktionen f 4r diskontinuerlig. De drar ocksd den
generella slutsatsen att:

Som regel ir rationella funktioner diskontinuerliga f6r nigot X men konti-
nuerliga i olika delintervall (Szabo m fl, 2012, s. 33).

Alfredsson m fl (2011a) ger, i en inledning till funktionsbegreppet, f6ljande
definitioner av begreppen variabel respektive funktion:

Om en bokstav i ett uttryck kan anta olika virden kallas den en variabel (Al-
fredsson m fl, 2011a, s 10).

Om sambandet mellan tva variabler x och y ar sadant att varje x-virde, en-

ligt nagon regel, ger ett bestimt y-virde sa kan vi siga att y dr en funktion
av x (Alfredsson m fl, 2011a, s 288).
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Dessutom anges vad som menas med en funktions definitionsmingd respek-

tive virdemangd:

En funktions tillitna x-varden kallas funktionens definitionsmingd. De viir-

den pa y, som de tillitna x-virdena ger, kallas funktionens virdemingd
(Alfredsson m fl, 2011a, s. 288).

Forfattarna beskriver begreppet funktion med foljande exempel som illustre-

ras med en kvadrat med sidan X och arean y.

Arean, y m? av en kvadrat ir en funktion av kvadratens sida, x meter. Vir-
det pé arean y ir beroende av x. Variabeln x kallas oberoende variabeln och
variabeln y kallas beroende variabel (Alfredsson m fl, 2011a, s 288).

Alfredsson, Brating, Erixon och Heikne (2011b) skriver i liroboken f6r kur-
sen Matematik 3c att en funktion vars graf gan ritas utan att lyfta pennan kallas
tor kontinuerlig. Forfattarna formulerar foljande definition av begreppet kon-
tinuerlig funktion:

De funktioner vars graf kan ’ritas utan att lyfta pennan” kallas for kontinu-
erliga. Med matematikens sprak kan vi sdga att en funktion dr kontinuerlig i
en punkt x om |f(x + h) — f(x)| kan goras godtyckligt litet genom att
vilja ett tillrickligt litet h. Om detta giller for alla x i definitionsmingden dr
funktionen kontinuerlig (Alfredsson m fl, 2011b, s. 40).

Forfattarna ger endast ett exempel pa en styckvis definierad funktion i en 6v-
ningsuppgift, som gar ut pa att bestimma virdet pa en parameter si att den
styckvis definierade funktionen blir kontinuerlig,

Begreppen variabel, funktion och kontinuitet i
lirobocker f6r hégskola

Adams (1995) inleder sin behandling av funktionsbegreppet med att infora
téljande terminologi och beteckningar:

For att beteckna att y ir en funktion av x skriver viy = f(x). [...] Symbo-
len x, som benimns oberoende variabel, representerar indata fran funktion-
ens definitionsmingd och y, som benimns den beroende variabeln, repre-
senterar motsvarande utdata 1 funktionens vardemingd (Adams, 1995, s. 25,
min 6versittning).
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Lisaren uppmanas att tinka pa en funktion som ett slags “maskin” som pro-
ducerar utdata f(x) i virdemingden nir den matas med indata fran definit-
ionsmingden. Detta illustreras med en bild av en ”funktionsmaskin”. Adams
(1995) fortsitter sin framstillning med att formulera f6ljande formella definit-
ion av funktionsbegreppet:

En funktion f pa en mingd D till en mingd S ar en regel som till varje ele-
ment x 1 D ordnar ett unikt element f(x) 1 S (Adams, 1995, s. 25, min 6ver-
sittning).

Adams (1995) definierar, 1 ett avsnitt om kontinuerliga funktioner, begreppet
kontinuitet 1 en inre punkt:

Vi siger att funktionen f dr kontinuetlig i en inre punkt ¢ i sin definitions-
mingd om grinsvirdet lim f(x) = f(c). Om grinsvirdet inte existerar el-
X—C

ler existerar, men inte dr lika med f(c), sdger vi att f dr diskontinuerlig i
punkten ¢ (Adams, 1995, s. 74, min Oversittning).

Adams avslutar inledningen till avsnittet om kontinuerliga funktioner med att
en funktion ir kontinuerlig om den ir kontinuerlig 1 varje punkt i sin definit-
ionsmangd.

Rodhe och Sigstam (2002) formulerar en version av Dirichlets definition
av begreppet funktion:

En variabel y dr en funktion av en variabel x, om till varje virde, som x far
anta, ir ordnat endast ett av de virden som y far anta (Rodhe & Sigstam,
2002, s. 88).

Vidare beskrivs att en variabel kan uppfattas som ndagot som kan variera. Forfat-
tarna framhaller att eftersom Yy beror av X sia bendmns y beroende variabel
och x oberoende variabel. Rodhe och Sigstam (2002) definierar begreppet
kontinuitet 1 en punkt:

En funktion y = f(x) ir kontinuetlig i punkten ¢ om funktionen dr defini-
erad i punkten ¢ och lim f (x) = f(c) (Rodhe & Sigstam, 2002, s. 154).
X—C

En funktion som ir kontinuerlig 1 varje punkt i sin definitionsmingd sages
vara en kontinuerlig funktion.

Persson och Béiers (2010) skriver i en inledning till funktionsbegreppet att:
Historiskt har man uppfattat en funktion som ett uttryck av nagot slag, i

vilka det ingar en eller flera variabler, i allmanhet betecknade med olika bok-
staver (Persson och Béiers, 2010, s. 36).
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Som exempel pa en funktion ges uttrycket (x + 1)3. I inledningen till avsnit-
tet om funktionsbegreppet uttrycker liroboksférfattarna en uppfattning av be-
greppet som en process:

En funktion ér en regel eller en process som pa ett vilbestimt och entydigt
sitt gor om (transformerar) vissa angivna objekt till nya objekt (Persson och
Boiers, 2010, s. 306).

Detta illustreras med en rektangel som far indata och ger utdata. Omedelbart
efter detta formulerar liroboksforfattarna den formella definitionen av be-
greppet funktion:

En funktion fran en mingd M till en mangd N dr en regel som till varje ob-
jekt i M pa ett entydigt satt ordnar ett objekt i N (Persson och Boiers, 2010,
s. 37).

Persson och Béiers (2010) formulerar f6ljande definition av begreppet konti-
nuitet 1 en inledning till kontinuerliga funktioner:

En funktion f siges vara kontinuetlig, i en punkt a, om a tillhor definitions-

mingden och om grinsvirdet lim f (x) existerar (och dirmed automatiskt
xX—a

ar lika med funktionsvirdet f(a)). Om en funktion ir kontinuetlig i vatje
punkt i sin definitionsmingd kallas den kontinuerlig (Persson och Béiers,

2010, s. 149).

Karlsson och Kilborn (2014) formulerar, i en lirobok i matematikdidaktik for
lirare, en definition av begreppet funktion som liknar Bourbakis mangdteore-
tiska definition fran ar 1954:

En funktion 4r en mingd av ordnade par (x,y) dir det inte finns tvd olika
par med samma férstakomponent x (Karlsson och Kilborn, 2014, s. 70).

Individers uppfattningar av matematiska

begrepp

I detta avsnitt refereras tva av de ramverk som anvinds i foreliggande studier
tor att beskriva individers uppfattningar av matematiska begrepp: Tall och
Vinners (1981) ramverk om begreppsdefinition och begreppsbild av ett be-
grepp samt Sfards (1991) ramverk som beskriver karaktiren av individers upp-
fattningar av matematiska begrepp 1 termer av operationell och strukturell
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uppfattning. Dessutom refereras Hanssons (2000) studier om lararstudenters
uppfattningar av begreppet funktion.

Begreppsdefinition och begreppsbild
Tall och Vinner (1981) anvander termen begreppsbild; den bestar av

den samlade kognitiva struktur som associeras med begreppet, vilken om-
fattar alla mentala bilder, associerade egenskaper och processer (Tall & Vin-
ner, 1981, 5.152).

En individs begreppsbild av ett visst begrepp utvecklas genom erfarenhet av
begreppet och forindras over tid.

Definitionen av ett begrepp ér de ord som anvinds for att specificera be-
greppet. En individ kan utveckla en personlig definition av begreppet, som
kan avvika fran den formella definition som accepteras av den matematiska
gemenskapen. En individs frammanade begreppsbild dr den del av begrepps-
bilden som aktiveras vid ett visst tillfalle. Vid olika tidpunkter kan olika delbil-
der, som till synes kommer i konflikt med varandra, frammanas. Om motstri-
diga delar av begreppsbilden frammanas samtidigt kan individen uppleva en
konflikt i sin kognitiva struktur. Tall och Vinner kallar den del av begreppsbil-
den, som kan komma i konflikt med en annan del av begreppsbilden, f6r en
potentiell konfliktfaktor. En allvarlig typ av potentiell konfliktfaktor ar nir en
del av begreppsbilden ir 1 motsattning med den formella definitionen av be-
greppet. En sadan konfliktfaktor kan hindra lirandet av en matematisk teori
(Tall & Vinner, 1981).

Tall och Vinner exemplifierar inneb6érden av sitt ramverk med begreppen
funktion, grinsvarde av talféljder och funktioner samt kontinuitet. De formu-
lerar foljande formella definition av begreppet funktion:

En funktion ér en relation mellan tva mingder A och B, dir varje element 1
A ir relaterat till precis ett element 1 B (Tall & Vinner, 1981, s. 153, min
oversittning).

Det kan vara sa att en elev, som har studerat funktioner, inte kommer ihag be-
greppets formella definition. Elevens begreppsbild av begreppet funktion kan
innehalla uppfattningen att en funktion maste kunna representeras med en

och endast en formel. Elevens lirare kan visa den formella definitionen av be-

greppet funktion och arbeta med det generella funktionsbegreppet en kortare
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tidsperiod for att sedan dgna en lingre tid at att enbart ge exempel pa funkt-
ioner som representeras med formler. I ett sidant fall kan eleven utveckla en
begrinsad begreppsbild av begreppet funktion som innehaller idén att varje
funktion kan representeras med en och endast en formel. Eleven kan anvinda
sin begransade begreppsbild; den kan vara tillricklig i ett begrinsat samman-
hang. Nir eleven sedan méter exempel pa funktioner utanfor detta begrin-
sade sammanhang, kan det visa sig att hennes begreppsbild ir otillricklig for
fortsatta studier (Tall & Vinner, 1981).

Tall och Vinner (1981) genomforde en enkdtundersokning med 41 nybor-
jarstudenter pa universitetet om begreppet kontinuitet. Studenterna fick be-
svara en enkit med fragan: V7lka av foljande funktioner dr kontinuerliga? Motivera
ditt svar! Fragan attoljdes av formler och tillhérande grafer till fem olika funkt-
ioner, bade kontinuerliga och diskontinuerliga. En av funktionerna var

fx) = % (x # 0), med tillhorande graf inritad i en figur bredvid formeln.

Resultatet indikerade att flera studenter hade begrinsade begreppsbilder som
inte innefattar en osammanhingande graf; de svarade att funktionen ar dis-
kontinuerlig. Néagra studenter som pastod att funktionen ar kontinuerlig angav
toljande motivering: Den dr kontinuerlig eftersom den dr given med en enda formel.
Denna motivering stimmer inte med den gingse uppfattningen av begreppet
kontinuitet. Dessa studenters begreppsbilder innefattar potentiella konfliktfak-
torer som kan komma i konflikt med den formella definitionen av begreppet
kontinuerlig funktion, menar Tall och Vinner.

Operationell och strukturell uppfattning

Sfard (1991) har skapat ett ramverk som anvinds for att beskriva individers
uppfattningar av matematiska begrepp. Hon anvinder tva olika ord for att be-
teckna matematikens byggstenar:

Otrdet begrepp kommer att anvindas nir en matematisk idé ber6rs i sin of-

ficiella form — som en teoretisk konstruktion inom ett formellt universum

av ideal kunskap”. Hela samlingen av interna representationer och associat-
ioner som frammanas av begreppet — begreppets motsvarighet i det interna,
subjektiva ’universumet av ménsklig kunskap” — kommer att benimnas con-
ception (Stard, 1991, s. 3, min Oversittning).

Jag Gversitter hennes engelska term conception med uppfattning i foreliggande
uppsats. Sfard (1991) menar att en individs uppfattning av ett begrepp kan ha
olika karaktar; dels en operationell, dir ett begrepp uppfattas som en process
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dels en strukturell, dir begreppet uppfattas som ett objekt. De bada uppfatt-
ningarna kompletterar varandra:

Formagan att kunna uppfatta en funktion eller ett tal bade som en process
och som ett objekt dr oumbirlig for att kunna tilligna sig en djup forstaelse
t6r matematik, oavsett hur man definierar forstaelse (Sfard, 1991, s. 5).

Den strukturella uppfattningen av ett visst begrepp dr mer abstrakt in den op-
erationella; darfor kan man betrakta den strukturella som en mer avancerad fas
i en individs utveckling. Den operationella uppfattningen av begreppet kom-
mer dirmed att utvecklas tidigare 4in den strukturella nir en individ tillignar
sig ett nytt begrepp.

Man kan forestilla sig begreppet funktion operationellt som en beskrivning
av en berikningsprocess, men man kan dven forestilla sig det som ett objekt;
exempelvis som en mangd av ordnade par. Den algebraiska representationen
av en funktion kan tolkas som en berakningsprocess, men ocksa strukturellt
som en statisk relation mellan tva storheter. Sfard framhaller att den grafiska
representationen av en funktion, i hogre grad dn den algebraiska, medger en
strukturell tolkning; det dr mojligt f6r en individ att samtidigt uppfatta alla
punkter pa en funktionsgraf som ett enda objekt (Sfard, 1991).

Stard argumenterar, med hjilp av funktionsbegreppets historiska utveckl-
ing fran 1700-talet till modern tid, f6r att begreppet har uppfattats operation-
ellt langt fére de strukturella definitionerna konstruerades. Hon menar att
bade Eulers definition av begreppet funktion, frin ar 1748, som ett analytiskt
uttryck och hans senare definition fran 1755 uttrycker en operationell uppfatt-
ning av begreppet.? Hon framhiller att dessa tidiga definitioner av funktions-
begreppet bygger pa begreppet variabel, som var otydligt formulerat och dar-
med svart att objektifiera. Hon tolkar funktionsbegreppets historiska utveckl-
ing som ett antal misslyckade f6rsok att formulera en strukturell definition av
begreppet. Alla forsok att Gversitta matematikers intuitiva uppfattningar av
funktionsbegreppet till en strukturell definition ledde slutligen fram till Bour-
bakis strukturella definition av begreppet funktion som en mingd av ordnade
par; en definition som bortser frin begreppet variabel och som inte hinvisar
till nagra berdkningsprocesser (Sfard, 1991).

Stard urskiljer tre steg i en individs begreppsutveckling: Inzeriorization ir det
tillstand i individens begreppsutveckling da en individ blir bekant med den

2 For en formulering av Eulers definitioner av begreppet funktion, se avsnittet om funktions- och variabelbe-
greppens historiska utveckling i féreliggande uppsats.
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process som 1 slutindan kommer att ge upphov till ett nytt begrepp, till exem-
pel algebraiska manipulationer som ger upphov till funktioner. Det intriffar
da individen lir sig begreppet variabel och tillignar sig f6rmégan att anvinda
en formel f6r att bestimma virdet pa den beroende variabeln. Condensation ir
det tillstind da sekvenser av operationer betraktas som en helhet. Individen
kan da uppfatta en process som en helhet, utan att behéva ga in pa detaljer.
Att en individ kan betrakta en funktion som en helhet ar ett beligg for att in-
dividen har natt detta tillstaind. Till slut kan individen rita grafer, sitta samman
tva funktioner och bestimma inversen till en given funktion. Det tillstind, 1
individens begreppsutveckling, dir interiorization av ett begrepp pa hogre niva
borjar, kallas rezfication. 1 fallet med funktionsbegreppet kan resfication beliggas
med individens formaga att 16sa differentialekvationer eller med hennes f6r-
maga att tala om allminna egenskaper hos olika processer som utfors pa
funktioner, till exempel invertering av en funktion eller ett erkdnnande av att
beridkningsbarhet inte ir ett nodvindigt kinnetecken pa den mingd av ord-
nade par som kan betraktas som en funktion (Sfard, 1991).

Lirarstudenters uppfattningar av begreppet funktion

Hansson (2006) undersoker lirarstudenters begreppsbilder av begreppet
funktion, genom att lita dem rita begreppskartor 6ver de associationer som de
g6t i samband med féljande ekvationer: y = x + 5,y = mx?, xy = 2. Ekvat-
ionerna kan associeras med exempelvis rit linje, cirkelns area respektive hy-
perbel. Studenterna utformade innehallsrika begreppskartor, men det saknades
ofta meningsfulla forbindelser mellan de olika matematiska begreppen i kar-
torna.

Hanssons slutsatser ar att flera lirarstudenter inte ser att ekvationen
¥y = x + 5 kan uppfattas som att den representerar en funktion och att ekvat-
ionen har tva variabler som kan uppfattas som beroende respektive oberoende
variabel. Funktionsbegreppet uppfattades oftast operationellt, som ett bero-
ende mellan tva variabler, och sillan som ett objekt med en uppsittning asso-
cierade egenskaper. Nistan alla studenterna uppfattade en funktion som en
formel, ett algebraiskt uttryck eller en ekvation. De utelimnade begreppen de-
finitionsmingd och malmingd nir de beskriver funktionsbegreppet; en forkla-
ring kan vara att de inte 4r bekanta med mingdbegreppet, menar Hansson.

Funktionsbegreppet ar sillan vilutvecklat i de begreppskartor som studen-
terna utformar, vilket indikerar att deras begreppsbilder av begreppet funktion

26



inte dr rika. Deras begreppsbilder forefaller vara indelade i olika separata fack,
med fa férbindelser med varandra. Detta kan hindra studenterna frin att kon-
struera rika kognitiva strukturer for begreppet. Bristen pa férbindelser mellan
de olika delarna av kartorna kan fa konsekvenser for studenternas formaga att
variera sina resonemang och relatera till andra begrepp. Detta kan i sin tur fa
konsekvenser £6r den undervisning som de kommer att utforma i rollen som
yrkesverksamma lirare 1 framtiden, menar Hansson.

I samband med den ”’nya matematiken®” anvindes Bourbakis mingdteore-
tiska definition av begreppet funktion, fran ar 1954, som en mingd av ord-
nade par. Hansson (2000) framhaller att denna definition dr statisk och att den
kritiserades for att inte stodja elevers forstaelse av funktionsbegreppet.

l.arares kunskaper

I detta avsnitt beskrivs ramverket wathematical fknowledge for teaching som har ut-
vecklats av Deborah Balls forskargrupp vid University of Michigan. De beto-
nar att deras ramverk ska ses som en utveckling av Shulmans (1987) kunskaps-
kategorier content knowledge och pedagogical content knowledge (Ball m £l | 2008).
Dessutom beskrivs hur Nyikahadzoyi (2015) skisserar larares mathematical
knowledge for teaching om begreppet funktion. Slutligen refereras tva empiriska
studier som anvander ramverket wathematical knowledge for teaching £6r att besk-
riva lidrares kunskaper om begreppen funktion respektive variabel.

Shulmans kategorisering av lirares yrkeskunskaper

Shulman (1986, 1987) och hans kollegor undersoker hur nya lirares goda 4m-
nesforberedelser oversitts till de kunskaper som beh6vs for att undervisa 1 ett
skolimne, till exempel matematik, naturvetenskap, historia eller engelska.
Shulman kritiserade den férhirskande férestillningen av lirarkompetens som
fokuserade pa allminna aspekter av undervisning.

Shulman kategoriserade lirares yrkeskunskaper for undervisning i f6ljande
sju kategorier: allmin pedagogisk kunskap, kunskap om elever, kunskap om ntbildning-
ens sammanbang, kunskap om utbildningsmal, kunskap om kursplaner, content knowledge
och pedagogical content knowledge (PCK) (Shulman, 1987, s. 8). Enligt Ball m fl

3 Under 1960 — talet reformerades skolmatematiken i véstvirlden med den sa kallade ’nya matema-
tiken”.
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(2008) var Shulmans avsikt med dessa kategorier att belysa den roll som lira-
res kunskaper om ett undervisningsinnehall spelar f6r undervisning. Ball och
hennes kollegor papekar att de fyra forstnamnda kategorierna ér inriktade mot
allmianna aspekter av lirares kunskaper f6r undervisning, medan de tre sist-
nimnda definierar amnesspecifika aspekter.

Shulman (1987) anser att PCK dr av speciellt intresse eftersom den identifi-
erar en kunskapsbas for undervisning. Shulman (1986) definierar PCK som att
den innefattar de mest anvindbara sitten att representera ett visst iamnesstoff
sd att det blir begripligt f6r andra. PCK innefattar dessutom kunskaper om vad
som gOr lirandet av ett visst stoff litt eller svart, och kunskap om de uppfatt-
ningar och missuppfattningar som elever kan ha med sig till undervisningen.

Ramverket mathematical knowledge for teaching

Deborah Ball leder en forskargrupp, som ir inriktad mot lirares kunskaper for
undervisning 1 matematik, vid University of Michigan. Gruppen utvecklade
under ar 2001 ett stort antal flervalsfrigor som representerar matematiska for-
magor som dr specifika for undervisning inom omradena taluppfattning, oper-
ationer med tal samt monster, funktioner och algebra. Fragorna, som skulle
stillas till matematiklarare i arskurs 1-6, kan anvindas for att sarskilja mellan
lirares matematiska kunskaper. Forskarnas slutsatser ar att larares kunskaper
for undervisning i matematik ar specifika for ett visst matematiskt omrade,
snarare an relaterade till en allman faktor, exempelvis intelligens eller allméin
matematisk férmaga (Hill, Schilling, & Ball, 2004).

Forskargruppen har konstruerat en modell f6r de matematiska kunskaper
som behdvs for det arbete som matematiklirare utfoér. Modellen, som be-
namns mathematical knowledge for teaching, beskriver de arbetsuppgifter som ingar
1 matematikundervisning. Balls forskargrupp uppfattar sin modell som en fo1-
fining av Shulmans (1986) kunskapskategorier CK och PCK till en mer detal-
jerad modell bestaende av flera olika delar. Modellen askadliggors 1 nedansta-
ende diagram (Se figur 1).
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Figur 1: Modellen mathematical knowledge for teaching (Ball m fl, 2008)

Figur 1 visar sambandet mellan ramverket zathematical knowledge for teaching och tva av
Shulmans (1986) ursprungliga kategorier; pedagogical content knowledge och subject matter
knowledge, som sammanfaller med det som ovan benamns content knowledge.

Ball m fl (2008) framhaller att det finns gransdragningsproblem med deras
modell; det dr inte enkelt att sirskilja kategorierna, vilket inverkar pa nog-
grannheten 1 deras definitioner av kategorierna. Forskargruppens malsittning
ar att lokalisera mathematical knowledge for teaching 1 det sammanhang dér den an-
vinds, men hur sddan kunskap anvinds av lirare ar outforskat. Hur man
tangar olika aspekter av lirares tinkande och hur olika kunskapskategorier
kommer till anvindning i samband med undervisning, behéver utredas.

Ball och hennes forskargrupp fokuserade sin forskning pa att beskriva de
krav som stills pa att bedriva undervisning genom att stalla sig féljande fragor:
Vilka dr de aterkommande arbetsuppgifterna i samband med undervisning i
matematik? Vilka matematiska kunskaper och férmagor kravs for att utféra
dessa arbetsuppgifter? Pa vilket satt stiller undervisning krav pa matematiska
resonemang, insikter, forstaelse och formagor? Vilka aktiviteter krivs for att
utveckla undervisning dir matematiken behandlas med integritet, elevers idéer
tas pa allvar och dir det matematiska arbetet ar savil en kollektiv som indivi-
duell anstringning?

Forskargruppen anvinde data i en nationell databas, som dokumenterar ett
ars matematikundervisning i en klass i arskurs 3 i en amerikansk kommunal
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skola, for att besvara ovanstaende fragor. Uppgifterna i databasen inkluderar
ljud- och videoinspelningar av lektioner, transkriptioner av dessa inspelningar,
kopior av elevarbeten, lixor, miniprov och dessutom lirares planeringar och
anteckningar. Forskarna anvinde dessutom sin erfarenhet av undervisning for
att besvara ovanstaende fragor (Ball m fl, 2008).

Nedan foljer en beskrivning av fyra av de kunskapskategorier som anvinds
1 ramverket mathematical knowledge for teaching: common content knowledge (CCK), spe-
cialized content knowledge (SCK), knowledge of content and students (KCS) och
knowledge of content and teaching (KCT). Kunskapskategorierna knowledge at the
mathematical horizon och knowledge of curriculum kommer inte att behandlas 1
denna uppsats.

Common content knowledge

Kunskapskategorin common content knowledge (CCK) dr matematiska kunskaper
och férmagor som znte ir unika f6r undervisning, utan for vilken matematikan-
vindare som helst. Till exempel kan andra yrkesgrupper dn matematiklarare
berikna differensen av tva flersiffriga heltal med hjilp av en subtraktionsalgo-
ritm (Ball m fl, 2008).

Nyikahadzoyi (2015) beskriver larares mathematical knowledge for teaching om
begreppet funktion. Han framhaller att en del av CCK om funktionsbegreppet
ar att kinna till funktioners egenskaper, kopplingar mellan funktionsbegreppet
och andra matematiska begrepp och tillimpningar av funktioner.

Specialized content knowledge

Kunskapskategorin specialized content knowledge (SCK) ar matematiska kunskaper
och férmagor som ér unika f6r matematikundervisning. Ett exempel pa SCK i
samband med subtraktion av tva flersiffriga heltal med hjilp av en algoritm ar
férmagan att avgora orsakerna till elevers felaktiga beridkningar av differensen
mellan talen med hjalp av ett matematiskt resonemang. Ett annat exempel dr
att bedoma om en icke-standardmetod fOr att berdkna denna differens funge-
rar 1 allmanhet (Ball m fl, 2008).

For att kunna undervisa 1 matematik beh6ver lirare kunna anvinda de-
komprimerade matematiska kunskaper. Detta for att kunskapen ska vara moj-
lig att undervisa om direkt till eleverna. Emellertid 4r malet att elever med flyt
ska behiarska kunskaper som dr komprimerade. Lirare maste ha matematiska
kunskaper, som inte dr komprimerade, eftersom matematikundervisning kri-

ver att ett visst innehdll synligeors f6r eleverna. Att kunna berdkna differensen
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av tva heltal med hjilp av en subtraktionsalgoritm ir ett exempel pa kompri-
merad kunskap. Exempelvis innebdr CCK att med hjilp av nagon algoritm
kunna beridkna differensen av tva heltal, nir berikningen innebdr en tiotalso-
vergang. SCK innebir da att kunna férklara varfor det blir tio ental ndr man
vixlar ett tiotal. SCK blir i detta exempel att ha kunskap om begreppet plats-
virde i decimalsystemet (Ball m fl, 2008).

Nyikahadzoyi (2015) ger foljande exempel pa lirares SCK om begreppet
funktion: att kinna till flera definitioner av begreppet, f6rmagan att vilja olika
representationer av en funktion for specifika syften, kinna till nagra nitta ex-
empel pa funktioner, kidnna till funktionsbegreppets betydelse i relation till
matematikdimnet samt kunna uppfatta en funktion bade som en process och

som ett objekt.

Knowledge of content and students

Kunskapskategorin &nowledge of content and students (IKCS) kombinerar kun-
skaper om elever med kunnande om ett visst matematiskt innehall. Detta in-
nefattar kunskaper om elevers uppfattningar och missuppfattningar av ett
visst matematiskt innehall, exempelvis maste larare kunna férutsiga om ele-
verna kommer att tycka att en matematikuppgift ar enkel eller svar. Lirare
maste ocksa kunna tolka elevers outvecklade matematiska resonemang, vilket
kraver ett samspel mellan forstaelse for ett matematiskt innehall och kanne-
dom om elevers matematiska tinkande.

Exempelvis dr férmagan att sirskilja ett felaktigt svar fran ett korrekt svar
ett exempel pd CCK. Férmdgan att avgora orsakerna till ett riknefel med hjilp
av ett matematiskt resonemang ar ett exempel pa SCK, medan att kdnna till
vanligt férekommande riknefel och att kunna férutsiga vilket av flera tink-
bara fel som eleverna troligen kommer att gora ar exempel pa KCS (Ball m fl,
2008).

Nyikahadzoyi (2015) beskriver kunskapskategorin KCS, bade allmint och
specifikt f6r begreppet funktion. Den innefattar liarares f6rmaga att: forutse
elevers misstag och missuppfattningar, tolka elevers ofullstindiga resonemang,
forutse vilka uppgifter som de kommer att uppleva som intressanta och utma-
nande samt att forutse kognitiva hinder f6r deras lirande. Nyikahadzoyi ger
féljande exempel pd elevers svarigheter med begreppet funktion: Att anvinda
vissa representationer och att 6versitta mellan olika representationer av en

funktion, tolka och manipulera symboler som ir relaterade till funktioner samt
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svarigheter med att se en funktion som ett matematiskt objekt och inte enbart
som en process.

Nyikahadzoyi (2015) framhaller att det ar troligt att elever kommer att
mota kognitiva hinder nir de anvinder vissa representationer av en funktion.
Lirare bor kinna till de missuppfattningar som dr associerade med anvind-
ningen av vissa representationer av en funktion, exempelvis funktionsladan
som kan leda till missuppfattningen att alla funktioner kan uttryckas med en
explicit regel. Om funktioner endast identifieras med den algebraiska repre-
sentationen sd kan detta leda till att elever uppfattar funktioner som regler
med en viss regelbundenhet, dir en férindring 1 den oberoende variabeln or-
sakar en forindring i den beroende variabeln. En konsekvens av detta kan bli
att vissa elever inte uppfattar konstanta funktioner som varande funktioner,

enligt Nyikahadzoyi.

Knowledge of content and teaching
Kunskapskategorin knowledge of content and teaching (KCT) kombinerar kun-

skaper om undervisning med kunnande om matematik. Lirare behéver mate-
matiska kunskaper for att utforma undervisning for ett visst matematiskt stoff,
till exempel nir de utformar en sekvens av flera lektioner. Lirare utvirderar
térdelar och nackdelar med att anvinda olika representationer for ett matema-
tiskt begrepp i undervisningen. De identifierar vad olika metoder och proce-
durer kan erbjuda pedagogiskt. Dessa arbetsuppgifter forutsitter ett samspel
mellan forstaelse for ett visst matematiskt innehéll och kunskaper om pedago-
giska frigor som inverkar pa elevers lirande (Ball m fl, 2008).

Nyikahadzoyi (2015) ger foljande exempel pa KCT om
funktionsbegreppet: Lirare bor kinna till olika sitt att introducera
funktionsbegreppet i undervisningen och for- och nackdelar med en viss re-
presentation av en funktion. Dessutom bor larare kinna till olika sitt att se-
kvensera ovningsuppgifter och exempel och kunna rangordna dem efter hur
limpliga de ar £6r en viss elevgrupp, menar Nyikahadzoyi.

Lirares kunskap om begreppet variabel

Usiskin (1988) beskriver fyra uppfattningar av algebra och tillhérande anvind-
ningar av begreppet variabel:
1. Algebra som generaliserad aritmetik; variabler anvinds for att beteckna
godtyckliga tal, exempelvis i kommutativa lagen for addition av tal.
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2. Probleml6sning med hjilp av algebra; en variabel uppfattas som ett
obekant tal.

3. Algebra som ett studium av samband mellan storheter; en variabel vari-
erar och star for ett virde 1 en funktions definitionsmingd eller for ett
tal som andra tal beror av. Endast i detta sammanhang anvinds begrep-
pen beroende och oberoende variabel.

4. Algebra som ett studium av strukturer; en variabel ar en symbol for ett
godtyckligt element 1 en algebraisk struktur, till exempel en grupp.

Kilhamn (2014) undersoker de fragor som uppkommer i lirares arbete och de
krav som stills pa lirare nir de undervisar om begreppet variabel i grundsko-
lans arskurs sex. Hennes syfte dr att f6rstd de matematiska fragor och krav pa
lirare som uppkommer nir lirare introducerar begreppet variabel samt att
skissera exempel pa specialized content knowledge £6r undervisning om begreppet
variabel. Observationer och fokusgruppintervjuer anvandes for att samla in
data. Tva av de deltagande lirarnas lektioner analyserades, froken B och fro-
ken C. Froken B anvinder det algebraiska uttrycket "x + 2 for att represen-
tera uttrycket “ett tal adderat med 27, som sitt f6rsta exempel pa begreppet
variabel; det dr emellertid oklart huruvida x har ett specifikt virde eller om x
representerar ett godtyckligt tal. Froken C viljer att illustrera den varierande
aspekten av begreppet variabel genom att anvinda formler for att beskriva
samband mellan sina familjemedlemmars dlder. Froken C erbjuder dirmed en
kontext f6r sina exempel, som synligg6r begreppen beroende och oberoende
variabel for eleverna.

Kilhamn (2014) formulerar f6ljande slutsatser om vilken kunskap som ut-
g0t specialized content knowledge t6r undervisning om begreppet variabel: Larare
behover sirskilja tva aspekter av begreppet variabel, dels den varierande
aspekten, dels variabel som ett fixt men obekant tal. De behover vilja exem-
pel, med en meningsfull kontext, som belyser bada dessa aspekter av begrep-
pet variabel. De beh6ver ocksa sirskilja mellan 4 ena sidan en ekvation med
en obekant, 4 andra sidan en formel som beskriver ett samband mellan tva el-

ler flera variabler.

Lirares kunskap om begreppet funktion

Hatisaru och Erbas (2015) undersoker om det finns ett samband mellan lira-
res mathematical knowledge for teaching om begreppet funktion och resultatet av
deras elevers lirande om detta begrepp med hjilp av data fran tva lirare och
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deras elever i drskurs nio i en yrkesskola i Ankara i Turkiet. Forskarna utveck-
lade en enkit som de anvinde for att mita de tva lirarnas SCK och KCS om
begreppet funktion. Enkiten féljdes upp med intervjuer av de tva lirarna for
att utveckla en mer detaljerad bild av deras SCK och KCS om funktionsbe-
greppet. Dessutom gav forskarna en liknande enkit till de tva lirarnas elever
och genomférde klassrumsobservationer. Hatisaru och Erbas (2015) péavisar
ett visst samband mellan de tva lararnas mathematical knowledge for teaching och
deras elevers lirande. Detta samband var emellertid inte tydligt.

Individers svarigheter med begreppet funktion

I avsnittet redovisas nagra empiriska studier som indikerar att studenter och
elever har svirigheter med begreppet funktion.

Konstanta funktioner

Flera empiriska studier visar att studenter och elever uppvisar svarigheter med
att acceptera konstanta funktioner; de kan till exempel uttrycka att det maste
finnas minst ett x 1 den algebraiska representationen av en funktion (Barnes,
1988; Tall och Bakar, 1992; Vinner och Dreyfus, 1989; Viirman, Attorps och
Tossavainen, 2010; Borke, 2014; Hatisaru och Erbas, 2015).

Barnes (1988), som refereras i Tall (1992), fragade elever i arskurs 11 och
studenter pa universitet om ekvationen y = 4 representerar y som en funkt-
ion av x. En majoritet av respondenterna 1 Barnes studie svarade nej, med
motiveringen att y inte beror av x. Nar universitetsstudenterna tillfrigades om
en horisontell linje i ett koordinatsystem representerar Yy som en funktion av x
svarade a//a studenterna att den gor det. Nagra studenter ville da ga tillbaka till
fragan om ekvationen y = 4, for att dndra sitt nekande svar.

Tall och Bakar (1992) undersoker universitetsstudenters uppfattningar av
begreppet funktion i en kvantitativ enkitstudie. De fragade ungefir hundra
universitetsstudenter om en horisontell linje 1 ett koordinatsystem represente-
rar Y som en funktion av x. Nistan hilften av studenterna svarade att den ho-
risontella linjen inte representerar Yy som en funktion av X, med motiveringen
att vardet f6r y inte beror av x. Ungefir 70 % av studenterna i Tall och Ba-
kars studie svarade att ekvationen y = 4 inte representerar en funktion.

Vinner och Dreyfus (1989) undersoker israeliska collegestudenters be-
greppsbilder av begreppet funktion i en kvantitativ enkitstudie. Forskarna
samlade in empiri med hjilp av en enkit, som dels bestar av uppgifter om att
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identifiera funktioner bland tre givna kurvor, dels uppgifter dir responden-

terna ska konstruera en funktion som uppfyller ett visst angivet villkor. Enka-

ten avslutas med frigan: ”Vad ir en funktion enligt din uppfattning?”
Ungetir hilften av respondenterna i Vinner och Dreyfus (1989) studie sva

rade jakande pa frigan om det finns en funktion dir alla funktionsvirden ar
lika. Ungefir hilften av dem som svarade jakande, motiverar sitt svar med ett
exempel pa en konstant funktion. Négra respondenter, som svarade ja pa fra-
gan, anger ekvationer som, rent visuellt, innehaller variabeln x: y = X/, re-
spektive y = x°. Vinner och Dreyfus framhaller att de uttrycker en operation-
ell uppfattning av begreppet funktion, 1 Sfards (1991) mening, eftersom man
maste utféra en operation med X.

Jag erholl ett liknande resultat som Barnes (1988) och Vinner och Dreyfus
(1989) 1 min magisterstudie; ungefir hilften av gymnasieeleverna i min studie
ansag att ekvationen y = 4 inte representerar en funktion. Eleverna motive-
rade sitt stallningstagande med att y dr oberoende av X eller med att det inte
finns nagon term som innehaller x i ekvationen. En elev ansag att ekvationen
y = 4 inte representerar en funktion, men att den kan skrivas y = 4x?, s att
den representerar en funktion (Borke, 2014). Detta dr 1 6verensstimmelse
med Vinner och Dreyfus (1989) studie.

En av lirarna i Hatisarus och Erbas (2015) studie har en hypotes om att
orsaken till att vissa av hennes elever antar att y = 4 inte representerar en
funktion ar att ekvationen inte innehéller nagot x.

Viirman m fl (2010) undersoker vilken karaktir som hogskolestudenters
begreppsbilder av funktion har med hjilp av en enkit. Studenterna, som laser
till larare eller till ingenjorer, konfronterades i enkiten med tolv givna algebra-
iska uttryck och fyra grafer och det efterfrigades vilka av dessa som represen-
terar y som en funktion av x. Enkiten avslutades med att studenterna uppma-
nades att ange definitionen av begreppet funktion. Ungefir en tredjedel av re-
spondenterna anser att ekvationen y = 3 representerar en funktion, medan
dubbelt s manga anser att f(x) = 3 gor det.
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Styckvis definierade funktioner och kontinuitet

En styckvis definierad funktion erbjéd svarigheter for respondenterna 1 Bar-
nes (1988) studie, eftersom det verkade som att den definierade flera funkt-
ioner (Tall, 1992).

Studenterna 1 Vinner och Dreyfus (1989) studie uttrycker tva aspekter av
styckvis definierade funktioner i sina enkitsvar:

e Om grafen gor ett sprang sa ar funktionen diskontinuerlig 1 en punkt i

sin definitionsmangd.

e Om definitionsmangden delas i tvd delomraden sa kan olika regler gilla
for de olika delomradena. Som en konsekvens av detta kan grafens ka-
raktir forindras i 6vergangen frin det ena delomradet till det andra
(Vinner och Dreyfus, 1989, s. 361).

Nigra respondenter anvinder en aspekt f6r att forkasta en given relation, me-
dan andra studenter anvinder samma aspekt for att acceptera en relation som
varande en legitim funktion.

Tva uppgifter i Vinner och Dreyfus enkit édr att identifiera grafen till en
styckvis definierad diskontinuerlig funktion respektive grafen till en styckvis
definierad kontinuerlig funktion. Nagra respondenter anser att en funktion
miste vara kontinuerlig och nagra anser att en styckvis definierad kontinuerlig
funktion inte kan definieras med tva olika uttryck pa tva olika delomraden,
utan den maste definieras med en och endast en formel som giller pa hela de-
finitionsmingden (Vinner & Dreyfus, 1989).

Foljande uppgift anvinds i flera empiriska studier (exempelvis Vinner och
Dreyfus, 1989; Viirman m fl, 2010; Borke, 2014): Avgor omz det dr mijligt att kon-
struera en_funktion som uppfyller bada villkoren:

o O x dr ett heltal sa ska funktionen ha ett vérde som inte dr ett heltal.

o  Om x inte dr ett beltal sd ska funktionen ha ett heltalsvirde.

Ungefir 10 % av studenterna i Vinner och Dreyfus (1989) studie angav ett ex-
empel pa en styckvis definierad funktion som uppfyller bada villkoren 1 upp-
giften. Att en sadan funktion existerar forkastades av ungefir hilften av hog-
skolestudenterna 1 Viirmans m fl (2010) studie. Deras motivering var att en
funktion maste definieras med en och endast en formel som giller f6r hela de-
finitionsmingden. Jag anvander samma uppgift i min magisterstudie fOr att
undersbka om styckvis definierade funktioner finns i gymnasieelevers be-
greppsbilder av begreppet funktion. Eleverna forsékte férgives bestimma ez
formel som galler for alla reella tal (Borke, 2014).
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Entydigt bestimt funktionsvirde

Flera respondenter 1 Barnes (1988) studie svarade jakande pé fragan huruvida
cirkelns ekvation x? + y? = 1 definierar y som en funktion av X, trots att en
sadan ”funktion” inte uppfyller villkoret om ett entydigt funktionsvirde (Tall,
1992). Andra empiriska studier har kommit fram till liknande resultat (exem-
pelvis Borke, 2014; Tall och Bakar, 1992; Viirman m fl, 2010). Ungefar tva
tredjedelar av studenterna i Tall och Bakars (1992) studie uppvisar missupp-
fattningen att en cirkel, som ér inritad i ett koordinatsystem, representerar en
funktion. Tall och Bakar menar att orsaken till deras felaktiga svar ér att stu-
denterna ar bekanta med cirkeln och att denna bekantskap frammanar funkt-
ionsbegreppet. En lika stor andel av studenterna 1 Viirmans m fl (2010) studie
samt en majoritet av eleverna i Borkes (2014) studie anser att cirkelns ekvation
representerar en funktion. Vinner och Dreyfus (1989) anvinder en friga med
en kurva som gor en loop 1 stillet for en cirkel f6r att underséka om studen-
terna anvinder villkoret att en funktion maste ha ett entydigt funktionsvirde.
Ungefir tva tredjedelar av studenterna i studien besvarade fragan korrekt och
formulerade en korrekt motivering. Jag anvinder en S-formad kurva i min ma-
gisterstudie med samma syfte; ungefar hilften av gymnasieeleverna uppvisade
missuppfattningen att den S-formade kurvan representerar en funktion
(Borke, 2014).

Linjdra funktioner

Schwarz och Hershkowitz (1999) férklarar de processer som styr elevers la-
rande om begrepp. Nir elever forsoker forsta ett begrepp finns ndgra speci-
fika exempel som dr mer centrala dn andra. Elever anvinder dessa specifika
exempel, som kallas prototypexempel, for att bedoma om andra exempel kan
anses falla under det aktuella begreppet. Schwarz och Hershkowitz framhaller
att elever anvander linjira funktioner och andragradsfunktioner som prototyp-
exempel genom att frigan om en viss relation definierar en funktion avgors
med hjilp av en jimforelse med dessa prototypexempel 1 stillet fOr att ele-
verna konsulterar begreppets definition.

Det finns empiriska studier som antyder att elever anvinder linjara funkt-
ioner som prototypexempel for funktionsbegreppet (Markovits m fl, 1986,
1988; Borke, 2014; Hatisaru och Erbas, 2015). Markovits m fl (1986, 1988) i
Tall (1992) anvinder en uppgift med tva givna punkter i ett koordinatsystem
och uppmanar respondenterna att rita grafen till en funktion som gar genom
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de tvad givna punkterna. Dessutom staller de fragan: Hur mdnga olika funktions-
grafer kan man rita genom de tvd givna punkterna? Flera av Markovits respondenter
svarade en funktionsgraf; de ritade enbart en rit linje genom punkterna. Mar-
kovits m fl. har en hypotes om att uppgiften frammanar bilden av en rit linje
och att detta kan ha orsakats av geometriundervisningen 1 skolan och den tid
som ldggs pa att studera linjara funktioner i skolan (Tall, 1992). Jag anvinde
samma uppgift, med tva givna punkter i ett koordinatsystem i min magister-
studie och stillde samma fraga. Ndgra gymnasieelever ritade enbart en rit linje
genom de tvad givna punkterna. For dessa elever frammanades bilden av en rit
linje nir de sig tva punkter i ett koordinatsystem (Borke, 2014). Hatisaru och
Erbas (2015) anvinder ocksa samma uppgift nir de fragar turkiska yrkeselever
1 arskurs 9 om hur manga olika funktionsgrafer man kan rita genom de tva
givna punkterna. En majoritet av eleverna svarade att man kan rita flera linjira

grafer genom punkterna.

Respondenters definitioner av begreppet funktion

Collegestudenterna 1 Vinner och Dreyfus (1989) kvantitativa studie besvarade
en enkit som handlar om att identifiera och konstruera funktioner. Den sista
tragan i enkiten lyder: 1ad dr en funktion, enligt din uppfattning? Baserat pa re-
spondenternas svar pa den sista fragan identifierar Vinner och Dreyfus {6l
jande sex kategorier av studenters definitioner av begreppet funktion:

A. En funktion ir en relation mellan tva miangder som till varje element i
den foérsta mingden ordnar precis ett element i den andra mangden (D7-
richlet-Bourbafkis definition).

B. En funktion 4r en beroenderelation mellan tva variabler; en variabel be-
ror av en annan variabel.

C. En funktion ir en regel. Med regel menas 1 detta sammanhang nagon
form av regelbundenhet.

D. En funktion dr en operation eller en transformation av variabler.

E. En funktion ar en formel, ett algebraiskt uttryck eller en ekvation.

F. En funktion identifieras med den grafiska eller symboliska representat-
ionen (Vinner & Dreyfus, 1989, s. 359-360).

Hogskolestudenterna i Viirmans m fl. (2010) studie besvarade en enkit som
handlar om att identifiera funktioner bland nagra givna algebraiska uttryck och
grafer. Studenterna ombads att avgora vilka av dessa uttryck och grafer som
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representerar funktioner. De ombads slutligen att ange sina definitioner av be-
greppet funktion i enkiten. Baserat pd den sista uppgiften identifierade Vi-
irman m fl. (2010) f6ljande kategorisering av studenternas definitioner av be-
greppet funktion:

1. En funktion ir en beroenderelation mellan tva mingder som till varje
element 1 den forsta mangden ordnar precis ett element i den andra
mingden.

2. En funktion ar en “maskin” eller en eller flera operationer, som trans-
formerar variabler till nya variabler.

3. En funktion ir en regel, en formel eller ett algebraiskt uttryck.

4. En funktion identifieras med en av sina representationer, exempelvis en
graf.

5. Ett meningslost svar (Viirman m fl, 2010, s. 10-12).

Viirman m fl (2010) uttrycker att deras kategorisering till viss del 4r inspirerad
av den kategorisering som gors i Vinner och Dreyfus (1989) studie. Jag ser en
stor overenstimmelse mellan deras kategorisering och den som gors 1 Vinner
och Dreyfus studie. Viirman m fl har sammanfért Vinner och Dreyfus katego-
rier A och B till sin kategori 1, kategorierna C och E till kategori 3, kategori D
motsvarar kategori 2; emellertid anvinder studenterna 1 Vinner och Dreyfus
studie inte ’maskin” som definition av en funktion, medan studenterna i Vi-
irmans m fl studie gor det. Vinner och Dreyfus kategori FF motsvarar kategori
4.

Viirman m fl (2010) menar att studenterna 1 deras forsta kategori uttrycker
en strukturell uppfattning av funktionsbegreppet, medan studenterna i katego-
rierna 2 och 3 uttrycker en operationell uppfattning i Sfards (1991) mening.
Kategorierna 4 och 5 uttrycker inte en matematisk definition av funktionsbe-
greppet. Tre studenters definitioner klassificerades i den forsta kategorin, me-
dan 19 definitioner klassificerades i nigon av kategorierna 2 eller 3. Tolv stu-
denter angav inte nagon anvandbar definition av begreppet funktion.

Viirman m fl (2010) framhaller att de tre forsta kategorierna foljer funkt-
ionsbegreppets historiska utveckling: Bernoullis och Eulers tidiga definitioner
passar i1 kategori 3, medan Eulers senare definition, fran ar 1755, passar i kate-
gori 2. Bourbakis definition passar i kategori 1. Dirichlets definition borde pla-
ceras 1 kategori 3, men den kan dven associeras med kategori 1, pa grund av
villkoret ”som till varje element i den férsta mingden ordnar precis ett ele-
ment 1 den andra mingden” enligt Viirman m fl (2010). Brating och Pejlare
(2015) menar att det dr problematiskt att jimféra nutida studenters forstaelse
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tor funktionsbegreppet med Eulers definitioner, eftersom studenternas defi-
nitioner baseras pa ett modernt begreppsligt ramverk, som skiljer sig fran det
begreppsliga ramverk som Euler hade tillgang till under 1700 — talet.

Jag kom fram till foljande kategorier av gymnasieelevers definitioner av be-
greppet funktion i min magisterstudie: En funktion ar ett samband mellan tva
variabler, en funktion uttrycker ett beroende, en funktion ir en regel samt en
funktion ar en graf (Borke, 2014). Mina kategorier dr inspirerade av den kate-
gorisering som gors i Vinner och Dreyfus (1989) studie; samtliga mina katego-
rier aterfinns bland de kategorier som identifierades bade i Vinner och Drey-
fus (1989) och Viirmans m fI (2010) studier.
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Metod

Jag har besvarat forskningsfrigorna med hjalp av tva delstudier, som benimns
delstudie A respektive B. Jag genomférde tva enkitstudier med hjilp av lirar-
studenter; bada delstudierna féljdes sedan upp med enskilda intervjuer med
nagra lararstudenter. Detta kapitel innehiller en beskrivning av hur jag utfor-
made mina instrument for datainsamlingen samt hur datainsamlingen genom-
térdes. Dessutom beskrivs de studentgrupper som deltog i studierna. Kapitlet

avslutas med nagra forskningsetiska reflektioner.

Instrument

Enkit och uppféljande intervjuer anvandes for att samla in data i bada delstu-
dierna. Jag anvande halvstrukturerad intervju som varken ar ett 6ppet vardag-
ligt samtal eller ett slutet frageformulir (Kvale, 2009) och utarbetade en inter-
vjuguide som forberedelse for att genomféra mina intervjuer. Alla intervjuer
spelades in med hjilp av en digital ljudbandspelare och transkriberades. Kvale
(2009) papekar att en transkribering av en intervju ir en Oversittning fran ett
muntligt till ett skriftligt sprak; ordagranna transkriberingar av intervjuer kan
skapa artificiella konstruktioner som inte passar den skrivna textens formella
stil. Darfor har jag pa nagra stillen gett texten en mer grammatiskt korrekt
skriftlig form, till exempel genom att boja ett verb korrekt.

Delstudie A

Jag konstruerade en enkit som handlar om att, ur ett lirarperspektiv, beméta
nagra fiktiva gymnasieelevers pastienden om begreppet funktion i samband
med undervisning i gymnasiekursen Matematik 3c. Nir jag konstruerade enka-
ten inspirerades jag av de enkitstudier som rapporteras i Tall och Bakar
(1992), Viirman m fl (2010) samt Vinner och Dreyfus (1989). Jag har anvint
tva av Tall och Bakars enkituppgifter med en konstant funktion respektive
cirkelns ekvation i min enkit, och dessutom en variant av Vinner och Dreyfus
enkatuppgift med en styckvis definierad diskontinuerlig funktion. Dessa en-
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katuppgifter anvinds ocksa av Viirman m fl. Dessutom inspirerades jag av re-
sultaten fran min magisteruppsats, som handlar om gymnasieelevers begrepps-
bilder av begreppet funktion (Borke, 2014).

Prlotstudie 1

Jag genomforde en pilotstudie med en prelimindr version av enkiten med fyra
lirarstudenter som laser fjirde terminen pa det linga dmneslirarprogrammet.
Detta foljdes upp med en intervju med en av studenterna. Grundat pa utfallet
av enkdten sd tog jag bort en av uppgifterna i den, eftersom jag bedomde att
den inte gav nigon information om studenternas uppfattningar av begreppen

funktion eller variabel.

Delstudie B

Jag konstruerade en enkit med 6ppna fraigor som utformades med den hu-
vudsakliga avsikten att undersoka lirarstudenters &nowledge of content and students
om begreppen funktion och variabel. Nir jag konstruerade enkiten anvinde
jag mina erfarenheter av elevers svarigheter med funktionsbegreppet. Erfaren-
heter som jag har forvirvat dels under min tid som gymnasieldrare i matema-
tik, dels nar jag skrev en magisteruppsats som handlar om gymnasieelevers
svarigheter med funktionsbegreppet (Borke, 2014). Nir jag konstruerade en-
kiten blev jag inspirerad av de studier som beskrivs i Tall och Bakar (1992),
Viirman m fl (2010) och Vinner och Dreyfus (1989), speciellt de enkituppgif-
ter som handlar om konstanta funktioner, cirkelns ekvation och styckvis defi-
nierade funktioner. Dessutom blev jag inspirerad av tva av Hatisarus och Er-
bas (2015) enkituppgifter; en uppgift med ett pildiagram respektive en uppgift
med tva givna punkter i ett koordinatsystem, dar uppgiften var att rita grafen
till en funktion som gar genom punkterna samt att ange hur manga olika
funktionsgrafer som kan ritas genom punkterna. Den sistnimnda uppgiften
anvinds ocksa av Markovits m fl (1986, 1988).

Prlotstudie 2

En pilotstudie genomfordes med en preliminir version av enkiten med hjilp
av tva yrkesverksamma matematiklirare och en lirarstudent som liser till 14-
rare 1 matematik pa det linga dmneslararprogrammet. Min analys av respon-
denternas enkitsvar ledde dels till en revidering av uppgift 3 1 enkiten, dels till
att tydligare grafer och diagram anvindes i enkiten.
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Datainsamling

Jag genomforde den forsta delstudien med hjilp av tre olika grupper av lirar-
studenter; en grupp som liste den korta dmneslirarutbildning som kallas Bro-
byggaren samt tva studentgrupper fran det linga amneslararprogrammet, dels
en grupp som liste den andra terminen, dels en grupp som studerade pa den
sista terminen av sin utbildning. Jag genomférde den andra delstudien endast
med hjilp av studenter pa Brobyggaren.

Brobyggaren

En kort amneslararutbildning ar en utbildning f6r de studenter som har am-
nesbehorighet i ett eller flera skolimnen och vill bli behoriga amneslarare.
Den innehaller utbildningsvetenskaplig kirna och verksamhetsforlagd utbild-
ning och omfattar totalt 90 hp. Det finns tva korta amneslararutbildningar vid
Goteborgs universitet med inriktning mot grundskolans arskurs 7-9 eller gym-
nasieskolan i matematik, teknik eller naturvetenskapliga amnen, dels ordinarie
kompletterande pedagogisk utbildning (ordinarie KPU), dels kompletterande
pedagogisk utbildning, alternativ studieging (Brobyggaren). Den ordinarie
kompletterande utbildningen (ordinarie KPU) till imneslirare ar en kort am-
neslararutbildning for studenter med avklarade dmnesstudier, vilket innebiir,
till inriktningen arskurs 7-9, 90 hp i ett damne och 45 hp 1 ett eventuellt andra
amne. Till inriktningen gymnasieskolan krivs 120 hp. Utbildningen ges i nor-
malfart och pagar under tre terminer.

Brobyggaren ir en sirskild dmneslirarutbildning for de studenter som upp-
tyller kraven for en kandidatexamen eller motsvarande 1 biologi, fysik, kemi,
matematik eller teknik och vill utbilda sig till amneslirare i matematik, teknik
eller naturvetenskapliga amnen. Brobyggaren har tillkommit genom ett samar-
bete mellan naturvetenskaplig fakultet och utbildningsvetenskaplig fakultet vid
Goteborgs universitet och Goteborgs stad. Brobyggaren ar ett tredrigt pilot-
projekt; i skrivande stund idr det inte klart om den ska permanentas. Brobyg-
garen ges i hogre studietakt 4n normalt under ett kalenderdr som ar indelat i
tre terminer; en vartermin, en sommartermin och en hésttermin.

Grossman, Hammerness och McDonald (2009), vid Stanford University,
argumenterar for att lararutbildningen ska fringa den traditionella idén att se-
parera de universitets- respektive verksamhetsférlagda delarna av lararutbild-
ningen och att lararutbildningen i hégre grad ska utga fran problem som upp-
star 1 skolverksamheten. Lirarutbildningen vid Stanford University (STEP)
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och ldrarutbildningen vid Oslo universitet (PUPIL) ir férebilder f6r Brobyg-
garen framhaller Annette Mitiche, Jorgen Dimenas och Tommy Gustafson i
projektledningen f6r Brobyggaren (personlig kommunikation, 2015-11-28).
Dirtor ar de hogskoletorlagda och verksamhetsforlagda delarna av utbild-
ningen i Brobyggaren sammanflitade. Lararstudenterna pa Brobyggaren kallas
brobyggare i foreliggande uppsats.

Studenter pa det ldnga dmneslirarprogrammet

En lang dmneslararutbildning innefattar amnesstudier i ett eller tva dmnen, ut-
bildningsvetenskaplig kirna och verksamhetsforlagd utbildning. Tva olika
grupper av lirarstudenter, som ldser pa det langa damneslirarprogrammet, be-
svarade enkiten i min forsta delstudie. Den forsta gruppen studenter, som
liste andra terminen pa det linga dmnesldrarprogrammet, liste en kurs som
var uppdelad i tvd delkurser; envariabelanalys, 7,5 hp och matematikdidaktik,
7,5 hp. Jag genomforde min enkitundersokning pa delkursen envariabelanalys.
Delkursen examinerades med en skriftlig tentamen samt tre laborationer med
datorprogrammet geogebra. Uppgifterna i den forsta datorlaborationen hand-
lade om att undersoka grafer till trigconometriska funktioner samt exponential-
funktioner med hjilp av geogebra. Begreppen funktion, grinsviarde och konti-
nuitet behandlades pa foreldsningarna innan studenterna besvarade min enkit.
Foreldsaren anvinde Persson och Boiers (2010) lirobok Analys i en variabel
som kursbok. Jag undervisade inte pa nagon av delkurserna. Den andra grup-
pen studenter ldste sista terminen pa det langa dmnesldrarprogrammet. Jag
hade inte mo6tt nagon av dessa studenter tidigare i deras utbildning.

Genomforande av delstudie A

Enkiten delades ut till tretton brobyggare, som har matematik som undervis-
ningsimne, efter kursintroduktionen till den forsta delkursen Didaktik och
sprikutvecklande arbetssitt, 7,5 higskolepoing pa Brobyggaren. Atta brobyggare be-
svarade enkiten. De fick f6ljande pseudonymer: Bo, Dan, Eric, Fredrik, John,
Patrick, Sven och Tom. Dessa atta brobyggare har matematik som undervis-
ningsimne, vilket innebir att de har minst 45 hp 1 matematik. Alla 4r man och
de har en gedigen akademisk utbildning och yrkeserfarenhet med sig till larar-
utbildningen. Jag genomforde enskilda intervjuer tva veckor efter kursintro-
duktionen med fem av brobyggarna som hade besvarat enkiten: Dan, John,
Patrick, Sven och Tom. Dessa fem brobyggare gjorde sin praktik inom de
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verksamhetsférlagda delarna av utbildningen pa hogstadieskolor i Goteborg.
De anmilde sig frivilligt £6r en intervju via en ’doodle” som jag hade skapat
pa internet. Vardera intervjun pagick i cirka en timme.

Jag delade dven ut enkiten till drygt tjugo lirarstudenter, som liser den
andra terminen pad det langa dmneslararprogrammet, efter en riknedvning pa
delkursen envariabelanalys. Tio studenter besvarade enkiten; sju av dem angav
en forklaring av begreppet funktion 1 enkiten. Jag delade dessutom ut enkiten
till sex lararstudenter, som laser den sista terminen pa det linga dmneslarar-
programmet, i samband med kursintroduktionen till en av kurserna pé pro-
grammet. Fem av kursens sex studenter besvarade enkiten. Jag analyserade
endast dessa studenters svar pd den sista uppgiften i enkiten, som besvarades
av sammanlagt tolv lararstudenter fran det langa amneslararprogrammet. Den
uppgiften lyder: Forklara for dina fiktiva gymnasieelever vad en variabel respektive en
funktion dr.

Genomforande av delstudie B

Enkiten delades ut efter ett seminarium i matematikdidaktik* i kursen Matema-
tikens och naturvetenskapens didaktik och specialpedagogik for dmmneslirare, 10,5 hogsko-
lepodng. Tio brobyggare, som har matematik som undervisningsimne, besva-
rade enkiten: Bo, Dan, Eric, Fredrik, John, Patrick, Rickard, Sven, Tom och
Viktor. Tva nya respondenter tillkom i min andra delstudie: Rickard och Vik-
tor. De Ovriga atta besvarade enkiten dven i den forsta delstudien. Alla utom
Rickard och Eric besvarade samtliga uppgifter i enkiten. Rickard besvarade
endast de sex forsta uppgifterna i enkiten och passade pa de tva sista. Eric be-
svarade alla uppgifterna utom uppgift 7.

Jag genomforde enskilda intervjuer ungefir sju veckor efter seminariet med
tyra brobyggare som hade besvarat enkiten: Dan, John, Patrick och Sven. De
anmilde sig frivilligt for en intervju via en “doodle” som jag hade skapat for
detta dndamal. Vardera intervjun pagick i cirka en timme.

Etik

Ett forskningsprojekt ska provas mot etikprovningslagen om det innebir be-
handling av kinsliga personuppgifter, enligt personuppgiftslagen, till exempel
uppgifter om ras, politiska asikter, religis tro, eller domar i brottsmal

4 Seminariets titel var ’Vad kan svenska elever om matematik?”
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(Vetenskapsradet, 2011). Min forskning, som handlar om lirarstudenters ma-
tematiska kunskaper, behévde dirmed inte provas enligt etikprévningslagen
eftersom jag inte behandlar nagra kinsliga personuppgifter. Jag har gett infor-
manterna som liser pa Brobyggaren pseudonymer, vilket ger ett visst skydd
mot att enskilda studenter identifieras av utomstiaende. Varje informant som
liser pa det langa programmet bendmns Student pa langa programmet. Jag kan
emellertid inte slutgiltigt avgdra vem som ér behorig att ta del av empirin, ef-
tersom den inte dr min privata egendom, utan dgs av Géteborgs universitet

(Vetenskapsradet, 2011).
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Resultat delstudie A:
Lararstudenternas begreppsbilder

Forskningsfrigan om vilka begreppsbilder lirarstudenter visar om begreppen
funktion och variabel besvaras genom hela resultatbeskrivningen i detta kapi-
tel, som dr indelat 1 f6ljande avsnitt: I det forsta avsnittet presenteras resultatet
av min analys av lirarstudenternas svar pa den sista uppgiften i enkiten’ dir
de uppmanades att firklara vad en variabel respektive en funktion dr. Darefter pre-
senteras resultatet av en fortsatt analys av brobyggarnas enkater och intervjuer
om begreppen variabel respektive funktion.

Lararstudenternas forklaringar av begreppet
funktion

I detta avsnitt presenteras resultatet av min analys av lirarstudenternas svar pa
den sista uppgiften i enkiten. Resultatet baseras pa tjugo besvarade enkiter.
De tjugo lirarstudenterna (tolv som laser pa det langa dmnesliararprogrammet
och dtta brobyggare) har besvarat samma enkit, dar de forst fick beméta fyra
fiktiva elevers pastienden om nagra funktioner och sedan besvara den sista
uppgiften som lyder: Forklara for dina fiktiva gymnasieelever vad en variabel respektive
en funktion dr.

Baserat pa min analys av de tjugo lirarstudenternas svar pa den sista upp-
giften i enkdten har jag kategoriserat studenternas forklaringar av begreppet
funktion. Kategorierna har vuxit fram ur data under ett analysarbete som pa-
gick under en ling tidsperiod. Nir jag konstruerade kategorierna liste jag ige-
nom alla informanternas férklaringar, grupperade dem pa olika sitt och gav
grupperna unika beskrivningar. Denna analysprocess upprepades flera ganger
och gav upphov till olika kategoriseringar; tillslut kom jag fram till nedansta-
ende kategorisering, som jag anser vara den mest beskrivande. Kategorierna
presenteras i féljande ordning: De fyra forsta kategorierna (U#tryck, Beroende av
en variabel, Regel och Relation) f6ljer funktionsbegreppets historiska utveckling;

5> Se Bilaga 1 Enkit delstudie A
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sedan foljer en kategori som benimns Metaforen maskin. Slutligen foljer en ka-
tegori som bendmns Samband mellan variabler. Kategorierna atfoljs av nagra ex-

empel pa de forklaringar som studenterna angav 1 enkiten.

Uttryck

En student, fran det langa amneslirarprogrammet, forklarar begreppet funkt-

ion som ett #tfryck dir man, efter eventuella berdkningar, far fram ett element
y.

En funktion ér ett uttryck som anvinder ett element x frain en mangd A sa
att man, efter eventuella berdkningar, far fram ett element y frain en mangd
B. Det ir inte tillatet att ha flera element y till ett och samma element x. S7x#-
dent pd langa programmet

Studentens foérklaring liknar Eulers tidiga definition av funktion, fran ar 1748,
som ett analytiskt uttryck. Emellertid anvinde Euler inte méingder 1 sin definit-
ion och inte heller kravet pa att y ska vara entydigt bestimt. Studentens f61-
klaring kan sdgas uttrycka en operationell uppfattning av begreppet funktion, 1
Stards (1991) mening.

Beroende av en variabel

Sju studenter beskriver en funktion som ett beroende av en eller flera variab-
ler:

Om man vill studera hur nagot beror pa olika saker, t ex hur ett materials
ledningstérmaga beror pa temperatur och resistivitet. Ledningsférmagan L
ar det funktionsvirde som beror pa variablerna temperatur, T, och resistivi-
tet, p. Matematiskt kan man skriva det som L = f(T, p). Fredrik

En funktion ér en variabel som beror pa en annan variabel. En variabel ar
ett tal som kan variera. Student pa linga programmet

Studenternas forklaringar liknar Fulers senare definition av begreppet funkt-
ion fran ar 1755, som lyder: Om X betecknar en variabel storbet sa kommer alla stor-
heter som pa nagot sdtt beror av X eller bestims av den att kallas for funktioner av den.

Tva av dessa studenter uppvisar missuppfattningen att cirkelns ekvation re-
presenterar en funktion, i samband med den andra uppgiften i enkiten, som ar
att beméta Bertils pastaende: ”x% + y% = 9 ir en funktion eftersom y beror
av x.” Ett problem med att férklara en funktion som ett beroende mellan va-
riabler 4r att entydighet inte innefattas.
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Regel

Fem studenter anger en férklaring av begreppet funktion som liknar Dirichlets
definition, fran ar 1837, som en rege/ enligt vilken ett unikt vérde for y bestins:

En funktion ér en regel som for varje tal i definitionsmangden genererar ett
nytt tal, dock kan mot varje tal i definitionsmingden endast svara ett enda
tal. Eric

Lat A och B vara mingder. En funktion frin A till B dr en regel som till
varje element i A ordnar ett element i B. A édr definitionsmingd och B mal-
mingd. Dan

y ir en funktion av X om det f6r varje x 1 definitionsméngden finns ett y.
Bo

Man kan gora tolkningen att Erics forklaring uttrycker en operationell uppfatt-
ning av begreppet funktion, i Sfards (1991) mening, pa grund av anvand-
ningen av verbet “genererar”’, som kan associeras med en process. Dans for-
klaring kan ocksa tolkas operationellt eftersom verbet ”ordnar” kan uppfattas
som en process, som emellertid inte ska férvaxlas med resultatet av denna
process, ett ordnat par, som kan uppfattas som ett objekt. Bos forklaring kan
kan sigas uttrycka en strukturell uppfattning av begreppet funktion pa grund
av anvindningen av verbet ”finns” i betydelsen det existerar. Det dr emellertid
inte tydligt om Dan och Bo menar att y maste vara entydigt bestimd.

Relation

En student, fran det linga dmneslirarprogrammet, anger en forklaring av be-
greppet funktion som liknar Bourbakis definition fran ar 1939:

En funktion ir en relation mellan tva mingder sa att for varje element x
finns ett element y som dr X:s korrespondent. Student pa linga programmet

Denna forklaring kan sigas uttrycka en strukturell uppfattning av begreppet
tunktion pa grund av anvindningen av substantivet “relation” och verbet
“finns”. Det ar emellertid oklart om studenten menar att elementet y maste
vara entydigt bestamt.

Metaforen maskin

Fem studenter anvinder begreppet “maskin” som metafor for begreppet
funktion:

49



Vi stoppar in ett X 1 maskinen och ut ur den kommer ett y. Dan

Dessa metaforer kan tolkas som en forklaring av funktionsbegreppet som ar
riktad till elever; en tolkning som far stod av foljande citat fran Bo:

Man kan se en funktion som en maskin som tar ett X och ger ett y. Bo

Samband mellan variabler

Tre studenter forklarar begreppet funktion som ett samband mellan variabler:

En funktion ér ett samband mellan tvé variabler. En variabel dr en symbol
som representerar ett godtyckligt tal. Student pa linga programmet

Deras forklaringar brister i precision, exempelvis anger de inte nagon riktning

for sambandet.

Aspekter av begreppet variabel

I detta avsnitt presenteras resultatet av en fortsatt analys av brobyggarnas en-
kiter och transkriptioner av intervjuer med brobyggarna om begreppet varia-
bel, 1 form av olika delar av deras begreppsbilder. Resultatet baseras pa atta
enkiter® samt intervjuer med foljande fem brobyggatre: Dan, John, Patrick,
Sven och Tom. Intervjuerna tog sin utgangspunkt i den enkit som de besva-
rade innan jag intervjuade dem. Det var ett visst bortfall i den uppgift i enka-
ten dir brobyggarna ombads att férklara begreppet variabel; fem brobyggare
gav en forklaring till begreppet variabel i enkiten: Bo, Dan, Eric, John och

Sven.

Den varierande aspekten

Fyra brobyggare, Dan, Eric, John och Sven, framhaller den varierande
aspekten av begreppet variabel i sina enkitsvar; begreppet forklaras som en

storhet som kan variera:

En variabel dr en storhet som kan variera. Till exempel dr temperatur en va-
riabel. En variabel kan anta olika virden. Dan

¢ Se Bilaga 1 Enkit delstudie A
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Dan, John, Patrick, Sven och Tom beaktar den varierande aspekten av begrep-
pet variabel nir de under intervjuerna foéreslar att x i ekvationen
x + 3 = 5 inte ska benimnas vatiabel eftersom X inte kan vatiera.

Trots att Dan har skrivit 1 enkéten att en variabels virde kan fixeras genom att
vérdet bestims av en ekvation, s framhéller han under intervjun att det ar proble-
matiskt att kalla x i ekvationen x + 3 = 5 {6r variabel eftersom ekvationen
bestimmer x entydigt:

Mikael: Ar x en variabel i ekvationen x + 3 = 57

Dan: x har ett fixt virde som ges av ekvationen som fixerar vardet hos x,
men det beror pa hur man ser det och hur man definierar variabel.

Mikael: Hur definierar du variabel?

Dan: En storhet som kan anta olika varden. I det har fallet sd ar det proble-
matiskt att kalla x variabel. Den ir fix, 2.

Bade i enkiten och under intervjun forklarar John begreppet variabel som #a-
ot som kan anta olika varden. Han uttrycker viss osdkerhet huruvida x i ekvat-
ionen x + 3 = 5 dr en variabel, eftersom det bara finns en 16sning till ekvat-
ionen:

Mikael: Finns det nigra variabler i ekvationen x + 3 = 57
John: Jag dr osiker, i sa fall har den virdemingden x = 2, x ir variabel med

virdemangden 2, men det later inte sa virst variabelt. Den dr inte en varia-
bel f6r den kan inte variera och den kan 16sas ut entydigt.

Patrick menar att funktioner, men inte ekvationer, har variabler. Ekvationen

x + 3 = 5 saknar variabler eftersom den har en entydig 16sning:
Mikael: Finns det ndgra variableri x + 3 = 57

Patrick: Nej, ty det dr en ekvation och inte en funktion. Man soker bara talet
som uppfyller ekvationen, som ér av grad ett. Den kan bara ha en rot.

I enkaten skriver Sven att en variabel kan torklaras som en behaillare som kan in-

nehalla vilket tal som helst. Han vill inte kalla x 1 ekvationen x + 3 = 5 for varia-
bel eftersom l6sningen till ekvationen inte kan variera; den 4r en bestimd kon-
stant:

Mikael: Hur méanga vatiabler finns det i ekvationen x + 3 = 5?
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Sven: Inga. Hir stir det x = 2, x ir en bestimd konstant.

Oberoende och beroende variabel

Bo, Eric, John, Patrick, Sven och Tom tolkar ordet ”variabel” som oberoende
variabel; till exempel forklarar Eric begreppet variabel pa foljande sitt i enka-

ten:

En variabel x i en funktion f(x) ir en parameter som kan anta vilka virden
som helst 1 funktionens definitionsmangd. Eric

Eric associerar begreppet variabel till en funktions definitionsmingd; han tol-
kar ordet “variabel” som oberoende variabel. Patrick gor samma tolkning nar
han associerar ordet ”variabel” till en funktions definitionsmangd. Patrick an-
ser att Yy = x + 3 endast har en variabel, nimligen x; y kan inte vara en varia-
bel eftersom y betecknar funktionen:

Mikael: Vad ir en variabel?
Patrick: Den finns i definitionsmingden till en funktion.
Mikael: Finns det ndgra variableriy = x + 3?

Patrick: Ja x. y beror av X och ir inte en variabel, y dr funktionen.

Aven John tolkar ordet variabel” som oberoende variabel nir han under inter-
vjun siger att om X ar variabeln sa dr y funktionen, y kan da inte samtidigt
vara en variabel, men om Y dr variabeln och X betecknar funktionen, di kan x

inte samtidigt vara en variabel.
Mikael: Hur ménga variabler finns detiy = x + 3?7

John: En variabel och en funktion. Om X dr variabel sa dr y funktionen el-
ler tvirtom om man l6ser ut X och fir x = y — 3. D4 dr y variabel och x
funktionen.

Av de fem intervjuade brobyggarna dr det endast Dan som visar begrepps-
paret beroende och oberoende variabel 1 sin begreppsbild av begreppet funkt-

10n:
Mikael: Vad ir skillnaden mellan en ekvation och en funktion?

Dan: En funktion miste ha en beroende variabel och en oberoende variabel
och for ett visst virde pa den oberoende variabeln sa far det bara finnas ett
virde pa den beroende variabeln.
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Aspekter av begreppet funktion

I detta avsnitt presenteras resultatet av min analys av brobyggarnas enkater
och transkriptioner av intervjuer om begreppet funktion. Resultatet baseras pa
atta besvarade enkiter samt intervjuer med foljande fem brobyggare: Dan,
John, Patrick, Sven och Tom. Négra av uppgifterna i enkiten’, dir brobyg-
garna skulle bemota nagra fiktiva elevers pastienden om funktioner, presente-
ras i inledningen till respektive avsnitt nedan.

Konstanta funktioner

Forsta uppgiften 1 enkiten dr att bemota Annas pastiende: 7y = 4 ir inte en
funktion eftersom y inte beror av x.” Dan menar att man kan betrakta ekvat-
ionen y = 4 pa tva olika sitt: Det ena sittet 4r som en konstant funktion. Det
andra sittet dr att betrakta y som ett obekant tal som har blivit bestaimt till
virdet fyra:

Mikael: Kan y i y = 4 variera?
Dan: Ne;j.
Mikael: D4 dr y ingen variabel?

Dan: y dr en variabel som har antagit virdet 4. Det beror pd om man tinker
péa det som en funktion eller som en obekant som man har fixerat virdet pa.
Sa det dr tva olika tink: ett funktionstink dir det finns ett beroende av en
oberoende variabel, eller ett variabeltink dir man fixerar virdet pa en obe-
kant.

For John frammanar ekvationen y = 4 i férsta skedet bara en 6ppen utsaga.
Nir jag sedan fragar honom om den har en graf sa konstaterar han att den re-

presenterar en funktion:
Mikael: Ar y = 4 en funktion?

John: Nej. Det dr en konstant som har ett virde och inte en funktion. Eller
en variabel som har ett virde.

Mikael: Har y = 4 en graf?

John: Ja, i ett koordinatsystem. [John ritar en korrekt graf i ett koordinatsy-
stem.] Eftersom jag kan rita upp den sa ar det en funktion.

7 Se bilaga 1 delstudie A
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Patrick visar en viss osidkerhet huruvida funktionen y = 4 har en definitions-
mangd; forst siger han att den inte har det och sedan gor han tolkningen att

den bestir av de reella talen. Det dr emellertid mojligt att tolka nedanstiende
dialog som att Patrick visar begreppet definitionsmingd 1 sin begreppsbild av
begreppet funktion:

Mikael: Kan man prata om en definitionsmingd f6r y = 47?
Patrick: Nej, det kan man egentligen inte.

Mikael: Har en funktion en definitionsmingd?

Patrick: Ja.

Mikael: S4 y = 4 ir inte en funktion?

Patrick: Man kan se den som att den har hela reella axeln som definitions-
mingd, fast den beror inte av variabeln. Om det dr en funktion? Da utgar
man frain mangdlara: man brukar tala om en definitionsmingd som avbildas
pa en vardemingd.

Patrick bekriftar att en konstant funktion kan ha en definitionsmangd, nar
han vixlar frin den algebraiska representationen till den grafiska, genom att
rita grafen till den konstanta funktionen i ett koordinatsystem. Patrick viljer
att aterigen bestimma definitionsmangden till mangden av de reella talen:

Patrick: Nidr man tittar pa den sa hir och givet att man har en x-axel sa ar
det ju hela R [mangden av de reella talen] som dr definitionsmangd. Nar
man ser grafen sa kidnns det naturligt.

I enkiten menade Sven att y = 4 kan uttrycka en funktion. Under intervjun
upprepar han, dock med en viss osikerhet, att y = 4 kan representera en
funktion som ir definierad pa mingden av de reella talen. Han motiverar detta
genom att vaxla till den grafiska representationen:

Mikael: Finns det nagon definitionsmingd?

Sven: Ja, 1 alla exempel som jag kommer ihdg sa har man ett koordinatsy-
stem ddr man ritar linjen y = 4.

Mikael: Ary = 4 en funktion?

Sven: Du stiller fler fragor nu s jag dr osiker pa det.
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Mikael: Om vi gar tillbaka till funktionsmaskinen, som du har ritat i enkaten,
med ett X som input. Var finns motsvarigheten till detta x 1 vart exempel

y =42

Sven: Ja, det idr x-axeln 1 koordinatsystemet. y har ett virde och virdeming-
den dr 4. Vi kan ange vilket X som helst. Definitionsmangden ir alla reella
tal.

Styckvis definierade funktioner och kontinuitet

Tredje uppgiften 1 enkiten ér att beméta Cillas pastiende:
meo_(x, omx<0

y_{x+3,omx>0
ar ssmmanhingande.” Fjarde uppgiften i enkiten ar att bemota Davids pasta-

ar inte en kontinuerlig funktion eftersom grafen inte

ende:”y = ~drinte en kontinuerlig funktion eftersom grafen inte 4r sam-

manhingande.”

I samband med den fjirde uppgiften om Davids pastiende erinrar sig Dan
Persson och Béiers (2010) definition av begreppet kontinuitet sa hir: ”Foér en
godtycklig punkt i funktionens definitionsmingd ska gransvirdet vara lika
med funktionsvirdet 1 den punkten.” Dan har emellertid inte tillgang till liro-
boken under intervjun, hans definition avviker nidgot fran Persson och Béiers
definition; liroboksforfattarna forutsitter att gransvardet ér lika med funkt-
ionsvirdet i den aktuella punkten a, om a tillhor definitionsmangden och om
grinsvardet )lcl_r)r(ll f (x) existerar.

Mikael: Ar Davids funktion y = % kontinuerlig?

Dan: Ja, enligt Persson och Boiers definition sa dr den det.
Mikael: Hur lyder den definitionen?

Dan: Det ska gilla att for alla punkter i definitionsmangden sa ska gransvir-
det i en godtycklig punkt vara lika med funktionsvirdet i den punkten.
Detta ska gilla for alla punkter i definitionsmiangden och eftersom 0 inte dr
med 1 definitionsméngden sa ’riddas” funktionen av det. Sa funktionen ér
kontinuerlig, eftersom 0 inte 4r med i definitionsmingden.
Under intervjun besvarar Dan nigra frigor om funktionen® S(x) = o
Dan uppfattar denna styckvis definierade funktion som ett matematiskt ob-

jekt, 1 Sfards (1991) betydelse, som har egenskapen att vara kontinuerlig. Han

8 Funktionen S kallas signumfunktionen, men jag benimner den aldrig sd under intervjuerna.
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uppfattar dessutom grafen till funktionen S som ett objekt som har egen-
skapen att vara osammanhingande:

Mikael: Givet S(x) = % Hur ser grafen ut? Vad ir definitionsmingden? Ar

grafen sammanhingande? ArS kontinuerlig?

Dan: [Dan ritar en korrekt graf.]. Nu ska vi se, nollan édr inte med 1 definit-
ionsmangden, sa den dr kontinuerlig for att den inte ar definierad i 0. Gra-
fen dr inte sammanhingande.

Dan betonar att grafen till en kontinuerlig funktion kan vara osammanhing-
ande om funktionen gor ett spriang i en punkt som inte tillh6ér definitions-
mangden; detta giller exempelvis for signumfunktionen, om den ér definierad
tor alla reella tal som inte ar lika med noll.

Patrick visar en valutvecklad bild av begreppet kontinuitet, nar han forkla-
. 1 . .
rar att funktionen y = = kan vara kontinuerlig trots att den har en osamman-

hingande graf:

Mikael: Funktionen y = i ar alltsa kontinuerlig pa sin definitionsmingd,

men trots det dr grafen osammanhingande? Hur gar det ithop?

Patrick: Den hir funktionen ar inte kontinuerlig 6ver hela axeln, men den ar
kontinuerlig pa tva 6ppna intervall, som inte omfattar hela axeln.

Patrick visar en vilutvecklad bild av begreppet kontinuerlig utvidgning i sin
begreppsbild av begreppet funktion, nir han pa ett korrekt sitt besvarar tva av
tre fragor som handlar om kontinuerlig utvidgning av tre givna funktioner:

Mikael: Gér det att utvidga funktionen g(x) = z sa att den blir kontinuerlig

for alla reella tal?

Patrick: Den 4r 1 6verallt utom i nollan. Den ar svar att definiera i nollan;
tor 0 dr den inte definierad. Den har funktionen kan man litt utvidga till O

genom att sitta den till 1, till skillnad fran den férra funktionen.[ y = i]

Mikael: Gir det att utvidga funktionen S(x) = % s att den blir kontinu-

erlig for alla reella tal?

Patrick: Om x > 0 sa ar funktionen 1. Om x < 0 si ar funktionen —1.
Funktionen ir inte definierad f6r O f6r da blir det g. Det gar inte att utvidga
den till en kontinuerlig funktion. Det blir svart.
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x%-4 . .
sd att den blir kontinu-

Mikael: Gir det att utvidga funktionen R(x) =

erlig for alla reella tal?

: . ) . . . . .0
Patrick: Namnaren dr 0 dd x = 2. Om X ndrmar sig 2 si nirmar det sig >

vilket dr otrevligt. Det vill jag inte sdga nagot om. [Patrick definierar
R(2) = 0, vilket inte ger en kontinuetlig funktion.]

John visar en potentiell konfliktfaktor i sin begreppsbild av begreppet funkt-
ion nir han forst siger att funktionen y = —ar kontinuerlig och senare siger
att den inte dr kontinuerlig. Dessutom pastar han att grafen till funktionen
y=_ar sammanhingande, vilket han sedan anvinder som argument for att

den ir kontinuerlig:
Mikael: Ary = i en funktion?
John: Ja, men funktionen har inget definierat virde f6r x = 0. Trots att den
hoppar fran minus odndligheten till plus odndligheten dr den kontinuerlig
anda.
Mikael: Ar uttrycket y = xiz definierat f6r x = 07
John: Ja, da blir det odndligheten.
. “ 1 . .
Mikael: Ary = = kontinuerlig?
John: Ja, den dr kontinuerlig f6r grafen gar ihop i nollan.

Mikael: Ary = i kontinuerlig?

John: Nej den ar inte kontinuerlig, f6r den kommer fran olika hall, minus
oidndligheten och plus odndligheten.

Svens definition av att en funktion dr kontinuerlig i en punkt dr att den ska ha
ett gransvirde 1 den punkten. Cillas styckvis definierade funktion 4r ddrmed
inte kontinuerlig, menar Sven.

Mikael: I vilka punkter dr Cillas funktion inte kontinuerlig?

Sven: x = 0. Den ska ha ett entydigt grinsvirde i de punkterna [dér den ir
kontinuerlig].

Mikael: Om vi tittar pa Cillas forslag [att den inte dr en kontinuerlig funkt-
ion eftersom grafen inte 4r sammanhingande.]
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Sven: Ja, den dr inte sammanhingande.
Mikael: Ar det ett argument for att den inte ir en kontinuerlig funktion?

Sven: Ja. Funktionsvirdet fir inte samma griansvarde om X narmar sig noll
fran den positiva respektive den negativa sidan. Da dr grinsvirdet inte enty-
digt for funktionsvirdet.

Tom visar en potentiell konfliktfaktor i sin begreppsbild, nir han anger en och
samma definition f6r begreppen funktion respektive kontinuerlig funktion.
Hans definition av begreppet funktion, som ocksa giller f6r begreppet konti-
nuerlig funktion, dr att det fOr varje x ska finnas ett specifikt virde fér y:

Mikael: Vad 4r en funktion?

Tom: Jag har en hogst personlig definition av en kontinuerlig funktion: For
varje X sa har y ett specifikt varde.

Mikael: Sa att kontinuerlig funktion betyder att for varje X sd har y ett speci-
fikt virde?

Tom: Ja, si menar jag att det ar.

Begreppen funktion och kontinuerlig funktion flyter ihop i Toms resonemang.
En konsekvens av att Tom inte skiljer pa begreppen funktion och kontinuerlig
funktion blir att han anser att Cillas funktion dr kontinuerlig eftersom den
uppfyller hans personliga definition av begreppet kontinuerlig funktion:

Mikael: Ar Cillas uttryck en funktion?

Tom: Ja, enligt min definition sa har den for varje x ett specifikt virde. Jag
tycker att den dr kontinuerlig.

Entydigt bestimt funktionsvirde

Den andra uppgiften i enkiten ir att beméta Bertils pastaende: "x? + y% =
ir en funktion eftersom 7y beror av x.” Dan anser att det ar skillnad mellan en
ekvation och en funktion; vissa ekvationer kan uppfattas som funktioner, till
exempel ¥ = x + 3, men det finns ekvationer, exempelvis x% + y% = 9, som
inte definierar en funktion, utan att man férst infér begransningar pa variab-
lerna:

Mikael: Ar det nidgon skillnad mellan en ekvation och en funktion?
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Dan: Ja, det illustrerar Bertils problem med cirkelns ekvation.

[x% + y% = 9] Men i fallet med en férstagradsekvation [y = x + 3] sé blir
det ingen skillnad mellan en ekvation och en funktion om den innehaller det
som beh6vs f6r en ekvation.

John uppvisar en potentiell konfliktfaktor i sin begreppsbild av begreppet
funktion 1 nedanstiende citat. Han uppticker den sjilv och korrigerar sin per-
sonliga definition av begreppet funktion fran “nagot som har ett virde som

beror av en annan variabel” till ’nagot som har ett entydigt virde som beror
av en annan variabel.”

Mikael: Finns det nagon definition av begreppet funktion?
John: Ja, nagot som har ett virde som beror av en annan variabel.
Mikael: Ar Bertils ekvation x? + y? = 9 en funktion?

John: Ja. Eftersom man kan 16sa ut y sa blir det en funktion:

y = 1+Vv9 — x?
Mikael: Kan du rita grafen?

John: Ja, det kan jag, fast i och med att det dr plus/minus si ir jag inte siker
pa att det dr en funktion, man far tvd y-virden fo6r varje x. Du far tva bilder
som speglas i x-axeln. Da far jag inget entydigt virde. Da ér det nog inte en
funktion.

Mikael: Detta stimmer inte med den definition av funktion som du angav
tidigare ’nagot som har ett virde som beror av en annan variabel”.

John: Négot som har ett entydigf virde som beror av en annan variabel. Nej
det dr inte en funktion, for den ar inte entydig.

Sven betonar kravet pa entydigt funktionsvirde, dels nir han forklarar begrep-
pet funktion med metaforen ”funktionsmaskin”, dels nir han definierar be-

greppet och kompletterar sin definition med villkoret for et Xska y vara entydigt
bestcapmt.

Mikael: Vad ir en funktion?
Sven: Att vi ska fd ut ett entydigt resultat ur funktionsmaskinen.

Mikael: Kan du ge en mer formell definition av funktion dn en funktions-
maskin?

Sven: Entydigheten dr viktig. Det dr en kombination av de ingaende variab-
lerna x och y. Vad ir det man vill utesluta?

59



Mikael: T enkiten har du uteslutit Bertils ekvation x% + y? = 9.

Sven: Om vi tittar pa ett virde pa X sd kan vi inte bestimma virdet pa y en-
tydigt. I det hir fallet kan vi endast géra det i dnden av definitionsmingden.
Det ir en kombination av tva variabler sa att for ett X ska y vara entydigt
bestimt.
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Resultat delstudie B: Brobyggarnas
kunskaper

Tio brobyggare som har matematik som undervisningsimne besvarade enki-
ten’ i delstudie B. I kapitlet redovisas de resonemang som brobyggarna fore-
slar att eleverna 1 enkiten kan ha fort i respektive uppgift. Detta gors uppgift
tor uppgift. Efter varje uppgift har jag angivit de forslag till elevresonemang
som brobyggarna anger. De olika fOrslagen var inte givna i enkiten, utan har
vuxit fram ur data nir enkiterna analyserades. Talet inom parentes anger anta-
let brobyggare som har angett det aktuella alternativet. Direfter redovisas re-
sultatet av en férdjupad analys av fyra brobyggares SCK och KCS om begrep-
pen variabel och funktion. Det baseras pa enskilda intervjuer med Dan, John,
Patrick och Sven.

Uppgift 1 Konstanta funktioner

Pa en fraga fran lararen, huruvida y = 4 idr en funktion, svarar Ahmad nej.
Hur kan Ahmad ha resonerat? Ge girna flera tinkbara férklaringar!

Bland brobyggarnas svar pa uppgiften fanns féljande forslag pa hur Ahmad
kan ha resonerat:
A. Det saknas en oberoende variabel. (8)
Han anser att det inte dr en funktion eftersom det saknas en oberoende variabel.
Swven
B. y ar ett fixt tal som ar bestamt till vardet 4. (5)
"y dr alltid 4 d.v.s. ett tal och ingen funktion av till exempel x. Bo
Nistan alla respondenter foreslar att Ahmad saknar en oberoende variabel i
ckvationen y = 4. (De anger svarsalternativ A.) Jag vill framhalla att i denna
uppgift har Ahmads lirare bara angivit en ekvation utan att ange en definit-
ionsmingd. I det har fallet finns ingen oberoende variabel i ekvationen som
indikerar att det finns en definitionsmingd, darfor blir det svart att uppfatta
den som en funktion. Utan att en definitionsmangd 4ar angiven kan ekvationen

9 Se Bilaga 2 Enkit delstudie B
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uppfattas som en Oppen utsaga; hilften av brobyggarna foreslar att Ahmad
kan ha uppfattat y = 4 som en ekvation 1 betydelsen en 6ppen utsaga och att
Y betecknar ett tal som ér bestimt till virdet 4. (De anger svarsalternativ B.)

Uppgift 2 Styckvis definierade funktioner och
kontinuitet

x—3,omx<0
x+3,omx>0
svarar Benjamin nej. Hur kan Benjamin ha resonerat?

Pi en fraga fran lararen, huruvida y = { ar en funktion,

Bland brobyggarnas svar pa uppgiften fanns féljande foérslag pa hur Benjamin
kan ha resonerat:
A. Benjamin kinner inte igen denna representation. (4)
Benjamin tycker kanske att det kanns “obehagligt” med en stegfunktion, att
den inte ser ut som en_funktion brukar. Eric
B. En funktion maste vara kontinuerlig; den hir ir inte kontinuerlig.(8)
Benjamin skiljer inte pa funktion och kontinuerlig funktion. Sven
Det blir ett hack i knrvan. Tom
Ungefir halften av respondenterna foreslar att Benjamin kan ha svarigheter
med att tolka den algebraiska representationen av denna styckvis definierade
tunktion. (De anger svarsalternativ A.) Den andra hilften av respondenterna
tar fOr givet att Benjamin kan tolka den algebraiska representationen. (De
anger svarsalternativ B.) Tom tar dessutom for givet att Benjamin kan 6ver-
sitta den algebraiska representationen av denna styckvis definierade funktion
till en graf.
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Uppgtft 3 Begreppet nollstalle

Cindy ska pa lirarens uppmaning ange antalet nollstillen till funktionen ne-
dan. Cindy svarar att det finns ett nollstille, namligen 3. Hur kan Cindy ha
resonerat?

Bland brobyggarnas svar pa uppgiften fanns féljande forslag pa hur Cindy kan
ha resonerat:
A. Nollstille ar funktionsvardet dir x ar noll. (3)
Cindy har uppfattat nollstille som den punkt dér funktionen skdr y-axeln.
Eric
B. Cindy forvixlar funktionens nollstille med derivatans nollstille. (3)
Derivatan dr noll for x = 3. John
C. Cindy forvixlar funktionens nollstille med kurvans minimipunkt.(4)
Cindy bar troligen blandat thop begreppen nollstille och minimipunkt for en
funktion. Patrick.
Nigra respondenter foreslar att Cindy kan ha forvixlat begreppet nollstalle till
en funktion med funktionsvirdet dir x ar noll; Cindy kan ha resonerat att
nollstalle ar en punkt i koordinatsystemet dar #dgon variabel ar noll. (De anger
svarsalternativ A.) Ovriga respondenter foreslar att Cindy férvixlar funktion-
ens nollstille med derivatans nollstille (svarsalternativ B) eller med kurvans
minimipunkt (svarsalternativ C).
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Uppgtft 4 Grafisk representation

Pa en fraga fran liraren, huruvida nedanstaende graf representerar en funkt-
ion, svarar Daniel ja. Hur kan Daniel ha resonerat?

Bland brobyggarnas svar pa uppgiften fanns féljande férslag pa hur Daniel
kan ha resonerat:
A. Den ser ut som grafen till en funktion (tredjegradsfunktion). (6)
Den liknar grafen till funktioner som man jobbar med, till exempel en tredje-
gradsekvation. Viktor
B. Daniel anvinder definitionen av begreppet funktion. (7)
Det finns ett och endast ett funktionsvirde till varje virde pa X i definitions-
mdingden. Dan
Drygt hilften av respondenterna foreslar att Daniel tycker att kurvan ser ut
som grafen till en typisk funktion, till exempel en tredjegradsfunktion. (De
anger svarsalternativ A.) Sju respondenter foreslar att Daniel kan ha resonerat

med hjilp av definitionen av begreppet funktion (De anger svarsalternativ B).
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Uppgtft 5 Entydigt bestimt funktionsvarde

Pa en fraga fran liraren, huruvida nedanstaende graf representerar en funkt-
ion, svarar Emilia ja. Hur kan Emilia ha resonerat?

—

Bland brobyggarnas svar pa uppgiften fanns féljande forslag pa hur Emilia
kan ha resonerat:
A. Varje kurva ir graf till en funktion. (8)
Kurvor beskriver alltid funktioner. Patrick.
B. x ir en funktion av y. (3)
Funktionsvirdet dr pd det som brukar kallas x-axeln och variabeln pa det som
brukar kallas y-axeln. John
C. Till ett visst varde pa x kan det motsvara flera virden pa y. (1)
Formodligen har hon inte koll pa definitionen av funktion och tinker att det dar
helt ok att det for ett visst X finns flera’y. Dan
Nigra respondenter foreslar att Emilia resonerar att varje kurva ar graf till en
tunktion. (De anger svarsalternativ A.) Nagra respondenter foreslar att Emilia
resonerar aft X dr en funktion av’y. Definitionsmingd och malmangd har da bytt
roller. (De anger svarsalternativ B.) En respondent foreslar att Emilia antar att
det till ett visst virde for X kan motsvara flera virden for y. (Han anger svars-
alternativ C.)
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Uppgtft 6 Pildiagram

Pa en fraga fran liraren, huruvida nedanstaende diagram representerar en
funktion, svarar Faiza nej. Hur kan hon ha resonerat?

-

Bland brobyggarnas svar pa uppgiften fanns féljande forslag pa hur Faiza kan
ha resonerat:
A. Faiza kinner inte igen denna representation. (5)
Det dr en i skolvérlden ovanlig representation av en funktion. Denna visnali-
sering ser elever i gymnasiet sillan. Jag tror inte Faiza begriper den. Den ser inte
ut som en graf. Viktor
B. Strecken i diagrammet saknar riktning. (5)
Hon kan ha ldst fran hoger till vanster och uppfattat att definitionsmdingden dr
till hoger, vilket inte behiver vara fel eftersom lararen har varit otydlig. Eric
C. En funktion maste vara injektiv. Diagrammet representerar inte en
injektiv funktion. (2)
Hon tankte att funktioner mdste vara injektiva for att fa kallas funktioner.
Dan
Alla respondenter foreslar att Faiza kan ha svarigheter med att tolka diagram-
met, antingen genom att hon liser det fran hoger till vanster (det vill sidga att
hon antar att den hogra ovalen dr definitionsmangd) eller att hon 6verhuvud-
taget inte kanner igen representationen. (De anger svarsalternativ A eller B.)
Tva respondenter foreslir dessutom att Faiza resonerar att diagrammet inte
representerar en injektiv funktion. (De anger svarsalternativ C.)
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Uppgift 7 Begreppet variabel

Gustav och Lisa deltar i en lektion om funktioner. Foljande dialog utspelas
mellan de tva eleverna. Hur kan Gustav respektive Lisa ha resonerat?

Gustav: I formeln y = x + 3 finns endast en variabel,
nidmligen x. y dr funktionen.

Lisa: Men ar inte y ocksa en variabel?
Gustav: Nej, y 4r inte en variabel, y ar funktionen.

Lisa: Men y varierar ju...

Bland brobyggarnas svar pa uppgiften fanns féljande forslag pa hur eleverna
kan ha resonerat:
A. Utdata till en funktion 4r inte en variabel. (7)
Gustay anser att eftersom y beror av X sd kan'y inte fritt anta vérden och dr
ddrfor ingen variabel. 1 iktor
Gustap: y ar funktionen. Lisa tanker att X dr funktionen, Y variabeln:
x =y —3.John
B. Utdata till en funktion ar en variabel. (4)
Lisa tanker att en variabel dr en bokstav som kan anta flera olika numeriska
vdrden. I den meningen dr y en variabel. Viktor
Nistan alla respondenterna foreslar att Gustav enbart betraktar den obero-
ende variabeln som variabel. John féreslar att bade Gustav och Lisa enbart be-
traktar den oberoende variabeln som variabel. (De anger svarsalternativ A.)
Nigra brobyggare foreslar att Lisa anser att bade x och y ar variabler, ef-
tersom bada varierar. (De anger svarsalternativ B.)
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Uppgtft 8 Linjara funktioner

Helena ir gymnasielirare i matematik. Hon undervisar pa gymnasiets kurs
Matematik 1c. Under en genomgang om funktioner fragar hon eleverna hur
manga funktionsgrafer man kan rita genom de tva givna punkterna i koordi-
natsystemet nedan. Vilka moijliga fel kan du tinka dig att eleverna gor? Var-
for tror du att eleverna gor dessa fel?

Bland brobyggarnas svar pa uppgiften fanns foljande forslag pa vilka fel ele-
verna kan ha gjort:
A. FEleverna ritar endast en rit linje genom de tva givna punkterna. (9)
De ritar bara rita linjer. De ser tvd punkter och dr vana att forbinda den.
John
B. Eleverna ritar dessutom grafen till nigon annan elementir funktion
an en rat linje. (2)
De sdger att det finns tvd funktioner; linjdr och kvadratisk. Eller nagra till.
Dan
C. Eleverna ritar kurvor som inte representerar funktioner. (2)
De ritar en kurva med flera y-varden per x-vérde. Fredrik
Nistan alla respondenterna foreslar att eleverna endast kommer att rita en rit
linje genom (eller mellan) de tva givna punkterna. (De anger svarsalternativ
A.) Négra respondenter foreslar att eleverna dessutom kommer att rita grafer
till andra elementira funktioner, till exempel andragradspolynom eller expo-
nentialfunktioner. (De anger svarsalternativ B.) Négra respondenter foreslar
att eleverna kommer att rita kurvor som inte representerar funktioner, till ex-
empel en S-formad kurva som liknar kurvan 1 uppgift 5 1 enkiten. (De anger

svarsalternativ C.)
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En fordjupad analys av fyra brobyggares
kunskaper

I detta avsnitt redovisas resultatet av en foérdjupad analys av fyra brobyggares
SCK och KCS om begreppen funktion och variabel med hjilp av Balls m £l
(2008) ramverk mathematical knowledge for teaching, som Nyikahadzoyi (2015) har
vidareutvecklat f6r begreppet funktion. Resultatet, som baseras pa enskilda in-
tervjuer med Dan, John, Patrick och Sven, presenteras i denna ordning for en
student i taget. De har besvarat enkiterna i bada delstudierna och dessutom
deltagit i intervjuer i delstudie A.

Dans kunskap om begreppen variabel och funktion

Dan visar KCS om begreppet variabel i samband med uppgift 7 i enkiten, dar
de tva eleverna Gustav och Lisa diskuterar begreppen funktion och variabel
utifran formeln y = x + 3, ndr han framhaller att Gustav och Lisa inte dr

overens om definitionen av begreppet variabel:

Jag tinker att det dr definitionen av begreppet variabel som de inte dr 6ver-
ens om; vad en variabel dr. Eleverna tinker att matematiska objekt dr 6mse-
sidigt uteslutande; y kan inte vara bade variabel och funktion samtidigt.

Dan visar SCK om begreppet variabel nar han foreslar att larare kan skilja pa
tva aspekter av begreppet variabel, dels den varierande aspekten, som kommer
till uttryck 1 samband med funktioner, dels variabel 1 betydelsen ett fixt och
obekant tal i samband med ekvationer som har en entydig l6sning:

Man kan skilja pa variabel i samband med funktioner och obekant i sam-
band med en forstagradsekvation.

Dan resonerar om méjligheten att anvinda olika beteckningar f6r en funktion
ndr vi diskuterar huruvida y iy = x + 3 ar en variabel eller betecknar en

funktion:

Dan: Det dr matematiskt stringent att y i formeln y = x + 3 bara betecknar
en variabel och inte en funktion.

Mikael: Var dr funktionen da?

Dan: D4 skulle man skriva y(x) = x + 3 i stallet for y = x + 3; d4 skulle
man gora sjilva beroendet tydligare. Eller skriva si hiry = f(x) = x + 3.
Da ir f funktionens namn. f(x) dr funktionsvardet, som ar lika med y. y ar
da ett funktionsvarde, men inte en funktion. y dr da ocksa en variabel.
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Nyikahadzoyi (2015) betonar att matematiklarare bor vara medvetna om de
kognitiva hinder som elever kan moéta nir de ska anvinda en viss representat-
ion av en funktion. Dan visar KCS om funktionsbegreppet nir han férutsiager
att elever kan mota kognitiva hinder, nir de ska tolka den algebraiska repre-
sentationen av den styckvis definierade funktionen 1 uppgift 2 1 enkiten, pa
grund av att den inbegriper ett val; eleven behéver vilja ett av de tva villkoren
som inleds med ordet “om”.

En aspekt av larares KCS, som Ball (2008) lyfter fram, ar att ha kunskap
om elevers uppfattningar och missuppfattningar av ett visst matematiskt inne-
hall. Dan visar KCS om funktionsbegreppet nir han féreslar att Emilia kan ha

resonerat pa foljande sitt om den S-formade kurvan i uppgift 5 i enkiten:

Eftersom grafen dr sammanhingande sa ar det en kontinuerlig funktion.
Hon kan dessutom ha férvaxlat begreppet funktion med kontinuerlig funkt-
ion.

Dan foreslar ytterligare ett resonemang som Emilia kan ha f6rt om den S-for-

made kurvan:

Om man vrider ett kvarts varv pa pappret sa ser det ut som en vanlig tredje-
gradskurva. Dirfor dr det en funktion.

Det dr emellertid oklart om Dan menar att Emilias slutsats ar att y ar en
funktion av x eller tvirtom.

Dan framhailler att Faiza i samband med diagrammet 1 uppgift 6 i enkiten
kan ha forvaxlat begreppet funktion med begreppet injektiv funktion:

Faiza tinkte kanske att ”Det far inte vara tva av nagonting. Kanske det inte
far vara tva stycken x. Hon r6r thop funktion med injektiv funktion.”

Dan tilligger att elever kan gora olika tolkningar av diagrammet; de kan ldsa
diagrammet fran hoger till vanster och da representerar det inte en funktion:

En tolkning ar att om hon har ett arabiskt ursprung sa kanske hon har last
diagrammet fran hoger till vinster, i sa fall 4r det inte en funktion.

Pa min fraga om hur manga funktionsgrafer som eleverna ritar genom de tva
givna punkterna i koordinatsystemet i uppgift 8 i enkiten svarar Dan att ele-
vers bilder av begreppet funktion innehaller de funktioner som de har erfaren-
het av:
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Tva typer av funktioner: linjir och kvadratisk funktion. I stillet for att se
funktionsbegreppet som nagot generellt begrepp sé tinker eleverna att
funktioner dr av olika typer av elementira funktioner, till exempel linjira
och kvadratiska funktioner. Elevernas bild av funktionsbegreppet bestar av
exempel pa de funktioner som de har sett.

Dan beskriver en episod fran en lektion, om funktioner i arskurs 9, som han
hiller som en del av den verksamhetsforlagda utbildningen i Brobyggaren.
Dans syfte med lektionen ir att undersoka elevernas uppfattningar av begrep-
pet funktion, speciellt om de vet att ett funktionsvirde maste vara entydigt be-
stimt. Han berittar att de under féregiende lektion hade arbetat med linjira
funktioner i klassen:

Vi hade ritat grafer till linjira funktioner tidigare med hjilp av virdetabeller;
varje talpar i virdetabellen 6versattes till en punkt i koordinatsystemet.
Forst ritade man punkter 1 koordinatsystemet, sedan drog man en linje mel-
lan punkterna.

Han paminner sina elever om att en funktion kan representeras med en for-
mel, en virdetabell eller en graf. Han visar SCK om begreppet funktion nar
han viljer den grafiska representationen for att illustrera att ett funktionsvirde
maste vara entydigt bestimt. Han ritar en cirkel 1 ett koordinatsystem pa tavlan
och fragar sina elever: "Representerar grafen en funktion?” En elev papekar
att det inte kan vara en funktion eftersom det inte finns nagra punkter pa gra-
fen. Dan foreslar att eleven kan ha resonerat sa har:

Eftersom hon inte sig nagra punkter pa cirkeln, som hon kunde dra grafen
mellan, sa kan det inte vara en funktion. Hon uppfattade grafen enbart som
en utfyllnad mellan punkterna. Jag forklarade att du kan tinka dig att grafen
bestar av odndligt manga punkter, men eleven uppfattade grafen som en
diskret funktion.

Dans slutsats av hela episoden ar att man bor sudda ut de markerade punk-
terna i koordinatsystemet, efter det att man har ritat grafen.

Johns kunskap om begreppen variabel och funktion

John resonerar om begreppet variabel 1 samband med uppgift 7 i enkiten, dar
de tva fiktiva eleverna Gustav och Lisa diskuterar begreppen funktion och va-
riabel utifran formeln y = x + 3. John menar att Gustav resonerar korrekt

nar han sager att X ir variabeln och y ir funktionen. John foreslar att Lisa kan
ha 16st ut x i ekvationen y = x + 3 och erhallit féljande ekvivalenta ekvation:
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x =y — 3; di kan Lisa ha betraktat y som den oberoende variabeln och x
som funktionen, menar han:

Mikael: Har Lisa ratt eller fel?

John: Lisa ser x som funktionen och y som den oberoende variabeln i

x=y-—3.

Mikael: Vilken dr oberoende variabel f6r Gustav?

John: Enligt Gustav sa dr det X som ir oberoende variabel.
Mikael: Vilken 4r beroende variabel f6r Gustav?

John: Skulle vara y 1 sa fall. Da blir beroende variabel samma som funktion,
tror jag. Jag vet inte.

John inf6r begreppet oberoende variabel 1 vart resonemang om Gustavs och Li-
sas dialog. Han visar dock en viss osikerhet om y i formeln y = x + 3 kan
vara en variabel och samtidigt beteckna en funktion.

En aspekt av lirares KCS om funktionsbegreppet, som Nyikahadzoyi
(2015) lyfter fram, ar att ha kunskap om elevers svarigheter med att Gversitta
mellan olika representationer av en funktion. John visar KCS om funktionsbe-
greppet ndr han berittar att hans elever behovde mycket tid f6r att Gva pa hur
man 6versitter mellan den algebraiska representationen av en linjir funktion
och den grafiska, i samband med hans undervisning om linjira funktioner i
arskurs 9:

Det tog nagra veckor for eleverna i arskurs 9 att forsta kopplingen mellan
det algebraiska uttrycket y = kx + m och grafen.

I samband med en diskussion om svarigheter med att uppfatta Benjamins
styckvis definierade funktion 1 uppgift 2 i enkiten som en funktion siger John
att:

Om Benjamins bild av funktioner endast bestar av rita linjens funktion sa ir
detta [Benjamins styckvis definierade funktion| inte en funktion eftersom
det ar ett hopp 1 grafen.

Hair forutsitter John att Benjamin kan 6versitta mellan den algebraiska repre-
sentationen av den styckvis definierade funktionen och den grafiska. Man kan
tolka Johns uttalande, om Benjamins bild av funktioner, i termer av Tall och
Vinners (1981) ramverk som att han férmodar att det finns elever i arskurs 9
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som kan ha begrinsade begreppsbilder av begreppet funktion som enbart be-

star av linjara funktioner.

Patricks kunskap om begreppen variabel och funktion

Patrick framhaller att lirare har mojlighet att anvinda tva olika beteckningar
tor en linjir funktion. Han resonerar om fordelar och nackdelar med att be-
teckna en linjir funktion med ekvationen y = kx + m i stillet for att skriva
f(x) =kx+m:

Liraren bor skriva y = f(x) = x + 3 dir f ir en funktion for att tydliggora
for eleverna. Man hojer abstraktionsnivin om man skriver f (x) eftersom
elever kan ha svarigheter med parenteser i samband med algebraiska ut-
tryck. Da kan man férenkla beteckningarna genom att skriva funktionen
utan parenteser: Yy = x + 3.

Nyikahadzoyi (2015) framhaller att en aspekt av lirares KCS om funktionsbe-
greppet ar att forutse kognitiva hinder som elever kan mota nir de ska tolka
symboler som ir relaterade till funktioner. Patrick visar KCS om funktionsbe-
greppet ndr han framhiller att elever kan ha svirigheter med att tolka symbo-
len f(x).

Patrick visar KCS om funktionsbegreppet nir han foreslar tva kognitiva
hinder som Benjamin kan mota nir han forsoker tolka den algebraiska repre-
sentationen av den styckvis definierade funktionen 1 uppgift 2 i enkiten:

Det ar tva algebraiska uttryck for olika delar av definitionsmingden. Benja-
min kan tro att det dr ett omskrivet linjart ekvationssystem med tva ekvat-
ioner och tva obekanta.

Patrick visar KCS om funktionsbegreppet nar han férutsiger tre kognitiva
hinder som Faiza kan méta nir hon ska tolka diagrammet 1 uppgift 6 i enka-

ten:

Faiza kanske inte vet att en funktion kan beskrivas pa detta sitt eftersom
det dr en ny representationsform for henne. Det kan ocksa vara si att Faiza
inte kinner till att en funktion har en definitionsmingd och en virdemangd.
Faiza skulle dessutom kunna siga att det inte ar en funktion eftersom tva
olika X ger samma y.

Patrick visar SCK om funktionsbegreppet nar han viljer att anvanda den gra-
tiska representationen for en funktion i samband med att han foreslir en 6v-
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ningsuppgift med syfte att undersdka elevers kunskaper om begreppet funkt-
ion. Han argumenterar, med hjilp av Ference Martons (2014) variationsteori'”,
for att elever maste fa erfara minst en kurva som inte ar graf till en funktion

for att kunna forsta vad en funktion ar:

Mikael: Hur skulle du underséka dina elevers forstaelse for begreppet funkt-
ion?

Patrick: Jag skulle ge dem fem grafer, en rit linje, en horisontell rit linje, en
parabel, en styckvis definierad diskontinuerlig funktion samt nagot som inte
ar en funktion. Elevernas uppgift dr att avgora vilka grafer som represente-

rar funktioner.

Mikael: Vilka grafer kommer att méta mest svarigheter?

Patrick: Den rita linjen bor inte mota nagot problem f6r den ar bekant for
eleverna. Den horisontella linjen bor vara litt, men det beror pa i vilken
ordning jag sitter graferna. Enligt Martons variationsteori maste man se en
annan farg an gront for att forsta vad gront dr; darfér maste man se nagot
som inte dr en funktion for att forsta vad en funktion ar.

Svens kunskap om begreppen variabel och funktion

Sven visar SCK om begreppet funktion, nir han framhaller att lirare ofta re-
presenterat en linjir funktion med ekvationen y = kx + m.

Mikael: Har Gustav ritt eller fel nir han sdger att y ar funktionen?

Sven: Vi skriver linjara funktioner sa hir i skolan. Gustav har fel med att y
ar funktionen. Hela ekvationen maste vara med 1 funktionen. En funktion
ar ndgot mer 4n bara en variabel y.

En aspekt av lirares KCS, som Nyikahadzoyi (2015) lyfter fram, dr att fOrutse
kognitiva hinder f6r elevers lirande. Sven visar KCS om funktionsbegreppet
nir han framhaller att det 4r mindre vanligt att elever anvinder definitionen av
begreppet funktion nir de ska avgéra om en given kurva representerar en
funktion:

Grafen 1 uppgift 4 ir en sammanhingande kurva. Daniel tycker att den ser
ut som en vanlig funktion sd han behéver inte fundera pa funktionsbegrep-
pet. Daniel kan ha anvint definitionen av funktion, men det ar mindre van-
ligt att elever anvinder definitionen.

10 Brobyggarna har i lirarutbildningen ldst Marton, F. (2014). Necessary conditions of learning.
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Sven visar SCK om funktionsbegreppet nir han foreslar att man kan repre-
sentera funktioner med “funktionsmaskiner”, nir han foreslar en 6vning for
arskurs 9 dir elevernas uppgift ar att gissa den “hemliga” funktionens regel.
Han ger ndgra exempel pa ”funktionsmaskiner” med polynomuttryck och
dven en konstant funktionsmaskin, som oavsett vad man ger som indata ger

vardet 4 som utdata.
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Diskussion och slutsatser

Detta kapitel inleds med en metoddiskussion. Efter detta sammanfattas och
diskuteras mina viktigaste resultat. Diskussionen fors i relation till de ramverk
som anvinds i studierna. Dessutom sammanfattas de viktigaste slutsatserna.
Kapitlet avslutas med en diskussion om konsekvenser f6r undervisning om
funktions- och variabelbegreppen i grund- och gymnasieskola.

Metoddiskussion

Min erfarenhet av enkiten fran min forsta delstudie, dir informanternas upp-
gift var att bemdita elevers felaktiga pastienden om begreppen funktion och va-
riabel, dr att jag fick svar som huvudsakligen visar informanternas speczalized
content knowledge, men inte deras knowledge of content and students om dessa be-
grepp. Darfor diskuterade jag med mina handledare hur vi skulle utforma en-
kiten fOr min andra delstudie sa att jag dven skulle fa svar som visar informan-
ternas knowledge of content and students. Vi kom fram till att subtila skillnader 1
formuleringen av enkitfrigorna i min andra delstudie skulle kunna avgéra om
jag far svar som visar respondenternas specialized content fnowledge eller deras
knowledge of content and students. Dirfér formulerade jag enkatfragor som har
potential att visa informanternas kunskap om elevers svarigheter med begrep-
pen funktion och variabel, exempelvis genom att fraiga om hur en elev kan ha
resonerat nir hon missuppfattar funktionsbegreppet. Om jag diremot hade
uppmanat informanterna att bemota elevers felaktiga pastienden om funktions-
begreppet skulle jag troligen huvudsakligen fatt svar som visar deras specialized
content knowledge.

Jag spelade in alla intervjuer med brobyggarna med en diktafon. Jag tror
inte att den hade nagon storre inverkan pa deras resonemang eftersom de ver-
kade vara avspinda. Emellertid kan fem informanters begreppsbilder av
funktionsbegreppet i den andra delstudien till viss del ha blivit paverkade av
mig under intervjuerna i den forsta delstudien, eftersom jag da intervjuade
dem om konstanta och styckvis definierade funktioner. Denna eventuella pa-
verkan, som giller Dan, John, Patrick, Sven och Tom, dr dock begrinsad till
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de tva forsta uppgifterna i enkiten i den andra delstudien, som handlar om
elevers svirigheter med konstanta respektive styckvis definierade funktioner.

Resultatdiskussion

I detta avsnitt besvaras och diskuteras forskningsfrigorna om vilka begrepps-
bilder lirarstudenterna visar om begreppen funktion och variabel respektive
vilken SCK och KCS som lirarstudenterna visar om dessa begrepp.

Personliga definitioner av begreppet funktion

En individ utvecklar en personlig definition av ett begrepp som kan skilja sig
fran den formella definitionen som accepteras av den matematiska gemen-
skapen (Tall & Vinner, 1981). Jag tolkar den personliga definitionen som att
den utg6r en del av individens begreppsbild.

Vinner och Dreyfus (1989) och Viirman m fl (2010) uppmanade studenter
att ange sina definitioner av begreppet funktion i en enkit. I min forsta delstu-
die bad jag istillet mina informanter att forklara begreppen funktion och vari-
abel for fiktiva gymnasieelever i en enkit. Min avsikt med detta var att fram-
mana delar av deras begreppsbilder. Aven om det i enkiten inte efterfrigades
att informanterna skulle ange sina personliga definitioner av begreppen funkt-
ion och variabel sa tolkar jag deras svar som att de visar delar av sina person-
liga definitioner av begreppen.

Foljande kategorier av lirarstudenternas forklaring av begreppet funktion
identifierades i min f6rsta delstudie: Uttryck, Beroende av en variabel, Regel, Relat-
1on, Metaforen maskin och Samband mellan variabler. Min kategorisering av infor-
manternas forklaringar av begreppet funktion skall inte uppfattas som en hie-
rarki eftersom en forklaring dr mer eller mindre lamplig f6r olika elever och i
olika sammanhang. Man kan frga sig varfor flera brobyggare anger en definit-
ion av begreppet funktion, nir de ombeds att forklara begreppet for en elev.
En anledning kan vara att de har genomgitt omfattande dmnesstudier i mate-
matik, men de har inte gatt en lirarutbildning; de besvarade enkiten pa sin
forsta dag pa Brobyggaren.

Det ir troligt att nagra av de informanter som anvinder metaforen ’ma-
skin” har list nagon av de lirobocker som illustrerar sina framstéllningar av
begreppet funktion med bilder av ’funktionsmaskiner”, till exempel Adams
(1995) eller Persson och Béiers (2010). Dessa studenter uttrycker en operat-
ionell uppfattning av begreppet funktion, i Sfards (1991) mening, men detta
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ska inte tolkas som att studenterna endast har en operationell uppfattning av
begreppet; de kan dessutom ha en strukturell uppfattning, men viljer att for-
klara begreppet som en process.

Informanterna i de tva kategorierna Beroende av en variabel och Samband mel-
lan variabler ger forklaringar som brister i precision. Deras forklaringar hjalper
troligen inte elever att utveckla sina begreppsbilder av begreppet funktion. Ef-
tersom deras forklaringar inte beaktar villkoret om entydigt funktionsvirde sa
kan det fa konsekvenser f6r elevernas begreppsbilder av begreppet funktion,
som till exempel kan komma att innefatta en cirkel. Tall och Vinner (1981)
framhaller att individers personliga definitioner kan komma 1 konflikt med den
formella definitionen av ett begrepp och hindra dem fran att utveckla sina be-
greppsbilder. Det dr anmirkningsvart att fyra av fem studenter, som ldser det
sista aret pa det langa damnesldrarprogrammet, ger saidana ofullstindiga férkla-
ringar av begreppet funktion.

Nistan alla lirarstudenter i Hanssons (20006) studier uppfattar en funktion
som en formel, ett algebraiskt uttryck eller en ekvation, medan ingen respon-
dent i min forsta delstudie forklarar begreppet funktion som en formel eller en
ckvation och endast en respondent anvinder termen uttryck. Jag noterar att
Viirman m fl. (2010) sammanfor en regel och en formel 1 en och samma kate-
gori. Min tolkning av de begreppen ar att de innefattar olika klasser av funkt-
ioner; begreppet regel, men inte formel, innefattar styckvis definierade funkt-
ioner.

En av mina respondenter, som kategoriserats i min kategori Relation, anger
en forklaring av begreppet funktion som liknar Bourbakis definition fran éar
1939, men ingen av mina respondenter anger Bourbakis méingdteoretiska defi-
nition av begreppet funktion, fran ar 1954, som en mingd av ordnade par.
Vinner och Dreyfus (1989) kallar uttrycket ”en variabel beror av en annan va-
riabel” £6r en beroenderelation. Det motsvarar min kategori Beroende av en vari-
abel, inte min kategori Relation. Nagra studenter 1 Vinner och Dreyfus (1989)
respektive 1 Viirmans m fl. (2010) studier identifierar begreppet funktion med
den grafiska representationen. Man kan notera att ingen av mina respondenter
1 min forsta delstudie forklarar begreppet funktion med att det dr en graf.
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Begreppet variabel

Nistan alla de intervjuade brobyggarna i delstudie A férklarar begreppet varia-
bel som en storhet som kan variera. Nagra av dem framhaller att x 1 ekvat-
ionen x + 3 = 5 inte bor kallas variabel eftersom den inte kan variera; de for-
ordar istillet att X bér benimnas obekant. Aven Kilhamn (2014) anser att li-
rare behover hilla isdr den varierande aspekten av begreppet variabel och vari-
abel som ett fixt och obekant tal i en ekvation. Detta 4dr ocksa 1 linje med Usi-
skins (1988) beskrivning av olika anvindningar av begreppet variabel.

Nistan alla de intervjuade brobyggarna i delstudie A tolkar ordet ’variabel”
som oberoende variabel i samband med formeln y = X + 3; de menar att om
x dr variabeln sa betecknar y funktionen, y kan da inte samtidigt vara en vari-
abel. Endast en brobyggare visar begreppsparet beroende och oberoende va-
riabel i sin begreppsbild av begreppet funktion.

Ball (2008) menar att KCS innefattar kunskaper om elevers uppfattningar
och missuppfattningar av ett visst matematiskt innehall. Nastan alla respon-
denterna i man andra delstudie foreslar att Gustav (1 uppgift 7 1 enkiten) end-
ast betraktar den obervende variabeln som variabel, medan nagra respondenter
foreslar att Lisa dven betraktar den bervende variabeln som variabel. Dessa re-
spondenter visar KCS om begreppet variabel eftersom de visar kunskap om
elevers uppfattningar om begreppet. En brobyggare visar KCS nir han fram-
héller att Gustav och Lisa inte dr Overens om definitionen av begreppet variabel.

Vissa lirobocker for gymnasieskolan definierar begreppet variabel som en
bokstav som kan anta olika virden (Alfredsson m fl, 2011a; Szabo, 2011). Ett
mojligt problem med denna definition ar att endast 16sningar till ekvationer
som har tva eller flera olika 16sningar faller under begreppet variabel.

Potentiella konfliktfaktorer

Flera empiriska studier antyder att vissa studenter inte accepterar konstanta
funktioner; studenterna kan uttrycka att det maste finnas minst en oberoende
variabel 1 den algebraiska representationen av en funktion. Dessa studier visar
ocksd att vissa studenter inte accepterar styckvis definierade funktioner; dessa
studenter kan resonera att en funktion maste definieras med ez formel som
giller pa hela definitionsmangden. Studierna visar dessutom att vissa studenter
antar att cirkelns ekvation representerar en funktion, trots att en sidan ’funkt-
ion” inte uppfyller villkoret om ett entydigt funktionsvirde (exempelvis Tall
och Bakar, 1992; Viirman m fl, 2010; Vinner och Dreyfus, 1989).
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I kontrast till ovan nimnda empiriska studier uppvisar alla intervjuade bro-
byggare 1 min forsta delstudie konstanta funktioner och styckvis definierade
funktioner, savil kontinuerliga som diskontinuerliga, i sina begreppsbilder av
begreppet funktion; speciellt innefattas definitionsmiangd och malmingd f6r
en funktion. Deras begreppsbilder forefaller, med tvd undantag, innehalla fa
potentiella konfliktfaktorer. Tva av de intervjuade brobyggarna uppvisar emel-
lertid potentiella konfliktfaktorer om begreppet kontinuitet i sina begreppsbil-
der av begreppet funktion. Tall och Vinner (1981) framhaller att sidana kon-
fliktfaktorer kan komma i motsittning med den formella definitionen av be-
greppet och hindra lirandet av den matematiska teorin.

Representationer

Det framkommer tva olika forslag pa hur Ahmad (1 uppgift 1 1 enkiten i min
andra delstudie) kan ha resonerat om ekvationen y = 4. Nistan alla respon-
denterna foreslar att Ahmad saknar en oberoende variabel 1 ekvationen och
darfor drar han slutsatsen att det inte ar en funktion. Nagra av dessa respon-
denter foreslar dessutom att Ahmad tolkar ekvationen som en 6ppen utsaga.
Dessa respondenter visar KCS om begreppet funktion, eftersom de visar kun-
skap om elevers svirigheter med att tolka ekvationen y = 4 som en konstant
funktion. Eftersom definitionsmingden inte ar preciserad i den forsta uppgif-
ten i enkiten sa dr det underforstatt att den dr storsta mojliga delmingd av de
reella talen, dér ekvationen y = 4 kan definiera en funktion, nimligen de re-
ella talen.

Nyikahadzoyi (2015) framhdller att matematiklarare bor ha kunskap om de
svarigheter som elever kan mota nir de anvander olika representationer av en
funktion. Nagra respondenter foreslar att Benjamin (i uppgift 2 i enkiten i
min andra delstudie) kan ha svarigheter med att tolka den algebraiska repre-
sentationen av den styckvis definierade funktionen i uppgift 2. Ungefir hilften
av respondenterna antar att Benjamins begreppsbild av begreppet funktion
enbart bestir av kontinuerliga funktioner, men de tar for givet att han kan
tolka den algebraiska representationen. Det senare dr emellertid ett orimligt
antagande ty om Benjamin kan tolka den algebraiska representationen sa har
han troligen studerat styckvis definierade funktioner tidigare; da bér han ocksa
ha diskontinuerliga funktioner i sin begreppsbild. Det dr anmarkningsvirt att
bara fyra respondenter resonerar om att elever kan ha svarigheter med att
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tolka den algebraiska representationen av den styckvis definierade funktionen 1
enkiten.

Mitt syfte med uppgift 6 i enkiten 1 min andra delstudie dr att underséka
om respondenterna kinner till elevers svarigheter i samband med att pildia-
gram anvinds fOr att representera funktioner. Jag har ritat diagrammet utan
pilar, eftersom jag vill 6ppna f6r maojligheten att ldsa det fran hoger till vins-
ter, vilket ocksa nagra respondenter foreslar att elever kan géra. En aspekt av
KCS om funktionsbegreppet, som Nyikahadzoyi (2015) betonar, dr kunskap
om de svarigheter som elever kan méta nir de anvinder vissa representationer
av en funktion. Alla mina respondenter féreslar att Faiza kan ha svarigheter
med att tolka diagrammet i uppgift 6 i enkiten; de anger nagra svarigheter, till
exempel hur punkterna, ovalerna och strecken ska tolkas.

Nigra respondenter framhaller att elever kan foresla att diagrammet 1 upp-
gift 6 1 enkiten inte representerar en funktion eftersom den inte ar injektiv.
Respondenterna associerar troligen pildiagram med forklaringar av begreppet
injektivitet; algebraiska representationer av funktioner frammanar troligen inte
begreppet injektivitet pa samma sitt som pildiagram gor. Fragan dr om nagon
lirarstudent skulle foresld att en elev skulle f6ra motsvarande resonemang om
funktionen f(x) = x2,x € R. Dirfor dr det troligen representationen i sig
som dr svirigheten med ett pildiagram, snarare dn att funktionen inte ar injek-

tiv.

Entydighet

Alla de intervjuade brobyggarna 1 min forsta delstudie beaktar att ett funkt-
ionsvirde ska vara entydigt bestimt nir de bemoter Bertils pastiende om cir-
kelns ekvation: ”x2 + Y% = 9 ren funktion eftersom 'y beror av x.” (uppgift 2 i
enkiten). De svarar att Bertil har fel eftersom ekvationen har tva olika 16s-
ningar for vissa virden pa X.

Nistan alla respondenter féreslar att Emilia i uppgift 5 i enkéten i min
andra delstudie antar att varje kurva ar graf till en funktion; darfor dr den S-
formade kurvan det ocksd. En respondent foreslar att Emilia kan ha missupp-
fattat definitionen av begreppet funktion genom att hon antar att det till ett
visst virde for den oberoende variabeln kan motsvara flera virden for den be-
roende variabeln. I bada dessa fall 4r Emilia troligen inte bekant med vertikal-
linje-testet, det vill sdga att man ritar en vertikal linje i koordinatsystemet och
underséker om den skir grafen i en och endast en punkt. Nagra respondenter
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toreslar att Emilia kan ha uppfattat kurvan som att x ar en funktion av y, vil-
ket skulle innebdra att hon har besvarat uppgiften korrekt.

Jag anvinder en liknande S-formad kurva i min magisterstudie, dir jag un-
ders6ker gymnasieelevers begreppsbilder av funktionsbegreppet; ungefir half-
ten av informanterna uppvisade missuppfattningen att den S-formade kurvan
representerar en funktion (Borke, 2014). Ungefir tva tredjedelar av studen-
terna i Tall och Bakars (1992) studie uppvisar missuppfattningen att en cirkel
representerar en funktion. De respondenter som féreslar att Emilia antar att
varje kurva ar graf till en funktion ger forslag som ir 1 linje med Borkes (2014)
respektive Tall och Bakars (1992) resultat.

Prototypexempel

Drygt hilften av respondenterna foéreslar att Daniel 1 uppgift 4 i enkiten i min
andra delstudie resonerar att kurvan representerar en funktion eftersom den
ser ut som grafen till en typisk funktion. Nistan alla respondenter féreslar att
eleverna i uppgift 8 i enkiten endast kommer att rita en rit linje genom (eller
mellan) de tvd givna punkterna i koordinatsystemet. Att linjen dras genom de
tva punkterna kan uppfattas som att den ir obegrinsad at bada hallen, medan
att linjen dras mellan de tva punkterna kan uppfattas som att den dr begrinsad
at bada héllen (det vill siga en stricka). Respondenternas forslag innebar att
nir elever ser tva punkter 1 ett koordinatsystem sa frammanas bilden av en rit
linje f6r dessa elever.

Respondenternas forslag om hur Daniel respektive eleverna i uppgift 8 kan
resonera 6verensstimmer med Schwarz och Hershkowitz (1999) tes om att
elever anvinder vissa funktioner som prototypexempel for att avgéra om en
given kurva ér graf till en funktion, istallet for att konsultera definitionen av
begreppet funktion.

Slutsatser delstudie A

I detta avsnitt sammanfattas den forsta delstudiens viktigaste slutsatser om re-
spondenternas begreppsbilder av begreppen funktion och variabel. Foljande
kategorier av lirarstudenters forklaringar av begreppet funktion identifierades:
Uttryck, Beroende av en variabel, Regel, Relation, Metaforen maskin och Samband mel-

lan variabler.
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Nistan alla de intervjuade brobyggarna férklarar begreppet variabel med
att det dr en storhet som kan variera, eller nagot likvardigt. Nagra av dem fo1-
ordar att lirare bor kalla det eftersokta talet 1 en forstagradsekvation f6r obe-
kant” i stillet f6r att anvinda ordet ”variabel”. Nistan alla de intervjuade bro-
byggarna tolkar ordet ”variabel” som oberoende variabel.

De intervjuade brobyggarna visar begreppsbilder av begreppet funktion,
som innefattar konstanta funktioner, styckvis definierade funktioner samt att
ett funktionsvirde ska vara entydigt bestimt. Emellertid uppvisar tva av dem
potentiella konfliktfaktorer 1 sina begreppsbilder.

Slutsatser delstudie B

I detta avsnitt sammanfattas den andra delstudiens viktigaste slutsatser om re-
spondenternas knowledge of content and students om begreppen funktion och vari-
abel samt deras specialized content knowledge om dessa begrepp.

Knowledge of content and students

En brobyggare visar knowledge of content and students om begreppet variabel nir
han resonerar om att tvd elever inte dr Overens om definitionen av begreppet
variabel. Nagra brobyggare visar knowledge of content and students om begreppet
variabel nir de framhaller att vissa elever inte accepterar den beroende varia-
beln i samband med funktioner som varande en variabel.

Brobyggarna visar knowledge of content and students om funktionsbegreppet

nir de resonerar om att elever

e kan ha svarigheter med att tolka ekvationen y = 4 som den algebraiska
representationen av en konstant funktion, eftersom den saknar en obe-
roende variabel. Nistan alla respondenter resonerar si;

e kan tolka ekvationen y = 4 som en Oppen utsaga. Hilften av respon-
denterna resonerar si;

e kan ha svarigheter med att tolka den algebraiska representationen av en
styckvis definierad funktion, eller att de 6verhuvudtaget inte kidnner
igen den. Halften av respondenterna resonerar si;

e troligen anvinder sina begreppsbilder av begreppet funktion 1 stallet f6r
definitionen av begreppet for att avgora om en given kurva represente-

rar en funktion. Nistan alla respondenter resonerar si;
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e kan ha svarigheter med pildiagram, med respektive utan pilar, antingen
genom att de gor en felaktig tolkning av diagrammet eller att de over-
huvudtaget inte kan tolka det. Nistan alla respondenter resonerar si;

e kan missuppfatta funktionsbegreppet genom att anta att en funktion
maste vara kontinuerlig eller injektiv. Nagra respondenter resonerar om
sadana missuppfattningar;

e har begreppsbilder av begreppet funktion som kan vara paverkade av
den tid som ldggs pa att studera linjira funktioner i skolan. Nastan alla
respondenter resonerar sa.

Enskilda brobygeare visar knowledge of content and students om funktionsbegrep-
pet, till exempel nir de resonerar om att elever

e behover mycket tid fOr att Ova pa att Oversitta mellan den algebraiska
representationen av en linjir funktion och den grafiska;

® kan mota svirigheter nir de ska tolka symbolen f(x).

Specialized content knowledge

Nigra brobyggare visar specialized content knowledge om funktionsbegreppet nir
de viljer limpliga representationer for funktioner for specifika syften.

En brobygeare visar specialized content knowledge om begreppet variabel nir
han foreslar att lirare bor halla isdr tva aspekter av begreppet, 4 ena sidan den
varierande aspekten i samband med funktioner och 4 andra sidan variabel i be-
tydelsen ett konstant och obekant tal i samband med ekvationer, som har en
entydig 16sning.

Konsekvenser f6r undervisning om funktions-
och variabelbegreppen

Jag vill framhdlla att matematiklarare i sin undervisning om funktioner i
grundskolan inte uteslutande bor ge linjara funktioner som exempel pa funkt-
ioner; de bor ocksd ge exempel pa icke-linjira funktioner. Detta f6r att und-
vika att elevernas begreppsbilder av begreppet funktion kommer att domine-
ras av linjara funktioner, vilket Schwarz och Hershkowitz (1999) beskriver
som att elever anvinder linjara funktioner som prototypexempel. Dessutom
anser jag att larare aven bor ge minst ett exempel pa en relation som inte édr en
tunktion, till exempel en cirkel, och dirmed synliggora kravet pa entydigt
tunktionsvarde i1 definitionen av begreppet funktion.
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Karlsson och Kilborn (2014, s. 70) definierar, i en lirobok om matematik-
didaktik for lirare, en funktion som en mingd av ordnade par dir det inte
finns tva olika par med samma forstakomponent. De skriver om begreppet
variabel att:

Man kallar elementen i Dy, alltsa x-virdena, f6r oberoende variabler och ele-
menten i Vg, alltsd y-virdena for beroende variabler (Karlsson och Kilborn,
2014, s. 70).

I en figur (figur 4.1.1, s. 69) representeras en funktion, dir definitionsmangden
innehiéller fem element och virdemingden fyra element, med ett pildiagram.
Min tolkning av dessa definitioner blir att denna funktion har fem oberoende
variabler och fyra beroende variabler, vilket troligen inte dr vad fOrfattarna
menade nir de formulerade definitionerna. Jag vill framhalla att det édr viktigt
att laroboksforfattare formulerar korrekta definitioner av begreppen. Matema-
tikldrare 1 grundskolan kan anvinda exempel som synligg6r bade den bero-
ende och den oberoende variabeln, exempelvis sa som en av ldrarna 1 Kil-
hamns (2014) studie gor nir hon anvinder formler for att uttrycka samband
mellan tva personers alder.

Jag menar att matematiklarare 1 gymnasieskolan bor betona att definitions-
och malmingd ar delar av en funktion, till exempel sa som en av mina infor-
manter gor nir han forklarar begreppet funktion som “en regel som till varje
element i A ordnar ett element i B. A dr definitionsmingd och B malmangd.”
Att ldraren 1 sin undervisning talar om “ett element i funktionens definitions-
mangd”, hellre dn att ’stoppa in ett tal i stillet for X i en formel, skulle kunna
skapa forutsittningar for elever att utveckla en strukturell uppfattning av be-
greppet funktion. Ett problem med detta dr att begreppet element inte finns
med i imnesplanen for gymnasiets obligatoriska matematikkurser.!! Man bor
anvanda matematisk formalism med viss forsiktighet i skolans matematik-
undervisning. I samband med den ’nya matematiken” anvindes Bourbakis
mingdteoretiska definition av begreppet funktion, fran ar 1954, som en
mingd av ordnade par. Det finns beldgg fOr att denna statiska definition inte
stoder elevers forstaelse av funktionsbegreppet (Hansson, 20006; Tall, 1992).
Enligt Sfard (1991) kan elever troligen inte utveckla en strukturell uppfattning
av begreppet funktion innan de har natt en operationell uppfattning, darfér
bor undervisningen utgé fran en mer operationell definition d4n Bourbakis de-

finition, som en mingd av ordnade par.

11 Begreppet element ingir dock i kursen matematik 5 som ér valbar pa Naturvetenskapsprogrammet.
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Jag vill framhalla att matematiklarare bér kunna vaxla mellan en operation-
ell och strukturell uppfattning av ett begrepp. De beh6ver denna férmaga f6r
att kunna anpassa sin undervisning till olika elevgrupper och for att utmana
elever att utveckla en strukturell uppfattning av begreppet. Tva av mina re-
spondenter visar att de kan vixla mellan en operationell och strukturell upp-
fattning av funktionsbegreppet genom att 1 enkiten i delstudie A ange en op-
erationell metafor ("maskin”) och en strukturell definition (“regel”).

Nyikahadzoyi (2015) anger nagra exempel pa lirares SCK om begreppet
tunktion, till exempel formaga att kunna vilja olika representationer av en funkt-
ion for specifika syften. Jag saknar dock, bland Nyikahadzoyis exempel, att en
lirare visar SCK nar hon valjer lampliga beteckningar £6r en funktion, exempel-
vis f(x) = C, x € R istillet for y = C, for att representera en konstant
funktion. Nagra empiriska studier visar att elever (och studenter) uppvisar sva-
righeter med att acceptera den algebraiska representationen av en konstant
funktion som varande en funktion; de kan sakna en oberoende variabel i for-
meln. Jag vill framhalla att en ldrarens val av representation f6r den konstanta
funktionen kan vara avgorande for att liraren ska kunna uppticka elevernas
missuppfattning. Anta att lararen skulle ha representerat den konstanta funkt-
ionen med en graf i stillet f6r med en ekvation. Da skulle elevernas missupp-
fattning troligen inte upptickts eftersom de da kunde ha anvint vertikallinje-
testet och dragit en vertikal linje 1 koordinatsystemet och konstaterat att den
skir grafen i precis en punkt och dirmed dra slutsatsen att det dr en funktion.
Om elevernas lirare hade anvant bade den algebraiska och grafiska represen-
tationen av den konstanta funktionen sa skulle missuppfattningen troligen inte
uppstatt.

En av lirarna 1 Hatisarus och Erbas (2015) studie framhaller att ett pildia-
gram ir en anvandbar representation for att visa elever att en given relation ar
en funktion. Jag vill framhalla att ett pildiagram (med pilar) dr en anvindbar
representation dels for att forklara entydighetskravet 1 definitionen av begrep-
pet funktion, dels fOr att visualisera de egenskaper som vissa funktioner har,
till exempel injektivitet. Dock maste lirare ha kunskap om att elever kan ha
svarigheter med att tolka pildiagram.

Nyikahadzoyi (2015) menar att lirare visar en aspekt av SCK om funkt-
ionsbegreppet om de har férmégan att valja limplig representation foér en
funktion for ett specifikt syfte. Jag haller med om att denna f6rmaga dr viktig;
om jag skulle forklara begreppet kontinuitet med hjalp av tva styckvis definie-
rade funktioner, en som ir kontinuerlig och en som ir diskontinuerlig, si
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skulle jag foredra den grafiska representationen framfér den algebraiska. Dock
maste ldrare vara medvetna om att férklaringar av begreppet kontinuitet med
hjalp av den grafiska representationen kan leda fel, vilket ér fallet med Szabo
m fl (2012). Liroboksforfattarnas definition av att en funktion ér kontinuerlig
ar att

man kan rita hela funktionens graf utan att lyfta pennan (Szabo m fl, 2012,
s. 33).

Forfattarna drar den generella slutsatsen att i regel ar rationella funktioner dis-
kontinuerliga f6r ndgot x, vilket ar en felaktig slutsats i relation till gingse defi-
nition av begreppet. Hur ska en lirare, som anvinder denna lirobok, forklara
begreppet for sina elever? Ska hon siga att den definition som formuleras i
liroboken ir ofullstindig? Ar hon ens medveten om att definitionen ér ofull-
standig?

Aven Persson och Béiers (2010, s. 149) formulerar en ofullstindig definit-
ion av begreppet kontinuitet; de beaktar inte fallet med en funktion, vars graf
har ett hil i en punkt a som tillh6r definitionsmingden, och dir f(a) inte dr
lika med grinsvardet da x gir mot a.

Karlsson och Kilborn (2014) skriver om begreppet kontinuitet att

funktioner kan vara diskontinuerliga, dar det till exempel saknas ett y-virde
for ett visst x-virde. Sddana punkter beskrivs med en ring i grafen (Karlsson
och Kilborn, 2014, s. 71).

Detta fall illustreras i en figur (figur 4.1.2, s. 71) med en rit linje med en ofylld
ring inritad i ett koordinatsystem. Hur ska ldsaren tolka detta? Om x tillhor
den linjdra funktionens definitionsmingd sa ar det 6verhuvudtaget inte en
tunktion. Om X inte tillh6r definitionsmingden sa dr funktionen kontinuerlig,
eftersom den ar kontinuerlig i varje punkt i sin definitionsmangd.

Jag bekymrar mig for vilka konsekvenser dessa ofullstindiga definitioner
av begreppet kontinuitet kan fa for lirares undervisning och elevers lirande.
Man kan fraga sig om det finns ett samband mellan hur begreppet kontinuitet
framstills 1 dessa larobocker och att ndgra av mina informanter visar potenti-
ella konfliktfaktorer om begreppet kontinuitet i sina begreppsbilder av begrep-
pet funktion.
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Bilaga 1 Enkit delstudie A

Matematikenkit
Hej! Jag heter Mikael Borke och dr doktorand 1 matematik med inriktning mot
utbildningsvetenskap. Jag arbetar pa Institutionen f6r Matematiska veten-
skaper vid Goteborgs universitet. Jag arbetar med ett forskningsprojekt som
ar kopplat till Brobyggaren, som handlar om begreppsbildning inom matema-
tik. Jag hoppas att du vill medverka i min forskningsstudie genom att besvara
fragorna i denna enkit. Du kan na mig pa féljande e-postadress
mborke@chalmers.se
Hur manga hogskolepoing (hp) i matematik har du?
Vilken ér din hégsta hogskoleexamen?
Har du undervisat i matematik? Om ja, pa vilken niva och hur manga termi-
ner?
Blir du behorig i matematik? Om ja, blir du behérig f6r grundskola eller gym-
nasieskola?

Far jag kontakta dig for en uppfoljande intervju? Svar: Ja! Nej!
Ditt namn: ........cceviiinnnn. Din e-post: coevviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiie

Antag att du arbetar som larare och undervisar i matematik pa gymnasiets Na-
turvetenskapsprogram. Klassen har tidigare arbetat med funktioner i kursen
Matematik 1C. Nu undervisar du pa kursen Matematik 3C diar man bland an-
nat studerar begreppet kontinuerlig funktion. Hur skulle du som lirare bemota
dina fiktiva elevers pastienden nedan? Beskriv sa tydligt du kan. Anvind inga
hjalpmedel!
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Anna: ’y = 4 ir inte en funktion eftersom y inte beror av x.”

Bertil: ”x2 + y2 = 9 ir en funktion eftersom v beror av x.”
y
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x, omx<0
x+3,omx>0
fen inte 4r sammanhingande.”

Cilla: ’y = {

ar inte en kontinuerlig funktion eftersom gra-

David: ” y = = ar inte en kontinuerlio funktion eftersom eorafen inte ar sam-
x g g

manhingande.”

Forklara for dina fiktiva gymnasieelever vad en variabel respektive en funktion
ar.
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Bilaga 2 Enkat delstudie B

Hej!

Jag heter Mikael Borke och ir doktorand 1 matematik med inriktning mot ut-
bildningsvetenskap och arbetar med ett forskningsprojekt som handlar om
undervisning och lirande i matematik. Jag hoppas att du vill medverka i min
forskningsstudie genom att besvara den hir enkiten och delta 1 en uppfol-
jande intervju. Jag ir intresserad av hur du tror att elever kan ha resonerat for
att komma fram till ett visst svar. Ge girna flera tinkbara forklaringar till var-
tor eleverna resonerar som de gor. Om inte nagot annat anges i uppgifterna
nedan sd kan du anta att personerna ar gymnasieelever. Anvind cirka 30 mi-
nuter for att besvara enkiten. Anviand inga hjilpmedel!

Du kan na mig pa f6ljande e-postadress: mborke@chalmers.se

Namn: E-post:

1. Péen fraga frén ldraren, huruvida y = 4 &r en funktion, svarar Ahmad nej. Hur

kan Ahmad ha resonerat? Ge girna flera tankbara forklaringar!

x—3,omx<0
x+3,omx>0
Benjamin nej. Hur kan Benjamin ha resonerat?

2. Péen fraga fran ldraren, huruvida y = { ar en funktion, svarar
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3. Cindy ska pa ldrarens uppmaning ange antalet nollstéllen till funktionen nedan.

Cindy svarar att det finns ett nollstille, nimligen 3. Hur kan Cindy ha resonerat?

4. P& en fraga fran lararen, huruvida nedanstiende graf representerar en funktion,

svarar Daniel ja. Hur kan Daniel ha resonerat?
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5. Péaen fraga fran lararen, huruvida nedanstdende graf representerar en funktion,

svarar Emilia ja. Hur kan Emilia ha resonerat?

<

—

6. Paen fraga fran lararen, huruvida nedanstdende diagram representerar en funkt-

ion, svarar Faiza nej. Hur kan hon ha resonerat?

A/
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7. Gustav och Lisa deltar i en lektion om funktioner. Féljande dialog utspelas mel-
lan de tva eleverna. Hur kan Gustav respektive Lisa ha resonerat?

Gustav: | formeln y = x + 3 finns endast en vari-
abel, namligen. y ar funktionen.

Lisa: Men ar inte y ocksa en variabel?
Gustav: Nej, y ar inte en variabel, y ar funktionen.

Lisa: Men y varierar ju...

8. Helena dr gymnasieldrare i matematik. Hon undervisar pa gymnasiets kurs Mate-
matiklc. Under en genomgang om funktioner fragar hon eleverna hur minga
funktionsgrafer man kan rita genom de tva givna punkterna i koordinatsystemet
nedan. Vilka mojliga fel kan du tidnka dig att eleverna gor? Varfor tror du att ele-

verna gor dessa fel?

Forberedelse infér den uppfoljande intervjun

Inf6r den uppféljande intervjun vill jag att du funderar 6ver foljande uppgift:
Anta att du vill undersoka dina elevers forstdelse av begreppet funktion. Hur
skulle du gora det? Beskriv nagon typ av fraga som du tycker dr anvindbar f6r
detta dndamal.
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Bilaga 3 Brobyggarnas enkatsvar

Tabell 1: Brobyggarnas svar pa enkatfragorna i delstudie B

1 2 3 4 5 6 7 |8
Bo B B B B A A A |A
Dan AB |B B B BC |BC |AB|AB
Eric AB |A A B A B - |AC
Fredrik |B B C |A |A B A |AC
John A B B AB |B B A |A
Patrick | A A C |AB |A |A B |A
Rickard | A B A |A |AB |A - |-
Sven AB |AB (A AB |A BC |[A |A
Tom A B C B A A AB | A
Viktor A AB |C A A A AB | AB
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