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Sammanfattning

Beroende pa hur tva punkter viljs pa kubens sidoytor kommer kortaste vigen mel-
lan dessa att passera olika sidor. Det visar sig att, genom att méta vinklarna mellan
punkterna via nagot av hornen som ligger pa den gemensamma kanten, kan vi avgora
vilka sidor kortaste vigen mellan dessa punkter passerar. Om bada dessa vinklar &r
mindre &n 135° sd kommer det alltid att vara ndrmare att ga raka vigen 6ver den ge-
mensamma kanten. Annars dr det nirmare att passera nagon tredje intilliggande sida.
Om punkterna ligger pa motstaende sidor kommer samma 135°- resultat att gilla.

Mest avldgsna punkt, givet en punkt som har avstand a och b fran nérmsta re-
spektive nist-narmsta kant, kommer att aterfinnas i koordinaterna (w,b) eller

3—2a
atb—ab—b? AT 20—2b%4a atb—ab—b? ;
(“5=4355 "+ b) beroende pa olikheten =7=0-t¢ < @i3=22-. Olikheten representerar

vilka punkter som kommer ge det kortaste avstandet till denna mest avligsna punkt. I
allminhet kommer det att finnas tre sadana vigar som é&r lika langa, men i nagra fall
finns det fler. Da P ligger pa nagon av kubens kanter kommer det att finnas fyra vigar
som ger ett lika langt avstand och om punkten ligger pa nagot hérn kommer det att
finnas sex végar. Det finns dven ett mycket intressant fall da det finns tva punkter som
ar mest avlagsna samma punkt P, detta intréffar da P ligger pa halva sidoldngden, men
ej i mitten.

Abstract

Depending on the choices of two point on the surface of the cube, the distance
between the two points is determined by the angle between the points and a common
corner. If the angel is less than 135° then the best way between them is the straight
path, otherwise its better to pass an adjacent side of the cube. This is also true if the
two points aren’t placed on adjacent sides.

The point on the cube which is the most distant to an arbitrary point P, also located
on the cube, is either (%, b) or (%, b) given that a and b are the distance
from P to its closest and second closest edge respectively. Which one of these coordinates
should be chosen is determined by the following inequality 2bgzb22a+a < ”+;:Zi;b2. The
inequality represents which ways that give the shortest distance to the most distant
point. In general there are only three of these paths that gives the shortest distance,
but in some cases there will be more. If the point P is placed on an edge, there will be
four paths to its most distant point, and if P is placed on a corner it will be as many as
six ways that gives the shortest path. The last case of interesting points will be if P is
placed on one of two middle lines parallel to the sides excluding their crosspoint. With
P located on these lines there are TWO most distant points, not just one.
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Forord

Forst och friamst vill vi tacka var handledare Peter for hans stora stéd och engagemang i vart
projekt.

Planeringen av arbetet gjordes tillsammans i gruppen, vi beslutade oss for uppléigg av
skrivandet och resultatinforskaffandet samt hur loggboken skulle skétas. Loggboken bestar av
ett dokument dér den enskilda individen dmsom har skrivit pa egen hand, 6msom skrivit om
hela gruppen. Vem och vilka inldggen handlar om framgar klart och tydligt pa rubrikerna.
Sofia har forsett gruppen med administrativa verktyg, organiserat planering och sett till att
vi foljer den ursprungliga planen samt att vart dokument &r enhetligt med alla krav och
mallar.

Metodiken for vart arbete har i stora delar bestatt i att tinka ut angreppssétt samt att, nir
ett sadant kommit upp, &ven angripit problemen utifran detta angrepsitt. De metoder vi forst
anvande oss av dr egenkonstruerade datorprogram, som senare 6vergick till mer matematiska
metoder. Modellering och programmering gjordes frimst med hjélp av verktyget Geogebra.
Dar forsokte vi se olika samband, satte hypotes, undersckte och férsokte bevisa dessa.

I gruppen har under arbetets gang ansvarsomraden fordelats och Lena har producerat
manga av de ovan ndmnda datorprogrammen som lett fram till resultaten. Lena och Sofia
star som huvudforfattare till beviset om mest avligsna punkt i det allménna fallet samt har
bidragit i allra hogsta grad till sektionen som handlar om cirkelskivor. Sofias stora uppgift i
arbetet har ocksa varit att skriva och formulera stora delar av texten samt att se till sa det
finns mycket beskrivande bilder tillgéngliga.

Anna och Jenny ar huvudforfattare till specialfallen till vilket Jenny varit initiativtagande
men de bada har lika stor delaktighet i produktionen av resultat. De har d&ven pabérjat ett
bevis i stil med specialfallen som dven skulle gélla i det allménna fallet. Detta bevis visade
sig vara overflodigt i slutdndan dven om det ligger mycket arbete bakom det. De har valt
metod, bidragit med idéer och skott berdkningarna som presenteras i specialfallen. P.g.a.
de manga och langa uttrycken i berdkningarna i det bortklippta avsnitt har det varit av
stor betydelse att vara tva personer som kontrollerar resultaten. Delar av resultaten har
analyserats av Anna och Jenny, bade tillsammans och var for sig, delar av resultaten har
analyserats tillsammans med Lena for jamforelse med det geometriska bevisen. Genom dessa
jamforelser har vardefulla diskussionsbidrag till de olika kapitlen utbyts mellan kapitlens
huvudforfattare, vilket lett till ytterligare slutsatser.

Anna och Jenny har jobbat fram 135°-resultatet i kapitlet ” Avstand mellan tva punkter”,
ett resultat som alla i gruppen har analyserat tillsammans. Lena har tagit fram en geometrisk
16sning som ett alternativt bevis.



1 Inledning

Detta arbete handlar om hur olika punkter pa ytan av en kub med sidan 1 férhaller sig
till varandra. Om vi godtyckligt viljer tva punkter pa ytan av kuben, hur hittar vi da
kortaste vigen mellan dem? Kommer vi att kunna finna flera vigar med samma liangd som
den kortaste? Hur ser det ut da vi stéller oss fragan -vilken punkt dr lingst bort givet en
godtycklig punkt pa kuben och vad hiander om vi later cirkelskivor vixa fran denna givna
punkt? Vilken form kommer den ytan som inte dr téickt av cirkelskivorna att anta och vad
betyder detta?

Det dr dessa fragor vi stéilldes infor i projektet och saledes dessa fragor vi besvarar. 1
huvuddel har arbetet gatt ut pa att resonera om och bevisa de olika satserna och formule-
ringarna som forekommer i rapporten. Definitioner och uttryck har &ven tagits fram.

2 Definitioner och fragestillning

Nér det talas om kuben avses kubens yta - randen av kuben. De beteckningar som anvénds
for kubens sidoytor (kallas kortare f6r sidor) dr Up, Down, North, South, West och East, se

figur
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Figur 2.1: Beskrivning av kubsidornas beteckning: Up, Down, North, South, West, East

For att kunna illustrera de kortaste vigarna anvénds olika utvikningar av kuben, figur
presenterar ett fatal mojliga utvikningar.
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Figur 2.2: Exempel pa utvikningar av kuben

Innan fragestéllningarna presenteras maste vi definiera nagra uttryck och begrepp.
Definition 2.1 (Intilliggande sida). Tva sidor ér intilliggande om de har en gemensam kant.
Definition 2.2 (Vig). En rektifierbar kurva pa kuben kallas en viig mellan kurvans dndpunkter.

Definition 2.3 (Avstand). Lingden pa den kortaste viigen mellan tva punkter kallas for
avstandet mellan punkterna.

Definition 2.4 (Antipod). Tva punkter &r varandras antipoder om en rit linje genom
punkterna gar genom kubens medelpunkt. Tva horn som dr antipoder kallas motstaende.



Definition 2.5 (Geodet). ir en viig som lokalt ger avstandet mellan tva punkter. En kurva
dr en geodet omm kurvan &r en rit linje i ndgon utvikning [1].

Definition 2.6 (Cirkelskiva). En cirkelskiva &r en cirkel vars hela area skéir kubens yta.
Foljande fragestéllningar besvaras i rapporten:

e Antag att vi borjar i en given punkt P och fran den punkten skapar cirkelskivor som
vi later véxa tills endast en minimal del av kuben &r utanfoér dessa cirkelskivor. Vilken
form har da denna yta?

e Vilj tva godtyckliga punkter pa kuben. Vilken &r kortaste vigen mellan dessa? Finns
det fler d4n en sadan vig? Néar intriffar i sa fall detta?

e Vilken dr den mest avligsna punkten givet en punkt P? Kan det finnas fler 4n en sadan
punkt, i sa fall nér?

3 Geodetiska cirklar

En liten cirkel placeras med origo i en punkt P, radien vixer sa att cirkelskivan sprids 6ver
kuben. I olika utvikningar far vi da olika plana cirklar, med samma radie, se figur

Figur 3.1: Cirklar som sprider sig fran punkten P.

For att se vilket moénster som cirklarna bildar pa kuben se figur [3.2] Om plana cirklar,
med samma radie, fran olika utvikningar mots i en punkt betyder det att den punkten har
lika langt avstand till P i de olika plana utvikningarna.



Figur 3.2: Cirklar som sprider sig fran punkten P.

Lat radien bli sa stor att endast en liten del av kuben inte técks av cirkelskivorna. Den
delen som inte ar téckt far olika form beroende pa var punkten P, cirklarnas centrum, &r
placerad. For att hela kuben ska téickas &r det alltid minst tre plana cirklar som mots i den
punkt som lingst utgor det icke téickta omrade. Sa linge som det endast ar tva plana cirklar
som mots finns det alltid icke téckt omrade vid sidan om skérningspunkterna.

Pa grund av detta giller foljande:

Lemma 3.1. Om Q dr den mest avligsna punkten fran P, sa finns minst tre kortaste vigar
fran P till Q.

Genom att studera hur cirkelskivorna, fér olika placeringar av P, méts nér de técker det
sista fria omradet far vi information kring vilken punkt som &r den mest avligsna punkten
till P, det &r den punkten som lingst undgar att téickas av cirklarna nér radierna vixer. Det
finns mer att lisa om den mest avligsna punkten i kapitel [

4 Avstand mellan tva punkter

I detta kapitel behandlas avstandet mellan tva godtyckliga punkter. For att hitta den kortaste
vigen studeras olika utvikningar av kuben med de tva punkterna inritade. Olika utvikningar
gor det mojligt att se olika vagar. For att hitta avstandet mellan tva punkter jamfors vigar
som &r kortast i sina respektive utvikningar. I de fall da det dr mojligt att dra en rét linje
mellan punkterna i nagon utvikning, #r detta alltid den kortaste vigen i den utvikningen.
En sadan rétlinjig vég ar alltsa en geodet.

4.1 Avstand mellan punkter pa intilliggande sidor

Vi bérjar med att behandla avstandet mellan tva punkter da de ligger pa intilliggande sidor.
Detta gors forst med en algebraisk 16sning, sedan med ett geometriskt resonemang.

4.1.1 Algebraisk 16sning

Lat en punkt, P, ligga pa sidan U och en punkt,Q, ligga pa sidan S. Antingen skér vigen
mellan punkterna sidornas gemensamma kant, detta illustreras i figur [£.1] eller sa passeras
en tredje sida, se figur [£:2] och [I.3] Observera att det finns fler geodeter mellan punkterna
dn dessa, men ingen av de andra kan vara den kortaste. Lit oss kalla en geodet som gar
mellan en punkt pa sidan S till en punkt pa sidan U for Ggy och infér beteckningarna

a,B,¢,0,0,a,b,c,d enligt figurerna [4.1] och [£4



Figur 4.3: Tllustration av Ggpy bade pa kuben och i en utvikning, samt ¢ och 6 i tva
utvikningar.

Vi borjar med att visa ett lemma som anvénds for att bevisa satser senare i avsnittet.

Lemma 4.1. a+ 8 > 135° och ¢ + 6 > 135° kan inte intriffa samtidigt.
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Figur 4.4: Tllustration till lemma [4.1

Bewvis. Med hjilp av periferivinkelsatsen konstateras foljande

o+ a+60=180°
= a+60<135°.
o > 45°

Samma resonemang ger S + ¢ < 135°, darfor géller
a+pf+0+p<2-135°

vilket betyder att o + 5 och 6 4 ¢ inte samtidigt kan vara storre d&n 135°. O

Lat oss avgora vilken véig som &r kortast mellan tva punkter som ligger pa intilliggande
sidor.

Sats 4.2. LatQ € S och P e U.

Geodeten Ggy ger avstandet mellan punkterna om och endast om a+ 8, ¢ + 0 < 135°.
Geodeten Gswy ger avstandet mellan punkterna om och endast om o+ 8 > 135°.
Geodeten Ggpy ger avstandet mellan punkterna om och endast om ¢ + 60 > 135°.

I fallet a4+ 8 = 135° &r alltsa Gspy och Ggwy lika langa och ger bada avstandet mellan
punkterna. Motsvarande géller nér ¢ + 6 = 135°.
Innan satsen bevisas bor ldsaren paminna sig om att foljande géller:

tan o + tan 8

tan (o + ) = 1 —tanatan B’

samt att tana = 3 och tan 8 = % i ﬁgurerna och

Bevis. Vi borjar med att jamfora geodeten, Gy, som skir den gemensamma kanten med
nagon vag som passerar sidan W. Da a+ 8 < 90° dr varje viag som passerar sidan W ldngre
&n en vig som passerar hornet gemensamt for sidorna U, W och S, se pa utvikningen i figur
[1:2] Den kortaste viigen som passerar hornet i utvikningen i figur [£.2] gar ocksa att rita in i
utvikningen i figur en linje fran P till hornet till Q. Men da &r det tydligt att Ggy &r
kortare, eftersom den &r en rit linje mellan punkterna P och Q. Sa nir a+ 5 < 90° ger Ggy
avstandet mellan punkterna.

Lat a,b,c,d > 0, studera geodeterna Ggy och Ggwy da o+ 5 > 90°. Langden for Gsy
ar

Via=o7 + b+ dp.

Léngden for Ggwy ar

V(b +¢)?+ (a+d)?2.



Ggy ar saledes kortast nar

Vie—e2+(b+d? <+ +(a+d)? <
a® + b+ 2+ d* —2ac+2bd < a® + b + 2 + d* + 2bc + 2ad —
bd — ac < bc+ ad <~—
bd—c) <ald+c) <
d—c _a
d+cgg
41
4+1
tanﬁ—1< 1
tanf+1 ~ tana
tanatanf — 1 < tana +tanf <= (1)
tan a + tan 8
~ tanatanf — 1
tan a 4 tan 8
1 —tanatanf
a+ B < 135°.

Lat oss forsiikra oss om att ekvivalens ar korrekt, dvs att tanatan 8 — 1 > 0. Vi har
a+ B> 90° samt att vart krav a,b,c,d > 0 ger 0° < «, 5 < 90° och o + 5 < 180°.

—

—

S e

—

=tan(a+ ) < -1 <=

tan o 4 tan 8

90° < a+ B < 180° < tan(a+ﬂ):m

<0
alltsa dr tan atan 8 — 1 > 0 eftersom tan « + tan 5 > 0.

Av symmetriskil giller att Ggy ger avstandet mellan punkterna niar o + 3, ¢ + 60 <
135°. Enligt resonemanget ovan tillsammans med lemma [4.1] vet vi att Ggwy &r kortast da
a+ B > 135°, och att Gggy &r kortast da ¢ + 6 > 135°. O

Fallet som aterstar ar o + 5 = ¢ + 6 = 135°, detta hinder bara nir punkterna ligger pa
motstaende horn. Avstandet mellan sadana punkter behandlas i sats [4.3

Sats 4.3. Det finns sex vdagar som utgor avstandet mellan tva punkter om och endast om
punkterna ligger pa motstaende horn.

Beuvis. Fortsitt betrakta det som att punkterna ligger pa sidorna U och S. Jamfor Ggy,
Gswuy och Ggpy. Niar a4+ 8 = ¢ + 6 = 135° dr dessa lika langa. Eftersom punkterna &r
placerade i hornen kan vi lika gérna betrakta det som att punkten P ligger pa sidan N och
punkten @ ligger pa sidan D. Av symmetriskil finns ytterligare tre vigar, Gpy, Gpwn och
GpEeN, som alla har samma ldngd som de tre ovan ndmnda. O

4.1.2 Geometrisk 16sning

I detta avsnitt erbjuds ett alternativt bevis till sats Vi kan ocksa se pa problemet om
kortaste vigen mellan tva punkter pa intilligande sidor, sig P € U och @ € S, ur ett geo-
metriskt perspektiv. Vi jAimfor tva utvikningar, se figur [£.5] Hér kallar vi motsvarigheten till
punkten P for P’ i ena utvikningen. Strickorna H P och H P’ &r lika langa sa, mittpunktsnor-
malen w till strickan PP’ gar genom H. Om Q ligger pa ena sidan av mittpunktsnormalen
dr det kortast att ga genom den utvikning som representeras av P’ (Gggy), pd andra si-
dan av mittpunktsnormalen &r det kortast att ga genom utvikningen som representeras av
P (Gsy). Triangeln PP'H &r likbent. Vi vet ocksa att vinkeln vid H &r 90°. Det betyder
att vinklarna vid P och P’ i triangeln &r 45°. Det innebér att vinkeln mellan w och HP
ar 135°, sa dven hir kommer vi fram till sats Skédrningen mellan w och S utgors av
de punkter for vilka geodeterna Ggpy och Ggy ér lika langa. Notera gérna att den linjen



bestar av skdrningspunkterna for cirklar med samma radie som sprids fran P genom de tva
utvikningarna som kombineras i figur (det finns mer att l4sa om cirkelskivor i kapitel .
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Figur 4.5: Illustration av sats |4.2

4.2 Viagar mellan punkter pa motstaende sidor

Har behandlas vigar mellan tva punkter da de ligger pa motstaende sidor. Det finns da
fler mojliga geodetiska vigar att betrakta varfor vi forst betraktar vagar 6ver en eller tva
vertikala sidor och vidare da geodeten passerar tre vertikala sidor.

4.2.1 Vigen 6ver en eller tva vertikala sidor

Lat ena punkten, P, vara placerad pa sidan U och andra punkten, @, vara placerad pa sidan
D. Nar punkterna dr placerade pa motstaende sidor finns hogst 12 geodeter som har mojlighet
att ge avstandet mellan punkterna. Antingen ges avstandet av en geodet som passerar en
av sidorna N, S, E,W eller av en geodet som passerar tva av dessa sidor. Vi betecknar
geodeterna som tidigare med G;, ddr i € {WN, N, EN,NE,E,SE, ES,S, WS, SW,W, NW}
avser sidorna som passeras med start i punkten @ (bortsett fran sidorna D och U). De 12
mojliga geodeterna kan grupperas, med tre geodeter i varje grupp, sa att vinklar avgor vilken
geodet som #r kortast i varje grupp. Berdkningarna sker pa precis samma sétt som i avsnitt
En grupp utgors da av geodeterna Gg, Ggw och Ggg. Utav dessa tre d&r Gg den kortaste
viigen nir o + 3, ¢ + 0 < 135°, se figur [£.6]

10



Figur 4.6: Illustration av geodeterna Gg, Gsw och Ggg. Undre bilden &r en kombination av
de tre 6vre utvikningarna.

Samtliga 12 geodeter illustreras i en kombination av flera utvikningar i figur [4.7] I avsnitt
motiveras varfor kortaste vigen mellan tva punkter pa motstaende sidor aldrig passerar
fler &n tva vertikala sidor. Pa samma sétt avgors nir Gy &r kortare &n Gy s och Gy y osv.
Nu vet vi att avstandet mellan tva punkter, om de ligger pa motstaende sidor, utgors av
nagon geodet som passerar endast en vertikal sida nir samtliga vinkelsummor 4r mindre &n
135°. Alltsa nér geodeten som passerar en vertikal sida &r kortast i varje grupp.

11
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Figur 4.7: 12 geodeter har mgjlighet att ge avstandet mellan punkter pa motstaende sidor.

4.2.2 Vigen Over tre vertikala sidor eller fler

Nu ska vi fundera 6ver mojligheten att kortaste vigen mellan tva punkter passerar tre av
sidorna N,S, W, F nir punkterna ligger pa motstaende sidor, alltsa skapa en vig som Gggw -
Vi jamfor Gpsw med Ggg genom att inféra vinklarna o och 8 som de &r inritade i figur
Raékningarna blir analoga med de i beviset till sats vi far saledes att Ggsw < Ggg nir
a+ B > 135°. Men for att Ggsw ska finnas maste 8 < 45° och vi vet att o < 90°, alltsa
a+ B < 135°. Det betyder att Ggg dr kortare &n Gggw 1 alla omraden déar Gggw finns och
dérfor &r Ggg alltid kortare. Detta betyder av symmetriskil att en geodet som passerar tre
vertikala sidor (eller fler) aldrig kan vara en kortaste viig mellan tva punkter pa motstaende
sidor.

Figur 4.8: Geodeterna Ggsw och Ggg mellan motstaende sidor.
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5 Den mest avligsna punkten

I det hér kapitlet bestdms den mest avligsna punkten, @, till en godtycklig punkt P genom
olika resonemang. Det visas ocksa att det i allménhet finns en enda mest avligsen punkt till
P och tre kortaste vagar som leder dit. ) antas ligga nédra P:s antipod, speciellt sa ligger Q
pa motsatta sidan till P. Detta baseras pa att den mest avligsna punkten till ndgon punkt
sammanfaller med antipoden inom sférisk geometri.

5.1 Allméint fall

For att kunna folja resonemangen som fors senare i avsnittet paminner vi férst och framst
ldsaren om att till varje punkt pa mittpunktsnormalen &r det lika stort avstand till strackans
bada #&ndpunkter.

Vi utgar fran nagon punkt P € D sa att @ € U. Vidare tilldelas @ koordinaterna (z,y)
vilka ska bestdmmas. Omradet i vilket P ligger begréinsas till 0 < b < a < % p.g.a. kubens
symmetri. a och b ar avstanden fran P till de ndrmaste kanterna som illustreras i figur
I avsnitt (se figur konstateras att det finns hogst 12 geodeter som har mojlighet
att vara kortaste viigen mellan tva punkter pa motstaende sidor. For att kunna jamfora
dessa geodeter skapas en kombination av utvikningar, se figur 5.2} dir #ven fyra geodeter
markeras forkastas. Vi infoér ett koordinatsystem i utvikningen genom att placera origo i
hornet gemensamt for sidorna U, N, W med z-axelns positiva riktning at hoger och y-axelns
positiva riktning nedat. Kombinationer av utvikningar som i figur ger flera representanter
for P betecknade P; dir i € {WN, N, EN, ..., NW}. For varje i betraktas den geodet G; som
i figur [5.2) motsvarar striickan P;Q. Samtliga G; illustreras i figur [£.7]

Figur 5.1: Beskrivning av P:s placering pa sidan D. I denna bild ses ”insidan” av D uppifran,
genom sidan U.
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|
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| a
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b \
Psv\ﬁl \\ !
| 135°
3 b
) 135 - |a
Forkastas Ps g Pes
b
PW i
a: Forkastas

Figur 5.2: Kombination av flera utvikningar som ger flera representanter fér P pa sidan D.

Maingden av de viagar G; som ger kortaste vigen mellan P och @ kallas €2, nu ska avgoras
vilka G; som tillhor Q. Vi vet sedan tidigare att 2 bestar av minst tre geodeter (lemma
Nagra vigar utesluts genom lemma [5.1

Lemma 5.1. Gyg,Gges,Gws, Gyw tillhor inte Q (se ﬁgur,

Bevis. Vi visar att Gyg € Q.1 ﬁguréir vinkeln a < 45°ty 0 < b < a < %, dérfor skir inte
mittpunktsnormalen till strickan Py g Pg sidan U. Eftersom Py g-sidan av mittpunksnorma-
len inte skir U ligger Pr ndrmare alla punkter pa sidan U &n vad Pyp gor. Pa samma séitt
visas att Ggg, Gws, Gnw € €. O

I figur noteras fran vilka P-punkter viigarna férkastas genom lemma [5.1
Vi fortsétter utesluta vigar genom resonemang med mittpunktsnormaler. Forst berdknas

x-koordinaterna for skidrningspunkter mellan mittpunktsnormalerna till strickor P; Py och
P;Pg. Vi later x; beteckna xz-koordinaten for dessa skidrningspunkter. Speciellt ar alltsa xy
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z-koordinaten for skidrningspunkten mellan mittpunktsnormalerna till Py Py och Py Ps. 1
skdrningspunkten ar vigen lika lang till de tre punkterna Py, Ps, P;. Samtliga skdrningspunkter
ligger alltsa pa mittpunktsnormalen till Py Ps, som &r linjen y = b. Vi dr intresserade av att
se hur skdrningspunkterna forhaller sig till varandra, det gors bl.a. genom jamforelse med
antipodens koordinater (a, b).

Lemma 5.2. Om0<b<a< % sa ar rw,Tsw,TwnN < a och xg,TEN,TsE > a.

1-b

1+b e

Ky
vl

Mge

s \

Figur 5.3: Vi rdknar ut zgg med hjilp av tva riatvinkliga trianglar

Bevis. Vi berdknar xgg enligt foljande:
Infor beteckningarna i figur dvs tana = {3 samt ¢ = 45° — a. I figuren ser vi att
1 — g kan berdknas med trigonometri vilket ger

tan45 — tan o 1-15

1— —(1—b)-tanp = (1—b)-tan(45° —a) = (1—b) — T — (1 —p)-
rsp = (1-b)-tanp = (1 -b)-tan(45° —a) = ( )Htan%tam ( )1+1%b
= (1-b)- e

Alltsa ar

l+b—a (I+b+a)—(1-b)(1+b—a) 2a+b+b*—ab
1+b+a 1+b+a o 1+b+a

rsp=1—(1-0)

vilken ligger till hoger om antipoden ty

20 +b+b%>—ab PN 20 +b+b>—ab—a—ab—a?

0.
itb+a ° 11b+a >

Némnaren &r positiv sa det riicker att visa 2a-+b+b*>—ab—a—ab—a? = a—a?+b(1—2a)+b? > 0,
vilket dr uppenbart ty a — a? > 0 samt b(1 — 2a) > 0. Séledes #ir v5g > a.

15



Lat oss fa fram xgpn:
Vi beréknar x gy med samma metod som zgg. En triangel som i figur ritas med hjélp av
mittpunktsnormalen till Py Pry. Infér beteckningarna tan o = %5 samt ¢ = 45° — o, vi far

1-b—a

1—xEN:(1+b)-tancp:(1+b)-tan(45°—a):(1+b)-m.

Alltsa ar

l—-b—a 2a—b+b>+ab
ven = 1= (40 T = =T

Lat oss visa att xgy, precis som xgg, ligger till hoger om antipoden. Alltsa att

20 — b+ b%+ab 20 —b+b>+ab—a+ ab—a?
—_— <~

1-bta ° 1—b+a > 0.

Namnaren &r positiv, sa det récker att visa
2a—b+b*+ab—a+ab—a® > 2a—b—b*+ab—a+tab—a® = (a—b)—(a—b)*> > 0 <= (a—b) > (a—b)? <=1 > a—b
Vilket stammer eftersom a > b, sa vi vet att zgy > a.

Foljande berdkningar ger xw n:
Vi berdknar zyny med samma metod som xgg och xpy. En triangel ritas med hjalp av

mittpunktsnormalen till Py Py n. Infor beteckningarna tana = % samt ¢ = 45° — a. Vi
far
1-1=¢ 1-b—1+a (1+b)(a—"b)
= (1+b)-tanp = (14b)  —=2 = (1+b)- = :
ru = (L) tang = (148)- 1=k = (14 8) T = S

Vi visar att zy n ligger till vinster om antipoden, alltsa att

(14+0)(a—0b) e (14+b)(a—b)—a(2—a—0>)

2—a—0» 2—a—2»b <0

Néamnaren &ar positiv, sa det riacker att visa
(14b)(a—b)—a(2—a—b) = —a—b+2ab+a*—b* < —(a+b)+(a+b)? < 0 < (a+b)? < (a+b) <= a+b < 1.

Lat oss fa fram zgywy:
Mittpunktsnormalen till strickan med dndpunkter (x1,%41), (22, y2) har ekvationen

T+ o
2

Y1ty
2

(22 — 1) (2 — )+ (Y2 —y1)(y )=0

den kan ocksa skrivas

2 2., .2 9
T — T+ YT — Y

=0
2

(r2 —@1)w + (Y2 — Y1)y +

PSW:<x1?y1):(_1_b72_a)OChPS:<x2vy2):(1_a72+b)'
Ekvationen for mittpunktsnormalen till Psyy Ps:
1402 -(1-a)?>+(2—0a)>—(2+0)?
l—at1+b)o+(@+b2tay tFY =0=a) ;( el Ch ) N

2—a+bzx+(a+by—a—>b=0.

Vi konstaterar att det &r lika langt fran Pg som fran Psy pa mittpunktsnormalen till strickan
Pg Psyy, sa i skiarningspunkten mellan den mittpunktsnormalen och mittpunktsnormalen till
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strickan PsPpy dr det lika langt till de tre punkterna Pg, Psys, Py. Vi vill hitta var mitt-
punktsnormalen till Pgy Ps skédr y = b och kallar den xgyy .

2-a+bz+(a+b)b—a-b=0=

a+b—ab—b?
xr =
W 2—a+b
Vi visar att zgyw ligger till vinster om antipoden, alltsa att
a+b—ab—b2< a—|—b—ab—b2—2a—|—a2—ab<0
Tsw = ————— < a < .
W 2—a+b 2—a+b

Nimnaren dr positiv sa det ricker att visa a+b—ab—b?—2a+a?—ab = (b—a)—2ab+(a>—b*) =
(a—b)(a+b—1) —2ab < 0 vilket stimmer eftersom (a — b) > 0 medan (a +b—1) < 0.

Lat oss fa fram zyy:
Liksom i berdkningen av xgy utnyttjas nu att vi soker skarningen mellan mittpunktsnorma-
ler. Men nu utgar vi fran strickan Ps Py, och betraktar den som en normalvektor till linjen

vi soker - mittpunktsnormalen till Ps Py . PsPy = (g) = (?;3‘2), mittpunkten pa strackan

Ps Py ir M = (x,y0) = (—1/2,3/2). Anviind att A(z —x0) + B(y —yo) = 0 ger en ekvation
for mittpunktsnormalen till Pg Py,

(3—2a)(x+1/2)+ (1+2b)(y —3/2) =0.
Rékna ut z-koordinaten i skdrningen med linjen y = b, kalla den zy
(3—2a)(z+1/2)+(14+20)(b—-3/2)=0=

. _20—202+a
W3 20

Vi visar att xy ligger till vinster om antipoden, dvs att

2b— 2% + q 2b — 2b% 4+ a — 3a + 2a?

<a < < 0.
3_2aq “ 3_2a

Niamnaren ar positiv sa det ricker att visa
20—2b*+a—3a+2a? = 2b—2a+2a*—2*> < 0 < (b—a)+(a—b)(a+b) = (a+b—1)(a—b) < 0.
Vilket stdmmer eftersom (a 4+ b — 1) < 0 medan (a — b) > 0.

Lat oss fa fram zg:
r g berdknas med samma metod som xyy.

PsPp = (5) = (T3t = ('%%,) och M = (z0,y0) = (3/2,3/2). Sitt in i ekvationen

A(r —x0) + B(y — yo) = 0, det ger
(1+2a)(x—3/2)— (1+2b)(y —3/2) =0.
Rékna ut z-koordinaten i skdrningen med linjen y = b, kalla den zg
(14+2a)(x—3/2) — (14+2b)(b—3/2) =0=

20 + 3a — 2b
rp=——""—
E 14 2a
Vi visar att xg ligger till hoger om antipoden, alltsa att
20 + 3a — 2b 2b? + 3a — 2b — a — 24> 26> +a—b—a?)
—_— >

>0 <=

> 0.
1+ 2a @ 1+ 2a 1+ 2a

Nimnaren #ir positiv sa det ricker att visa 2(b*> + a — b — a?) = —2(a? — b?) +2(a — b) =
2(a —b)(1 —a —b) > 0 vilket stdmmer eftersom (1 —a —b) > 0 och (a — b) > 0.
O
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Lat oss nu fortsidtta med att jamfora xgy och xy . Om zgw > xw eller xgyw < xw beror
av a och b, detta diskuteras mer senare. Just nu néjer vi oss med att kalla den stérsta (den
som ligger lingst till hoger) av xgw och xy f6r x5 och den minsta for z,, motsvarande P-
punkter kallas Py, och P,. Avstandet till (z},b) ges av viigarna fran Py, Pg och Pj,. Att sa dr
fallet motiveras senare genom uteslutande av vigarna fran P, och Py . P.g.a. begransningen
O<b<ax % vet vi att vigar fran Py och Pg ar ldngre till de punkter pa linjen y = b som
ligger till vinster om antipoden jamfort med de som ligger till hoger om antipoden.

Vi visar nu att Gg € Q. Annars ger Pg en kortaste viig till @), och da maste véigen fran
Pg vara kortare #n eller lika lang som varje annan vig mellan P och . Speciellt maste
Pg ligga nidrmare, eller lika nira, @ jimfort med Py och Ps. Det &r ekvivalent med att @
ligger pa Pg-sidan av mittpunktsnormalerna till PPy och PgPs, se figur Fran Pg ér
darfor avstandet till @ hogst sa stort som avstandet till punkten (zg,b). Men vigen mellan
Py och (zg,b) dr alltid kortare #n avstandet mellan P och (zp,b) eftersom (z,b) ligger till
vinster om antipoden medan (zg, b) ligger till héger. (x,,b) ér alltsa en mer avligsen punkt
an alla punkter pa Pg-sidan om mittpunktsnormalerna till PPy och PgPg. Darfor kan Gg
ej tillhora Q. Av samma anledning utesluts Ggy och Ggg fran Q.

WN

)

Yox

(7

.\

Figur 5.4: Om Pg tillhor Q2 ligger @ i det markerade omradet.

Det dr ocksa sa att Gy n & €2 eftersom varje punkt i omradet som utgors av Py y-sidan
om mittpunktsnormalerna till Py y Py och Py Ps ligger ndrmare Pp, &n (24, b), se ﬁgur
Det finns alltsd minst en punkt som &dr mer avlagsen fran P &n varje punkt i det omradet
som markeras i figur
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Figur 5.5: Om Py tillhor © ligger @ i det markerade omradet.

Vidare giller att vigen till P, fran varje punkt pa P,-sidan om mittpunktsnormalerna
P,Py och P,Ps ir kortare én viigen mellan Py, och (xp,b). Alltsa kan inte P, tillhora Q.

Genom att utesluta alla viigar féorutom Gp,Gg,Gn har foljande sats visats, med be-
gransningen 0 < b < a < %, d.v.s. att P ligger i en deltriangel pa D. Av symmetriskil géller
motsvarande da P &r en godtycklig punkt pa D.

Sats 5.3. Antag att 0 <b<a < %

i) Om xw > xsw sa ar Q = (zw,b) den mest avligsna punkten till P och mellan P och
Q finns tre kortaste vigar, namligen de fran punkterna Py, Ps, Py .

i) Om zw < xzgw sa dr Q = (xsw,b) den mest avligsna punkten till P och mellan P och
Q finns tre kortaste vdgar, namligen de fran punkterna Py, Ps, Psw .

it1) Om xw = xzgw sd dr Q = (xw,b), den mest avligsna punkten till P och mellan P och
Q finns fyra kortaste vigar, ndmligen de fran punkterna Py, Ps, Psw, Pw.

3—2a 2—a-+b

markerade triangeln i figur

Fall [i] intraffar omm motsatt olikhet géller, da ligger P i det fargade omradet i den
markerade triangeln figur

Fall fiiff motsvarar likhet, da ligger P pa kurvan i den markerade triangeln i figur

Nar 0 < b < a < % ligger P i den markerade triangeln i figur Néar dessutom
Tw < Tgw, alltsa 2b§3l’22a+a < “*é’:;‘i;bQ, ligger P i det fargade omradet av triangeln. Det
dr da som (zgw,b) dr den mest avligsna punkten till P. Om istéllet xy > zgw dr xw den
mest avldgsna punkten.

Fall intréiffar omm 2=2ta - a+b_ab_b2, da ligger P i det ofiirgade omradet i den
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Figur 5.6: Bilden visar sidan D. Med begrénsningen 0 < b < a < % ligger P i den markerade
triangeln.

Om P ar en godtycklig punkt pa D, far vi ett motsvarande firgat omradet pa hela D sa
som syns i figur Om P tillhor det firgade omradet finns tre kortaste vigar mellan P och
Q, varav tva passerar endast en av sidorna N, S, E, W och den tredje passerar tva av dem.
Om P ligger i det ofirgade omradet av D finns tre kortaste vigar mellan P och @, och alla
tre passerar endast en av N, S, E, W. Om P ligger pa randen av det firgade omradet, finns
fyra kortaste viagar mellan P och Q.

5.2 Specialfall

I detta avsnitt bestdms den mest avldgsna punkten till en godtycklig punkt P i specialfallen
a=b=0,0=0b<ac< % samt 0 < a = b < % med algebraiska metoder. Vi infor
ett nytt koordinatsystem med origo i hornet gemensamt for sidorna U, N, W, med z-axelns
positiva riktning till héger och y-axelns positiva riktning uppat, se figur Observera att vi
i fortsdttningen betecknar lingden av geodeten P;Q@ i figur med G; och att den beriknas
med avstandsformeln. Enligt Lemma [3.1] vet vi att minst tre geodeter &r lika langa mellan P

och @, detta utnyttjas i rdkningarna i det hér avsnittet.
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Figur 5.7: Bilden visar punkten P:s position i de olika utvikningarna. OBS y-axelns riktning!

Med detta koordinatsystem har @ och representanterna for P foljande koordinater:

Q= (2, -y).
Pyny=(b—-1,2—a).
Py=(1-a,2-0).
Py =(2-0,14a).

Pyg = (3—-0b,a).
Pr=(2+a,b—-1).
Psg=(2+0b,-1-a).
Pps=(1+0b,-2—a).
Ps=(1-a,—b—2).
Pws = (—b, —3 + a).
Psw = (—1—b,a —2).
Py =(a—2b-1).
Pyw = (b—2,1—a).
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5.2.1 P ligger pa diagonalen

I detta avsnittet behandlas specialfallet a = b, 0 < a < % De G; som alltid ar storre &n
nagon av de andra kan uteslutas eftersom vi sdker avstandet mellan P och Q.

For att utesluta Gy ny konstateras att Gy ny > Gy, alltsa att

V-1 —22+(2-a) = (-9)? > V(1 —a) —2)2 + (2 -b) - (-(¥)? =
—ar+Tr>ar —r < T >ar

att x > ax &r uppenbart eftersom 0 < a < % Pa samma sitt forkastas Gy g, Gsg, Ges, Gws, GNw -
Nu bestéams till vilka punkter det finns tre, eller fler, lika langa geodeter fran P till @ (vi
bortser fran de G; som redan forkastats).

Bestdm i vilken punkt Gy = Gg = Gw.

GN == GS :
VIT=a) =2+ (2 -0 — ()2 = V(1 —a) —2)* + (-0 —2) - (-y))? &2

ar—ay—3a—x+2y=ar+a—ay—x—2y = y=a

GN = GW :
VT=a -2+ (@-8 - ()P = V(@-2 - 2P+ (0-1 - () &

ar—ay—3a—x+2y=—ar—3at+ay+2x—y — y==2x

P& samma sétt berdknas alla punkter till vilka det finns tre, eller fler, lika langa geodeter
fran P. I tabell [l visas deras koordinater.

Kombination X y
GN = GE = GS = GW a a
_ _ a+2a2 a—2a?
Gy =Gpn =Gp 2a?—a+1 2a%2—a+1
GNZGS:GSW a—a2 a
2025 —2a%-5
Gy =Gg=Gsw 5a°—a-5 | 2a?—a—5
a a
GEN = GE = GS = GSW a+1 at+1
GEN:GE:GW a CL—a2
_ _ a—2q> 2a°+a
Gs = Gsw = Gw %a7—at2 | Za?—a+3
Gy =Ggny =Gg a + 2a? a
GNn =Gy =Gsw =Gw | 12 i
_ _ 4a”46a 8a”+16a
Gen =Gs = Gw 2a+5 Ta2 1160115
Grg =Gsw = Gw a 2a%2 +a

Tabell 1: Hér visas koordinaterna for punkterna med minst tre lika langa geodeter till P.

Vi visar att Ggn,Gg och Gy inte dr avstandet mellan P och @ eftersom det finns
minst en annan viig som #r kortare till punkten (a, —(a — a?). Namligen &r Gy < Gg da
r=a,y =a—a? For dessa z och y ir G = —4a? — 4a + 2a® och Gg = 2a® — 2a® — 4a.

—4a® —da+2a% < 2a® — 24 — 4a <= 24d® < 3a

da0<a< % ar det uppenbart att 2a% < 3a. Detta betyder ocksa att @ # (a, —(a — a?))
eftersom inga andra kombinationer av GG; ger den punkten.

Kombinationen Ggy,Gg och Gy forkastas, liksom andra kombinationer genom samma
resonemang. De som aterstar redogors for i tabell
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Kombination X y
GN:GE:GS:GW r=a =a
Y
— — _ _a+2d? _ _a—2d°
Gy =Gpn =Gp T = 2a27ag1 y= 2a25a+1
_ _ __ a—2a _ 2a“+4a
Gs = Gsw = Gw r= 2a%2—a+2 y= 2a%2—a+2

Tabell 2: Tabellen visar de kombinationer som aterstar.

Gy =Gg=Gs=Gw >Gny =Ggn = Gg och
Gy = Gg =Gs = Gy > Gs = Ggw = Gw vilket betyder att Gy = Gg = Gg = Gy ar
avstandet mellan P och Q. Det ger den mest avligsna punktens koordinater, @ = (a, —a).
Det finns alltsa fyra kortaste vigar till Q och den mest avligsna punkten &r antipoden.
Genom att studera mittpunkten drar vi slutsatsen att resultatet giller pa hela diagonalen
a = b och diagonalen a = 1 — b, pa sidan D p.g.a. kubens symmetri.

5.2.2 P ligger pa kanten

I detta avsnitt behandlas specialfallet b = 0, 0 < a < % Efter att vi uteslutit de G; som
alltid &r storre d&n nagon av de andra samt eliminerat de kombinationer av G; som inte ger
avstandet till sin punkt aterstar fyra kombinationer av Gy n,Gn,Gs och Ggy . Samtliga av
dessa kombinationer ger x = 5%, y = 0. Det betyder att QQ = (5%-,0) och det finns fyra
kortaste vigar mellan P och Q. Alla fyra har langden Gywy = Gy = Gs = Ggw. P.g.a.
kubens symmetri drar vi slutsatsen att ekvivalent resultat géller for samtliga deltrianglar av

sidan D.

5.2.3 P ligger i hornet

I detta avsnitt behandlas specialfallet ¢ = 0, b = 0. Forst utesluts Gyg och Gy g eftersom
de alltid ar storre &n nagon annan G;. Observera sedan att geodeterna Pg(@Q och Pgg(@Q) sam-
manfaller. Utéver dessa sammanfaller dven Pgpgs@ och Ps@, Py nQ och Py Q@ samt Pyw @
och Py@. Att PgQ och Psp(@ sammanfaller kan ses i figur genom insikten om att Pg
och Pgps sammnafaller da a = 0, b = 0. Detta ger Gy = Gy = Gg = Gs = Gsw = Gw
med @ = (0,0). Den mest avlidgsna punkten till ett horn dr saledes det motstaende hornet
och det finns sex kortaste vigar dit. Vi drar slutsatsen att det géller for alla kubens horn.

5.3 Sammanfattning av resultat

I allménhet finns tre kortaste vigar mellan en punkt och dess mest avldgsna punkt. Nar P
ar placerad pa nagon diagonal sammanfaller P:s mest avligsna punkt med P:s antipod, dock
finns det fyra kortaste vigar mellan P och antipoden.

I fallet da P tillats ligga pa linjen a = %, 0<b< %, alltsa dr placerad nagonstans pa det
"kors” som sammanbinder mittpunkterna pa sidans kanter gar det att, genom en utvidgning
av resonemanget med mittpunktsnormaler i avsnitt[5] se att P har tva mest avligsna punkter.
Detta giller ej da P ligger i punkten gemensam for linjerna som skapar korset - dér finns
bara den mest avligsna punkten antipoden.

Det finns ingen punkt som har fler mest avldgsna punkter &n tva.
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