by L TRV TR T wii]

LT T MR G e DR Y e Bl o

@l witth il i uiEl i Wil Pk gNNEr o0 A » g b
figeiic # :ll. ':u:i ?ll 1HE & e Berys [} [EY s (=i g kT el
Bl UsF "HE TR T P bl Bl g g 0 i T R LR T
Mem Fie an TR T Y vl Pl Fopn. e
fa NTETEETRIN [T ST S | Wi, WD Je ariaeeiiiellty bW TRy
all g Wl i 1 T Pe wpi. s bid Babs bed
ntn o Bealivl &5 g et et i il Pl Bl o
SLLTE ST CEE B R i Bvuel ghdn wen T=i all Al il pm ERHTTTEN
3 I-.il-.l. b 1 1-.-. | " ._'_‘L_. AL - AR | T1 | "R TETE
el = Bl Ll e LA ikl La el
Wein &F wllail dietd 0 Beiithe W Rl BB B AT B i
Ml il gl - § OB dals Dol S o il Bl ek
Al vl edmahr. Al oF b Gl a AT e ol el
FhEis AN S ap= L R L b i BPaBg. SAF e 'k mald
by Bu e B o slenly v e oawie Al ST
B W ubiuus B i, il Nl el a8 il it

i, plEE RSN &N
Fi Mgy

Om Euklides’ elementa och undervisningen
i geometri.

Mer och mer synes den meningen gira sig gillande, att
Euklides’ elementa icke lingre kunna anses utgira Iimplig liro-
bok f{or begynnare i den vetenskapliga geometrien. Under linga
tider af ldrarne missbrukad har emellertid denna vrdnadsviarda
bok under de senaste decennierna borjat blifva pd ett forstindigare
sitt anvind, men pd samma ging har man insett, att tidens strom
omsider gatt henne forbi och att de. vixande fordringarna pd
stirre kunskapsmassor nodvindigt krafva mera hastigt verkande
undervisningsmedel.

Redan for flera dr sedan (1881) har E. F. Gustrin i en
uppsats i Pedagogisk Tidskrift grundligt tagit i tu med uppgiften
att blotta felen och svagheterna hos Kuklides’ elementa, ett initiativ,
for hvilket hvarje vin af reform pd den geometriska elementar-
undervisningens omride méste vara honom pd det higsta tacksam.
Dd jag nu viljer denna sakrika uppsats, som jag i allt visentligt
gillar, till utgingspunkt for min foljande framstillning, ma, det
vara mig tillatet att pd samma ging angifva de f& punkter, hvari
jag e kan instdmma med den hiogt &rade forfattaren, samt dir
och hvar, s& godt jag kan, taga Euklides’ elementa och de lirare,
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som anvinda denna bok, i firsvar, di de enligt min mening nigot
stringt antastats. Jag kan gora detta s mycket hillre, som jag
vil fir, sedan minga ar, rikna mig gjalf till matematik-lirarnes antal.

Silunda kénner jag mig sdsom sidan bervrd diraf, att for-
fattaren af citerade uppsats, dtminstone pi den tid den skrefs,
tyckes tro, att lirare, som i brist pd bittre eller i foljd af eforal-
styrelsens fGreskrift anvinda Fuklides sdsom ldrobok, gira detta pd
ett helt och hallet blindt och okritiskt sitt. De skulle silunda, exem-
pelvisi friga om geometriska konstruktionsproblem, sitta teorien i den
mest skirande kontrast till bruklig praxis, hvarigenom lirjungarne
skulle komma till den “dfvertygelsen, att teorien dr till helt och
héallet for sin egen skull och har intet med praktiken att gora®.
Det "pestgift” denna mening skulle infora i sjilslifvet méste enligt
forf. hafva de mest olyckliga filjder (se uppsatsen i friga, s. 145
i 1881 drs drging af Pedag. Tidskrift).

Men nu finnes vil icke bland den yngre generationen at for
sitt kall bildade lirare i matematik nfgon som si slafviskt foljer
Euklides, att han icke forstir skilja mellan den konstroktion som
bor anvindas for ett problems losning och for dess bevisning, och
nir denna skilnad vederbirligen iakttages samt den lilla forindring
mot Euklides gires, att passaren anvindes dfven for att flytta
linier, ser jag for min del hir vid lag ingen skilnad mellan teori
och bruklig praxis. Eller hurn skall man dela en vinkel midt itu
pé enklare siitt #n genom att med passaren gira benen lika linga
och sedan sammanbinda spetsen med den enligt Eukl. I,1 funna
topp-punkten till den liksidiga eller likbenta triangel, hvars bas
utgres af sammanbindningsiinien mellan benens afskirningspunkter ?
Eller hur dela en linie midt itu enklare #n genom att sioka topp-
punkterna till liksidiga eller likbenta trianglar, som ha linien till
bas, samt sammanbinda dem (eller, rittare, s6ka sammanbindnings-
liniens skdrningspnnkt med den gifna), o. 8. v.?

Eget nog har emellertid under hela fem drs tid ingen lirare
funnit for godt att taga till ordet i denna sak — ett karaktdristiskt
exempel pd nationallynnets tréghet.

Annu mer obegripligt #r det for mig, att nigon gensigelse
ej hiller gjorts mot forfing foljande pastiende (3. 145), att man
ingenstides i virt land torde “utfira ett bevis for rikticheten af
formlerna for de plana ritliniga figurernas berikning®. Af min
egen lirare i matematik (framlidne lektor Kjelldahl i Upsala) har
jag redan for mer an Y, sekel sedan fatt lira, och sjilf bar jag i
min tur sokt bibringa mina Tirjungar, hurn Eukl. 136 41 leder till
berikning af sidana parallelogrammer och trianglar, hvilkas baser
och hijder dro kommensurabla med enleten, och Eukl. VI1, 23 till
det samma om dem, hvilkas baser och hojder icke Hro det. Jag
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kan med trygghet pasti, att jag icke varit ensam om detta fram-
stillningssiitt, men #r firvinad, att det icke varit mera allmint
an att det kunnat af en framstiende skolman firbises.

De anmiirkningar, herr Gustrin framstiller mot det {ér tranga
Euklideiska vinkelbegreppet, eller betriffande saknaden af satser
om loci, eller hvad han yttrar om motsvarigheten mellan vissa
satser i Eunklides 2:dra bok och lagarne for polynoms multiplikation
i algebran m. m., erkinnes otvifvelaktigt af alla sakkunnige sdsom
riktigt, men man bor #fven hir skilja mellan Euklides efter bok-
stafven och Euklides sidan den i verkligheten lises. Ingen lirare
i matematik pd det ligre stadiet 1ar lata sina ldrjungar ldsa hvad
FEuklides har att siga om krokliniga vinklar, lika litet som han
Bir underlita att ¢ sinom tid vederborligen utveckla det euklideiska
vinkelbegreppet (frin borjan kanske hilst bestimdt kort och godt
sisom: olikhet i ridta liniers riktning) och i Gfrig matto bereda
dem till studiet af den higre geometrien med dess pd funktions-
begreppet hvilande metod. Men att frin birjan séka gifva (jag
siger: soka, ty det lyckas icke) lirjungen generela definitioner
och allminna &fversigter dr hir, sdsom i andra dmnen, enligt min
mening, — ett pedagogiskt felgrepp. Elementas forndmsta styrka
i pedagogiskt afseende ligger just i den starkt konkreta form,
som Euklides forstitt gifva hela sin framstillning, s definitionerna,
som satsernas innehdll och bevisning. Det dr ocksd just ddiri-
genom den euklideiska geometrien besitter sin obestridliga och
ryktbara duglighet sdsom elementargeometrisk lirobok for begynnare.
Jag onskar att redan hir betona denna min hufvudtanke.

Afven mot Elementas formenta logiska felfrihet och diraf
betingade fortriifflighet sdsom formelt bildningsmedel har hr G.
sammanfort atskilliga befogade anmirkningar, som tid efter annan
framstilts, Jag skulle emellertid vilja tilligga, just emedan be-
hofvet af utvidgadt vinkelbegrepp i mer an ett afseende forut
varit pa tal, det allvarsamma inkast, som kan giras mot Euklides’
bevisning af sin VI,33, hvilken bevisning i sjilfva verket icke liter
sig forenas med hans definition pd vinkel och pé lika proportion.
Déremot miste jag bekinna att jag, efter mitt sdtt att se saken,
icke kan forstd meningen med hr G:s yttrande (s. 148) att “om-
vindningen af femte bokens 5:te definition ... ingalunda kan be-
traktas sisom sjilfklar®. Ty har man definierat “lika proportion*
sd, som Eunklides siger samt erkint hans definition sisom rimlig,
s& #r det enligt min asigt icke tu tal om hurnvida storheter #Hro
proportionela, dd de uppfylla definitionens vilkor. Har diremot
nigon behagat taga saken annorlunda och i tysthet med proportion
menat nigot annat #in Euklides siger, s& blir fir honom Euklides’
b:te definition icke lingre ndgon definition, utan ett teorem, som
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miste bevisas, dfven till sin omviindning. Att vinda om ett pd
vissa antaganden grundadt pastiende liter sig vl gira, men tanken
att gora omvindning af en matematisk definition utmymnar i en
betydelselds omsigning.

1 fraga om de euklideiska definitionerna i 1:sta boken bir jag
kanske begagna tillfillet framhilla, att definitionerna pd ritvinklig,
trubbvinklig och spetsvinklig triangel uppenbarligen hilst biora ha
sin plats efter 1,17 och definitionerna pd kvadrat, rektangel, romb
(med firenklad lydelse) efter 1,34.

Af axiomen tillhora 1—7 och 9 den allminna storhetsliran
och af dem kunna de flesta bevisas. Blott ax. 8 (med dess foljd-
sats ax. 11) och ax. 12 tillhora ensamt geometrien. Ax. 8 inne-
haller grundprincipen for geomctriska storheters likhet (och
olikhet). Ax. 12, som bir ha en firfindrad och littare motiverad
lydelse, hvartill jag i en foljande uppsats vill &terkomma, utgor
enligt min mening en utbruten del af den rumsiskédning, som ligger
till grund for all geometrisk bevisning och som borde, mer in
hittills skett, niirmare utredas och i sina detaljer konstateras. Det -
samma kan sigas om det euklideiska ax. 10.

Hvad postulaten och problemen angér, anser jag, sdsom redan
nimts i det foregdende, att man gor vil i att anvinda linialen
och passaren mera fritt #n Euklides vill, niimligen sisom rent me-
kaniska hjilpmedel, #fven da det giller att afsitta en linie af
gifven lingd eller upprita en cirkel med sddan radie, hvarjimte
man, sisom Afven fornt antydts, har att noga skilja mellan den
for problemets utférande niddiga konstruktionen och den som krifves
fér beviset, hvilken senare, stringt taget, blott behofver tinkas,
ej utftras.

De af hr G. pipekade svarigheterna for nyborjare med de
euklideiska 1,5 6,13 undvikas litt t. ex. pd foljande sitt, af mig
linge praktiseradt. Eukl. I,5 &dagaliigges med anvindande af det
bekanta beviset, d& man tinker sig toppvinkeln delad midt itu,
hvarigenom nybtrjaren p& samma ging fir en litt och lamplig
applikation af 14, Eukl L6 spares tills 1,18 genomgéitts, hvar-
efter man af 1,5 18, 6,19 fir ett system af 4 sammanhirande satser,
af hvilka 6 och 19 dro omvindningar af 5 och 18. Hvad dter
angdr 113, s& utgtra ddr omtalta nabovinklar tillhopa en rak
vinkel enligt ofvan nimda definition pd vinkel (olikhet i riktning)
och #ro siledes tillhopa == 2:ne riita. -

Det torde emellertid blifva for vidlyftigt att hir anfora alia
dessa smadndringar och littnader for nybirjaren, som hvarje lirare
1 matematik, som forstdr sitt imne, siker dstadkomma vid lasningen
af Buklides, Vare det anfirda nog blott sisom exempel for att
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visa, hurn lampliga forenklingar kunna gbras, utan att ndgon total
omstopning af Euklides blir behoflig.

Elementas betdnkligaste brist i vetenskapligt hiinseende blir
otvifvelaktigt, sdsom hr G. med styrka framhiller, den att Euklides
dir uraktldtit att ordna satserna efter deras naturliga sammanhang;
han har icke {orstatt, for att tala med danske skolinspektéren
prof. A. Steen”, att dstadkomma en sddan systematisk utveckling
af innehdllet, som hvilar p& en rationel begrundning. Redan denna
ofullkomlighet utgdr skil nog mot ett fortsatt anvindande af
Fuklides, s& snart nigon annan geometrisk ldrobok finnes att tillgi,
som med vederbirlig korthet och vetenskaplighet pd en ging upp-
fyller vilkoret af systematisk utveckling af fmnet och #fven eger
Euklides’ stora fortjinst att pd ett klart, tydligt och konkret sitt
framstiilla sin sak. Det senare #r .icke mindre vigtigt #n det
forra, men min mening om Euklides i ifragavarande afseende synes
icke delas af prof. Steen, som kallar de euklideiska bevisen trit-
tande och ofta langslipiga samt menar, att liraren har ett svirt
arbete att inplogga dem i lirjungarne — just raka motsatsen till
min och tillfrigade medlirares erfarenhet.

For att nu kunna, sd att siiga i ett mera konkret ljus,
taga i skiivskidande den forra, af prof. Steen framstilda, hufvud-
fordringen, har jag skaffat mig tillgdng till den vid Danmarks
lirda skolor (sd vidt jag kunnat inhimta) mest anvinda liroboken
i elementir plangeometri, nimligen Julius Petersens Leerebog i
den elementeere Plangeometri, 5:te Tdgave, Kjgbenhavn 1884,
Den 4r ett misterstycke af enkelhet och korthet. P& endast 76
rymligt tryekta sidor med figurer innehdller den det viisentliga af
Euklides’ 6 forsta bocker (med tilligg af liran om symmetri, lik-
stillichet m. m.) samt den hos oss vanligen till den algebraiska
liroboken forlagda kursen i planimetri (inklusive cirkelperiferiens
rektifikation), forntom 1438 dels rent geometriska, dels planimetriska
ofningssatser. Denna stora korthet mé vil sitta en svensk euklides-
Lirare i forvining, men forklaringen ligger diri att larokursen #r
foga detaljerad och framstillningen starkt sammandragen, s& att
man t. ex. anser obehdfligt att upptaga eller aberopa sig pd nigra
axiom. . Ofverhufvud kan icke arbetet i fullstdndighet, liksom ej
hiller i stringt genomférd systematisk utveckling, mita sig med
den i Sverige mera bekanta Mundt-Bergroths fortriffliga bok:
J. E. Bergroth, Elementarkurs i Geometrien, Bearbetning efter
C. E. Mundts Lserebog i den elem. Plangeometri og Stereometrie,
Helsingfors 1876.

* Sveriges hejere Skoler, En Reiseberetning af A. Steen, Kjeben-
havn 1880, dheropad i ofvan citerade uppsats,
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Men hurn skall jag soka karaktirisera bevisforingen i J.
Petersens bok, d& jag hufvudsakligen fister mig vid de for ny-
borjarne afsedda forsta kapitlen, sisom de i metodiskt afseende
vigtigaste? Jag har redan nimt, att man dir ej ansett nodigt
klara framstillningen genom Aberopande af ndgra axiom, hvilket
vial forefaller oss ndgot ovintadi, oss som, kanske icke utan skil,
pibirdas dfverdrifven formalism vid undervisningen. Naturligtvis
hyser man ej hiller nigon tvekan att, sisom #fven Euklides i
TIT,20 gor sig skyldig till, vid den geometriska bevisningen anti-
cipera behofliga satser ur proportionsliran, hvilken senare icke
beskires ndgon annan plats och bevisning #n den kan fi i tal-
teorien. Den geometriska bevismetoden har pi det hela taget
ingalunda den likformighet och fasthet, som den euklideiska, hvilken
later lirjungen laittare se, huru han steg for steg frin geometriens
yttersta principer kommit till den elementira geometriens slut-
resultat. I Petersens bok stker man ena gangen sin utviig genom
en vridning (af en linie eller en figur), en annan ging reder man
sig genom en omliggning, en tredje ging tager man sin tillflykt
till en geometrisk limestfvergdng och jamte allt detta anvdndes,
sdsom Kuklides gor med forkarlek, dfven teorien fir kongruenta
trianglar. Alltid behandlas sakerna summariskt och man negligerar
helt enkelt allt for smfaktiga invéindningar, hvilka dock stundom
kunde bli besviriiga nog. (“Maaske“, siger prof. Steen gjilf, “kan
ingen [anden Leerebog] taale Sammenstilling med Euklid.“) En sadan
obestimdhet och vixling i metoden synes mig skola medfira en
betydande osikerhet hos nybegynnarne, som nu ej ritt val veta
hvar de #ro hemma, d& deras reflexionsférmiga vis & vis ett geome-
triskt bevis dr for litet utvecklad for att tila vid att splittras pd
flere sitt. Lat vara, for att taga ett exempel, att ingen nyborjare
(om ndgon annan behdfver det ej nu vara friga) kinner sig frestad
att gbra invindningar mot det Ittvindiga beviset for 2:ne vertikal-
vinklars likhet, hvilken adagaligges p& det skil, att vinklarne
bigge reduceras till O genom samma vridning af det gemensamma
vinkelbenet, men nyborjaren vet i alla fall icke, hurn han skall viga
sig ut pd egen hand _och pd frimmande, obekant mark med denna
vridningsmetod.  Annu betiinkligare blir det fir honom (Petersens
plangeometri borjar anvindas i klass I, som ungefiir motsvarar var
4:de), nir fraga blir, redan efter lisningen af blott 4 blad, om
hirledandet af en teori for tangenter till cirklar genom tillimpning
af limesbegreppet pa kordor. Det heter di 1 § 25 helt kort och
godt, att “da Seetningen i 24 (periferivinkeln — hilften sd minga
grader som den bage den stir uppd) gjelder, hvor lille end den
ene Korde bliver, maa den ogsaa gjelde, naar Korden bliver
pendelig lille, det vill sige, naar den (forlenget) gaar over til at
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blive Tangent. En Vinkel, der dannes af en Korde og en Tangent,
maales alltsaa ved det halve af den Bue, som Korden afskerer®.
P& denna bevisning grundar sig sedan en hel rad af satser.

Det skualle siikerligen vara for en svensk lirare ett alldeles
sirskildt noje att hora, hurn en dylik bevisning uppfattas af de
12-drige lirjungarne, och hurn de gjilfva tilliimpa denna och bokens
ofriga vaxlande bevisningsmetoder vid losningen af geometriska
ofningssatser. Jag befarar, att denna flerfald af bevisningssitt, af
hvilka limestfvergingen méste anses passa blott den mognare ildern,
viicker stark oro och splittring i nyborjarnes tankeging, som dock
vid sysselsittning af nimda slag har stort behof af fasta och kon-
kreta utgdngspunkter®.

Att man mycket vil kan ernd en elegant och systematisk
utveckling af geometrien, utan att i nidgon man brista i fordring-
arna pd en #nda fran principerna giende logisk stringens, dirp&
dr Mundt-Bergroths ofvannimda bok ett ojifaktigt bevis. Man
kan, nir man liser den, e finna ord nog af berdm for det ofver-
sigtliga innehdllet, dmnets misterliga utforande i alla detaljer, dess
naturliga utveckling ur den inre kédrnan, den systematiserade bevis-
metoden, de i alla motsvariga delar fullt korresponderande satserna
0. 8. v. Och likvil, hvarfor anvindes boken s8 litet hdr i Sve-
rige, och hvarfsr hafva skicklige ldrare till och med 8fvergifvit
den och dtertagit Fuklides? Jo, emedan dess abstrakta veten-
skaplighet icke passar for nyborjaren, dtminstone icke under hans
forsta ldrodr. Allmsinna ofversigter, generaliserade definitioner
och bevismetoder, logiska divisioner och subdivisioner, ja #fven
vissa indirekta bevis limpa sig icke for 12-dringens outvecklade
reflexionsformiga. Lirarens bemidanden bortslosas alltid fifiingt,
sd linge de sti i strid med grundlagen for all undervisning, som
hir kanske stringare #n annorstides bjuder: forst det mest kon-
kreta, sedan generaliseringen och abstraktionerna.

Men, fragar man, hvad #r det d& som hir i den vetenskap-
liga elementargeometrien skall anses sdsom det mest konkreta och
for 12-fringens fattningsforméga bist passande? Jo, det #r enligt
min mening den euklideiska liran om 2me trianglars kongruens

* Herr Steen yttrar i sin ofvannimda reseberiittelse (s. 47) om
den geometriska undervisningen i Sverige: “Vel bedes der paa Mangeln
i Euklids System ved Todhunter, men det nytter ikke Flertallet af Disci-
plene, thi Skaden er sket ved den theoretiske Undervisning, Interessen
er tabt, praktisk Anvendelse sker med Besveer.©

Jag anser mig af flere skil ha ritt betvifla, att hr Steen hiir har
tillriicklig faktisk grund for sitt omdéme, och jag skulle sirdeles girna
vilja komma i tillfille att med véra egna lirjungar jamféra de danska
jimndringarne i frdga om férmagan att pd egen hand losa geometriska
ofningssatser.
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samt den likhet mellan sidor och vinklar, som foljer af kongruensen.
I denna lira har nybrjaren tillfille att fista sin uppmirksamhet
och sin blick p& en emda pdfaglig sak i sender, med denna lira
blir han snart nog fortrogen och den forstir han ofta rétt vil
anvinda vid lésningen af littare geometriska ofningssatser.

Min #fvertygelse #ir sdledes, att man vid utarbetandet af nya
lirobicker i elementargeometri eller vid bearbetning af den eukli-
deiska ej bor ofvergifva den fasta, konkreta och {or nybérjaren
passande utgingspunkt, som innefattas i den euklideiska triangel-
teorien. I en filjande uppsats vill jag undersika, huru den ele-.
mentiira geometriens innehdll bor for nyborjare vidare utvecklas,
med sirskildt iakttagande af vissa vetenskapliga fordringar, som
en lirobok i elementargeometri enligt min mening bor uppiylla.

K H 8.

Frin Ostergotlands och Smalands lirare-
forenings attonde sammantride i
Alfvesta den 27 april 1886.%

"Ar det lampligt att vid liroverken infora undervisning i slojd,
och hurn och till hvilken utstréickning bor i sidant fall denna undervis-
ning anordnas?”

Diskussionen borjades af rektor Welin, som fann frigan
vara ai svdrlost beskaffenhet, men ganska beaktansvird.

S16jd kunde nog inforas i ett eller annat mindre befolkadt
liroverk, men tal. betvifiade, att den skulle kuuna inféras vid
laroverk med storre tillopp af lirjungar. Undervisningen i slojd
borde vara valfri och kunde svirligen medhinnas under terminen
i de ofre klasserna, hvilkas tid &r tillréckligt upptagen af minga
bide laro- och odfningsimmnen, men kunde méjligen- inforas i de
lagre klasserna, dir mera tid forefunnes. Han ansdg, att motet borde
uttala sitt behjirtande af frigan, men att foretridesvis Hushdll-
ningssillskapen och mahdnda #dfven landstingen borde taga saken
om hand; dock borde undervisningen pi inga vilkor blifva obli-
gatorisk.

Adjunkt Berggren instimde med foregdende talare och
papekade, att i Malmo undervisning i sléjd var anordnad fir de
nedre klasserna.

P4 uppmaning af relbor Welin redogjorde Ordforanden
rekt. Cederschidld for det sitt, hvarpd demna undervisning komme

* Efter Smilandsposten.



