
O m räknefel hos nybör ja re i a lgebra . 

A v 

J O S E F G. N Y L I N . 

I . I n l e d n i n g . 

Avsikten med föreliggande undersökning har va r i t a t t studera 

orsakerna t i l l de vanligaste räknefelen hos nybörjare i algebra för 

at t möjligen från denna s y n p u n k t kunna göra et t effektivare angrepp 

i det ondas rot . Räknefel förekomma, a l l tänkbar omsorg v i d un

dervisningen t i l l t rots , även hos många eljest visst inte obegåvade 

pojkar . Underv isn ingen får också ofta n o g in r ik ta s ig på icke b l o t t 

pos i t iv t kunskapsbibr ingande utan även, mera negat ivt , fe lu t ro tn ing . 

Men ingen är a t t i det följande påpeka några förutsättningar för de t ta 

senare. Give tv is framlägges i ngen t ing n y t t för den erfarne läraren, 

denna l i l la uppsats v i l l b l o t t vara e t t försök t i l l a t t få l i te »metod i 

ga lenskapen», d. v. s. system i fel typerna. 

Materialet för undersökningen har va r i t 12 provräkningar, som 

utförts av ett t j ugo ta l pojkar under tre skolår, motsvarande fjärde, 

femte och sjätte klasserna i allmänt läroverk. De förekommande 

räknefelen ha var t och et t analyserats och hänförts t i l l o l ika grupper , 

som åtminstone ge en an tydan o m frekvensen av de o l ika fe l typerna. 

På g rund av materialets r inga omfång, inalles 1,990 räknade ta l , 

kunna siffrorna na tur l ig tv is inte göra anspråk på någon större g rad 

av al lmängil t ighet men peka åt rätt håll, åtminstone enl ig t m i n er

farenhet. 

D å j a g icke haft tillfälle at t personligen k o m m a i k o n t a k t med 

pojkarna , har jag måst inskränka m i g t i l l a t t behandla endast de 
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rent algebraiska räknefelen. Ofta nog skul le även härvidlag en kon

ferens med vederbörande felräknare ge en helt annan t y d n i n g åt vissa 

fel, än j a g kunna t ås tadkomma, då j a g endast haft a t t stödja m i g 

på l iknande fall från en åttaårig erfarenhet som lärare på det ta 

s tad ium. 

Övergången från sifferräkning till bokstavsräkning innebär för 

barnen åtskilligt av svårigheter o m inte rent av en revolu t ion i de

ras matemat iska åskådning. D e t är inte fråga om en övergång från 

sifferbetecknade t i l l bokstavsbetecknade ta l utan från ta l som sådana 

t i l l tecken för t a l . Skolpojkens begrepp om tal är n o g närmast en 

skäl igen konkre t föreställning o m några siffror efter varandra. Be

handl ingen av bokstäverna k a n inte genast ske i analogi med förut 

bekanta räknemetoder. De nya momenten , bokstavstalen, föra o v i l l 

ko r l igen med sig en föreställning o m nya räknesätt, som skapa 

osäkerhetskänsla. 

E n svår ighet är, at t de algebraiska uppgif terna icke »gå at t räkna 

ut.» Svaret a + b är för nybörjaren skäl igen otillfredsställande. 

Ef te rsom exempelvis 5 + 7 b l i r 12, så borde a + b också »bli nå

gont ing». D e t dröjer någon t i d , innan barnen resignera inför fak tum, 

v i l k e t varje lärare haft tillfälle at t konsta tera . 

Sådana ha lv t mys t i ska egenskaper hos bokstäverna äro den 

yt ters ta g runden för de algebraiska räknefelen, fast de för den y t 

l ige betraktaren snart nog synas vara en övervunnen ståndpunkt för 

pojkarna . 

Innan j a g övergår t i l l själva undersökningen, bör framhållas, at t 

de där framställda åsikterna endast ha med pojkars räknefel at t göra. 

E n analys av flickors prestat ioner i samma genre skulle med största 

sannolikhet ge avsevär t avvikande resultat . I synnerhet skulle fel

typernas frekvens ge andra siffror, o m j a g vågar döma av ett par 

års erfarenhet på detta område. F l i cko rna l ägga inte i dagen den 

»gåpäanda», som så ofta br ingar po jka rna på fal l , utan hålla sig 

mera på den säkra sidan. Någon närmare jämförelse är här inte 

anledning att ingå på. 

A v de 1,990 räknade ta len äro 670 s tycken behäftade med et t 

eller annat fel, således 33,6 %. E n t redjedel av samtl iga lämnade 
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lösningar skulle alltså vara felakt iga, v i l ke t ve rk l igen förefaller rätt 

betänkligt . D o c k torde man i allmänhet få räkna med ett l iknande 

resultat. Förutsät tningarna för de här undersökta provräkningarna 

ha icke på något ofördelaktigt sätt a v v i k i t från de normala . Lära

ren har var i t en matemat i sk t och pedagogiskt skolad, intresserad 

personlighet , och lärjungematerialet har i genomsni t t var i t det vanl iga . 

Måhända ha uppgif terna i några fall va r i t något för svåra, v i l k e t 

framgår av a t t de 1,990 behandlade uppgif terna endast utgöra 79,6 % 

av förhandenvarande möjligheter. D e t t a gäller närmast problemen 

och inverkar icke nämnvärt på denna undersökning. 

2. P s y k o l o g i s k d i s k u s s i o n a v v i k t i g a r e f e lgrupper . 

De 670 fel, som underkastats analys, utgöras t i l l 31 ,3% av så

dana, som bero på felaktigt uppställd ekvation. A v förut nämnd or

sak har j a g icke kunna t ingå på någon granskning av dessa. E t t 

fåtal tyckas dock ha et t visst samband med de algebraiska felen, i 

det att svårigheten var i t at t få et t r i k t i g t a lgebraiskt u t t r y c k för en 

förmodligen r i k t i g tankegäng. D e t största antalet fel hänföra s ig t i l l 

procentberäkningar, där formler använts u tan u r s k i l l n i n g : räntan sät

tes l ika med ett kap i t a l , vinst och förlust beräknas på försäljnings

summan m . m . Ä v e n andra formler ha missuppfattats . 

E n annan g rupp fel, som här icke närmare behandlas, äro de 

rena sifferräknefelen, som utgöra 10,6 % av samtl iga fel. I allmän

het kunna de inordnas under de synpunkter , som E . H y l l a framläg

ger i sin uppsats: »Analyse von Rechenfehlern», Zeitschrif t fi ir päd. 

Psych. und exp . Päd., 1916. Skr ivfelen beröras något längre fram. 

De rent algebraiska räknefelen dominera med 58,1 % av hela an

talet . T i l l denna g r u p p ha hänförts samtl iga fel, som icke bero på 

ekvat ionens uppställning eller slarv i sifferräkningen. I allmänhet 

torde alla dessa kunna sättas i något samband med de algebraiska 

räkningarna, o m också en del inte precis röra sig o m algebraiska 

storheter. 

Pojkarnas förmåga at t uppfinna nya fel är nästan outtömlig, ofta 

nog sakna räkningarna varje t i l l s tymmelse t i l l förnuft. De t t a gäller 
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särskilt o m en mycke t svagt begåvad elev, som under dessa tre år 

lycka ts klara av endast 7 uppgif ter av c a 130 möjliga. Hans presta

t ioner äro vanl igen av den art, at t de icke kunna betraktas som an

nat än et t g o d t y c k l i g t omplockande av siffror och boks täver och er

b juda endast intresse från patologisk synpunk t . L ikaså förekomma 

en hel del ofu l lbordade uppgiftslösningar, där det utförda visserl igen 

är r i k t i g t men vederbörande av någon sorts osäkerhetskänsla tv ingats 

a t t avbry ta arbetet. De t kunde j u ha si t t stora intresse att veta , 

varför avbro t te t skett , men försök t i l l förklaringar skulle i det ta fall 

leda u t på gissningarnas område. 

Bland de algebraiska räknefelen intaga teckenfelen, d. v. s. för

väx l ing av plus- och minustecken, e t t framskjutet r u m , 73 sådana 

förekomma. Möjligheterna at t göra teckenfel äro mångahanda och 

ha r i k l i gen u tnyt t ja t s . 

A v hithörande fel hänföra sig 23 t i l l r eduk t ion av termer i samma 

m e m b r u m . E t t van l ig t fel är exempelvis följande: — 6 x + 2x ger 

— 8 x. Här saknas t y d l i g e n begreppen pos i t iv och negat iv kvan t i t e t , 

som äro et t par av nybörjarens stötestenar. E t t annat fal l av samma 

a r t : — b — 8 b ger — 7 b. På samma sätt som plustecknet i förra 

fallet gav inställning på addi t ion ger i det senare minustecknet för 

b inställning på sub t rak t ion . A t t tecknen utmärka storheternas kva

l i t e t får sålunda träda t i l lbaka för den gamla invanda associationen 

mel lan tecken och räknesätt. 

N å g o t svårare at t förklara är följande: — 5 x — x ger + 4 x. 

Subtrakt ionen är g iven enl ig t föregående. Plustecknet kan möjl igen 

härröra från en minnesregel v id m u l t i p l i k a t i o n att »lika tecken ge 

plus», eller kanske inverkar en dunke l aning o m att termer med l ika 

tecken skola adderas; av addi t ion följer så plustecknet . E t t l iknande 

f a l l : 8 a'2 b — a2 b ger —7 a2 b. Give tv is förekomma här som a l l t id 

en del rena slarvfel, som inte tarva närmare undersökning. 

V i d överflyttning av termer från ena t i l l andra m e m b r u m före

k o m m a 13 teckenfel. E x . : 292 = x — 8 ger 292 — 8 = jr. Även 

härvidlag är det förmodligen den fasta associationen mellan minus

tecken och sub t rak t ion , som tar loven av den för vederbörande be

kanta regeln om teckenändring v i d överflyttning. Oftast förekomma 

11 — 20476. Svensk/ arkiv för pedagogik. IQ20. 
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sådana fel, när både överflyttning och r eduk t ion utföras i en enda 

opera t ion . E x . : 3 ax = • • • — ax ger 2 ax = 

I 12 fall har teckenändring företagits utan överflyttning. N å g o n 

g å n g kan den bero på analogi med andra förekommande tecken

ändringar. E x . : 15 — 3 = x— 7 ger 15 + 7 + 3 = , * ' . I et t par fall 

förefaller ändringen alldeles omot ive rad och bör närmast hänföras 

t i l l fe l skr ivning. E t t mera kompl ice ra t f a l l : 15 — x = 3 — 7 ger 

# = 15 — 3 — 7 . V å g s t y c k e t at t samt id ig t verkställa överflyttning 

och n y teckenändring har på sistone miss lyckats . Tankeenergien 

räckte inte t i l l för sista termen. Sät te t är j u inte hel ler at t re

kommendera . 

V i d bortskaffande av parentes, som föregås av minustecken 

förekomma 10 fel. E t t par fall bero på ren g lömska , i några andra 

kan orsaken t i l l felet spåras. E x . — (99 — 11 x) 8 ger — 792 — 88 X 

visar faran av at t göra mer än en sak i sänder på nybörjarstadiet . 

Mu l t i p l i ka t i onen 9 9 . 8 har t ag i t för hårt på krafterna. E t t annat fe l : 

— [2 x (x —y) + x(x + y)] ger — 2 x (x + y) — x [x —y); ändringen 

har genomförts med samtl iga förekommande tecken, oavsett om de 

tillhöra den y t t r e parentesens te rmer eller ej. Felet grundar sig på 

oklarhe t om begreppet t e rm, v i l ke t längre fram behandlas. 

N å g o t oftare förekomma teckenfelen v i d bråkstreck föregångna 

x K x •— 12 
av minus, 12 fal l . E t t exempel : ' ger efter mu l t ip l ika -

5 3 

t i on med 15 och förkortning: 3 , r — 2 5 x — 60. D e övriga förekom

mande räkneoperationerna ha t ag i t uppmärksamheten i anspråk, så 

at t teckenändringen avglömts , i synnerhet som försiktighetsmåttet 

med parentes icke vidtagi ts . Dessa fel stå i nära samband med föl

jande huvudgrupp . 

E t t antal av 87 fel bero y t te r s t på en oklarhet ifråga om term-

och faktorbegreppen. Denna begreppsförvirr ing y t t r a r sig på många

handa sätt, mest påtagl igt i sådana exempel som 45,5 = 9,1 (2 x + 3) 

ger 45,5 — 9,1 = 2X + 3. F a k t o r n 9,1 har här överflyttats, som o m 

den vore en t e rm. A t t te rmen är det k o m p l e x a begreppet , som i 

s ig innefat tar de två faktorerna, har inte k o m m i t t i l l medvetande. 

U t t r y c k e t ska l l förenklas, och vederbörande väljer det bekvä

maste sättet utan hänsyn t i l l förekommande tecken. N å g o n k la r t 
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fa t tad ar t sk i l lnad mel lan faktor och te rm finns inte. E t t annat exem-

7 7 

pel, 1 5 - 1 — x = 78 ger 15 + ^ = 7 8 - - , visar, at t räknaren har en 

8 8 

an ing o m att det är fråga o m m u l t i p l i k a t i o n . A t t f ak to rn dock ska l l 

behandlas på annat sätt än te rmerna har inte ifrågasatts. E t t fel, 

som t y d l i g t visar denna br is tande uppfa t tn ing , är följande: 1 5 — x = 

= 3 + 5 x g e r J S — 8 = x + x\ 3 + 5 i högra membrum ger omedel

bar t 8, och x lämnas ensamt kvar . I denna s t i l förekomma 23 fel. 

E x e m p l e t : - • • — ( x — 8)0,25, utfört: — x + 8.0,25, ger p r o v på 

ett i 5 fall förekommande betänkl igt fel. Faktorparentesen behand

las som en v a n l i g termparentes med u t s t r y k n i n g och teckenändring. 

F a k t o r n 0,25 står här efter parentesen, och möjligt är, at t det farliga 

minustecknet framför lagt beslag på hela uppmärksamheten. E t t 

annat fal l , — ( x — 3 ) (0,5 + 0,25) ger — x + 3 (0,5 + 0,25), är svårare 

at t förstå. Visser l igen finns även här det far l iga minustecknet , men 

p roduk ten av två b i n o m är en så van l ig företeelse, at t man kunde 

väntat en m u l t i p l i k a t i o n . I allmänhet visar det sig, at t den svårare 

räkningen mera uppmärksammas. De reiia slarvfelen förekomma 

nästan uteslutande i en miljö av svårare men rätt täförda operationer. 

I fem fall användes ännu ett sätt at t misshandla fak torsu t t ryck . 
E x . : Ix + -\ 12 = 10 ger # . 1 2 = 1 0 — d e n första faktorns andra 

\ 6/ 6 

t e rm flyttas t ro ts parentes och a l l t t i l l högra m e m b r u m , varefter åter

stoden mul t ip l iceras . B a k o m det ta l igger t y d l i g e n regeln at t »flytta 

över alla bekanta termer t i l l ena membrum». E t t par l iknande exem-

4 — 8x , 4 
pe l : ekvat ionen — = 0,2 ger i et t f a l L = 0 , 2 + Sx, i ett annat 

4 — o,a 
= 8 x . Särskilt det sistnämnda visar ett bekvämt sätt at t »få 

S 

x ensamt». Te rmerna flyttas över hel t enkelt ; a t t bråkstrecket möj

l igen skulle ha med en d iv i s ion av 8 x a t t skaffa ifrågasattes inte. 

V i d tecknande av produkter , där ena faktorn är b inom, uteläm

nas ofta binomparentesen, v i lke t har t i l l följd, att endast ena te rmen 

1 1 
mult ipl iceras . P roduk ten av exempelvis x + - och 12 tecknas x + - 12, 

r 0 6 

som i sin o rdn ing ger x+ 2. L ikaså när nämnarna x—3 och 9 ge 
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minsta gemensamma dividenden x—9. I 9 ingår j u 3 som faktor, 

och så är saken klar. I et t annat fall ge samma nämnare x—27. 

Här har mu l t i p l i ka t i onen utförts för säkerhets skul l , x— 27 ser nå

got enklare ut än gx—27, denna synpunk t torde nog kunna tas i 

beaktande. A v två onda t i n g välja pojkarna med förkärlek det »minst» 

onda. Strävan efter enkelhet är hos felräknarnastörre än sanningskärleken. 

De t ta visar sig i en art av fel, som man kan ka l la »förkortning 

1 0 — x 
av termer». 18 sädana operationer ha utförts. E x . : ger 5 — x. 

Frestelsen at t på detta förträffliga sätt b l i av med nämnaren har va

r i t för s tark och förkvävt eftertanken, som förresten inte haft någon 

större grad av k la rhe t om faktorsbegreppet at t stödja sig på. A n a 

logien med förkortning av faktorer l igger i öppen dag. 

E t t något annor lunda förfarande visar sig i följande e x e m p e l : 

2 ab b 
ger — ' Här har en sub t rak t ion av faktorer genomförts . Or-

Aa ö 2 a 

saken torde väl närmast vara en förväxling av koefficient och expo

nentbegreppen. T a n k e g å n g e n är väl denna: 2 st. a i täljaren och 

4 st. i nämnaren, ge v id förkortning 2 st. a i nämnaren. A t t a 

in tar en ställning som självständig faktor v i d sidan av siffrorna har 

in te uppfattats , d. v. s. bokstaven har in te fått talkaraktär. Den räk

nare, som presterat 5 av de 7 fallen, fortsätter med sin t a k t i k även 
35 56 

på de rena sifferräkningarnas område: ger 30 och — ger 48. 

5 ö 

Denna återverkan på förut invanda operat ioner är intressant som be

vis på den begreppsförvirring, som algebran mäktar åstadkomma, l ä t 

analogt fall skall i det följande påpekas . 

I fyra fall förekommer förväxling av addi t ion eller sub t rak t ion med 

m u l t i p l i k a t i o n utan några egentl iga miljösvårigheter. — 2 x2—x2 ger 

exempelvis 2 , r 4 och a — 7 aé + 7 ger a— 35 a9. B ä g g e dess fel ha 

t ro l igen influerats av tanken på minnesregeln att »lika tecken ge plus» 

resp. »olika minus», och så k o m m u l t i p l i k a t i o n e n i s läptåg. 

Ä n n u några fall av mera obestämd art. 3 — 7 ger i en uträk

n ing 3 : 7 ; någon anledning t i l l denna förväxling kan inte upptäckas. 

N å g o t egendoml ig t förefaller det, när u t t r ycke t x+ ( 6 + 1 j upp-
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fattas som en p roduk t och ger 6-.r + i - x . r ak t emot all felräknar-

2 3 

praxis , som huvudsakl igen går ut på förenkling. A t t i et t par fall 

2 2 
av x tecknas X\- beror väl på at t »av» associeras med »delar av», 

5 5 
5 3 

som sedan ger d iv i s ion . 6 , r + 2 9 = 53 g e r 6 ; r = — ; 29 behandlas 
29 

som .t-koefficient t rots plustecknet och ställningen efter ^'-termen. 

L i k n a n d e fel, 9 t i l l antalet, erbjuda ingen t ing av större intresse an

nat än som bevis på en synnerl igen slapp uppmärksamhet . 

I de två första provräkningarna förekomma 9 fall av reduktion 

av olikformiga termer. Endast den förut omnämnda undermålige 

räknaren har i ett fall längre fram använt denna metod. Faran av 

det ta fel bör således inte överskattas. E t t par exempe l : x+ x + 3 

ger $x, en ren h o p p l o c k n i n g av al l t som finnes; 3 + $x ger 8.v och 

4 — 8 .t' ger — t \ x bero på bristande upp fa t t n ing av .r-koefficientens 

samhörighet med det obekanta , d . v . s. felet hänför sig t i l l t e rm-

faktorbegreppet , som förut avhandlats. 

E n mindre g rupp fel, 12 s tycken, ha u p p k o m m i t genom en för-

1 b a 
växling av x och - E t t exempe l : — = a ger A t t första le-

1 
det efter divis ionen b l i r - har inte observerats. Här föreligger en 

förväxling med ekvat ionen bx — a. Koeff ic ienten för x skal l en l ig t 

regeln divideras b o r t ; så sker även : fak torn är bor ta , alltså står x 

ensamt kvar . L ä n g r e fram förekomma ett par l iknande fel. E x e m 

pelv is : 625 = 2,500 ,r ger x = 4. D e t har t y d l i g e n känts behagligare 

att dela det större talet med det mind re och på så sätt s l ippa från 

den besvärl iga decimalbråksdivisionen. V a n l i g e n b l i r j u roten et t 

helt ta l , och denna vana t i l lsammans med en undermedveten bekväm

lighetskänsla ha stört uppmärksamheten. 

V i d bortskaffande av nämnare förekomma 34 fel. I några fall 

bo r tmul t ip l i ce ras varje nämnare för s ig oberoende av de andra, 
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3 x — 9 5 x— 12 
exempelvis i ekvat ionen x H — = 4 , som ger x + 

5 3 ' 6 

5 (3 * ~ 9) (5 x — 12) 3 
-\— = 4 1 . A t t jämvikten rubbas härigenom, 

5 3 8 

generar in te . T y d l i g e n til lämpas en ha lv t uppfa t tad regel o m för

faringssättet. 

I flera fall har en t e r m uteglömts v i d mul t ip l ika t ionen , i synner

het o m den stått ensam i ena m e m b r u m , exempelvis et tan i ekva t ionen : 

—. : = i . L i k n a n d e fel förekomma 13 gånger , och i så 

9,I(x+ x+ 3) s s 

go t t som samtl iga fal l är den bor tg lömda termen en ensam siffra. I 

motsats härtill ha 7 räknare alltför väl k o m m i t ihåg en ensam o i 

högra m e m b r u m och v i d m u l t i p l i k a t i o n e n fått den l i k a med mins ta 

gemensamma nämnaren. Orsaken härtill l igger i at t nol lan som ta l 

be t rak tad in tar en särställning, som har m y c k e t l i t en motsvar ighe t i 

dagl iga l ive t . De andra siffrorna ha j u ständig användning, men i 

stället för no l l säger man »ingenting». Dessu tom har nol lan en stor 

betydelse för m a r k e r i n g av talsorterna. D e t t a har g jor t , at t pojkarna 

inte våga t lämna nol lan åt s i t t öde, i synnerhet som de nog k o m m i t 

ihåg åtskilliga tillfällen, då en uteglömd nolla skaffat dem obehag

l igheter på halsen. 

A n d r a räknare ha förfarit med ett annat slag av överdriven 

grundl ighe t . I några fall ha samt l iga faktorer (och termer) i ekva

tionens täljare ihågkommits v i d mu l t i p l i ka t i onen u tan hänsyn t i l l a t t 

25(8 — * ) fiere s tycken stå på samma bråkstreck. E t t exempe l : 
8 

1 1 ( 9 — x ) I 4 0 . 2 5 ( 4 0 . 8 — 40 . x) 4 0 . 1 1 ( 4 0 . 9 — 4 0 . ^ ) 
1 - ger 

5 2 " 8 5 

1 

= 40 . 1 - . Förkortningen sker sen l i te ojämt, vadan arbetet uppges 

efter några förtvivlade försök a t t b r inga reda i de stora talen. 

E n räknare ha r ansett nämnaren b rag t ur världen endast genom 
# . 8 5 

mul t ip l ika t ione r utan någon åtföljande förkortning. E x . : 4 = 

ger 400 = x. 8,500. För po jken ifråga är matemat iken en t ro l lkons t , 

som det inte lönar sig a t t försöka begr ipa . H a n arbetar med delvis 
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uppfat tade regler på ett rent mekanisk t sätt. N å g o n enstaka g å n g 

b l i r det emel ler t id rätt. 

2 x 2 x 3 
E n annan har förenklat = 3 t i l l Q = - , d . v . s. m u l t i -

9 9 9 

plicerat å ena sidan och d iv idera t å andra. Möjl igen för symmet r i -

ens skul l eller för at t det går så bra at t förkorta 9 med 3. N å g o n 

sådan obestämd föreställning l igger säkert t i l l g r u n d för misstaget. 

S lu t l igen har en räknare d ividera t bort ^.--koefficienten och låtit 

nämnarens försvinnande vara en mys t i sk följd av denna opera t ion : 

Möjligen kan nämnarens försvinnande i detta sista fal l bero på 

ren glömska. I 19 andra fall ha faktorer eller termer k o m m i t bo r t 

av denna orsak. Van l igen sker detta v i d förkortning, då den nya 

faktorn k o m m i t ett s tycke från kamraterna eller klämts in mellan 

andra, sä at t den inte genast faller i ögonen. L ikaså v i d redukt io

ner av längre p o l y n o m , då icke lämpliga försiktighetsmått v id tag i t s . 

I så go t t som alla fall äro räkningarna s larvigt nedskr ivna; en sådan 

felkälla borde skäl igen lätt kunna undvikas . 

Dignitetsbegreppet är en källa t i l l 34 fel. Ofullständig eller or ik

t i g uppfa t tn ing o m exponentens betydelse är härvidlag huvudorsaken. 

Den har j u t i l l uppgi f t att ange faktorernas antal i d igni te ten, v i l k e t 

inte h indrar , at t den ofta själv behandlas som en van l ig sifferfaktor. 

E l l e r också föranleder ett dunkel t medvetande o m dess särställning 

t i l l andra egendomliga misstag. 

E x e m p l e t a2, a3 ger a° är e t t van l ig t fa l l av exponentens för

väx l ing med faktor. D e t är fråga om m u l t i p l i k a t i o n , alltså: 2 . 3 = 6 . 

S å var det en bokstav m e d ; resultat a6. Bokstaven spelar en myc

ket obe tyd l ig b i r o l l , huvudsaken är, at t den k o m m e r med någonstans. 

F e l av denna art höra hemma på det t id igare stadiet. S å småningom 

associeras de nya metoderna med de nya momenten , bokstäverna, 

och dessa behandlas som sig bör. S å icke sifferfaktorerna, som äro 

gamla bekanta och helst behandlas på det gamla vanl iga sättet. 

2 x 3 

9 
= 3 ger x = -. 
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/ 3 « 1 2 6a2 

E t t e x e m p e l : — - I ger —7». Bokstavstalen äro rätt beräknade, men 

\4åi 8b 

siffrorna få nöja sig med exponenten som faktor. N å g o n uppfat t 

n ing om att exponenten är någont ing annat föreligger inte . E t t 

« , s a* 
annat särdeles talande exempe l : —n ser —«; exponenterna ha hel t 

enkel t förkortats med 2. Ä n n u et t exempe l : (2 a3— 3 <54)2 ger 4 « 9 + 

- j - 9 ^ 1 6 — 1 2 a 3 / ' 4 ; i kvadra te rna ha talens exponenter fått samma be

hand l ing som koefficienterna, däremot är dubbla p roduk ten riktig, 

eftersom digni teternas baser äro o l ika . I ett par andra fall har den 

senare b l i v i t 12 a6 b4, som synes en samvetsgrant genomförd fördubb

l i n g över lag. Kvadra t exponen ten har i dessa exempel visserligen 

get t upphov t i l l kvadrer ingen , men det beror endast på formelkun

skap, inte på uppfa t tn ing o m exponentens uppgi f t . D e t t a framgår 

a v följande exempe l : 3 a (a— b)2 ger (3 a2 — Sab)2, som visar, a t t 

vederbörande alls in te tänker s ig två parenteser, fast den följande 

u tveckl ingen av kvadra ten utföres rätt. L i k n a n d e fel äro inte 

ovanl iga . 

Den räknare, som får dubbla p roduk ten av 2 a3 och 3 b4, at t b l i 

öab1, har in te den avlägsnaste an ing o m vad exponenten är t i l l för. 

»Vid m u l t i p l i k a t i o n av digni te ter skola exponenterna adderas», sak 

samma om baserna äro o l ika . 

Förväx l ingen av exponent och koefficient tar sig s tundom ut

t r y c k i r ak t motsat t r i k t n i n g ; koefficienterna behandlas som expo

nenter, i synnerhet v i d tillämpning av kvadrer ingsreglerna. (2 a3— 

— 3 / / ) 2 ger i dubb la produkten 10 a3b4, eller i et t annat fall 5 fl3/'4, 

d . v . s. 2 . 3 == 5. I en annan lösning: 2 (a4 — b*) ger a8 + b8 — 2 a4, b*, 

har 2, trots den står framför parentesen, fått fungera som exponent , 

t ack vare en o m g i v n i n g av k v a d r a t u t t r y c k . 

E n g rupp på 20 fel utgöras av misstag v i d kvadrerings- och kon-

jugatrcglernas användning. I de förra insattes enkla i st. f. dubbla 

p roduk ten eller ock fördubblas samtl iga termer som i följande exem

pel : (a — b)2 ger 2 a2 + 2 b2 — 2 ab. Teckenfel , (a — b)2 ger a2 — b2 + 

+ 2 ab, synas bero på att läroboken och läraren använt o l ika fo rmu

leringar av g rundformlerna ; läraren har den mera prakt i ska utveck-
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l ingen a2 + b2 •—2ab, då däremot läroboken har a2—2ab+ b2. I 

andra fall rent slarv med tecknen. 

Rät t van l ig är en förväxl ing av andra kvadrer ingsregeln och 

konjugat regeln , i synnerhet v i d upplösning i faktorer, a2— b2 ger 

(a— b)2, båda u t t r y c k e n äro i pojkarnas ögon egentl igen l ikadana . 

A t t andra regeln bör til lämpas på följande u t t r y c k har vederbörande 

inte observerat, han upplöser i faktorer på detta sätt: i ö . t 4 + 1 — 8 .v2 

ger 1 + 4 (2 x2 •— 2 x) (2 x2 + 2 x). A t t u t t r ycke t fortfarande består 

av två termer be tyder ingen t ing , huvudsaken är, att faktorer före

k o m m a . O c h de utgöra j u också en så förkrossande major i te t gent 

emot den stackars ettan, så att den k a n hel t lämnas ur räkningen. 

23 uppgif ter äro rätt utförda så när som på själva svaret. I 9 

ab 
fall är det ta in te fullständigt förkortat. E x : —51 som är ro t t i l l ekva-

ö a1 

t ionen aax = a2b. E n faktor har förkortats bor t , v i l k e t tillfredsstäl

ler räknaren, i a l l synnerhet som det inte finns några siffror kva r i 
5 a b c 5 a 

täljaren. Ekva t ionen = 1 5 b c ger x = — . Nämnaren är här 

4 x 3 b 60 

resultatet av en m u l t i p l i k a t i o n och har således redan var i t under be

handl ing , v i lken t y d l i g e n ansetts t i l l fy l les t . 

D e övriga svarfelen bero på missuppfat tningar om vad svaret 

egentl igen skal l röra sig o m v i d problemlösning och ha i det ta sam

manhang mindre intresse. 

Rena skrivfel från den g ivna uppgif ten, 13 st., och under räk

ningens gång, 18 st., bero vanl igen på o tyd l i ghe t i de hektografe-

rade uppgif terna eller i egna uträkningar: 9 b l i r 2, 5 b l i r 8, 6 b l i r 

o, 4 b l i r 7 eller 9 och i ett fall tages x för 8. Dessa fel l igga j u egent

l igen utanför uppsatsens ram men ha medtagi ts för jämförelsens skul l . 

Slut l i gen k o m m e r en samling av 13 mera obestämda fel, som 

inte höra hemma under föregående avdelningar. D å de samtl iga 

presterats av matematiskt synnerl igen undermåliga individer , erbjuda 

cle föga av intresse härvidlag. N å g o n förklaring lönar sig inte at t 

o 1 1 1 — 1 
kosta pa dem. E t t par exempel : ger - —, t ro l igen analogt 

r 3 x 3 —x s ö 
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med m u l t i p l i k a t i o n . D e övr iga äro i s t i l m e d : a— 7 a4, + 7 a4, ger 

a — 8 och kunna endast betecknas som rent nonsens. 

I 24 fall har arbetet avbrutits av et t eller annat skäl, vanl igen 

osäkerhet om möjligheten a t t k o m m a fram eller brist på kunskap. 

N å g o n g å n g av alltför v id ly f t i ga och tidsödande räkningar. 

D e i det föregående behandlade felgrupperna äro således föl

jande, ordnade efter fallande frekvens: 

term-faktor förväxling 22,4 

teckenfel — 18,7 

dignitetsfel 8,7 

fel v i d bortskaffande av nämnare 8,7 

skr ivfel 8,0 

oful lbordade lösningar — 7,5 

svarfel.- — — 5-9 

formelfel —_ — 5. 2 

glömskefel ... 4 i9 

obestämbara fel — 4>6 

förväxling av x och dess inverterade v ä r d e — — 3,1 

reduk t ion av o l ik fo rmiga termer 2,3 

100, o 

Det ta försök t i l l systematisering kan givetvis icke göra anspråk 

varken på fullständighet eller allmängilt ighet, då materialet va r i t a l l t 

för r inga. Inde ln ingen kunde j u även ske efter delvis andra g run

der och mera log i sk t genomföras. D e n här använda indelningen har 

använts för at t få närmast möjliga ans lu tn ing t i l l de i p r ak t iken före

kommande metoderna. 

3. F e l e n s o r s a k e r o c h botemedel . 

( S a m m a n f a t t n i n g . ) 

V i l k a äro orsakerna t i l l de algebraiska felräkningarna? E t t ut

tömmande svar på denna fråga torde väl ingen vara n o g förmäten 

a t t söka ge, t y orsakerna äro legio. Här endast en an tydan o m de 

vikt igaste . 
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Frågar man en pojke , varför han räknade så eller så, får man 

väl oftast svaret: »Jag k o m inte at t tänka på det». D e n r i k t i g a 

operat ionen är visst inte obekant , men under förhandenvarande om

ständigheter blev den inte genomförd. Ofta nog på g rund av rent 

slarv, men vanl igen har uppmärksamheten fängslats av någon annan 

samt id ig uträkning, som var i t svårare eller ovanligare för veder

börande, och så har felet var i t där. K o n t r o l l e n , o m sådan överhuvud

taget förekommer, har endast berört det ta svåra, det lätta är »natur

l ig tv i s rätt», i synnerhet om svaret ser t i l l ta lande u t eller l iknar det 

vanl iga . 

E n känsla av bekväml ighe t spelar härvidlag en stor r o l l . D e t 

ser sä lätt och enkel t ut att göra på det eller det sättet, så det 

måste vara rätt. Räknaren l i ta r hel t på in tu i t ionen, som b land en 

mängd möjligheter väljer u t den behagligaste, den som fordrar minsta 

energiförbrukningen. Ä n har inte räknandet mekaniserats t i l l den 

grad, at t e t t misstag är uteslutet. 

I samband härmed står begreppsförvirr ingen, som från metodisk 

synpunk t är al lvarl igast . Slag i slag införas nyheter i pojkens värld. 

D e t ena begreppet hinner in te stabiliseras, förrän nästa k o m m e r t i l l , 

och så sker en par t ie l l sammansmältning av båda. D e t dröjer länge, 

innan det hela systematiseras. Frän början ter s ig all tsammans som 

ett skäligen sammanhangslöst v i r rva r r av fristående operationer, som 

först efter lång träning sammanfogas t i l l en k la r enhet, där inte lösa 

beröringsassociationer utan k la r t begripande bestämma hans angrepps

metoder . Dessförinnan få ha lv t uppfat tade regler och formler tjänst

göra som surrogat. 

E t t r ad ika l t sätt vore j u at t slopa al l t vad regler och formler 

heter, företrädare för denna mening saknas inte. På så sätt skulle 

kunskapen v ä x a fram som ett organiskt helt , och en hel del felkällor 

skulle a ld r ig uppstå. F rågan är, o m det ta sätt med hänsyn t i l l räk-

nelärandets ekonomi vore särdeles l y c k l i g t . De formler , som före

k o m m a på det ta elementära s tadium, äro så få, at t man bör kunna 

fordra deras begripande, förutsatt a t t inlärandet skett på rätt sätt. 

D e n träning i uppmärksamhet, som formelräknandet innebär, är för

resten alltför värdefull för at t kunna undvaras v i d en effektiv under

v isn ing . V i l l man undanrödja räknefelen, är fastmer nödvändigt at t 
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ta vara på alla möjliga tillfällen för träning av uppmärksamhet och 

iakttagelseförmåga. 

D e t är go t t och väl, o m po jkarna få lära sig den rätta vägen , 

men i många fall är det nog nödvändigt at t även r i k t a deras upp

märksamhet på de faror, som lura på denna v ä g , d . v. s. rak t på 

sak framvisa felmöjligheterna. 

I m i n undervisning har j a g använt m i g av denna metod med 

synbar l igen go t t resultat. Teckenfelen har j a g sökt u t ro ta genom 

at t v i d räkning på svarta tav lan s tändigt och jämt fråga: »Vilka 

möjligheter a t t göra teckenfel finnes det här?» Så småningom har 

den frågan gåt t pojkarna i blodet , och de ha svårligen kunnat företa 

en opera t ion utan att göra k l a r t för sig farorna. 

L ikaså ifråga o m begreppen term och faktor. Genom att stän

d ig t låta po jka rna analysera de algebraiska u t t r y c k e n med av

seende på dessa begrepp, ha dessa så småningom nötts i n , och 

den r i k t i g a ski l lnaden dem emellan har ständigt va r i t ak tue l l . L ä m p 

l iga frågor i varje fall t v inga pojkarna at t göra k l a r t för sig felmöj

l igheterna och nogsamt undv ika dem. D o c k måste lärarens t ak t och 

goda omdöme bes tämma gränserna för metodens användning, så a t t 

inte denna exercis i stället skapar inställning på felräkning. 

För a t t markera exponentens särställning har j a g låtit pojkarna 

teckna exempelvis d igni te ten a.a. a på följande sätt a3 f a k t o r e r . D e t 

dröjer inte länge, förrän de tröttna på detta skrivsätt, och när t iden 

är inne, förenklas u t t r y c k e t t i l l as. Genom upprepade frågor hålles 

minne t av vad som »står efter» 3 v i d makt , och misstag b l i in te sär

deles vanl iga. 

Några allmänna regler för ma temat ikunderv i sn ingen har det g i 

vetvis icke va r i t min mening a t t framlägga. Va r j e intresserad lärare 

skapar själv det system, som lämpar sig för hans personliga läggning . 

Jag har b l o t t velat framhålla den synpunk ten t i l l k l a r t beaktande, 

att även felen kunna ha si t t goda med sig, nota bene o m de använ

das för att d r iva u t det onda med. Kunskapens träd är på go t t 

och ont , och med en k la r t uppfa t tad och väl innött kunskap om 

bägge dessa arter ha pojkarna stora möjligheter at t k o m m a fram på 

matematikens vanskl iga s t ig . D e t t i l l k o m m e r ett n y t t intresse, en 

n y n ju tn ing i att känna faran och sålunda veta, huru den skal l undgås. 


