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Sammanfattning

Urvalsaxiomet (AC) dr numera allmént accepterat som ett naturligt fun-
dament i méngdlara. Har presenterar vi hur kardinalitet och kardinaltal kan
definieras utan AC och visar ett antal klassiska resultat om vad som kan ske i
modeller till ZF dar AC ar falsk. Det visar sig d& att kardinaltalsaritmetiken,
som med urvalsaxiomet ar trivial, far en potentiellt sett rik struktur.

Speciellt presenteras metoden att falsifiera AC i s& kallade permutations-
modeller. Med denna metod visas ett relativt nytt resultat av Shelah och
Halbeisen som visar att det &r konsistent med ZF att det finns en méngd U
sadana att mangden av ordnade par med element ur U har stridngt mindre
kardinalitet &n méngden av oordnade par med element ur U.



1 Inledning och notation

Innehallet i denna text torde vara tillgénglig for envar som har grundliggande
kunskaper om ZFC och den kumulativa hierarkin. Vad géller notationen later
vi N = w = wy beteckna de naturliga talen; ordnade par betecknas (z,y); n-
tipler (dndliga sekvenser med ldngden n) skrivs (xg, x1, ..., 2,—1); delméngd
skrivs C emedan dkta delméngd skrivs C.

Om f: X — Y &r en funktion och A C X sa later vi f[A] := { f(z) |
x € A} vara bilden av A under f; om y tillhor virdeforradet till f sa &r
f~Yy) :={x| f(x) = y} inversa bilden av y under f. Om B ir en delméingd
till viirdeforradet till f sa dr f~![B] := {x | f(x) € B} inversa bilden av B
under f.

2 Urvalsaxiomet och kardinaltalsaritmetik

2.1 Historik och nagra ekvivalenser

Betrakta foljande argumentation:

Antag att vi har en uppriknelig mingd, X, av upprikneliga
méngder. Lat A;, dar ¢ € N, vara en upprikning av elementen i
X.

Det ar klart att (JX = J; A; &r uppréknelig, ty lat a;; dar
j € N vara en upprikning av elementen i A;. Varje element i
|J X motsvaras i sa fall av (&tminstone) ett par av naturliga tal
(i,7) och méngden av sddana par dr uppriknelig.

Argumentationen verkar uppenbart giltig men vilar &nda pa ett gdmt
antagande. Ligg namligen mérke till att det for varje A; finns en hel uppsjo
olika bijektioner f: N — A;; sa for att skapa en entydig funktion a; ; maste
vi faktiskt vélja en sddan bijektion for varje ¢ € N. Problemet &r bara att det
inte generellt sett finns nadgon regel med vilken vi kan vélja dessa bijektioner.
Hur kan vi sga att en odndlig sekvens av saker existerar, om vi inte kan siga
hur den ska konstrueras?

Det gobmda antagandet &r foljande:

Axiom 1 (Urvalsaxiomet (AC)). For varje mangd X av icketomma mangder
finns det en funktion f sidan att v € X = f(x) € x. f sdgs vara en
urvalsfunktion.

Med detta axiom, det vill sdga i ZFC, kan vi bevisa att unionen av en
uppraknelig miangd av upprakneliga méngder dr uppraknelig.

Bews. Lat X vara en mangd av upprikneliga méngder, vilket innebar att
det finns en bijektiv funktion A: w — X, och att det for varje x € X finns
en bijektiv funktion a: w — x.



Bilda nu méngden F' = {y; | i € w} dér y; 4 méngden
{(i,a) | a &r en bijektiv funktion fran w till A(7) }.

F &r en méngd av icketomma méngder och alltsa finns det enligt urval-
saxiomet en funktion f sidan att x € F' = f(z) € x. Viardeforradet till f,
det vill siga { (i,a) | i € wA (i,a) = f(y;) }, genererar naturligt en surjektiv
funktion fran w x w pé |J X. Eftersom vi kan ordna w x w lexikografiskt finns
det en funktion g: |JX — w X w som, for varje z € |J X, avbildas pé det
minsta y € w X w sddant att f(y) = x. g kommer d& vara bijektiv. Dessutom
ar bilden av g en oédndlig delméngd till w x w och darfér uppriknelig, varfor
J X é&r uppréknelig. O

Huruvida man betraktar AC som intuitivt sant eller ej beror mycket
pa vilken uppfattning man har om nér man kan pasta att ett matematiskt
objekt existerar. Urvalsaxiomet anger ndmligen inte hur urvalsfunktionen
“fungerar” eller &r uppbyggd. Det verkar ju féga konstruktivt...?

Fragor och problem av den har typen dék upp framfor allt under slutet
av artonhundratalet, dels i analysen (se [9], kapitel 1.2), ddr man hade borjat
titta noggrannare pa godtyckliga sekvenser av reella tal och deras egenskaper,
men framfor allt i Cantors nyuppfunna méngdléra dér en teori for det faktiskt
odndliga hade skapats.

Cantor anvinde sig av urvalsaxiomet pa ett flertal stéllen i sina samlade
verk, ofta implicit pa liknande sétt som i exemplet ovan, men ocksa pa ett rétt
forvanande sitt. Cantor ansdg nédmligen till en borjan att det var intuitivt
och logiskt sjalvklart att

1. Alla méngder kan vélordnas (vélordningsprincipen)

2. Givet tva godtyckliga méngder a och b sa finns det en injektiv funktion
f frén a till b eller fran b till a. (trichotomi)

men bada dessa pastdenden dr ekvivalenta med AC. Ekvivalensen for (1)
formulerar vi si hir (den andra kommer vi bevisa senare):

Faktum 1. ZF - AC « Va3y (y vilordnar x)*

Sjalva formuleringen av AC inom ramen for en axiomatisk framstéillning
av mangdliran kom forst med Zermelo i 1908 ([11]) i en till synes svagare
form;

Om X é&r en icketom méngd av parvis disjunkta, icketomma
méngder s finns det en méngd Y som innehéller precis ett ele-
ment ur varje element i X. (Multiplicative aziom,)

'For bevis av detta och dylika obevisade fakta, se [6].



Idén var att detta skulle vara mer intuitivt sjilvklart 4n den ursprungliga
formuleringen i termer av urvalsfunktioner. Han visade dock i samma artikel
att de tva &r ekvivalenta. Det vill siga:

Faktum 2. ZF - AC < Multiplicative aziom.

Kontroversen kring Zermelos axiomatisering var stor, men diskussionen
ebbade ut nagot efter 1938 ([3]) d& Godel bevisade att om ZF &r konsistent
sé ar ZF + AC konsistent. Det &r dock fortfarande intressant att studera den
relativa styrkan hos AC, kanske speciellt i forhéallande till pastdenden om
kardinaltal.

2.2 Likmiktighet

Forst och framst definierar vi nagra vilbekanta relationer.
Definition 1.

1. Lat a = b omm det finns en injektiv funktion fran a till b. a sdgs vara
inbdddbar 7 b.

2. Lat a ~ b omm det finns en bijektiv funktion fran a pd b. a och b sigs
vare likmiktiga.

3. Lita <b omm a < b och a #£b.

Vi far omedelbart ur definitionerna att < &r en transitiv och reflexiv
relation och att ~ ar en ekvivalensrelation. Dessutom &r de tva relationerna
relaterade till varandra via foljande sats:

Faktum 3 (Schroder-Bernsteins sats). ZF - VaVy (x < yAy 22 — x >~ y).
Vad som déremot inte foljer ur ZF &r att < skulle vara total.
Faktum 4. ZF - AC & VaVy (x [ yVy 2 z).

Bevis. =) Antag att M F ZFC och att a,b € M. Eftersom M F AC sa
finns vilordningar (a, <,) och (b, <p), och varje vilordning &r (redan i ZF!)
isomorf med nagot ordinaltal s4 a ~ « och b ~ 3 for négra ordinaltal o och
(. Men for ordinaltalen ar det sant att o < (3 eller 8 =< « varfor detta méaste
gélla for a och b ocksé.

<) Antag att M F ZF +VaVy (r <y Vy = x) och 1at a vara ett godtyckligt
element i M.

Det méste finnas nagot ordinaltal som inte &r inbdddbart i a. Vi har
némligen att varje ordinaltal o sddant att o =< a ger upphov till en unik
valordning pa en delméngd till a, och klassen av sddana vélordningar &r en
delméngd till P(a x a) och &r saledes en mingd, emedan klassen av alla
ordinaltal dr en dkta klass.



Lat nu « vara ett ordinaltal som inte &r inbdddbart i a. Enligt antagandet
om M maste alltsd a < a. Da finns det en bijektion mellan a och en delméngd
till o, men varje delméngd till a r vélordnad varfor dven a kan vélordnas.

Eftersom a var godtyckligt vald, kan alla m&ngder i M vilordnas, vilket
enligt faktum 1 ger oss att M = AC. O

Vi har alltsa, precis som vi lovade, visat att Cantors antagande att tricho-
tomi for <-relationen géller, krdgver urvalsaxiomet. Vi kan ocksa dra slutsat-
sen att det i modeller till ZF dar AC &r falskt alltid kommer finnas tva
méngder a och b sadana att ingen av dem &r inbaddbar i den andra.

Forutom =< finns en annan naturlig “mindre-an” relation.

Definition 2. Ldit a <* b omm det finns en surjektiv funktion fran b pd a.

I modeller till ZFC sammanfaller dessa definitioner, men vi ska senare
visa (se faktum 8 och avsnitt 3.2.3) att det finns en modell till ZF i vilken
det finns méngder a och b sddana att a <* b men samtidigt b < a.

2.3 Kardinaltalen

Eftersom ~ &r en ekvivalensrelation kan vi lata C(a) vara ekvivalensklassen
som ¢ tillhoér. D& varje vélordning &r isomorf med négot ordinaltal far vi
féljande omformulering av faktum 1:

Faktum 5. AC dr ekvivalent med att varje ekvivalensklass under ~ skdr
klassen av ordinaltal, det vill sdga

ZF F AC < Vx (C(z) NON # 0).

Med AC far vi déarfor en vildigt naturlig representant i varje ekvivalens-
klass, ndmligen det minsta ordinaltalet déri. I modeller dar AC &r falsk &r
dock situationen annorlunda; det kommer att finnas méngder som inte &r
likméktiga med nagot ordinaltal. Vad vi istéllet gor ar att vélja ut en méngd
av representanter ur ekvivalensklassen, ndmligen de med lagst rang.

Definition 3. Kardinaliteten for en mdngd z, |z|, definieras som C(x)NV,
dir « dr det minsta ordinaltalet sidant att C(x) NV, # 0. |z| kallas ett
kardinaltal.

Kardinaltal kommer att betecknas med frakturerade bokstéver, t.ex. m
och n, eventuellt med index.

Vi vill ha sérskilda namn for ordinaltalens kardinaliteter. L&t wqy vara
méngden av naturliga tal, och lat w, vara det minsta ordinaltalet A sddant
att wg < A for alla § < «. Vi later Xy := |wy| och kallar ett kardinaltal m
for ett aleftal om m &r ett heltal eller X for nagot A.

Ur en enkel lek med ord far vi alltsé att AC &r ekvivalent med att varje
kardinaltal ar ett aleftal.



2.4 Oad&ndligheterna

En viktig del av forskningen kring axiomatiserad méngdlira dr studiet av
olika sorters éndlighetsbegrepp. Det &r i sjdlva verket inte helt sjalvklart
hur man ska formellt definiera ett sadant begrepp. Intuitivt &r de dndliga
mangderna precis de som har n stycken element, dir n &r nagot heltal.
Samtidigt &r ett heltal, intuitivt sett, nagot som fas genom att anvanda
efterfoljareoperationen ett dndligt antal ganger.

Denna sjélvreferans loses i ZF genom att definiera efterféljareoperatorn
som funktionen Sc(x) := xz U {z} och sedan lata méingden av naturliga tal
definitionsmissigt vara den minsta mingden som innehdller 0 = () och &r
sluten under efterfoljareoperatorn. Darfor kan man definiera dndlighet pa
foljande sétt (en definition som vi hidanefter antar):

Definition 4. En mdngd x ar dndlig omm x ~ n, for nagot heltal n. x dr
odndlig om den inte dr dndlig.

En annan definition, som vid forsta anblicken inte verkar ha nagot med
naturliga tal att gora ar foljande:

Definition 5. En mdngd x dr dedekindodndlig omm z =~ y fér nagon dkta
delmdangd y C x. x dr dedekindindlig omm den inte dr dedekindodndlig.

Det visar sig dock att dedekindodndlighet kan omformuleras pa ett sitt
som inbegriper midngden av naturliga tal:

Faktum 6. ZF - Vz (x dr dedekindoindlig < w = x).
Det &r ocksa ldtt att visa att
Faktum 7. ZF - Vz (z dr dndlig — x dr dedekindindlig)

Det finns &ven andra éndlighetsbegrepp, se t.ex. [1] och [8]. Gemensamt
for alla ar att de i ZFC kommer vara ekvivalenta. I avsnitt 3.2.3 ska vi dock
visa att det finns en modell till ZF i vilken det finns en méngd som &r odndlig
men dedekindéndlig. Intressant nog kan vi da ocksé visa att < och <* inte
Overensstammer.

Faktum 8. Om M E ZF+“det finns odndliga dedekindindliga méangder” sa
finns det mdngder a,b € M sddana att M Ea =<*bAaAb.

Bewis. Lat a vara en dedekindéndlig, odndlig méngd och, for varje n € N, 1at
a™ vara {(ag,ai,...,an—1) | a; € a A a; # a; nirhelst i # j}, det vill siga
méngden av alla n-tipler utan upprepning. Vi visar att om s ar en odndlig,
dkta delméngd till w sddan att s # w \ {0}, s& géller:

L o™ = a®, (1)

nes new



men samtidigt

U a™ < U a™. (2)
nes new
(1). Lat s; vara upprakningen av elementen i s i den naturliga ordningen.
Da giller s; > i och dérfor finns det en surjektiv funktion f;: ats) — ()
ndmligen den som “skéir bort” slutet pa varje sekvens. Alltsa &r (J;c,, fi en
surjektiv funktion som bekraftar (1).
(2). Eftersom s C w géller

e c [ a®

nes new
varfor

U a™ =< | a®.

nes new

Vi méaste alltsa visa att [ J,, o, a™ Uneo, @™ Det réicker per definition att
visa att (¢, a™ &r dedekindindlig.

Antag motsatsen, det vill siga att det finns en uppriaknelig delméngd
b= {bg,b1,ba,...} till |, a(™ . Med hjilp av b bygger vi nu en upprikning
av atskilda element ur a vilket ger oss en motségelse.

Lagg forst och framst mérke till att eftersom sekvenserna inte innehéller
upprepningar sa kommer mangden

B = { x| x férekommer i nagon sekvens b; }

att vara en odndlig delméangd till a. Lat ¢ = (co, ¢1, . . .) vara den upprékneliga
sekvens som ges av att konkatenera by, b1, b, ... 1 den ordningen. Definiera
nu a; = ¢ dér k dr det minsta naturliga talet sadant att ¢, & {a; | j <i}.
Vi &r garanterade att det finns ett sadant k for varje ¢ eftersom B &r odndlig.
Men da bildar {ag, a1, ...} en uppriknelig delméingd till a. O

2.5 Kardinaltalsaritmetik

Vi definierar de vanliga aritmetiska operationerna pa kardinaltalen och pre-
senterar sedan nagra resultat om dessa.

Definition 6. Om m och n dr kardinaltal och a och b ar nagra element © m
respektive n sadana att aNb = 0 later vi

m<n omm a=0b,

m<n omm m<nochm#n,
m|n omm m<LnochnLm,
m+n = |aUb|, och

m-n = |axb|,

n ﬂ
7

m = |a’|, dar a® dr mingden av funktioner fran b till a.



Det &r l4tt att inse att detta definierar vildefinierade funktioner och re-
lationer, det vill sdga att funktionsvirdet respektive sanningsvérdet ej beror
pa vilka par av representanter a och b man véljer.

Déremot finns det inget naturligt sétt pa vilket vi kan definiera odndliga
summor och produkter. Antag t.ex. att X &r en odndlig mangd av icketomma
och parvis disjunkta méngder. Vi skulle vilja definiera kardinaltalssumman
av elementen i X som | U X|. Men antag nu att det finns en méngd Y av
parvis disjunkta méngder sddan att | X| = |Y|, det vill séiga att det finns en
bijektion h: X — Y, och dér det samtidigt &r sa att om =z € X sa giller
|x| = |h(x)|. D& kan vi inte utan urvalsaxiomet garantera att |UX| = |UY].
I avsnitt 3.2.4 visar vi i sjdlva verket att det finns en modell M F ZF i vilken
det finns en uppriknelig mingd av upprékneliga mingder vars union inte &r
uppraknelig.

Det “naturliga” séttet att definiera en odndlig produkt ar att lata det
vara kardinaliteten hos méngden av alla funktioner f: X — UX sadana att
f(z) € x. Men utan urvalsaxiomet kan vi inte garantera att det finns nagon
sadan funktion, dvs att en odndlig produkt av icketomma méngder kan bli
tom!

Faktum 9. Féljande egenskaper hos de aritmetiska funktionerna gar att visa
1 ZF:

(+m)+n = [+ (m+n) (1)
m+n = n4+m (2)
(I-m)-n = [-(m-n) (3)
m-n = n-m (4)
[-(m+n) = [-m+[-n (5)
(M = e (6)

m < 2™ (7)

m+n < m-nndrmmn>2 (8)

Bewis. (1 - 2) foljer ur associativitet och kommutativitet hos union.
(3). Om A, B och C &r méangder s& definieras bijektionen mellan (A x
B) x C och Ax (BxC) av

{{{{a.b), ¢} {a, (b,c)) ) | {(a.b),c) € (Ax B) x C'}

som dr en méngd enligt SUBST; pa liknande sdtt visar man (4).

(5) far vi eftersom A x (BUC)=Ax BUA x C.

(6). Om A, B och C #r méngder sa &r { (f,(fIA, fIB)) | f € CAVB}
en méngd enligt SUBST, och denna bildar en bijektion mellan C4YB och
CA x CB.

(7) &r Cantors sats.



(8). Lat m, och n, vara sddana att m = m; + 1 och n =n,; + 1. D4 géller

m-n

(M +1)-(n+1)
my-n,+m;+n;+1
1+my+n;+1
m+n

v

Faktum 10. Foljande pastienden dar ekvivalenta med urvalsaziomet:
1. m-n=m+n for odndliga kardinaltal m,n
m =m? for oindliga kardinaltal m

Om m? = n?

, 84 arm=n
Omm<nochp<gq,sidrm+p<n+q
Omm<nochp<gq,sidrm-p<n-q.

Omm+p<n+p, s¢drm<n

NS = e e

Omm-p<n-p, sddrm<n

Bevisen for alla dessa ekvivalenser (och manga, ménga fler) finns i [10],
men for att ge ett exempel pé hur sddana kan se ut sa visar vi hér 1. och 3.

Bevis 1. Eftersom AC implicerar att varje kardinaltal &r ett aleftal far vi
omedelbart att AC = m-n = m + n for oéndliga kardinaltal m och n. Vi
visar darfér implikationen &t andra héallet.

Antag darfor att m &r en odndlig mangd. Lat nu « vara ett ordinaltal som
inte dr inbadddbart i m; vi vet sedan tidigare att ett sddant existerar. Vi har
enligt antagande att |m/|-|a| = |m|+]|a|, det vill siga att det finns en bijektiv
funktion f: m x @ — mUa (vi kan anta att mNa = 0). D& dr det antingen
sant att 3x € mVy € o f((z,y)) € m eller Vo € m3y € o f((z,y)) € a. Men
det forsta fallet implicerar att m &r inbaddbar i « varfor det andra fallet
maste gilla. Eftersom « ar vilordnad kan vi, for varje x, vilja det minsta y
saddant att f((x,y)) € a. Detta ger oss en inbaddning av m in i « varfor m
kan vilordnas. O

Bevis 3. Aterigen #r det litt att visa AC = m = m? for oéndliga kardinaltal
varfor vi visar omvindningen.
Lat darfor m och n vara odndliga kardinaltal. D& géller:



m+n (m +n)?
m? + 2.m-n + n? (visas med faktum 9)
> m-n
> m+ n enligt faktum 6.8,
varfor m +n = m - n. Men enligt 1. s& implicerar detta AC. O

2.6 Andra funktioner pa kardinaltal
Givet en méngd m, later vi

[m]? vara miingden av alla delméingder till m med tva element.

m2 vara m X m.

fin(m) vara méngden av alla éndliga delméngder till m.
fin(m)™ ={{eg,...,en—1) | Vi<n (e; € fin(m)) }.
fin®(m) = m och fin"*t(m) = fin(fin™(m)).

seq!"!(m) vara miingden av alla indliga sekvenser av element i m dér
varje element forekommer hogst en gang.

seq(m) vara méngden av alla dndliga sekvenser av element i m.

Om m = |m| later vi, for varje funktion F' ovan, F(m) = |F(m)|. Det ar da
naturligt att stélla sig fragan om vilka mojliga relationer som kan gélla mellan
F(m) och G(m), dér F och G ar tv& av de ovanstéende funktionerna. Med
urvalsaxiomet blir detta trivialt; Om m &r odndligt sa géller F/(m) = G(m)
for alla " och G. Utan urvalsaxiomet blir det svarare.

Shelah och Halbeisen har ganska nyligen ([4], [5]) studerat just det hér
problemet och bland annat kommit fram till f6ljande tabell av mojligheter:

m | fin(m) |seq'(m) | seq(m) 2m
m = =< =< =< <
fin(m) | >= = >=<| [>=<] <
seqit(m) | >=| >=<|| = =< |>=<]
seq(m) | >=|>=<|| > = = >=<|
2m > > >=<| | >=<| =
I [5] visas #ven att savil [m]? < m? som [m]? > m? #r mojliga. Vi

kommer rekonstruera beviset for detta i avsnitt 3.2.6, men behdver forst en
uppsattning verktyg.



3 Fraenkel-Mostowskimodeller

Fraenkel visade 1922 ([2]) att s linge man har med urelement i sin méngd-
teori sa finns det modeller i vilka AC &r falskt. Idén &r ndmligen den att
en modell M med urelement i ndgon mening inte kan skilja urelementen at,
vilket gor att en permutation av dessa faktiskt bildar en ny modell. Man kan
dessutom konstruera M sa att det finns uppréikneligt antal urelement, men
déar varje mangd i M bara “beror pa” (t.ex. definieras via) ett dndligt antal.
D& kommer inte méngden av urelement kunna ordnas totalt, ty denna ord-
ning skulle i s& fall “bero pd” ett dndligt antal urelement uq, ..., u,, vilket &r
absurt eftersom det &r klart att det finns en permutation (# identitetsfunk-
tionen) som dndrar ordningen pa urelementen men samtidigt inte dndrar pa
just uy, ..., Up.

Vi ska precisera argumentet ovan och &ven ge en presentation av ett mer
generellt tillvigagangssatt som vi sedan ska anvinda oss av for att bygga
modeller i vilka olika forhéllanden mellan kardinaliteter géller. Det kommer
dven visa sig att alla resultat vi kommer fram till kan overforas till ZF, ett
resultat som bygger pa Cohens forcingteknik. Idéerna i avsnitt 2.1 och 2.2.1.
kommer fran [7] och de avsnitt 2.2.2 och framét kommer fran [6].

Vi bérjar med att visa att det finns modeller med upprikneligt manga
urelement.

3.1 Con(ZF) = Con(ZFU)

Lat V = (V,€) vara en modell till ZF. Antag att vi har en formel R(z,y)
sadan att V E R(x,y) dr en bijektiv funktionell relation. Vi skriver F(a) for
det unika objekt b € V som satisfierar R(a,y).

Lat nu x € y betyda att z tillhor bilden av y under F', alltsi;

re'yesreF(y) & 32z € zAR(y, 2)).

Om ¢ ar en formel si ar ¢’ samma formel men med varje forekomst av z € y
utbytt mot formeln som uttrycker x €’ y.

Det intressanta nu &r att €’ uppfor sig vildigt likt €. Lat ndmligen ZF~
vara ZF utan regularitetsaxiomet, da har vi att

Sats 1. V' =(V,€') dr en modell till ZF~.

Bewis. Vi bevisar satsen genom att bevisa att om ¢ € ZF~ sa géller V F ¢'.

EXT Vi visar att Vz,y(x = y < Vz(z € z < z € y)) dr sant i V.
Implikationen &t hoger &r uppenbart sant. Antag darfor att Vz(z € x <
z € y). Detta &r, per definition, ekvivalent med Vz(z € F(x) < z € F(y)),
men d& ger EXT iV att F(z) = F(y) men da giller z = y, ty F ar bijektiv.
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PAR Lat a och b vara tva godtyckliga mingder. Lat ¢ = F~1({a,b}). Da
harviatt z €' c& 2€ F(e) & z=aVz=b.

UNION Vi visar att det for ett godtyckligt a finns ett b s.a.

re'b & F(ve zAze a)
& Jz(zxe F(z) ANz € F(a))

Lat ¢ = Uyep(q) F'(y). Denna méngd existerar enligt UNION och SUBST i
V. Lat nu b = F~1(a), da giller z € b < z € ¢ vilket var vad vi ville.

DEL Lat ¢'(x) vara en godtycklig formel och a vara en godtycklig méngd.
Eftersom ¢'(z) &r ett uttryck i spréket for ZF och F(a) & en méngd si
finns det en miingd ¢ = {x | * € F(a) A ¢/(x) }. Sitt b = F~1(c) sa giller
x € b xe an ¢ (r) vilket ar det onskade resultatet.

POT Vi lagger forst och framst marke till att

xC'y = V2(z€lx—2€y)
& Vz(z€ F(x) = 2€ F(y))
& F(z) CF(y)

Lat a vara en godtycklig mangd och 1at
¢ = {z|F(z) CF(a)}
{F'(y) |y e P(F(a))}.

c ar en méangd enligt SUBST, DEL, POT i V och det faktum att F(a) ar
bijektiv och definieras av en formel i spraket for ZF. Lat nu b = F~1(c), da

far vi:
re'bh &
<~
=g
<~

x € F(b)
rEC
F(x) C F(a)
x C'a. VSB

SUBST Lat ¢(z,y) vara en formel i spriaket for ZF s.a. ¢/(x,y) bildar en
funktionell relation. Tag nu en godtycklig mingd a och 1at ¢ vara bilden av
F(a) under ¢'. ¢ &r en mingd enligt SUBST i V, si vi later b = F~!(c). Vi

far da att

re'h & xrec
& Fz(z € F(a) A ¢ (2,7)),

och alltsa géller SUBST i V.
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INF Vi definierar induktivt en funktion f: w — V pa foljande séitt (vi
anvinder oss aterigen av att F ar bijektiv):

f0) = FH0)
F(fn+1)) = F(f(n)U f(n).

Lat nu n = flw] och 1t § = F~1[n]. Ligg mirke till att * € 0 < x € 1. Vi
visar att 6 innehaller () och #r sluten under Sc¢’(x).

Vi har direkt att Vo(z ¢ F~1(0)) sa O/ = F~(0). Eftersom (/ € n har
vi att () € 6.

Vidare giller att om a €' 0 83 a € n, och alltsd a = f(n) f6r ndgot n € w.
Men vi har ju att

z€ fln+1) & z2€F(f(n+1))
& ze F(f(n) U{f(n)}
& z€ f(n)eller z= f(n)
& z€ fn)U{f(n)}
& z2€'Sd(a),
och dérfor giller Sc/(a) € n och alltsd Sc’(a) €’ 6. O

Tyvarr far vi inte, pa detta sétt, nodvindigtvis en modell som negerar

AC.
Faktum 11. Om urvalsaziomet dr sant 1 V ovan sé dr det sant 1 V' ocksd.
Vi far ddremot mojligheten att skapa modeller med urelement!

Definition 7. Ett urelement dr en mangd x sidan att x = {x}, det vill
saga Yy (y € x> y = ).

Sats 2. Det finns en struktur M sadan att
M E ZF~ + “det finns upprakneligt manga urelement”.

Bevis. Lat V vara en modell till ZF och lat F'(x) vara sadant att om n ar
ett naturligt tal > 0 s& géller F'(n) = {n}, F({n}) = n och annars giller
F(x) = z. Lagg mérke till att vi maste krava att n > 0 eftersom {0} = 1
och F hade i sa fall inte varit vdldefinierad.

Lat nu M = (V,€’). Vi har, for varje n > 0 att V E Va(z €' n < z =n)
sa varje n kommer att vara ett urelement i M.

Vi definierar nu, med induktion i V en funktion f sddan att

f0) = F7H0)
fln+1) = FH{f0)..... f(n)}).
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Man far évertyga sig om att bilden av f i sjélva verket dr den méngd som i
M tolkas som w.

Om vi later {ag,...,a,} vara en forkortning for F~'({ag,...,a,}) sa
kan vi lita (a,b)’ vara {{a}’,{a,b}'}’. Med lite tankekraft riknar man ut
att dessa definitioner faktiskt gor det dom ska, det vill sdga att (a,b)’, i M,
kommer att vara det ordnade paret av a och b. Vi sétter nu

g= F_l({<n,f(n)>/ |n € w})
g dr d&d en méngd i V och ar, ¢+ M, en bijektion mellan urelementen och w. [

Lagg maérke till att dven om modellen M ovan sjalvklart strider mot
regularitet s dr det egentligen bara urelementen som utgér motexempel.
Dérfor kommer féljande variant av regularitet vara sann i M:

r#0—Jy(ycazn(yne=0Vvy={y})). (UREG)

Vilater ZFU vara ZF~+UREG. Fréan sats 2 vet vi att det finns modeller
till ZFU som har upprikneligt manga urelement.

Det finns for ZFU en motsvarighet till den klassiska kumulativa hierar-
kin, med den enda skillnaden att den ligsta nivan inte utgors av () utan av
méngden av urelement. Det finns sadeles ett relevant rangbegrepp.

Definition 8. Den tvistdlliga funktionen P(z) definieras med transfinit
induktion

PY(

x) =
P 2) = PUx) UP(PY(x)
PMz) = |JPa).
a<A

I modeller M till ZFU é&r det nu sant Va3a (x € P*(U)), dar U = { z |
x € {x}} 4 mingden av alla urelement. Vi later rangen for en méngd x i
M vara det minsta ordinaltal « sddant att x € P*(U).

Det intressanta med dessa modeller &r att varje permutation pa urele-
menten gar att utvidga (pa ett naturligt sétt) till en automorfism pa hela

modellen. Det dr just detta faktum som gor att vi kan skapa modeller i vilka
AC &r falska.

3.2 Permutationsmodeller

Definition 9. Lit M E ZFU och lat U vara mdngden av urelement 1 M.
Om m dr en permutation pa U definierar vi 7: M — M som

(o) = {77(1‘), nar x € U
{n(y) |ly€x}, nirzgU.
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Faktum 12. Om M F ZFU och © dr en permutation av urelementen 1
M sa dr & en automorfism pdé M, det vill sdga en bijektion som bevarar
e-relationen.

Eftersom det inte kommer innebéra nagra ambiguiteter anvinder vi oss
av notationen 7(x) éven for 7 (z).

Vi bygger nu inre modeller till M i vilka urvalsaxiomet &r falskt. Vi borjar
med foljande betraktelser och overlamnar de enkla bevisen till lisaren:

Faktum 13. Om M E ZFU, n(x) ar en permutation pd urelementen och
¢(ag, ... ,an) ar en sats med parametrar ay,...,a, € M sd gdller

M E §ag, .., an) & ME o(n(a), ., 7(an)).
Bewvis. Bevisas med induktion 6ver komplexiteten pa ¢. O
Faktum 14. Om « dr ett ordinaltal si gdller m(a) = .

Bewvis. Inses latt eller bevisas med transfinit induktion over a. O

3.2.1 OAD och HOAD

Precis som i fallet med ZF definierar vi, relativt en modell M £ ZFU, de
ordinaltals- och atomdefinierade mangderna, OAD(M).

Definition 10. En mdngd a tillhor OAD(M) om och endast om det finns

en formel ¢(z, o, . .., ap, U, . .., Uy ) med en fri variabel x, dar ordinaltalen
Qq, - - -, och urelementen ug, ..., Uy far ingd som parametrar, sidan att
ME ¢(x,ap,...,0Qn, U0,y ..., Up) < T = a.

De hereditirt ordinaltals- och atomdefinierade méangderna, HOAD(M),
far vi sedan via

Definition 11. En mdngd a tillhor HOAD(M) omm a och varje element i
det transitiva holjet till a finns med OAD(M).

Faktum 15. Om M F ZFU sa gdller HOAD(M) E ZFU.

Bewis. Beviset dr det samma som i fallet med ZF' fast vi maste forsikra
oss om att méngden av urelement finns med i HOAD. Men denna ar ju
definierbar via formeln Vy(y € x < y = {y}). O

Men i HOAD(M) &r AC falskt!
Sats 3. Om M = ZFU si HOAD(M) E =AC.
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Bewvis. Vi visar att det inte ens finns nagon stréng total ordning av méngden
av urelement, vilket motsidger vilordningssatsen.
Antag dérfor att v ar en stréng total ordning av urelementen. D& finns

det en formel ¢(z, ag,. .., an, ug, ..., uy) sddan att
M EVz(d(z, o, ..., QnyUgy -y Up) < T = ).
Men vilj nu tva urelement a och b, skilda fran ug, . .., u,, sidana att (a,b) €

v. Lat m vara en permutation som byter plats pa a och b men som for ovrigt
inte &ndrar pa néagra urelement.
Enligt faktum 13 sa géller

M EVz(d(x,m(ap), ..., m(an), m(ug), ..., m(ug)) < x =7n(v))

vilket, med vért val av 7 och faktum 14, ger att w(v) = v. Men vi har ocksa
att M F (a,b) € v varfor M F w((a,b)) € m(v), det vill sdga M F (b,a) € v
vilket motsédger att v ar en string ordning. O

3.2.2 En generalisering

Vi presenterar nu en generaliseringen av foregéende resultat, med vars hjélp
vi kan konstruera ett flertal olika modeller i vilka vi kan patvinga olika rela-
tioner mellan kardinaliteter.

Lat som vanligt M F ZFU och U vara urelementen i M. Lat G vara en
grupp av permutationer pa U.

Definition 12. Symmetrigruppen for en mangd x, symg(z), dr mingden
av alla permutationer ¢ G som fizerar x. Det vill siga

symg(z) ={reG|n(x)=xa}.

Dessutom later vi, for varje delmangd S C U, fixg(S) vara gruppen av
alla permutationer som fixerar elementen i S, det vill sidga

fixg(S) = {neG|n(s)=sforallase S}
= ﬂ syme(s).

seS

Definition 13. En mangd F av delgrupper till G ar ett normalt filter pa
G om det for alla delgrupper H och K till G gdller att

(1) GeF,

(2) om He F och HC K, si K € F,
(8) om HK € F sa HNK € F,

(4) om7 € G och HeE F, sa tHr ' € F,
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(5) forvarjeuw e U, {m € G |n(u)=u}eF.

Definition 14. Ldt F vara ett normalt filter pd G. En mdngd x sdgs vara
symmetrisk om symmetrigruppen for x tillhor F.

Definition 15. En mdngd x dr hereditirt symmetrisk om x dr symmet-
risk och varje element i det transitiva holjet av x dr symmetriskt.

Faktum 16. Lit V = {x € M | x dr hereditirt symmetrisk}. Dd dr V en
modell till ZFU. En siadan modell kallas en permutationsmodell.

Bevis. Vi visar hir att PAR och POT &r sanna i V och hénvisar till [6],
sidorna 46-47, for resten av beviset.

PAR Lat a och b vara tva godtyckliga méngder i V, dvs a och b &r he-
reditdrt symmetriska. For att visa att {a,b} € V récker det alltsd att vi-
sa att {a,b} dr symmetrisk. Det &r dock klart att symg(a) N symg(b) C
symg({a,b}) och enligt egenskaperna (2) och (3) hos filtret F sa far vi alltsa
att symg({a,b}) € F, vilket skulle bevisas.

POT L&t a vara en mangd och lat b = P(a)NV. Det ar klart att elementen
i b dr hereditart symmetriska varfor det racker att visa att b &r symmetrisk.
Det giller for alla x att om 7 € G s& dr symg(m(z)) = 7wsymg(z)7 ! och
alltsd &r 7(z) symmetrisk nérhelst z &r det. Detta innebédr att om x &r ett
element i b sa &r 7(b) det ocksa.

Lat nu 7 € symg(a). D& har vi att

reb = 7 lz)eb
= x € m(b), och dessutom att
zen(b) = z=mn(y) forngtyeb
= z=m7(y) €

Alltsa géller 7(b) = b varfor m € symg(b) och alltsé symg(a) C symq(b)
och eftersom F ér ett filter sd har vi att symq(b) € F vilket skulle bevisas.
O

Vi kommer hér endast att anvénda oss av en speciell sorts filterkonstruk-
tion, ndmligen filtret som fas via ett normalt ideal pa U.

Definition 16. Lit G vara en grupp av permutationer pa U. En familj I av
delmdangder till U dr ett normalt ideal om det for alla B, F C U gadller att:

1. 0el,
2.omFE el och FCFE, sagdller Fel,

3. om E,F el, sagdller FEUF €1

16



/.

omm € G och E €1, sa galler 7[E] € I och

5. for varje w € U sd gdller v € 1.

Om F ar nagon familj av delméngder till U och [ 4r det minsta idealet
sadant att F' C I sa sdger vi att I genereras av F.

Faktum 17. Antag att I dr ett normalt ideal pé U. Lt F vara mangden av
alla delgrupper, H, till G sidana att H 2 fixg(E) for nigot E € 1. Dd dr
F ett normalt filter pa G.

Bevis. Vi maste visa att F har alla egenskaperna i definition 13.

1.

2.

G € F eftersom G = fixg(0).

Vi har direkt ur definitionen av F att om H € F och K O H sa giller
KekF.

JF ar slutet under snitt, ty antag att H, K € F. D4 finns det E, F € |
sadana att H D fixq(F) och K D fixg(F). Men H N K D fixg(E) N
fixq(F) =fixg(EUF) och EUF € [ varfor HNK € F.

Antag att m € G och H € F. Vi vet da att det finns ett £ € I sadant
att H 2 fixg(FE). Enligt definitionen av ideal s& giller n[E] € I. Lat nu
7o € G vara sddant att mo € fixg(mw[E]), det vill siga mom(e) = m(e) for
alla e € E. Vi vill visa att mp € tHr ! ty da &r fixg(7[E]) C nHr !
och saledes giller tH7 ™! € F.

Men vi har ju att 7~ mom(e) = e for alla e € E, det vill siiga 7~ 'mom €
fixg(E) C H. Samtidigt har vi att m(7 ‘mom)n ! = o varfor mp €
THr 1.

Lat w € U. Enligt definitionen av ideal si giller {u} € I varfor
ﬁX(;(u) e F

O]

Ett filter F som bildas av ett ideal I pa ovanstaende sétt har egenskapen
att en mingd = dr symmetrisk omm det finns en méngd urelement E, € [
sadan att fixg(Ey) C symg(x). E, kallas for ett stod (eng. support) for z.

Antag nu att vi har byggt en permutationsmodell V sddan att det i V finns
tva kardinaltal n och m sddana att V E ¢(n, m), dér ¢ ar nagot intressant for-
hallande mellan de tva kardinaltalen. Fran detta kan vi alltsé dra slutsatsen
att det ar konsistent med ZFU att det finns tva sddana kardinaltal.
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I sjélva verket kan vi dstadkomma mer dn s&. Antag att vi har en modell
M E ZFU + AC, och att V &r en permutationsmodell i M. Kérnan i
M, vilket vi skriver My, ar helt enkelt elementen i M vars transitiva holje
saknar urelement. D3 &r det ett faktum att My F ZF. Genom forcing kan
vi nu skapa generiska extensioner, IV, till My pa ett sadant sétt att N F ZF
och dér strukturen hos godtyckligt stora delar av V kan aterfinnas i N. Mer
precist har vi foljande sats?:

Sats 4 (Jech-Sochor). Lat M wvara en modell till ZFU + AC, U vara mdng-
den av urelement i M, My vara kirnan 1 M och lit « vara ett godtyckligt
ordinaltal © M. Da finns det, for varje permutationsmodell V C M, en sym-
metrisk extension N O My och en mdangd U e N, sddan att N E ZF och

dar B
(PO‘(U))V dr isomorf med (PQ(U)N.

Beuvis. Se 6], sidorna 85-89. Idén i beviset &r att expandera My med |U| nya
generiska méngder g, u1, ... dar varje u; dr en méngd av méngder av ordi-
naltal sddan att |a;| > P*(U). Dérefter begransar man den nya expanderade
modellen genom att med hjilp av filtret som anvindes i konstruktionen av
V endast ta med de méngder som &r hereditirt symmetriska med avseende
pa permutationer av forcingvillkoren. Pa detta sétt fas modellen N F ZF
som falsifierar urvalsaxiomet och dar strukturen P ({ug, u1,...}) uppfor sig
(ar isomorf med) den ursprungliga strukturen P*(U). O

Som en konsekvens av detta far vi féljande faktum som ger oss ett tillréck-
ligt villkor f6r nér vi kan lyfta 6ver ett pastaende fran en permutationsmodell
till en modell for ZF.

Definition 17. ¢(x) dr en begrinsad formel omm ¢(x) dar pd formen
dap(x,«) dir alla kvantifikatorer i ¢ dr pd formen 3z € P*(x) eller
Vz € P (x).

Faktum 18. Om V dr en permutationsmodell och V F 3z ¢(x) dar ¢(x) dr
en begransad formel sd finns det en modell N E ZF sidan att N F 3z ¢(z).

Alla pastdenden om kardinaltal som vi, i den hér texten, vill visa vara
konsistenta med ZF dr ekvivalenta med ett sddant begrinsat existenspasta-
enden. Detta innebér att det récker att hitta en permutationsmodell i vilket
pastaendet giller. Vi kommer nu bygga fyra olika sddana permutationsmo-
deller. I samtliga fall kommer M vara en modell till ZFU och U kommer
vara (den upprikneliga) méngden av alla urelement.

2Vi har hiir valt att anvinda oss av formuleringen som finns i [6] dér teorin for mingd-
lara med urelement dr nagot annorlunda. Sjilvklart kan inte P (U) vara isomorft med
nagon struktur i vilken regularitetsaxiomet &r sant. Satsen kan dock ldtt omformuleras f6r
att ticka in var definition genom att begrinsa €-relationen i P*(U) s& att u & u for alla
uel.
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3.2.3 Fraenkelmodellen

Vi beskriver forst och framst permutationsmodellen som nirmast motsvarar
modellen HOAD(M) ovan. Lat G vara gruppen av alla permutationer pa U
och lat I vara méngden av alla dndliga delméngder till U. Da dr I ett ideal,
varfor vi skapar motsvarande filter F och bildar var permutationsmodell Vg
(F for Fraenkel).

Faktum 19. Ldt m vara kardinaliteten hos U 1 V. Féljande pastienden dar
dd sanna i Vp:

1. U dr odndlig och dedekinddindlig.

2. fin(m) || seq!”! (m)
3. fin(m) | seq(m)
4. soqi~! | 2m

5. seq(m) || 2™

Bevis. Vi visar (1) och hénvisar till [5] for 2-4.

Att U &r odndlig ar klart ty om det hade funnits en bijektion mellan U
och ett heltal n i Vr s& hade denna bijektion redan funnits i M. Vi visar
alltsa att U ar dedekindéndlig.

Antag att det finns en injektiv funktion f: w — U. D& finns det ett stod
Ey € I for f. Eftersom Ey &r dndlig sa kan inte gérna fixg(Ey) C fixg(f[w])
sa det finns en permutation 7 € fixg(Ey) sddan att m ¢ fixg(f[w]), det vill
saga m(f(n)) # f(n) for ndgot n. Samtidigt géller m(n) = n och alltsd kan
inte w(f) = f vilket motséger att E; var ett stod for f. O

3.2.4 Ett efterlingtat motexempel

Lat M vara en modell till ZFU med en uppréknelig méngd U av urelement
och {U; | i € w} vara en partition av U dér varje U; ar uppriknelig. Lat nu
G vara gruppen av alla permutationer, 7, pd U saddana att 7[U;] = U; for alla
U;. Lat I genereras av familjen av &ndliga unioner av U;n. Da &ar I ett ideal
varfor vi later F vara filtret som fas av I och skapar en permutationsmodell
Vr.

Foljande géller da i Vig:

1. {U; | i € w} &r en uppréknelig familj av upprikneliga méngder.

2. U = |J U; ér en ickeuppriknelig mangd.

1EW

(2) ar sant av egentligen samma anledning som i Fraenkelmodellen, dvs
en total ordning av urelementen kan inte ha ett andligt stod. Vi visar istéllet

(1).
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Bewis. Lat f; = { (j,uij;) | j € w} vara en upprikning i M av elementen
i U;. Varje j € w dr symmetrisk och varje u; ; ar ett urelement s& dessa ér
ocksd symmetriska. Dessutom ar f; sjalvt symmetrisk eftersom fixg(U;) C
syme(fi) (i sjélva verket &r dom ju lika). Alltsa ar varje U; upprikneligi V.
Dessutom ar f = { (i,U;) | i € w} trivialt symmetrisk eftersom 7(f) = f for
varje ™ € G. O

3.2.5 Den ordnade Mostowskimodellen

Lat <Y vara en tiit linjér ordning utan &ndpunkter pa U. Lat G vara gruppen
av alla permutationer, 7, pa U sadana att om u < v sa giller 7(u) <Y 7 (v)
(7 bevarar ordningen pa elementen i U). Lat slutligen I vara méngden av alla
andliga delméngder till U. I ar ett ideal och vi bildar var permutationsmodell
Vi (M f6r Mostovski). Lat m = |U], da

Faktum 20. Ldt m vara kardinaliteten hos U © Vg. Foljande kedja av olik-
heter ar da sann ¢t Vg:

m < [m? < m? < fin(m) < 2™ < seq'H(m) < seq(m).

Bewis. Vi hiinvisar aterigen till [5] och visar bara [m]? < m?.

Forst och frimst uppmirksammar vi att <Y &r ett element i Vy; eftersom
alla permutationer i G bevarar ordningen. Av denna anledning kan vi defini-
era den injektiva funktionen f: [U]? — U? sadan att f({u,v}) = (u,v) om
(u,v) € <Y och (v,u) annars. Vi behover alltsa visa att det inte finns nagon
injektiv funktion fran U? till [U]?.

Antag motsatsen och lat g: U? — [U]? vara en injektiv funktion i Vs med
dndligt stod E,. Antalet ordnade par med element ur E, ér |E,|?> emedan
antalet oordnade par med element ur £, ar (“”;g |) vilket ar stréngt mindre
&n |E,y|? néir E, ir éndligt. Alltsa finns det ett par av urelement (u,v) € F,?
sadant att g((u,v)) = {a,b}, dér a € E,. Lat nu 7 € fixg(E,) vara sadant
att m(a) # a. Eftersom g bevarar ordningen pa U s& kan inte 7(a) = b och
m(b) = a varfor w({a,b}) # {a,b}. D& har vi alltsa att 7((u,v)) = (u,v) men
m(g((u,v))) # g((u,v)) och saledes 7(g) # g vilket emotséger att E, &r ett
stod for g.

O

3.2.6 En modell dir m? < [m)?

Vi ska nu visa ett mer tekniskt och “konstruerat” exempel pd en permuta-
tionsmodell.

Antag att vii M har en uppréknelig méngd A och en grupp G av permu-
tationer pa A. Eftersom bade A och U &r upprikneliga, finns det en bijektion
h: U — A, och da kommer G, = {h ' omoh | ™ € G} att vara en grupp
av permutationer pa U.
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P4 motsvarande sitt kommer ett filter F av delgrupper till G att motsva-
ra ett filter Fj, av delgrupper till H och vi kan séledes bilda en permutations-
modell Vr. Fragor vi stéller om Vz kommer da vara intimt sammankopplade
med egenskaper hos A, G och Fi M. Vi kommer darfér kunna resonera som
om A vore mingden av urelement, #ven fast den potentiellt sett innehaller
mer struktur &n en méngd av “riktiga” urelement skulle gora.

Vi ska nu bilda en uppriknelig mdngd A och en grupp G av permutationer
pa A, sedan visa hur 6versdttningen fram och tillbaka mellan U och A kan
se ut och till slut helt enkelt latsas som om A &r méngden av urelement.

Lat Ag vara en godtycklig uppréknelig mangd i M och lat Gy vara méang-
den av alla permutationer pa Ag. Vi later nu

Apt1=A,U{(n+ L,p,e) | p€ Ay x Ay Ne€ {0,1} }

och G,4+1 vara den minsta mingden av permutationer pa A,y; sddan att
det for varje g € G, finns tva permutationer hg och hy i G411, sddana att

i) = {g(:c) nir x € A,
(77, +1, (g(pl)vg(p2)>76 +2 Z) nar r = (n +1, <p17p2>76)ﬂ

dar +9 ar addition modulo 2.

Lat A = U,ey An och G vara gruppen av alla permutationer 7 pa A
sadana att 7w [ A, € G, for alla n € N. Lat I vara mingden av alla dndliga
delméngder till U. Da &r I ett ideal och vi bildar motsvarande filter F. Enligt
resonemanget ovan ger detta upphov till ett filter pa U varfor vi skapar var
permutationsmodell V, (p for par).

Vi visar forst att V, F U? < [U]%. Fér att underlétta notationen infor vi
féljande beteckning. Om w &r ett element i U sa ar w motsvarande element
i A, det vill siga h(u), och om a &r ett element i A s& &r @ motsvarande
element i U, det vill siga h~!(u). P4 motsvarande sitt definierar vi 7 och
7 for permutationer m i G, respektive GG. Notationsidén &r att a ger oss
“namnet” pa a emedan T ger oss det element i A som u &r namn pé.

Vi definierar nu en injektiv funktion f: U? — [U]? pa féljande vis. Om
u,v € U &r sddana att ©w = (n, py, €,) och v = (m, py, €,) later vi

f{u,v)) ={(n+m+1,(u,v),0),(n+m+1,(w7v),1)}

Vi maste nu visa att f ar hereditdrt symmetrisk. Lat darfor u,v vara tva
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urelement och 1at 7w vara en permutation i H. Da géller att

m(f((w,0) = {m((n+m+1,

= {77((n+m+1 ,m((n+m+1,(u,v),1))}
= {(n+m+1,(r(u),7(v)),0+2€r),
(n+m+1,(m(u), 7(v)),1+2€:)}

f((m(u), 7 (v)))
= f(r((u,0))),

varfor 7(f) = f.

Vi ska nu visa att V, F [U]? £ U2 Vi vill dock undvika att behova
Oversdtta fram och tillbaka mellan U och A hela tiden, s& vi latsas istéllet
att A dr mingden av urelement i )}, men héller i dtanke att vi egentligen
bevisar ett pastaende om U via en 6versdttning.

Bevis. Antag att det finns en injektiv funktion g € V), fran [A]? till A%
Yi skriver"g({"a:,y}) = (t({)xﬂ},t%x’y}). Lat B, = {eo,e1, - ,ex—1} vara ett
andligt stod for g.

Om nu x,y € Ag sd har vi k + 4 olika alternativ for vardera av t?x " och

1.
t{xvy}'

0 tifv,y} = co
k-1 tlﬁ{:}c,y} = €k—1,
YA J—
k t{w’y} =z,
T i
k+1 t{w,y} =y

k+2 ’{w s € Ag men &r varken x,y eller nagot e;, eller

Alltsé kan vi partionera g[[Aq]? ] i (k+ 4)? delar. Eftersom A \ E, ir
oandlig s& finns det (enligt Ramseys sats) en delméngd X = {zg,z1,22} C
Ao \ E, sadan att g dr konstant pa [X]?. Det vill siiga att vi oberoende
av valet av x;,z; € X, 0 < ¢ < j < 2 kommer att ha féljande fall for

(t0,t") = g({wi, ;}):
1. t = e och t' = ¢, for nagra fixa e, e’ € E,

2. tY = z; och t! = e for nagot fixt e € Eg, eller tvartom (dvs t! = x; och
tY € E,)

3. 0= x; och t! = e, for nagot fixt ey, eller tviirtom

4. t9 = x; och t! = xj, eller tvirtom
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5. nagot t' € Ao \ (Ey U {z;,z;})
6. nagot t! € A\ (E, U Ap).

I fall (1) och (2) s& kommer g({xo,z1}) = g({z0,z2}) och i fall (3) s& har
vi att g({zo, z2}) = g({x1,z3}). Alla tre fallen emotsiger att g &r injektiv.

I fall (4) sa kan vi, eftersom xz;,z; & Eg4, vilja ett © € fix(F,) sadan
att 7(x;) = z; och m(x;) = ;. Men d& kommer w({z;,z;}) = {z;,z;} men
m((t0, 1)) # (t9,¢1), vilket emotsiiger att E, ir ett stod for g.

I fall (5) later vi @ = ¢ € Ag \ (Ey U (zi,25)) och tar sedan nigot
godtyckligt o' € Ag \ (Eg U z;,x;) som ar skiljt fran a. Eftersom savil a
som a’ inte &r element i Ey U {x;, z;} s& kan vi lat m vara en permutation
i fix(Ey U {x;,x;} sddan att w(a) = @’ och m(a’) = a. Lagg mérke till att
fix(Ey U {x;,x;}) C fix(Ey), s 7 € fix(Ey). Vi har dock att 7m({z;,z;}) =
{z;,z;} men samtidigt att 7(t') # ¢! vilket emotsiiger att E, ir ett stod for
g.

Ifall (6) har vi att ! = (n+1,p, €) for nigot (n+1,p, €) € A\(E,UA). Lt
dérfor m € fix(E,U{x;,x;}) vara sddan att 7((n+1,p,€)) = (n+1,p,e+21).
Pa samma sitt som i fall (5) har vi da att 7 € fix(Ey), m({zi, x;}) = {xi, z;}
men samtidigt att w(g({zs,2;}) # g({xi, x;} vilket emotséger att E, &r ett
stod for g.

I samtliga fall har vi en motségelse, och alltsa finns det ingen sadan
funktion g. O

3.2.7 Sammanfattning

Permutationsmodeller ger mojlighet att visa den relativa styrkan hos sva-
gare versioner av AC. Avsnitt 3.2.6 visar dock att det kan krdvas mycket
uppfinningsrikedom och kombinatoriska idéer for att skapa modeller i vilka
specifika konsekvenser av AC ska falsifieras.

En bra introduktion till konsistensbevis rérandes urvalsaxiomet aterfinns
i [6]. En historisk redogorelse hittar man i [9]. Vill man istéllet veta vad som
ar ekvivalent med urvalsaxiomet s& utgor [10] standardverket.
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